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Einleitung. 


Aufgabe  der  Physik. 

Pie  nns  umgebende  Körperwelt,  welche  wir  in  dem  Begriffe  der  Natur 
zusammenfassen,  kann  nach  einer  doppelten  Richtung  der  Gegenstand  unseres 
Studiums  werden.  Wir  können  einerseits  die  Körper,  welche  wir  vorfinden, 
im  einzelnen  kennen  zu  lernen,  zu  beschreiben  und  zu  klassificieren  suchen. 
Diese  Aufgabe  haben  sich  die  beschreibenden  Naturwissenschaften  gestellt. 
An  diesen  Naturkörpern  nehmen  wir  dann  aber  eine  ganze  Reihe  von 
Veränderungen  wahr,  die  an  denselben  teils  ohne,  teils  mit  unserer  Ein- 
wirkung erfolgen,  welche  wir  mit  dem  Namen  Naturerscheinungen  bezeichnen. 
Das  Studium  dieser  Naturerscheinungen,  der  Bedingungen,  unter  denen  sie 
stattfinden,  der  Gesetze,  nach  denen  sie  verlaufen,  und  der  Folgen,  welche 
sie  fttr  die  Naturkörper  haben,  an  denen  sie  stattfinden,  ist  die  Aufgabe 
des  zweiten  Zweiges  der  Naturwissenschaften,  der  Physik  und  der  Chemie. 

Die  als  Naturerscheinungen  bezeichneten  Veränderungen  der  Körper 
können  sich  entweder  auf  deren  Form,  diesen  Begriff  in  seiner  allgemoinston 
Bedeutung  genommen,  oder  auf  deren  Inhalt  beziehen.  Was  der  letztere 
eigentlich  ist,  wissen  wir  nicht,  da  wir  den  Inhalt  der  Körper  nicht  direkt, 
wahrzunehmen  imstande  sind.  Wir  nehmen  die  Körper  nur  wahr  durch 
den  Eindruck,  den  sie  auf  unsere  Sinne  machen,  indem  wir  sie  sehen  oder 
auch  bei  der  Berührung  fühlen,  das  heifst,  indem  wir  durch  unsern  Ge- 
sichtssinn oder  Gofühlssinn  erkennen,  dafs  ein  gewisser  Teil  des  uns  um- 
gebenden Raumes  andere  Eigenschaften  hat,  als  der  übrige  Raum.  Das- 
jenige mm,  was  sich  im  Innern  dieses  von  der  Umgebung  sich  unterscheidenden 
Raumes  befindet  und  bewirkt,  dafs  er  sich  von  der  Umgebung  unterscheidet, 
bezeichnet  man  ganz  allgemein  als  Materie.  Die  Materie  ist  also  die  Trägerin 
der  Eigenschaften,  welche  die  Körper  besitzen,  sie  ist  die  Ursache  der  Ein- 
drücke, welche  dieselben  auf  unsere  Sinne  machen. 

Die  Naturerscheinungen  können  wir  also  genauer  als  Vorgänge  de- 
finieren, welche  an  und  in  der  Materie  stattfinden , welche  die  Eigenschaften 
der  Materie  ändern.  Das  Studium  dieser  Vorgänge,  welches  wir  als  die 
Aufgabe  der  Physik  und  Ohemio  bezeichnet  haben,  setzt  demnach  voraus, 
dafs  wir  zunächst  die  Eigenschaften  dor  Materie  selbst  kennen  lernen,  denn 
nur  wenn  uns  diese  bekannt  sind,  können  wir  die  Änderungen  derselben 
erkennen. 

Physik  und  Chemie  haben  also  das  Gemeinsame,  dafs  sie  die  Eigen- 
schaften der  Materie  und  die  Vorgänge  untersuchen,  welche  dieselbe  ver- 
ändern; die  beiden  Schwesterwissenschafton  unterscheiden  sich  durch  die 
Eigenschaften  der  Materie,  welche  jede  derselben  vorwiegend  ins  Auge  fafst. 
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Gewisse  Eigenschaften  sind  allen  Körpern  gemeinsam,  sie  kommen  denselben 
nur  in  gröfserem  oder  geringerem  Mafse  zu,  wie  z.  B.  die  oben  schon  er- 
wähnte Sichtbarkeit  oder  Fühlbarkeit.  Andere  Eigenschaften  kommen  da- 
gegcn  gewissen  Körpern  zu,  anderen  nicht,  es  sind  diejenigen,  welche  einen 
Körper  charakterisieren,  d.  h.  ihn  von  andern  unterscheiden.  Da  wir  die 
Materie  nur  an  ihren  Eigenschaften  erkennen,  müssen  wir  aus  dem  letztem 
Umstande  schliefsen,  dafs  es  verschiedene  Materien  gibt.  Unter  den  Natur- 
erscheinungen können  wir  nun  zunächst  solche  unterscheiden,  welche  diese 
einer  bestimmten  Materie  eigentümlichen  Eigenschaften  dauernd  ändern, 
die  Materie  also  in  eine  andere  verwandeln,  indem  sie  ihr  andere  Eigen- 
schaften erteilen.  Es  sind  das  vorzugsweise  solche  Erscheinungen,  bei 
denen  sich  zwei  oder  mehrere  Materien  zu  einer  neuen  vereinigen,  oder  aus 
einer  Materie  andere  abgeschieden  werden.  Das  Studium  dieser  Erscheinungen 
und  ihrer  Folgen  für  die  einzelnen  Materien  ist  die  Aufgabe  der  Chemie; 
dieselbe  hat  demnach  zunächst  auch  jene  Eigenschaften  aufzusuchen,  durch 
welche  sich  die  einzelnen  Materien  von  einauder  unterscheiden. 

Es  hat  sich  dabei  herausgestellt,  dafs  es  eine  gewisse  Anzahl  von 
Materien  gibt,  deren  Eigenschaften  sich  durch  Abscheiden  von  Materie  nicht 
ändern  lassen;  man  nennt  diese  deshalb  einfache  Materien  oder  Elemente. 
Man  hat  weiter  erkannt,  dafs  aus  diesen  einfachen  Materien  sich  sämtliche 
in  der  Natur  vorhandenen  Materien  hersteilen,  indem  zwei  oder  mehrere 
Materien  zu  einer  neuen  zusammentreten,  dafs  somit  die  eine  bestimmte 
Materie  als  solche  charakterisierenden  Eigenschaften  durch  die  innere  Zu- 
sammensetzung derselben  bedingt  werden.  Wir  können  demnach  als  die 
Aufgabe  der  Chemie  auch  bezeichnen  das  Studium  jener  Eigenschaften  der 
Materie,  welche  von  deren  innerer  Zusammensetzung  abhängen  und  jener 
Erscheinungen,  welche  die  innere  Zusammensetzung  derselben  ändern. 

Die  Physik  lässt  alle  diese  Erscheinungen  aufser  Acht;  sie  hat  daher 
auch  nicht  die  Eigenschaften  kennen  zu  lehren,  welche  die  einzelnen  Ma- 
terien von  einander  unterscheiden,  sondern  jene,  welche  allen  den  verschie- 
denen Materien  gemeinsam  sind,  ihnen  in  gröfserem  oder  geringerem  Mafse 
zukommen,  je  nach  dem  Zustande,  in  welchem  wir  die  Materien  vorfinden, 
dem  festen,  flüssigen  oder  luftförmigen  und  unabhängig  davon,  welche  von 
der  Chemie  erkannten  Materien  den  Körper  gerade  bilden.  Die  Erscheinungen, 
welche  die  Physik  dann  zu  untersuchen  hat,  sind  solche,  welche  die  innere 
Zusammensetzung  der  Körper  imgeändert  lassen,  welche  also  an  den  Körpern 
im  allgemeinen  nicht  dauernde,  sondern  vorübergehende  Veränderungen 
bewirken.  Die  Erscheinungen  dieser  Art  können  wir,  wio  sich  später  zeigen 
wird,  in  fünf  grofse  Gruppen  ordnen,  die  Bewegungsorsckeinungen,  die 
Erscheinungen  des  Lichtes,  der  Wärme,  des  Magnetismus  uud  der  Elektricität; 
wir  kennen  in  der  Natur  keine  Erscheinung,  welche  sich  nicht  in  eino  dieser 
Gruppen  einordnen  liefse.  Die  Betrachtung  dieser  fünf  Erscbeinnngsgruppen 
ist  daher  die  Aufgabe  der  Physik, 

Methode  der  Physik. 

Aus  der  im  Vorigen  dargelegten  Aufgabe  der  Naturwissenschaften, 
Untersuchung  der  Naturerscheinungen  nach  ihrem  Verlaufe,  ihren  Folgen, 
ihren  Ursachen,  ergibt  sich,  dafs  die  Grundlage  und  der  Ausgangspunkt 
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dieser  Wissenschaft  die  Erfahrung  sein  mufs  von  dem,  was  in  der  Natur 
vorgeht.  Zu  dieser  Erfahrung  gelangen  wir  aber  lediglich  durch  die  Be- 
obachtung und  zwar  durch  eine  systematische,  vorsichtige,  genaue  und  ins 
einzelne  gehende  Beobachtung  der  Naturerscheinungen  selbst. 

Dieser  Grundsatz  der  naturwissenschaftlichen  Methode  erscheint  uns 
jetzt  so  selbstverständlich,  so  unmittelbar  aus  der  Aufgabe  dieser  Wissen- 
schaft, etwas  aufser  uns  Existierendes  zu  erforschen,  sich  zu  ergeben,  dafs 
seine  Richtigkeit  keines  besondem  Beweises  mehr  bedarf.  Es  war  indes 
nicht  immer  so;  Jahrhunderte  lang  glaubte  man  auf  rein  spekulativem  Wege 
die  Naturgesetze,  den  Mechanismus  der  ganzen  Natur  auffinden  zu  können. 
Die  Folge  dieses  Irrtums  war  der  absolute  Stillstand  in  der  Erkenntnis 
der  Natur;  selbst  die  einfachsten  Erscheinungen,  deren  Gesetze  jetzt  jeder 
kennt,  wurden  mils verstanden,  weil  man  es  verschmähte  die  Natur  selbst 
zu  befragen.  Bis  an  das  Ende  des  Mittelalters,  bis  zu  den  Zeiten  Galileis, 
glaubte  man,  dafs  Körper  von  verschiedenem  Gewichte  mit  verschiedener 
Geschwindigkeit  zu  Boden  fallen,  dafs  der  schwerere  in  demselben  Ver- 
hältnis schneller  falle  als  der  leichtere,  in  welchem  er  schwerer  ist  als 
dieser.  Man  glaubte  es  auf  Grund  eines  von  Aristoteles  in  seiner  Schrift 
über  den  Himmel  aufgestellten  Satzes,  dafs  derjenige  Körper  der  schwerere 
sei,  welcher  bei  gleichem  Rauminhalt  rascher  abwärts  gehe.  Dieser  letztere 
Satz  ist  nicht  unrichtig;  denn  in  der  That  wird  die  Fallgeschwindigkeit 
etwas  durch  den  Luftwiderstand  modificiert,  und  die  Geschwindigkeit  des 
leichtern  Körpers  wird  bei  gleichem  Rauminhalt  etwas  stärker  vermindert 
als  die  des  schwerem  Völlig  unrichtig  war  abor  die  obige  aus  diesem 
Satze  gefolgerte  Ansicht  über  den  Fall  der  Körper,  und  die  einfachste 
Beobachtung  zweier  verschiedener  fallender  Körper  hätte  ihre  Unrichtigkeit 
bewiesen;  man  hätte  gesehen,  dafs  sich  bei  Körpern  selbst  des  verschiedensten 
Gewichtes  nur  äufserst  geringe  Unterschiede  in  der  Fallgeschwindigkeit 
zeigen,  inan  hätte  gefunden,  dafs  im  luftleeren  Raume  auch  diese  Unter- 
schiede schwinden. 

Damit  die  Beobachtung  die  Grundlage  der  Naturwissenschaften  sein 
kann,  mufs  sie,  wie  schon  erwähnt,  eine  genaue  und  vollständige,  die  Er- 
scheinungen in  ihre  Einzelnheiten  verfolgende  sein.  Genau,  das  heilst,  wir 
müssen  die  Erscheinung  so  wahrzunehmen  suchen,  wie  sie  in  der  That  ver- 
läuft, und  uns  vor  jeder  Täuschung  hüten.  Die  erste  dazu  erforderliche 
Bedingung  ist,  dafs  wir  an  die  Erscheinung  ohne  irgend  eine  vorgefaßte 
Meinung  herantreten,  da  sonst  die  Phantasie  des  Beobachters  leicht  eine 
verderbliche  Rolle  spielt;  schon  mancher  Beobachter  hat  das  zu  sehen  ge- 
glaubt, was  er  auf  Grund  einer  Auffassung,  welche  er  aus  vorherigen  Speku- 
lationen sich  gebildet  hatte,  zu  sehen  gewünscht  hat.  Jede  Anstellung 
einer  Beobachtung  ist  eine  Frage,  welche  wir  an  die  Natur  richten,  das 
Resultat  der  Beobachtung  ist  die  Antwort;  welche  Antwort  wir  erhalten, 
mufs  uns  gleichgültig  sein,  möge  sie  unsern  Ideen  entsprechen  oder  nicht, 
nur  dann  können  wir  mit  der  nötigen  Unbefangenheit  beobachten. 

Die  Vollständigkeit  der  Beobachtung  verlangt,  dafs  sie  uns  Aufschlufs 
gebe  über  den  ganzen  Verlauf  der  Erscheinung  und  über  alle  Umstände, 
welche  denselben  bedingen;  jede  Beobachtung  einer  Erscheinung  setzt  sich 
daher  zusammen  aus  einer  Summe  von  Einzelbeobachtungen,  deren  jede 
uns  einen  Moment  des  im  zeitlichen  Verlauf  nach  einander  oder  eine  Seite 
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des  neben  einander  Vergehenden  liefert.  Diese  Einzelbeobachtungen  müssen 
wir  dann  systematisch  so  durchführen,  dal's  wir  aus  ihnen  den  ganzen  Ver- 
lauf der  Erscheinungen  erhalten.  Bei  einer  einmaligen  Beobachtung  des 
gestirnten  Himmels  scheinen  uns  alle  Gestirne  in  einer  und  derselben  gegen- 
seitigen Lage  zu  bleiben;  eine  zu  verschiedenen  Zeiten  wiederholte  Be- 
obachtung zeigt  uns,  dal's  die  Planeten  ihre  Lage  gegenüber  andern  Sternen 
im  Laufe  der  Zeit  in  einer  scheinbar  sehr  unregelmäfsigen  Weise  ändern, 
dafs  sie  bald  nach  der  einen  bald  nach  der  andern  Seite  sich  verschieben. 
Wenn  wir  dann  bei  regelmäfsig  und  systematisch  wiederholten  Beobachtungen 
die  Lage  der  einzelnen  Planeten  scharf  bestimmen,  so  gelangen  wir  zu  der 
Erkenntnis,  dafs  sie  und  mit  ihnen  unsere  Erde  sich  in  nahezu  kreisförmigen 
Bahnen  um  die  Sonne  bewegen. 

Die  Beobachtung  der  Naturerscheinungen  allein  genügt  indes  nur  in 
seltenen  Fällen  zu  einer  so  genauen  Konntnis,  dafs  wir  den  Verlauf  der- 
selben vollständig  übersehen  können,  denn  der  Verlauf  derselben  ist  meist 
nicht,  so  einfach,  dafs  wir  durch  Beobachtung  allein  alle  Einzelnheiten  er- 
kennen können.  Fällt  ein  Stein  aus  einiger  Höhe  zu  Boden,  so  erkennen 
wir  bei  genauer  Beobachtung  wohl,  dafs  der  Stein  immer  rascher  fällt,  wir 
sind  aber  nicht  imstande  die  durchfallenen  Strecken  mit  den  Zoiten  zu 
vergleichen,  in  denen  sie  durchfallen  sind  und  so  zu  bestimmen,  wie  die 
Geschwindigkeit  des  fallenden  Steines  wächst. 

Neben  der  Beobachtung  müssen  wir  doshalb  den  Versuch  zu  Hülfe 
nehmen,  das  Experiment,  durch  welches  wir  die  Naturerscheinungen  unter 
solchen  Umständen  hervorrufen,  dafs  wir  sie  in  ihren  Einzelnheiten  ver- 
folgen, dafs  wir  sie  also  beobachten  können.  Um  die  Gesetze  des  Falles 
erkennen  zu  können,  müssen  wir  demnach  Körper  unter  solchen  Verhält- 
nissen fallen  lassen,  dafs  die  Bewegung  eine  langsamere  wird,  und  dafs 
wir  imstande  sind  die  durchfallenen  Räume  mit  der  Zeitdauer  des  Falls 
zu  vergleichen.  Die  Kunst  des  Exporimentierens  liefert  uns  die  Methode 
und  Apparate,  welche  erforderlich  sind,  um  den  Naturerscheinungen  diesen 
Verlauf  zu  geben  und  um  die  Gröfsen,  um  welche  es  sich  bei  denselben 
handelt,  mit  aller  Schärfe  messen  zu  können. 

Der  Versuch  lehrt  uns  aber  nicht  nur  den  genauem  Verlauf  der  Er- 
scheinungen kennen,  die  wir  in  der  Natur  auch  ohne  unser  Znthnn  be- 
obachten, er  führt  uns  selbst  zur  Kenntnis  ganz  neuer  Naturerscheinungen, 
die  ohne  unsere  Mitwirkung  gar  nicht  eintreten  würden,  er  lehrt  uns  die 
Körper  in  solchen  Verhältnissen  zusammen  zu  bringen,  dafs  die  in  ihnen 
schlummernden  Kräfte  geweckt  werdon.  Der  weitaus  gröfste  Teil  unserer 
Kenntnis  der  Naturerscheinungen  ist  nur  durch  Versuche  erhalten  worden, 
welche  in  systematischer  Weise  diese  Erscheinungen,  meist  von  unschein- 
baren sehr  oft  nur  zufällig  beobachteten  Wirkungen  der  Natnrkräfte  aus- 
gehend, horvorriefen.  Man  hat  zufällig  schon  im  Altertum  die  Beobachtung 
gemacht,  dafs  geriebener  Bernstein  die  Eigenschaft  erhält,  leichte  ihm  nahe 
gebrachte  Körper,  wie  Strohhalme,  anzuziehen;  indem  man  auch  andere 
Körper  diesom  Versuche  unterwarf,  fand  man,  dafs  diese  als  Elektricität 
bezeichnete  Kraft  viel  mächtigere  Wirkungen  hervorbringen  könne,  man  er- 
kannte, dal's  eine  der  gewaltigsten  Naturerscheinungen,  der  Blitz,  eine 
starke  elektrische  Entladung  sei.  Zufällig  fand  man,  dal’s  zwei  Metalle, 
wenn  sie  in  passender  Weise  mit  einander  zur  Berührung  gebracht,  und 


Digitized  by  Google 


Methode  der  Physik. 


5 


dann  getrennt  werden,  dieselbe  Fähigkeit  besitzen  wie  der  geriebene  Bern- 
stein; die  systematische  Verfolgung  dieses  Versuches  lieferte  uns  das  grofse 
Gebiet  der  galvanischen  Ströme,  welche  nicht  nur  unsere  Kenntnis  der 
Naturkräfte  gewaltig  erweitert,  sondern  auch  durch  ihre  Verwendung  zur 
Telegraphie  das  ganze  Kulturleben  umgewandelt  haben. 

Die  Beobachtungen  und  Versuche  lehren  uns  das  Thatsächliche  der 
Naturerscheinungen  kennen,  sie  liefern  uns  so  das  Material,  aus  welchem 
dann  der  kombinierende  Scharfsinn  des  menschlichen  Verstandes  die  Gesetze 
ableitet,  welche  das  Bedingende  und  das  Bedingte  in  den  Naturerscheinungen 
mit  einander  verknüpfen,  welche  uns  also  angeben,  in  welcher  Weise  der 
Verlauf  einer  Erscheinung  von  den  Umständen  abhängt,  unter  denen  sie 
stattfindet.  Ein  Beispiel  wird  uns  am  besten  zeigen,  wie  wir  zu  einem 
solchen  Gesetze  gelangen. 

Wenn  ein  Lichtstrahl  in  seiner  Bahn  auf  eine  glatte  Fläche  trifft,  so 
wird  er  von  derselben  immer  zurückgeworfen,  und  man  erkennt  leicht,  dafs 
die  Richtung,  nach  welcher  der  Strahl  zurückgeworfen  wird,  verschieden 
ist,  je  nach  der  Richtung,  in  welcher  der  Strahl  auf  dio  Fläche  auftrifft. 
Die  Richtung  des  einfallonden  Strahles  ist  hier  somit  das  Bedingende,  die 
Richtung  des  zurückgeworfenen  das  Bedingte.  Das  Gesetz  der  ZurUckwerfung 
des  Lichtes  mufs  uns  also  allgemein  sagen,  in  welcher  Weise  dio  Richtung 
des  zurückgeworfenen  Strahles  von  der  Richtung  des  einfallenden  abhängig 
ist.  Man  findet  dasselbe,  indem  man  in  einor  Reihe  von  Versuchen  die 
Richtung  des  einfallenden  Strahles  willkürlich  ändert,  jedesmal  diejenige 
des  zurückgeworfenen  messend  bestimmt,  und  dann  die  zu  einander  gehörigen 
Richtungen  mit  einander  vergleicht.  Rechnet  man  die  Richtung  der  beiden 
Strahlen  von  der  in  dem  Punkte,  in  welchem  der  einfallende  Strahl  dio 
Fläche  trifft,  zu  derselben  senkrecht  genommenen  Richtung,  dem  sogenannten 
Einfallslot,  so  findet  man  erstens,  dafs  der  reflektierte  Strahl  stets  in  der 
Ebene  liegt,  welche  durch  das  Einfallslot  und  den  einfallenden  Strahl  be- 
stimmt ist,  und  dafs  in  dieser  die  Winkel,  welche  der  einfallende  und  der 
zurückgeworfene  Strahl  mit  dem  Einfallslote  bilden,  einander  immer  gleich 
sind.  Wir  schliefsen  aus  dieser  stets  im  Versuche  sich  ergebenden  Beziehung 
zwischen  den  Winkeln  des  einfallenden  Strahles,  dem  Einfallswinkel,  und 
dem  des  zurückgeworfenen  Strahles,  dem  Zurück werfungswinkel,  als  das 
die  beiden  verknüpfende  Gesetz:  „Der  Zurück  werfungswinkel  ist  dem 

Einfallswinkel  gleich“. 

Man  sieht,  dieses  Gesetz,  und  so  ist  es  mit  allen  physikalischen  Ge- 
setzen, ist  eine  mathematische  Beziehung  zwischen  den  bedingenden  und 
bedingten  physikalischen  Gröfsen  einer  Naturerscheinung;  inan  kann  des- 
halb jedes  physikalische  Gesetz  durch  eine  Gleichung  ausdrücken. 

Die  physikalischen  Gesetze  sind  hiernach  zunächst  der  gemeinsame 
Ausdruck  einer  Reihe  einzelner  Thatsachen,  deren  Gemeinsames  sie  in  einem 
allgemeinen  Satze  zusammenfassen.  Ihre  Bodeutung  ist  aber  eine  noch 
sehr  viel  weiter  gehende;  sie  drücken  nicht  nur  die  Thatsachen  aus,  ans 
denen  sie  abgeleitet  wurden,  sondern  sie  enthalten  auch  alle  Erscheinungen, 
welche  aus  jenen  Thatsachen  folgen.  Man  habe  z.  B.  einen  Spiegel  von 
beliebiger,  aber  irgendwie  geometrisch  bestimmbarer  Gestalt,  und  es  fallen  auf 
ihn  Lichtstrahlen  etwa  von  einer  in  bestimmter  Entfernung  aufgestellten  Licht- 
flamme. Das  eben  ausgesprochene  Gesetz  gestattet  uns  dann,  die  Erscheinungen 
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der  Reflexion  in  jedem  Falle  zu  bestimmen,  ohne  dafs  wir  den  Versuch 
zu  Hülfe  nehmen,  denn  wir  können  auf  Grund  jenes  Gesetzes  für  jeden 
einfallenden  Strahl  die  Richtung  des  zurückgeworfenen  mit  Hülfe  einfacher 
geometrischer  Konstruktion  oder  auch  nach  den  Rechnungsmethoden  der 
analytischen  Geometrie  angeben.  Wio  hier,  so  können  wir  in  allen  Füllen 
aus  jedem  Gesetze  mit  Hülfe  der  Mathematik  eine.  Reihe  von  Folgesätzen 
ableiten;  man  hat  die  Gesetze  nur  mathematisch  zu  formulieren,  und  dann, 
indem  man  dieselben  als  Ausgangspunkt  nimmt,  durch  mathematische  Ent- 
wicklungen aus  denselben  die  Folgerungen  zu  ziehen. 

Aus  dieser  Bemerkung  erhellt  dio  äufserst  wichtige  Rolle,  welche  die 
Mathematik  in  der  Physik  spielt;  sie  ist  für  dieselbe  von  der  gleichen  Be- 
deutung wie  Beobachtung  und  Versuche,  denn  sie  dient  dazu,  diese  zu  be- 
rechnen und  zusammenzufassen,  die  erhaltenen  Gesetze  scharf  auszndrückpn 
und  die  in  ihnen  enthaltenen  Folgerungen  abzuloiten. 

Wenn  hiernach  ans  einem  physikalischen  Gesetze  sich  eine  Reihe  von 
weitern  Erscheinungen  auf  mathematischem  Wege  ableiten  lüfst,  so  bedarf 
es  selbstverständlich,  um  diese  und  ihre  Gesetze  kennen  zu  lernen,  nicht 
mehr  der  Beobachtung  und  der  Versuche;  wir  erhalten  vielmehr  diese  Ge- 
setze lediglich  durch  mathematische  Deduktion.  Die  Versuche  dienen  dann 
zur  Bestätigung  unserer  Folgerungen,  sie  bilden  die  Kontrole,  dass  wir  uns 
in  unsern  Deduktionen  nicht  geirrt  haben.  Dieser  Weg  der  Deduktion  ist 
neben  dem  der  Erfahrung  der  wichtigste,  auf  dem  dio  Physik  fortschreitet, 
er  lehrt  uns  ebenso  gut  neue  Erscheinungen  kennen,  wie  der  Versuch;  ja 
wir  werden  Erscheinungen  kennen  lernen,  die  man  voraussichtlich  niemals 
aufgefunden  hätte,  wenn  uns  der  Weg  der  Deduktion  nicht  vorher  dio  Um- 
stände kennen  gelehrt  hätte,  unter  welchen  dieselben  beobachtet  werden 
können. 

Hat  uns  die  Erfahrung  die  fundamentalen  Gesetze  einer  Erscheinungs- 
gruppe kennen  gelehrt,  so  können  wir  aus  diesen  alle  zu  dieser  Gruppe 
gehörigen  Erscheinungen  ableiten.  Da  wir  bei  dieser  Ableitung  den  innern 
Zusammenhang  aller  zu  einer  Gruppe  gehörigen  Erscheinungen  unmittelbar 
erkennen,  so  können  wir  es  als  ein  Ziel  der  Physik  bezeichnen,  die  fundamen- 
talen Gesetze  aufzusuchen  und  ans  diesen  das  ganze  Gebiet  der  zusammen- 
gehörigen Erscheinungen  zu  deducieren.  Wir  werden  sehen,  dafs  auf  einigen 
Gebieten  dieses  Ziel  schon  erreicht  ist,  so  vor  allem  in  demjenigen  dor 
Bewegungscrsclieinungen 

Fassen  wir  die  Resultate  der  bisherigen  Betrachtungen  zusammen,  so 
können  wir  in  der  Entwicklung  der  physikalischen  Wissenschaften  drei 
Epochen  unterscheiden;  die  erste  ist  die  der  Empirie,  durch  Beobachtung 
und  Versuche  werden  Thatsachen  gesammelt  und  aus  diesen  durch  die  kom- 
binierende Thätigkeit  des  Verstandes  die  Gesetze  der  einzelnen  Erscheinungen 
aufgestellt;  an  diese  schliefst  sich,  sobald  hinreichendes  Material  vorhanden 
ist,  die  philosophische  Thätigkeit  der  Abstraktion,  des  Aufsuchens  dor  Haupt- 
gesetze für  eine  Reihe  aus  gleicher  Ursache  hervortretonder  Erscheinungen, 
und  auf  diese  folgt  dann  eine  Zeit,  in  welcher  man  durch  Deduktion  aus 
jenen  Gesetzen  neue  Folgerungen  und  Thatsachen  ableitet,  eine  Zeit,  in 
welcher  Beobachtung  und  Versuch  nur  dazu  dienen,  die  theoretisch  ab- 
geleiteten Folgerungen  zu  kontrolieren  und  nachträglich  zu  bestätigen.  Im 
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allgemeinen  ist  das  auch  der  geschichtliche  (lang  in  der  Entwicklung  der 
Physik,  man  findet  fast  stets  diese  drei  Epochen  auch  zeitlich  verschieden. 

Die  der  Naturwissenschaft  gestellte  Aufgabe  ist  indes  hiermit  noch 
nicht  vollständig  gelöst,  denn  eine  vollständige  Kenntnis  der  Natur  mufs 
uns  auch  angehen,  warum  die  Naturerscheinungen  gerade  den  beobachteten 
Verlauf  haben  und  nicht  einen  andern.  Da  nun  aber  dev  Verlauf  einer  Er- 
scheinung wesentlich  von  der  Ursache  bedingt  wird,  welche  diese  Erschei- 
nung bewirkt,  so  fällt  die  Frage  nach  dem  Grunde,  aus  welchem  die  Er- 
scheinungen gerade  den  ihnen  eigentümlichen  Verlauf  haben,  zusammen  mit 
der  Frage  nach  der  Ursache  der  Erscheinungen.  Die  Ursache  einer  Ver- 
änderung in  der  Natur  bezeichnet  man  allgemein  als  eine  Kraft,  wir  können 
daher  das  Aufsuchen  der  Ursachen  auch  bezeichnen  als  das  der  Naturkräfte. 

Gerade  diese  letzte  Aufgabe  der  Naturwissenschaften  ist  aber  die 
schwierigste;  denn  die  Naturkräfto  selbst  können  wir  niemals  direkt  be- 
obachten, wir  nehmen  sie  nur  wahr  in  ihren  Wirkungen.  Um  also  irgend 
etwas  über  die  Naturkräfte  auszusagen,  müssen  wir  aus  den  Wirkungen  auf 
die  Ursachen  zurückschliefsen.  Diese  Art  des  Schlusses  ist  aber  immer  mit 
einer  so  grofsen  Unsicherheit  behaftet , dafs  wir  über  die  wirksamen  Natur- 
kräfte  niemals  eine  ähnliche  Gowifsheit  erhalten  können  wie  über  die  Gesetze, 
denen  die  Naturerscheinungen  folgen.  Denn  eino  und  dieselbe  Erscheinung 
kann  ans  sehr  verschiedenen  Ursachen  hervorgehen,  und  von  diesen  mög- 
lichen Ursachen  müssen  wir  bei  jener  Art  des  Scbliefsens  eine  auswülilen; 
nichts  bürgt  uns  aber  dafür,  dafs  wir  bei  dieser  Wahl  aus  den  möglichen 
Ursachen  die  richtige  treffen.  Wenn  wir  wissen,  dafs  das  Wasser  unter 
dem  Drucke  der  Atmosphäre  steht,  so  ist  eine  notwendige  Folgerung,  dafs 
es  in  einer  Pumpe  aufsteigen  mufs,  in  welcher  wir  Uber  dem  Wasser  einen 
luftleeren  Baum  hergestellt  haben;  weifs  man  aber  nicht,  dafs  das  Wasser 
dem  Drueke  der  Atmosphäre  ausgesetzt  ist,  und  sieht  man  dasselbe  in  einer 
luftleer  gemachten  Pumpe  aufsteigen,  so  kann  man  eine  Roihe  von  Ursachen 
ersinnen,  welche  das  Aufsteigen  bewirken.  Will  man  zwischen  diesen  wählen, 
so  hat  man  alle  Chancen  dafür,  dafs  man  eine  unrichtige  wählt,  gegen  eine 
einzige,  dafs  man  die  richtige  wählt.  Die  Geschichte  lehrt  uns,  wie  sich 
die  ältem  Physiker  in  der  That  täuschten,  als  sie  annahmen,  die  Natur 
habe  einen  Abscheu  vor  dem  leeren  Raume.  Die  Mechanik  des  Himmels 
beweist  uns,  dafs  zwischen  den  Gestirnen  eine  Kraft  thütig  ist,  welche  in  dein 
Mafse  gröfser  ist,  als  die  Masse  der  Gestirne  gröfser  ist,  und  welche  in 
dem  Mafse  abnimmt,  als  das  Quadrat  der  Entfernung  der  Gestirne  zunimmt. 
Man  nimmt  an,  dafs  diese  Kraft  in  einer  Anziehung  der  Materien  ihren 
Grund  habe.  Auch  diese  Annahme  wählt  aus  einer  ganzen  Reihe  von  mög- 
lichen Gründen  einen  aus,  und  wir  haben  strenge  genommen  ebenso  wenig 
ein  Recht  diesen  Grund  für  den  wahren  zu  halten,  wie  aus  dem  Anl'steigen 
des  Wassers  in  der  Pumpe  den  liorror  vacui  zu  folgern. 

Uber  die  Naturkräfte  selbst  können  wir  demnach  nur  Annahmen,  so- 
genannte Hypothesen  bilden,  welche  für  uns  einen  geringem  oder  gröfsem 
Grad  von  Wahrscheinlichkeit  haben,  je  nach  der  Vorsicht,  mit  welcher  man 
bei  dem  Aufstellen  der  Hypothesen  verfuhr,  und  je  nach  der  Mengo  von 
Naturerscheinungen,  welche  wir  bei  ihrer  Wahl  berücksichtigten,  und  welche 
sich  dann  als  notwendige  Folgen  aus  dieser  Hypothese  ergeben.  So  lange 
man  nur  wenige  Erscheinungen  aus  einem  Gebiete  in  Betracht  zieht,  findet 
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man  stets,  dafs  mehrere  Hypothesen  dieselben  gleich  gut  erklären,  das 
heilst  als  notwendige  Folgen  aus  der  supponierten  Ursache  hervorgehen 
lassen;  je  weiter  aber  unsere  Kenntnis  der  Erscheinungen  in  einem  Ge- 
biete sich  ausdehnt,  um  so  geringer  wird  die  Anzahl  der  möglichen  Hypo- 
thesen, bis  schliefslich  nur  eine  Hypothese  übrig  bleibt,  aus  welcher  man 
sämtliche  experimentell  gefundenen  Thatsachen  mathematisch  entwickeln 
kann,  und  welche  selbst  zur  Auffindung  neuer  Thatsachen  führt.  Dieso  Hypo- 
these hat  dann  filr  uns  den  höchsten  Grad  der  Wahrscheinlichkeit. 

Eine  solche  Hypothese  ist  die  jotzt  der  Behandlung  der  Optik  zu  Grunde 
gelegto  Undulationstheorie.  Seitdem  man  angenommen  hat,  das  Eicht  sei 
ein«  zitternde  Bewegung  des  Aethers,  wurden  alle  experimentell  aufgo- 
fundenen  Gesetze  der  Lichterscheinungen  Folgerungen  dieses  einen  Grund- 
satzes, und  mit  ihr  hat  die  Optik  fast  jene  Htufe  der  Vollkommenheit  er- 
reicht, auf  welcher  die  Beobachtung  nur  mehr  ein  Mittel  ist,  die  Folgerungen 
der  Theorie  zu  bestätigen,  anstatt  das  einzige  Mittel  zu  sein,  um  die  Gesetze 
der  Erscheinungen  aufzufinden.  Das  ist  eben  das  Charakteristische  einer 
guten  Hypothese. 

Zunächst  erhält  man  eine  solche  Hypothese  für  die  verschiedenen 
Gruppen  der  unter  sich  gleichartigen  Erscheinungen,  wie  diejenige  des  Lichts 
oder  der  Wärme,  und  man  muls  dieselbe  für  gut  erklären,  wenn  sie  das 
("iesamtgebiet  der  Erscheinungen,  fllr  welche  sie  ersonnen  wurde,  als  not- 
wendige Folgen  erkennen  läfst.  Mit  dem  Fortschritte  der  Naturerkenntnis 
hat  sich  nun  aber  ergeben,  dafs  dio  einzelnen  Gruppen  von  unter  sich  gleich- 
artigen Erscheinungen,  welche  scheinbar  sich  ganz  fremd  sind,  wie  dio 
Bewegungserscheinungen,  Licht-  oder  Wärmeerscheinungen,  unter  einander 
in  dem  innigsten  Zusammenhänge  stehen.  Bei  der  Abwägung  der  Hypothesen 
Uber  die  einer  bestimmten  Erseheinungsgruppe  zu  Grundo  liegenden  Natur- 
kräfte darf  man  deshalb  nicht  nur  diese  Erscheinungsgruppe  allein  ins 
Auge  fasseu,  sondern  muss  auch  die  übrigen  mit  in  Erwägung  ziehen,  und 
sich  die  Frage  stellen,  ob  es  zur  Erklärung  der  bestimmten  Gruppe  der 
Annahme  einer  besondem  Naturkraft  bedarf.  Gerade  durch  diese  Erwägung 
hat  die  neuere  Physik  die  Zahl  der  von  den  ältem  Forschern  angenommenen 
Natnrkräfte  wesentlich  beschränkt;  wir  worden  sehen,  wie  sie  immer  mehr 
dahin  strebt,  die  verschiedenartigsten  Erscheinungen  auf  ein  und  dieselbe 
Grundursache,  auf  Bewegung,  zurückzuführen  und  an  die  Stelle  der  früher 
angenommenen  so  mannigfachen  Kräfte  nur  eine  zu  setzen,  die  Kraft,  welche 
der  Materie  Bewegung  erteilen  kann,  welche  in  einer  Anziehung  und  Ab- 
stolsung  der  einzelnen  Teile  der  Materie  besteht. 

Aber  selbst,  wenn  es  gelungen  ist  alle  Erscheinungen  auf  diese  eine, 
der  Materio  eigentümliche  und  deshalb  unveränderliche  Kraft  zurückzn- 
führen,  darf  man  immer  nicht  vergessen,  dafs  es  eine  Hypothese  ist,  auf 
welche  wir  die  Erklärung  der  Naturerscheinungon  stutzen,  die  allerdings 
den  höchsten  Grad  der  Wahrscheinlichkeit  hat,  der  wir  aber  eine  Gewifs- 
heit  erst  dann  beilegen  dürfen,  wenn  wir  bewoisen  können,  dafs  die  so  an- 
genommene Ursache  der  Naturerscheinungen  die  einzig  mögliche  ist.  Dann 
erst  wäre  dieselbe,  nach  dem  Ausspruche  von  Helmholtz1),  als  die  not- 
wendige Begriffsform  der  Naturauffassung  erwiesen,  es  würde  derselben 

')  Helmholtz,  Über  dio  Erhaltuug  der  Kralt.  Berlin  1847.  p.  7. 
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alsdann  objektive  Wahrheit  zuzuschreiben  sein.  Dahin  zu  gelangen,  das 
können  wir  als  das  letzte  Ziel  der  Naturwissenschaften  bezeichnen;  ob  es 
erreicht  werden  kann,  das  läl'st  sich  jetzt  noch  nicht  übersehen. 

Ableitung  der  physikalischen  Gesetze  aus  Messungen. 

Wir  haben  im  Vorigen  bereits  mehrfach  gezeigt  , dafs  die  Grundlage 
alles  physikalischen  Wissens  genaue  Beobachtungen  und  Messungen  sind; 
ehe  wir  zur  Besprechung  der  physikalischen  Naturerscheinungen  selbst 
übergehen,  müssen  wir  uns  daher  noch  die  Frage  vorlegen,  wie  wir  aus 
den  Messungen  die  Gesetze  der  Erscheinungen  ableiten,  und  wie  wir  bei 
den  Messungen  zu  verfahren  haben.  Wir  wollen  dieses  an  dem  Beispiele 
der  Zurückwerfung  des  Lichtes  zeigen,  welches  wir  vorhin  bereits  angeführt 
haben.  Wir  wissen  also,  dafs  jedesmal,  wenn  ein  Lichtstrahl  auf  eine 
polirte  Flüche  füllt,  derselbe  zurückgeworfen  wird,  ferner,  dafs  die  Richtung, 
nach  welcher  der  zurückgeworfeno  Strahl  fortgepflanzt  wird,  sieh  lindert, 
wenn  die  Richtung  des  einfallondon  sich  ündert.  Um  das  Gesetz  zu  erhalten, 
welche»  die  Abhängigkeit  der  Richtung  des  zurückgeworfenen  von  der  des 
einfallenden  Strahles  darstellt,  setzen  wir  einen  Spiegel  in  den  Mittelpunkt 
eines  geteilten  Kreises,  so  dafs  die  Ebene  des  Spiegels  sonkrecht  ist  zur 
Ebene  des  Kreises.  An  dem  Kreise  sind  zwei  bewegliche  Radien,  deren 
Enden  mit  einer  Spitze  auf  die  Teilung  des  Kreises  zeigen.  Die  Radien 
tragen  durchsichtige  Röhren,  deren  Achsen  den  Radien  parallel  sind;  vor 
der  einen  Röhre  steht  eine  möglichst  kleine  Flamme,  welche  nur  durch 
die  Röhre  Licht  auf  den  Spiegel  senden  kann.  Ist  nun  der  Spiegel  so 
aufgestellt,  dafs  die  Spiegelnormale,  das  Einfallslot,  den  Nullpunkt  der 
Teilung  trifft,  so  gibt  uns  der  Abstand  des  die  Flamme  tragenden  Radius 
vom  Nullpunkte  der  Teilung  den  Einfallswinkel  des  Lichtstrahls.  Wir 
verschieben  dann  den  zweiten  beweglichen  Radius  so  lange,  bis  wir  durch 
die  Röhre  blickend  den  zurückgeworfenen  Strahl  sehen.  Da  dann  die  Rich- 
tung dieses  zweiten  Radius  jene  des  zurückgeworfenen  Lichtstrahles  ist,  so 
gibt  uns  der  Abstand  seiner  Spitze  von  dom  Nullpunkte  der  Teilung 
den  Zurückwerfungswinkel.  Man  setzt  dann  die  beiden  beobachteten  Win- 
kel neben  einander.  Man  wiederholt  dann  den  Versuch,  indem  man  nach 
und  nach  verschiedene  Einfallswinkel  wählt,  dabei  von  dom  kleinsten,  der 
senkrechten  Incidenz,  bis  zum  gröfsten,  der  streifenden  Incidenz,  fort- 
schreitet, und  entwirft  sich  eine  Tabelle,  auf  welcher  neben  jedem  gewählten 
Einfallswinkel  der  beobachtete  Zurückwerfungswinkel  verzeichnet  ist.  Eine 
Vergleichung  der  zusammengehörigen  Winkel  zeigt  uns  dann,  unter  Voraus- 
setzung absoluter  Genauigkeit,  dafs  dio  zu  einander  gehörigen  Winkel  immer 
gleich  sind.  Indem  man  dann  so  eino  ganz  konstante  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Winkeln  in  den  beobachteten  Fällen  erkennt,  schliefst  man, 
dafs  das  in  allen  so  sein  wird,  und  erhält  auf  diese  Weise  ein  experimentell 
bewiesenes  Gesetz. 

Der  Beweis  eines  physikalischen  Gesetzes  ist  somit  der  Nachweis  einer 
bestimmten  Beziehung  zwischen  Zahlen,  welche  durch  direkte  Messung  er- 
halten oder  aus  direkt  gemessenen  Gröfsen  berechnet  werden;  wir  erkennen 
diese  Beziehung  in  einer  gröfgem  oder  geringem  Anzahl  von  Fällen  und 
schlielsen  daraus,  dafs  sie  in  allen  bestehe. 
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Damit  aber  die  zwischen  den  verglichenen  Gröfson  bestehende  Be- 
ziehung in  aller  Schärfe  hervortrete,  ist  es  nötig,  dafs  die  Messungen 
absolut  genau  sind.  Das  ist  niemals  zu  erreichen,  einmal  wegen  der  Un- 
genauigkoit  der  Instrumente,  dann  aber  auch  wegen  der  Unvollkommenheit 
unserer  Sinne.  In  dem  eben  besprochenen  Beispiele  ist  der  Mafsstab,  an 
welchem  gemessen  wird,  ein  geteilter  Kreis;  eine  solche  Teilung  läfst 
sich  nie  absolut  genau  herstellen,  der  eine  Grad  ist  niemals  dem  andern 
absolut  gleich,  und  die  Teilstriche  haben  niemals  absolut  gleiche  Breite. 
An  dem  Kreise  lassen  sich  ferner  niemals  die  beweglichen  Radien  mit  ab- 
soluter Genauigkeit  einstellen,  und  schliefslich  läfst  sich  die  Stellung  der 
Radien  nicht  mit  vollkommener  Sicherheit  ablesen.  Deshalb  sind  auch  die 
besten  Messungen  mit  unvermeidlichen  Beobachtungsfehlem  behaftet,  welche 
je  nach  der  Güte  der  Instrumente  und  der  Geschicklichkeit  des  Beobachters 
grfifser  oder  kleiner  sein  können.  Sind-  die  Instrumente  schlecht,  besitzt 
der  Beobachter  nicht  die  notwendige  Geschicklichkeit,  oder  wendet  er 
nicht  die  gehörige  Sorgfalt  an , so  können  die  Beobachtungsfehler  eine 
solche  Gröfse  erreichen,  dafs  die  Messungen  das  Gesetz  gar  nicht  erkennen 
lassen;  man  würde  dann  gar  keine  oder  auch  sehr  viele  algebraische  Be- 
ziehungen finden,  welche  die  beobachteten  Werte  mit  der  gleichen  Genauig- 
keit wiedergeben,  und  keine  dieser  Beziehungen  würde  nach  den  Messungen 
den  Vorzug  verdienen. 

Haben  aber  die  Instrumente  die  nötige  Feinheit,  und  hat  der  Be- 
obachter die  erforderliche  Sorgfalt  angewandt,  so  findet  man  immer  eine 
Beziehung,  welche  die  beobachteten  Werte  am  genauesten  wiedergibt, 
und  indem  man  dann  erwägt,  dafs  vollkommene  Genauigkeit  nicht  erreicht 
werden  kann,  darf  man  diese  Beziehung  als  den  Ausdruck  des  physikali- 
schen Gesetzes  betrachten. 

Hierbei  sind  aber  noch  folgende  Punkte  zu  beachten.  Da  man  bei 
einer  hinreichend  grofsen  Zahl  von  Messungen  ebenso  oft  Wahrscheinlich- 
keit hat,  dafs  die  beobachteten  Werte  zu  klein  als  dafs  sie  zu  grofs  sind, 
so  müssen  im  allgemeinen  ebenso  viele  Werte  kleiner  als  gröfser  sein  wie 
diejenigen,  welche  das  aus  den  Messungen  abzuleitende  Gesetz  verlangt. 
Findet  man  dagegen,  dafs  die  gefundenen  Werte,  wenn  auch  innerhalb  der 
Grenzen  der  Beobachtungsfehler,  stets  gröfser  oder  stets  kleiner  sind,  so  mufs 
man  dennoch  schliefsen,  dafs  das  Gesetz  nicht  genau  besteht.  Wir  worden 
sehen,  dafs  die  Erkenntnis  der  nicht  ganz  strengen  Gültigkeit  des  Mariotte- 
schen  Gesetzes  lange  Zeit  dadurch  verzögert  wurde,  dafs  Arago  und  Dulong 
diese  Vorsicht  bei  den  aus  ihren  Versuchen  gezogenen  Schlüssen  verabsäumten. 

Die  Abweichungen  der  beobachteten  Werte  von  den  vom  Gesetze 
verlangten  müssen  ferner  ganz  unregelmäfsig  sein,  dieselben  dürfen  nicht 
eine  bestimmte  Gesetzinäfsigkeit  zeigen.  Würde  man  finden,  dafB  etwa  für 
kleine  Werte  der  gegebenen  Gröfse  der  beobachtete  Wort  der  von  der- 
selben abhängigen  Gröfse  immer  gröfser,  für  gröfse  dagegen  immer  kleiner 
ist  als  der  vom  Gesetze  verlangte,  so  würde  man  auch  dann  nicht  schliefsen 
dürfen,  dafs  das  aus  den  Messungen  abgeleitete  Gesetz  der  Wirklichkeit 
vollständig  entspricht;  wir  dürfen  es  auch  dann,  wie  in  dem  vorigen  Falle, 
nur  für  ein  annähernd  richtiges  halten. 

Wie  grofs  in  den  einzelnen  Fällen  die  Beobachtungsfehler  sein  können, 
wie  nahe  die  beobachteten  Worte  den  wirklich  stattfindenden  entsprechen 
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können,  das  läfst  sich  nicht  allgemein  feststellen;  es  hängt  das  unter  sonst 
gleichen  Umständen  von  der  Schwierigkeit  der  Messungen  ab.  Man  hat  in 
jedem  Falle  die  Grenze  der  erreichbaren  Genauigkeit  zu  bestimmen,  in 
welcher  Weise,  das  werden  wir  später  bei  den  einzelnen  Untersuchungen 
kennen  lernen.  Das  aber  ist  immer  festzuhalten,  dafs,  wenn  Beobachtungen 
ein  Gesotz  bestätigen  sollen,  die  Differenzen  des  beobachteten  und  gesetz- 
mäfsigen  Wertes  nur  ein  kleiner  Bruchteil  des  erstem  sein  dürfen. 

Die  in  der  Physik  gebräuchlichen  Mafse. 

Die  Mafse,  welche  in  der  Physik  angewandt  werden,  sind  dem  neu- 
französischen  Mafssystem  entnommen,  welches  den  grofsen  Vorzug  hat,  dafs 
es  alle  Mafsbestimmungon  auf  ein  und  dieselbe  Einheit,  die  des  Lüngen- 
inafses  zurückführt.  Die  Einhoit  des  französischen  Längenmaßes  ist  das 
Meter.  Dasselbe  ist  von  der  Länge  eines  Erdmeridians  abgeleitet,,  und  zwar 
wurde  der  zehnmillionte  Teil  des  durch  genaue  Messungen  bestimmten 
Quadranten  eines  Erdmeridian  dazu  gewählt.  Später  hat  sich  zwar  er- 
geben, dafs  in  die  dem  Meter  zu  Grunde  liegenden  Messungen  sich  ein 
kleiner  Fehler  eingeschlichen  hat,  da  aber  die  Mafseinheit  einmal  fest- 
gestellt  und  verbreitet  war,  so  hat  man  es  unterlassen,  dieselbe  darnach 
zu  ändern.  Das  Meter  ist  sonach  tun  ein  sehr  Geringes  von  dem  zehn- 
inillionten  Teile  eines  Erdmeridianquadranten  verschieden.  Das  Original- 
meter, nach  welchem  alle  übrigen  Maisstäbe  abgeglichen  werden,  ist  in  den 
Archiven  zu  Paris  niedergelegt. 

Man  teilt  das  Meter  nach  dem  Decimalsystem 
1 Meter  = 10do  Decimeter  = 100cm  C'entimeter  •==  1000mra  Millimeter. 

Im  deutschen  Reiche  ist  seit  dem  1.  Januar  1872  dasselbe  Malssystem 
eingeftihrt  worden.  Als  deutsche  Bezeichnung  ist  illr  das  Meter  der  Name 
Stab,  für  das  Centimeter  Nouzoll  und  für  das  Millimeter  der  Name  Strich 
gewählt,  welche  Bezeichnungen  indessen  gegenüber  den  ältem  oben  an- 
geführten wenig  in  Gebrauch  sind. 

Früher  legte  man  in  Frankreich  und  Deutschland  und  noch  jetzt  in 
vielen  Ländern  die  willkürlich  gewählte  Einheit  des  Fufses  (ungefähr  von 
der  Länge  des  menschlichen  Fufses)  zu  Grundo. 

Eine  Vergleichung  der  wichtigsten  Fufsmafse,  wie  sie  bisher  gebraucht 
wurden,  mit  dem  Metermafse  gibt  folgende  Zusammenstellung: 


Meter 

Pariaer 

Fufs 

Preufseu  j England  | Ostreich  1 Baiern 
Rhnl.Fuf«;  Fufs  | Wiener  F.j  Fufs 

Baden 

Fufs 

Sachsen 

Fufs 

Schweden 

Fufs 

1 = 

3, 078«f  3, 186199  3,480899  3, 16344fi|.3, 426310 

3,333333 

3,531197 

3,368126 

Dem  hier  angegebenen  preufsischen  ist  das  dänische,  dem  englischen  das 
russische  und  dem  badischen  das  schweizerische  Fufsmafs  an  Grösfo  gleich. 

Der  Fufs  wird  entweder  duodecimal,  in  12"  Zoll,  der  Zoll  in  12'" 
Linien  oder  decitnal,  in  10",  der  Zoll  in  10'"  Linien  eingeteilt. 

Das  Flächenmafs  wird  in  dem  metrischen  System  durch  Quadrierung 
des  Meters  erhalten  und  ebenso  das  Körpermafs  durch  Kubation  des  Meters 

l"  Quadratmeter  = lOO1“’'"  «=  lOOOO'"3”1  = 1000  000t,mm. 
lkm  Kubikmeter  = 1000kdra  = 1000000  kcra  = 1 000000000kmm. 
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Es  ist  leicht  darnach  das  Verhältnis  der  Quadrat-  und  Kubik - Ful'se, 
Zolle  etc.  zum  metrischen  Flächen-  und  Körpermafse  zu  erhalten,  z.  B. 
l“m  = 9,476817  □'  Paris  «=  10,16187  □’  preul's.  etc. 
lkm  = SO7, 17385  kub.  Paris  = 32  , 32587  kub.  preufs.  etc. 

Als  Einheit  des  Hohlmafses  nimmt  das  metrische  System  den  Raum- 
inhalt eines  Kubikdecimetors  und  nennt  dieses  Mals  oin  Liter  (französisch 
Litre). 

Dasselbe  Hohlmars  ist  jetzt  auch  als  Einheit  im  deutschen  Reiche 
acceptiert. 

Früher  wurde  bei  uns,  und  noch  jetzt  in  don  Ländern,  welche  das 
metrische  System  nicht  acceptiert  haben,  das  Hohlmafs  aus  dem  Fufsmafs 
verschieden  gebildet.  In  Preufsen  war  das  Quart  = 64"  kub.,  in  Baiem 
das  Mals  = 84", 304  kub.,  in  England  ist  die  Gallone  ==■  277”,2738  kub., 
das  östreichische  Mals  ist  = 0*,0448  kub.  u.  s.  f. 

1 Liter  = 0,873  3386  preuls.  Quart  = 0,935  4301  baier.  Mafs. 

= 0,2200967  engl.  Gallone  — 0,706  6483  östr.  Mafs. 

Auch  die  Einheit  des  Gewichtes  ist  im  metrischen  Systeme  aus  jenem 
des  Längenmaises  abgeleitet.  Man  geht  vom  Centimeter  aus  und  nennt 
das  Gewicht  von  einem  Kubikcentimeter  Wasser  bei  der  Temperatur 
4°  C.  ein  Gramm. 

Im  gewöhnlichen  Leben  wird  das  Gewicht  von  einem  Liter  Wasser 
als  Einheit  genommen;  dasselbe  enthält  1000CI“  kub.  und  wiegt  daher 
1000  Gramm.  Dieses  Gewicht  wird  Kilogramm  genannt.  Ein  bei  der 
Aufstellung  des  metrischen  Systemes  mit  der  gröbsten  Sorgfalt  hergestelltes 
Kilogramm  wird  in  den  Pariser  Archiven  ayfbewahrt.  Da  man  mit  viel 
gröfserer  Genauigkeit  zwei  Gewichte  mit  einander  vergleichen  kann,  als 
das  Gewicht  eines  bestimmten  Volumens  Wasser  bestimmen,  so  werden  alle 
Normalgewichte  nach  dem  pariser  Kilogramm  abgeglichen. 

Die  Unterabteilungen  des  Grammes  sind  nach  dem  Decimalsystem 
gebildet 

1 Gramm  = 10  Deeigramme  = 100  C'entigramme  = 1000  Milligramme. 

Besondere  Zeichen  werden  für  diese  Unterabteilungen  nicht  benutzt, 
man  schreibt  sie  als  Deeimalstellen  des  Grammes. 

Im  deutschen  Reich  ist  seit  EintUhrung  des  metrischen  Systems  auch 
dieses  Gewichtssystem  eingefllhrt,  nur  wird  als  Einheit  die  Hälfte  des  Kilo- 
gramms, das  Pfund,  genommen.  Dasselbe  wird  dann  ohne  weitere  Unter- 
abteilung in  500  Gramm  geteilt.  Die  in  andern  Ländern  gewählten  Ge- 
wichtseinheiten, die  meist  den  Namen  Pfund  führen,  sind  von  dem  halben 
Kilogramm  nicht  sehr  verschieden.  Eine  Vergleichung  der  wichtigsten  Pfunde 
mit  dem  Kilogramm  bietet  folgende  Zusammenstellung: 

1 Kilogramm  = 2,204  597  I’fd.  englisch  Avoirdnpois 
1,785  676  „ östreichisch 
2,441883  „ russisch 
2,002  768  „ dänisch  und  norwegisch 
2,351063  „ schwedisch  Schalgewicht 
2,000000  deutsch. 

Das  Pfund  wird  meist  in  16  Unzen,  wie  in  England,  oder  in  32  Loth 
eingeteilt. 
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In  den  Niederlanden,  Spanien  und  Italien  ist  das  metrische  System 
eingeführt,  nun  Teil  nur  mit  andern  Benennungen. 

Um  eine  Richtung  im  Raume  mit  einer  andern  zu  vergleichen,  hat 
man  ein  Mals  für  Winkel  oder  Richtungsverschiedenheiten  eingeftlhrt;  man 
teilt  zu  dem  Ende  Überall  den  Kreisumfang  in  3C0  gleiche  Teile,  deren 
einer  ein  Grad  genannt  wird.  Der  Grad  wird  in  60'  Minuten,  die  Minute 
in  60"  Sekunden  geteilt. 

Die  Erscheinungen,  welche  wir  in  der  Physik  zu  untersuchen  haben, 
treten  nicht  nur  räumlich,  sondern  auch  zeitlich  verschieden  auf.  Wir 
haben  daher  in  vielen  Fällen  auch  die  Zeit  zu  messen.  Das  Zeitmafs  ist 
auf  die  Länge  des  Tages  gegründet,  es  ist 
1 Tag  mittlerer  Zeit  = 24  Stunden 

lh  Stunde  = 60'  Minuten 

l'  Minute  = 60"  Sekunden. 

Bei  den  physikalischen  Zeitangaben  wird  meist  die  Sekunde  als  Zeit- 
einheit gewählt. 

Einige  Mefsinstrumente. 

Der  Komparator. 

Der  Angabe  der  in  der  Physik  gebräuchlichen  Mafse  lassen  wir  eine 
kurze  Beschreibung  der  ohne  besondere  Theorie  in  ihrem  Princip  ver- 
ständlichen Mefsin8trumente,  der  Längenmefsinstrumente,  und  dor  Winkel- 
mefsinstrumente  folgen. 

Die  Grundlage  für  alle  Längenmessungen  ist  das  Meter,  und  zwar  wird, 
wie  vorhin  erwähnt  wurde,  als  das  Normalmeter  das  in  den  Pariser  Archiven 
befindliche  aus  Platin  gefertigte  Meter  angenommen.  Die  sämtlichen  in 
Gebrauch  befindlichen  Meter  sind  entweder  direkt  mit  dem  Pariser  Normal- 
meter verglichen,  oder  nach  solchen  dargestellt,  welche  mit  den  Pariser 
Metern  verglichen  waren. 

Zur  Vergleichung  der  Längenmafse  wendet  man  Komparatoren  an, 
welche  verschieden  eingerichtet  sind,  je  nachdem  man  Endmafse,  das  beifst 
Mafse  vergleichen  will,  welche  zwischen  den  Endpunkten  des  Malsstabes 
eine  bestimmte  Länge  haben  sollen,  oder  Strichmafse,  das  heifst  solcho, 
welche  zwischen  zweien  auf  dem  Mafsstabe  gezogenen  Strichen  eino  be- 
stimmte Länge  haben.  Wir  begnügen  uns  damit,  einen  für  die  Vergleichung 
von  Endmafsen  konstruierten  Fühlhebelkomparator  zu  beschreiben1). 

Eine  breite  Platte  von  gehobeltem  Gufseisen  dient  dem  Apparat  (Fig.  l) 
als  Basis. 

Pig.  i. 


Diese  Platte  besitzt  an  dem  einen  Ende  ein  mit  Schrauben  befestigtes 
stählernes  Aufsatzstück  C;  an  diesem  befindet  sich  eine  vorspringende  stumpfe 

')  Andere  Komparatoren  »ehe  man  im  ersten  Bande  von  Karstens  Ency- 
klopädie  der  Physik  p.  502  ff.  und  Wild,  Bericht  über  die  Reform  der  schweizeri- 
schen Urmafsc.  Zürich  18G8. 
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Schneide,  gegen  welche  das  Meter  fest  angelegt  wird  Gegen  das  andere 
Ende  des  Apparats  hin  ist  ein  stählerner  Stift  DE  angebracht,  der  seiner 
Liinge  nach  gleiten  kann:  man  kann  ihn  von  D nach  E hin  verschieben, 
aber  eine  Spiralfeder  drückt  ihn  immer  nach  D hin  zurück.  Der  Meisapparat 
des  Instrumentes  wird  von  einem  um  eine  Axe  G beweglichen  Winkelhebel 
ZGE , dem  Fühlhebel,  gebildet.  Der  Winkelhehel  hat  einen  sehr  kurzen  Arm 
GE,  dor  durch  eine  Feder  F immer  an  das  Ende  E des  Stiftes  DE  an- 
gedrückt ist,  imd  eiuen  lOOmal  längeren  Arm  ZG,  dessen  Ende  auf  einem 
geteilten  Kreisbogen  sich  bewegt.  Bei  L befindet  sich  eine  Lupe,  durch 
welehe  man  scharf  beobachten  kann,  an  welchem  Teilstrich  das  Ende  Z 
ansteht. 

Um  nun  ein  Meter  zu  prüfen,  verfährt  man  folgendermafsen.  Zunächst 
legt  man  den  Etalon,  mit  welchem  man  den  Mafsstab  vergleichen  will, 
gegen  die  Scheide  bei  C und  richtet  ihn  gerade  durch  Anschioben  an  die 
beiden  festen  Aufsatzstücke  M und  N.  Der  bewegliche  Stift  DE  wird  dann 
durch  die  ihn  umgebende  Spiralfeder  gegen  das  Ende  A des  Etalons  ge- 
drückt; der  Hebelarm  GE  wird  dann  durch  die  Feder  F an  das  vordere 
Ende  E des  Stiftes  DE  angedrückt,  und  der  Zeiger  GZ  stellt  sich  auf 
irgend  einen  Teilstrich  der  Teilung  ein.  Man  beobachtet  und  bemerkt  sich 
denselben. 

Darauf  ersetzt  man  den  Etalon  durch  den  Mafsstab,  der  geprüft  werden 
soll.  Wenn  der  Zeiger  dann  genau  auf  demselben  Teilstrich  einsteht,  so 
ist  derselbe  richtig,  zeigt  er  auf  eine  andere  Stelle  der  Teilung,  so  ist  der 
Mafstab  unrichtig  und  mufs,  je  nachdem  der  Zeiger  sich  mehr  oder  weniger 
entfernt  von  Z einstellt,  verkürzt  oder  verlängert  werden. 

Um  die  Empfindlichkeit  des  Apparates  zu  beurteilen,  genügt  es  zu 
beachten,  dafs  der  Unterschied  der  beiden  verglichenen  Mafsstilbe  in  der 
Bewegung  des  Hebelendes  Z hundertmal  gröfser  erscheint,  weil  der  Arm 
ZG  des  Winkelhebels  hundertmal  gröfser  ist  als  der  Arm  GE.  Da  man 
nun  eine  Verschiebung  von  Omm,l  auf  der  Teilung  mit  Hülfe  dor  Lu|>e  noch 
recht  gut  wahrnehmen  kann,  so  kann  man  einen  Unterschied  der  Mafsstähe 
von  0““,001  noch  gut  bestimmen. 

Die  Vergleichung  eines  Mafsstabes  mit  dem  Etalon  ist  aber  dennoch 
meist  nicht  so  einfach,  da  nur  selten  der  verglichene  Mafsstab  von  Platin 
verfertigt  ist.  Die  Wurme  dehnt  nämlich  alle  Körper  aus,  und  der  als 
Etalon  benutzte  Platinmafsstab  hat  nur  hei  der  Temperatur  des  schmelzenden 
Eises  genau  die  Länge  des  als  Einheit  angenommenen  Meters.  Man  mufs 
daher  alle  Vergleichungen  hei  dieser  Temperatur  ausftthren  oder,  wenn  man 
sie  bei  einer  andern  Temperatur  ausgeflihrt  hat,  Rücksicht  nehmen  auf  die 
Ausdehnung  der  Körper  durch  die  Wärme,  welche  für  die  verschiedenen 
Mafsstähe  eine  andere  ist,  wenn  sie  nicht  aus  dem  gleichen  Material  ge- 
fertigt sind.  Dadurch  wird  das  Verfahren  etwas  komplicierter;  wir  werden 
später  sehen,  wie  man  diese  notwendigen  Korrektionen  anbringen  kann. 

Mit  Hülfe  des  Komparators  kann  man  sich  also  jeder  Zeit  ein  genaues 
Meter  verschaffen.  Ist  das  geschehen,  so  müssen  wir  dasselbe  in  seino 
Unterabteilungen,  Deeimetcr,  Centimeter  und  Millimeter  teilen.  Diese 
Operation  geschieht  mittels  der  Teilmaschine. 
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Die  Teiimaschine. 

Der  wichtigste  Teil  dieses  Apparates  ist  eine  Mikrometerschraube. 
Dieselbe  ist  anf  einem  möglichst  homogenen  Cylindor  von  hartem  Stahl  ein- 
geschnitten und  hat  eine  Liinge  von  50—80  Contimeter.  Bei  der  Her- 
stellung derselben  sucht  man  es  dahin  zu  bringen,  dafs  oin  Schraubengang 
genau  einem  Millimeter  entspricht,  das  heilst  also  einmal  zu  erreichen,  dafs 
die  Höhe  aller  Schraubengänge  unter  sich  gleich  und  jeder  gleich  einem 
Millimeter  ist.  Es  mufs  also  die  Anzahl  der  Schraubengange  genau  der 
Anzahl  Millimeter  entsprechen,  welche  der  Cy linder  lang  ist.  Absolute  Ge- 
nauigkeit kann  natürlich  nicht  erreicht  werden,  die  Ungenauigkeiten  dürfen 
aber  nur  sehr  klein  sein  und  müssen  durch  Messung  bestimmt  werden.  Bei 
der  Beschreibung  des  Instrumentes  und  seiner  Anwendung  nehmen  wir  an, 
dafs  die  Schraube  möglichst  genau  gearbeitet  sei. 


Fig.  2. 


An  seinen  beiden  Enden  ist  der  mit  der  Schraube  versehene  Cylinder 
in  zwei  Zapfenlager  P und  B (Pig.  2)  eingeschlossen,  in  denen  er  sich  mit 
sanfter  Reibung  drehen  kann,  ohne  die  geringste  fortschreitende  Bewegung 
anzunehmen;  eine  Kurbol  A,  welche  man  mit  der  Hand  dreht,  bringt  diese 
Bewegung  hervor. 

Die  Schraube  geht  in  einer  Mutter  Q,  welche  sie  umfafst,  und  welche 
sich  nicht  mit  derselben  drehen  kann.  Die  Mutter  bewegt  sich  daher  vor- 
wärts oder  rückwärts,  wenn  man  die  Schraube  in  dem  einen  oder  andern 
Sinne  dreht.  Die  Mutter  teilt  ihre  Bewegung  einer  stählernen  Platte  F 
mit,  welche  an  ihr  befestigt  ist.  An  der  Platte  F ist  ein  Grabstichel  H 
angebracht,  der  also  genau  die  Bewegung  der  Platte  und  somit  der  Schrauben- 
mutter Q annimmt. 

Durch  eine  ganze  Umdrehung  der  Kurbel  schreitet  der  Grabstichel  um 
die  Höhe  eines  Schraubenganges,  also  um  lmm  fort,  durch  eine  zehntel, 
hundertstel,  tausendstel  Umdrehung  bewogt  sich  auch  der  Stichel  um  0ram,l, 
0“*,01,  0mm,001  weiter.  Es  genügt  daher  den  Bruchteil  der  Umdrehung 
der  Schraube  zu  kennen,  um  zu  wissen,  wie  weit  der  Stichel  vorgeschoben  ist. 

Zu  dem  Zwecke  ist  an  dem  mit  der  Kurbel  versehenen  Ende  der 
Schraube  auf  den  Cylinder  eine  kreisförmige  Scheibe  D aufgesetzt,  welche 
sich  mit  der  Schraube  dreht,  und  deren  Rand  in  100  Teile  geteilt  ist;  ein 
unbeweglicher  an  dem  Tisch  des  Apparates  angebrachter  Zeiger  C gibt 
dann  an,  um  welchen  Bruchteil  einer  Umdrehung  die  Schraube  gedreht, 
um  welchen  Bruchteil  eines  Millimeter  somit  der  Stichel  vorgeschoben  ist. 

Will  man  z.  B.  eine  Glasröhre  teilen,  so  legt  man  dieselbe,  wie  die 
Figur  zeigt,  anf  zwei  Lager,  in  denen  sie  durch  zwei  Faden  L und  K fest- 
gehalten wird,  so  dafs  sie  sich  drohen,  aber  nicht  ihrer  Länge  nach  ver- 
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schieben  kann.  Man  nimmt  dann  als  Stichel  einen  Schreibdiamanten,  oder 
besser  noch,  man  überzieht  vorher  die  Röhro  mit  einer  dünnen  gleieh- 
mäfsigen  Schicht  von  Wachs  oder  Paraffin,  und  nimmt  einen  Stahlstichel 
und  führt  denselben  durch  passendes  Drohen  der  Schraube  an  das  Ende 
der  Röhre.  Dort  macht  man  den  ersten  Strich,  indem  man  den  Stichel  mit 
der  einen  Hand  sanft  niederdrüekt , und  mit  der  andern  Hand  die  Röhre  in 
ihren  Lagern  herumdreht,  so  dafs  die  Spitze  des  Stichels  die  Wachsschicht 
von  dem  Glase  entfernt.  Man  dreht  dann  die  Kurbol  um  n Teile  des  Kreises, 
bewirkt  dadurch  ein  Fortschreiten  des  Stichels  um  >i  • 0,01  ”m  und  zieht  den 
zweiten  Strich;  so  führt  man  fort,  bis  die  Teilung  auf  die  gewünschte  Länge 
vollendet  ist.  Schliefslich  iitzt  man  die  Teilung  auf  dom  Glase  durch  Flufs- 
säure. 

Die  Teilmaschine  in  dieser  einfachen  Form  ist  zur  Anwendung  nicht 
gerade  bequem , indem  sie  zu  jeder  Operation  die  grüfste  Aufmerksamkeit 
fordert.  Man  hat  deshalb  die  Teilmaschine  in  ihrem  mechanischen  Teile 
vielfach  verbessert,  besonders  um  den  richtigen  Abstand  der  Teilstriche 
sicher  zu  erhalten,  und  die  Teilstriche  bossor  ziehen  zu  können.  Fig.  .‘5 
zeigt  die  Teilmaschine  in  der  Form,  wie  sie  jetzt  von  liianchi  in  Paris  (Rue 
de  Rennes)  geliefert  wird. 

Fig.  3. 


Die  Mikrometerschraube  F , bei  meinem  Apparate  5 (j  C’entimoter  lang, 
hat  ihre  Lager  in  dem  eisernen  Gestell  .SW,.  An  demselben  Gestelle  sind 
zwei  abgehobelte  Eisenplattcn  P und  P,  befestigt,  deren  obere  sorgfältig 
eben  gearl>eitete  Flächen  der  Axe  der  Schraube  parallel  sind.  Die  obere 
dieser  Platten  trägt  einen  Schlitten,  nn  welchem  der  Stichel,  regp.  das  den- 
selben tragende  später  zu  beschreibende  Reifserwerk  befestigt  ist.  Eine  an 
dem  Schlitten  befindliche  Mutter  greift  in  die  Mikrometerschraube  ein,  so 
dafs  die  Drehung  der  Schraube  den  Schlitten  fortbowegt.  Die  Schraube 
kann  nur  in  einem  Sinne,  von  K aus  gesehen  iui  Sinne  der  Bewegung  eines 
Uhrzeigers  gedreht  und  deshalb  der  Schlitten  nur  von  iS',  aus  gegen  K hin 
bewegt  werden.  Um  den  Schlitten  im  entgegengesetzten  Sinne  bewegen  zu 
können,  ist  die  Mutter  des  Schlittens  aus  zwei  Teilen  zusammengesetzt,  und 
die  obere  Hälfte  in  einem  Gelenke  drehbar  kann  an  dem  Griffe  G empor- 
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gehoben  werden.  Nur  in  diese  obere  Hillfto  der  Mutter  sind  Windungen 
eingeschnitten,  so  dafs,  wenn  sie  einpor  gehoben  ist,  der  Schlitten  frei  auf 
der  Platt«  verschoben  werden  kann.  Die  an  dein  Ende  des  Griffes  an- 
gebrachte schwere  Messingkugel  bewirkt  durch  ihr  Gewicht  ein  sicheres 
Eingreifen  der  Windungen  der  Mutter  in  jene  der  Schraube,  wenn  die  obere 
Hälfte  der  Mutter  niedergelassen  ist. 

Neben  dem  Beifserwerk  ist  an  dein  Schlitten  ein  Mikroskop  M an- 
gebracht, durch  welches  man  die  gezogenen  Teilstriche  scharf  sehen  kann, 
und  welches  aufserdem  in  nachher  zu  beschreibender  Weise  die  Teilmaschino 
befähigt  als  Lüngenmefsapparat  zu  dienen. 

Die  Platte  P,  dient  zur  Befestigung  der  Gegenstände,  welche  mit  einer 
Teilung  versehen  werden  sollen;  zu  dem  Zwecke  trägt  sie  in  einem  Schlitz 
verschiebbare  Lager  Zf,  Hl , in  welchen  die  betreffenden  Gegenstände,  Böhren, 
Mafsstäbe  etc.  befestigt  werden.  Um  bei  zu  teilenden  Objekten  verschiedener 
Breite  die  Teilung  an  der  richtigen  Stelle  anbringen  zu  können,  ist  die 
Platte  P,  etwas  verschiebbar,  so  dafs  sie  der  Mikrometerschraube  etwas 
näher  gebracht,  oder  etwas  von  ihr  entfernt  werden  kann.  Gleichzeitig  dient 
diese  Verschiebbarkeit  der  Platte  dazu  die  Gegenstände,  welche  mit  einer 
Teilung  versehen  werden  sollen,  der  Schraube  genau  parallel  zu  legen.  Man 
bringt  zu  dem  Zwecke  den  Schlitten  zunächst  an  das  eine  Ende  des  zu 
teilenden  Objektes  und  verschiebt  die  Platte  P,  so,  dafs  der  Stichel  sich 
gerade  Uber  dom  Punkte  befindet,  wo  die  Teilung  beginnen  soll.  Dann 
bringt  man  den  Schlitten  an  das  andere  Ende  und  bewirkt  durch  einen  ge- 
linden Druck  auf  dieses  Ende  der  Platte,  dafs  auch  dort  sieb  der  Stichel 
gerade  über  dem  Punkte  befindet,  wo  die  Teilung  enden  soll.  Durch  an- 
ziehen  der  Schrauben  s wird  dann  die  Platte  so  festgesetzt. 

An  dem  mit  der  Kurbel  versehenen  Ende  der  Schraube  befindet 
sich  auch  an  dieser  Maschine  die  auf  ihrem  Umfange  in  100  gleiche 
Teile  geteilte  Scheibe  JO;  ein  an  dem  Gestelle  der  Maschine  befestigter 
Index  läl'st  erkennen,  um  welchen  Bruchteil  des  Umfanges  die  Schraube  ge- 
dreht ist. 

Bei  der  einfachen  Teilmascbine  erfordert  es  grofse  Aufmerksamkeit, 
dafs  man  dio  Schraube  von  einem  zu  dem  andern  zu  ziehenden  Teilstrich 
nicht  zu  wenig  oder  zu  viel  dreht,  es  ist  deshalb  sehr  schwierig,  die  Teilung 
genau  gleichmäßig  zu  machen.  Diese  Schwierigkeit  ist  bei  der  vervoll- 
kommnten Maschine  durch  eineu  besondem  Mechanismus  gehoben.  Zunächst 
kann  man  mit  der  Kurbel  K die  Schraube  nur  in  dem  einen  Sinne  drehen; 
zu  dem  Zwecke  ist  die  Scheibe  D,  welche  mit  der  .Kurbel  gedreht  wird, 
nicht  fest  mit  der  Schraube  verbunden,  sondern  für  sich  drohbar  auf  das 
Ende  der  Schraube  aufgesetzt.  Dreht  man  die  Scheibe  nach  links  herum, 
so  bewegt  sie  sich  ohne  die  Schraube  mitzunehmen,  nur  bei  der  Drehung 
nach  rechts  herum  wird  auch  die  Schraube  gedreht.  Um  das  zu  erreichen, 
ist  unmittelbar  neben  der  Scheibe  und  derselben  parallel,  wie  Fig.  4 zeigt, 
in  der  ein  Stück  der  Scheibe  fortgenommen  ist,  auf  die  Schraube  ein  ge- 
zahntes Bad  t gesetzt,  und  an  der  Scheibe  1)  ist  ein  Haken  h befestigt., 
welcher  bei  der  Drehung  nach  links  auf  den  Zähnen  des  Bades  schleift,  bei 
derjenigen  nach  rechts  aber  durch  die  Feder  f auf  das  Zahnrad  aufgedrttckt 
wird,  in  die  Zähne  eingreift,  und  so  die  Schraube  mitnimmt. 

WCi-LSEB,  Physik  I.  4.  Aufl.  2 
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An  der  Scheibe  7)  sind,  wie  Fig.  4 zeigt,  zwei  Nasen  angebracht, 
n und  n , von  denen  die  eine  » unveriinderlich  befestigt  ist,  während  die 
andere  ri  an  jeder  Stelle  des  Umfanges  eingeklemmt  werden  kann.  Diese 
Nasen  stofsen  gegen  einen  Anschlag  A , der  an  dem  Gestelle  der  Maschine 

drehbar  befestigt  ist,  und 
dessen  Bewegung  durch  die 
Spitzen  der  Schraubon  t 
und  /,  gehemmt  wird.  Die 
Schraube  t wird  so  ge- 
stellt, dafs  wenn  hei  einer 
Drehung  nach  links  herum 
der  Anschlag  A durch  die 
Nase  n gegen  die  Spitze 
von  t gedrückt  wird,  der 
Nullpunkt  der  Teilung  auf 
der  Scheibe  D sich  gerade 
am  Index  i befindet.  Man 
kann  dann  mit  der  Kurbel 
K die  Schraube  nur  so  weit 
drehen,  bis  die  Nase  ri  den 
Anschlag  A gegen  das  Ende 
der  Schraube  f,  drückt.  In 
der  Fig.  ,4  angedeuteten 
Stellung  der  Nase  ri  würde 
das  nach  einer  ganzen  Um- 
drehung der  Schraube  sein, 
wenn  man  tt  so  stellt,  dafs  der  Anschlag  A gegen  das  Ende  von  /,  drückt, 
wenn  sich  wieder  der  Nullpunkt  der  Teilung  an  dem  Index  i befindet. 
Um  die  Schraube  weiter  zu  drehen,  mufs  man  erst  die  Scheibe  wieder 
mich  links  drehen,  bis  die  Nase  >i  den  Anschlag  A wieder  gegen  das  Ende 
von  I drückt.  Die  in  Fig.  4 dargestellte  Anordnung  würde  somit  die  ge- 
eignete sein,  um,  ohne  besondere  Aufmerksamkeit  auf  die  Drehung  ver- 
wenden zu  müssen,  einen  Gegenstand,  etwa  einen  Mafsstab  mit  einer  Milli- 
meterteilung zu  versehen.  Man  stellt  durch  Drehung  nach  links  die  Scheibe 
D so,  dafs  der  Nullpunkt  der  Teilung  der  Scheibe  am  Index  i sich  befindet, 
wenn  die  Nase  n den  Anschlag  A an  t drückt.  Man  bringt  dann  den  Mafs- 
stab in  die  richtige  Lage,  so  dafs  der  Stichel  den  ersten  Strich  dort  zieht, 
wo  auf  demselben  dio  Teilung  beginnen  soll.  Man  zieht  den  betreffenden 
Strich;  dann  dreht  man  die  Scheibe  rechts  herum,  bis  die  Nase  ri  den  An- 
schlag gegen  das  Ende  von  1,  drückt;  bei  dieser  Drehung  wird  der  Schlitten 
um  lmm  fortgeschoben,  da  bei  derselben  die  Schraube  einmal  vollständig 
gedreht  wurde.  Man  zieht  den  zweiten  Strich  und  dreht  dann  die  Scheibe 
zunächst  links  herum,  bis  die  Nase  n den  Anschlag  A trifft,  und  wieder 
rechts  herum,  bis  die  Nase  ri  wieder  den  Anschlag  trifft.  Die  erste  Drehung 
liefs  den  Schlitten  stehen,  brachte  aber  dio  Scheibe  in  dio  Lage,  welche 
eine  Drohung  nach  rechts  und  damit  eine  Drehung  der  Schraube  möglich 
machte.  Man  zieht  den  zweiten  Strich  und  so  fort,  so  dafs  man  zwischen 
je  zwei  Strichen  die  Scheibe  einmal  nach  links,  einmal  nach  rechts  drehen 
mufs,  bis  der  Anschlag  die  Bewegung  der  Scheibe  hemmt. 
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Will  man  den  Marsstab  statt  in  Millimeter  in  kleinere  Teile  teilen,  so 
hat  man  nur  dio  Nase  n , welche  die  Drehung  naeh  rechts  hemmt,  zu  ver- 
setzen. Entfernt  man  z.  B.  die  Nase  um  ein  viertel  Umkreis  nach  links  hin, 
so  würde  die  Bewegung  nach  rechts  jedesmal  gehemmt,  wenn  die  Schraube 
um  drei  viertel  Umdrehung  gedreht,  somit  der  Stichel  um  0,75mm  ver- 
schoben wräre.  Wir  erhielten  somit  eine  Teilung,  bei  der  je  zwei  Teil- 
striche um  0,75mm  von  einander  entfernt  wllren. 

Man  zieht  auf  einem  Mafsstabe,  den  man  teilen  will,  nicht  alle  Striche 
gleich  lang,  sondern  den  ersten  lang,  dann  vier  kurze,  den  fünften  von 
mittlerer  Dünge,  dann  wieder  vier  kurze  und  den  zehnten  mit  dem  ersten 
von  gleicher  Länge.  Bei  der  alten  Maschine  mufste  die  Hand  des  Teilenden 
diese  Gruppierung  der  Linien  besorgen;  das  erforderte  Geschicklichkeit  und 
stete  Aufmerksamkeit,  ohne  dafs  man  jedoch  imstande  war,  die  gewünschte 
Regelmilfsigkeit,  zu  erreichen.  Die  neue  Einrichtung  des  Grabstichels  je- 
doch, wie  sie  Fig.  3 perspectivisch  und  Fig.  5 vom  Profil  zeigt,  enthält, 
einen  besondem  Mechanismus  zur  Lösung  dieser  Aufgabe.  Man  hat  in  der 
Hand  den  kleinen  Haken  U (Fig.  5). 

Man  zieht  denselben  an- 
fangs gegen  sich  hin,  indem 
man  ihn  ein  wenig  aufhebt, 
dann  schiebt  man  ihn  leicht 
niederdrückend  zurück.  Dabei 
dringt  der  Stift  ein  wenig  in 
das  zu  teilende  Objekt  ein 
und  hinterläfst  den  Strich.  Um 
dem  Striche  dio  gewünschte 
Länge  zu  geben,  genügt  es, 
den  Gang  des  Stichels  passend 
zu  hemmen. 

Dazu  ist  über  dem  Stichel 
ein  Rad  LVX  (Fig.  5)  ange- 
bracht, welches  sich  um  eine 
feste  Axe  drehen  kann;  das  Rad 
besteht  aus  zwei  kreisrunden  Platten,  deren  eine  L auf  ihrem  Umfange 
mit  Zähnen  versehen  ist,  die  andere  VX  abor  mit  Ausschnitten,  welche 
abwechselnd  tiefer  und  weniger  tief  sind,  getrennt  durch  Zwischenräume 
von  gleicher  Länge,  die  durch  den  Umfang  der  Scheibe  gebildet  werden. 
In  dem  Augenblick  nun,  wo  man  den  Haken  U anzieht,  bewegt  sich  ein 
vorspringendes  Stück  bei  X gegen  das  Rad,  dringt  in  einen  tieferen  Aus- 
schnitt ein  und  hemmt  auf  den  Boden  desselben  aufstofsend  die  Bewegung 
des  Schreibstiftes.  Wenn  man  dann  den  Stift  zurückschiebt,  so  bewegt  er 
sich  so  weit,  bis  er  an  den  Vorsprung  T stöfst,  welcher  ihm  nicht  weiter 
zu  gehen  erlaubt. 

Während  dieser  Bewegung  greift  nun  abor  ein  Haken  11  in  die  Zähne 
des  Rades  I, , dreht  es  um  einen  Zahn  voran  und  verschiebt  den  Ausschnitt 
des  nebenliegenden  Rades  V.  Wenn  man  dann  den  Stift  von  neuem  an- 
zieht, so  trifft  er  nicht  mehr  auf  einen  Ausschnitt,  sondern  auf  den  äufseren 
Umfang  des  Rades,  welcher  an  Stolle  des  Ausschnittes  getreten  ist.  Die 
Bewegung  des  Stichels  geht  daher  nicht  so  weit,  und  der  von  ihm  gemachte 
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Strich  wird  kürzer.  Bei  joder  Bewegung  geht  dieselbe  Drehung  der  Räder 
vor,  und  kommt  der  fünfte  Strich,  so  dringt,  der  Stift  X wieder  in  einen, 
aber  weniger  tiefen  Ausschnitt.  Dadurch  wird  der  Strich  länger  als  die 
vier  vorhergehenden,  aber  kürzer  als  der  erste.  Kurz  der  Arbeiter  braucht 
stCh  nicht  um  die  Länge  der  Teile  zu  bekümmern,  sie  werden  genau  ge- 
zogen , und  jedesmal  der  fünfte  und  zehnte  sind  durch  ihre  gröfsere  Länge 
hervorgehoben. 

Wir  haben  bei  der  Beschreibung  der  Teilmaschine  vorausgesetzt,  dafs 
die  Schraube  vollkommen  genau  geschnitten,  dafs  also  die  Höhe  aller 
Schraubengänge  genau  1 m“  sei.  Wenn  auch  die  Maschinen,  besonders  die 
von  Qianchi  vortrefflich  gearbeitet  sind,  so  mufs  man  dieselben  doch  prüfen. 
Um  zunächst  zu  untersuchen,  ob  die'  mittlere  Höhe  eines  Schraubenganges 
in  der  That  lmm  ist,  ob  also  die  auf  der  Schraube  durch  500  Umdrehungen 
bewirkte  Verschiebung  genau  0,5“  ist,  nimmt  man  einen  mit  einem  Kom- 
parator sorgfältig  verglichenen  Mafsstab  dioser  Länge,  und  legt  denselben 
wie  ein  zu  teilendes  Objekt  auf  die  Platte  I\.  Man  stellt  dann  das  an  dem 
Schlitten  befindliche  Mikroskop  genau  auf  den  Nullpunkt  der  Teilung  ein, 
und  voll  führt  500  Umdrehungen  der  Schraube;  es  mufs  dann  das  Mikroskop 
sich  am  anderen  Ende  des  Mafsstabes  befinden.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so 
entspricht  die  mittlere  Hülm  eines  Schraubenganges  nicht  genau  1""".  Bei 
Vergleichung  der  hier  beschriebenen  Teilmaschine  von  Bianchi  mit  einem 
Normalmafsätab  fand  ich,  dafs  auf  540  mra  im  Mittel  540,08  Umdrehungen 
der  Schraube  kamen.  Die  Höhe  eines  Sehraubenganges  ist  daher  im  Mittel 


640 

510,08 


= 0,99985 


oder  der  Schraubengang  ist  um  15  Hunderttausendstel  eines  Millimeters  zu 
klein.  Es  ist  das  ein  Fehler,  der  in  den  meisten  Fällen  zu  vernachlässigen 
ist,  ja  der,  wie  wir  im  dritten  Bande  erkennen  werden,  schon  durch  kleine 
Differenzen  der  Temperatur  bedingt  resp.  Uberwogen  wird. 

Einer  weiteren  Prüfung  bedarf  es  um  zu  erkennen,  ob  die  einzelnen 
Sehraubengängo  von  gleicher  Höhe  sind.  Man  erkennt  das,  indem  man 
eine  gegebene  Teilung,  etwa  von  20  bis  30““,  die  man  sich  mit  der 
Maschine  selbst  anfertigen  kann,  an  der  Maschino  verschiebt.  Man  bringt, 
sie  zunächst  an  das  eine  Ende  der  Maschine,  stellt  das  Mikroskop  auf  das 
eine  Ende  der  Teilung  ein  und  verschiebt  durch  Drehung  der  Schraube  den 
Schlitten,  bis  das  Mikroskop  auf  dem  andern  Ende  der  Teilung  einsteht. 
Man  bringt  dann  wieder  das  erste  Ende  der  Teilung  unter  das  Mikroskop, 
verfährt  wie  vorher  und  so  fort.  Hat  man  eine  Teilung  von  30ram  ge- 
nommen, so  müssen,  wenn  die  Schmubengänge  alle  gleich  sind,  stets  30 
Umdrehungen  der  Schraube  das  Mikroskop  von  dem  einen  Ende  der  Teilung 
znm  andern  bringen,  ln  dieser  Weise  fand  ich  z.  B.  bei  meiner  Teil- 
maschine,  dafs  die  Schraubengänge  in  der  Näho  der  Enden  nur  etwa 
0,9996ram  betrugen,  dafs  sie  gegen  die  Mitte  hin  von  beiden  Seiten 
her  gröfser  wurden,  etwa  ISO"""  von  beiden  Enden  entfernt  den  Wert. 
1 mm  erhielten  und  auf  den  mittlem  250"””  zwischen  1 und  1,0003”"" 
schwankten.  Es  sind  das  Fehler,  die  in  den  allermeisten  Fällen  ganz  zu 
vernachlässigen  sind. 

Die  Beschreibung  der  Methoden,  nach  denen  die  Höhe  der  Beliranben- 
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gänge  ku  prüfen  ist,  liifst  gleichzeitig  erkennen,  dafs  die  Teiltuaschine  auch 
ein  wertvoller  Mefsapparat  ist;  man  kann  die  Länge  von  Platten,  Köhren, 
kur/,  aller  Gegenstände,  die  man  wie  die  mit  einer  Teilung  zu  versehenden 
Objekte  auf  der  Platte  P,  der  Teilmaschine  befestigen  kann,  mit  derselben 
auf  das  schärfste  messen.  Wir  werden  sehen,  wie  die  Teilmaschine  vielfach 
zu  diesem  Zwecke  verwertet  wird. 

Die  mit  der  Teilmaschine  herzustellenden  Mafsstähe  teilt  man  selten 
in  kleinere  Abteilungen  als  Millimeter  oder  höchstens  0,5mrn , weil  bei  zu 
enge  gezogenen  Teilungen  die  Ablesung  zu  grofse  Schwierigkeit  bietet.  Um 
nun  Unterabteilungen  des  Millimeters  mit  den  Malsstäben  noch  genau  be- 
stimmen zu  können,  bringt  man  an  denselben  einen  Nonius  an. 

Der  Nonius. 

Nehmen  wir  einen  Mafsstab  von  genau  9n,m  Länge  und  teilen  ihn  mit 
der  Teilmaschine  in  10  genau  gleiche  Teile,  legen  ihn  dann  der  Länge  nach 
an  unser  geteiltes  Meter,  so  dal's  er  längs  des  geteilten  Randes  verschoben 
werden  kann,  so  ist  dieser  einfache  Apparat  ein  Nonius.  Da  die  Länge, 
des  Mafsstabes  9""“  in  10  Teile  geteilt  ist,  so  ist  der  Wert  jedes  Teil 
Striches  0,9mm.  Der  Wert  der  Teilung  unseres  Metermalses  ist  dagegen 
1“™.  Der  Unterschied  beider  daher 


Es  folgt  daraus,  dafs,  wenn  die  beiden  Teilstriche  0 (Fig.  6^  zu- 
sammenfallen, die  beiden  Teilstriche  1 um  0,lmm  von  einander  abstehen, 
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die  beiden  Teilstriche  2 um  0mm,2  u.  s.  f.,  bis  der  Teilstrich  10  des  Nonius 
mit  dem  Teilstrich  9 des  Mafsstabes  zusammentrifft.  Ähnlich  wird  es  sein, 
wenn  statt  der  Teilstriche  0 zwei  andere  Teilstriche  auf  einander  treffen, 
von  diesen  aus  werden  dann  die  beiden  nächsten  zu  jeder  Seite  tun  1 , die 
folgenden  um  2 Zehntel  eines  Millimeters* differieren. 

Nehmen  wir  nun  an.  man  wolle  die  Länge  eines  Objektes  mit  ungerm 
Metermafs  bestimmen,  und  es  zeigt«!  sich,  dafs  es  4cm  5ram  und  einen  Bruch- 
teil eines  Millimeters  (Fig.  7 ) lang  wäre.  Dieser  Bruchteil  wird  dann  mittels 
des  Nonius  bestimmt. 

Fig.  7. 
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Zu  dem  Ende  fuhrt  man  den  Nonius,  bis  er  das  Ende  des  zu  messenden 
Objektes  berührt,  und  sucht,  welcher  Teilstrich  des  Nonius  mit  einem  des 
Mafsstabes  zusammenfällt.  In  unserer  Abbildung  ist  es  der  sechste. 

Von  diesem  ausgehend  findet  man  dann,  dafs  die  Teilstriche  5, 
4,  ....  0 des  Nonius  um  0ra“,l  0mm,2  ....  0mn,,6  hinter  denen  des 
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Mafsstabes  Zurückbleiben.  Der  auszuwertende  Bruchteil  ist  demnach  0““,6, 
sein  Wert  ist  in  Zehnteilen  eines  Millimeters  angegeben  durch  die  Zahl, 
welche  neben  dom  mit  einem  des  Mal'sstabes  zusammenfallendon  Teilstrich 
steht. 

Wir  haben  bei  der  Beschreibung  des  Nonius  vorausgesetzt,  dafs  der- 
selbe eine  Länge  von  9""“  habe  und  in  10  Teile  geteilt  sei.  Dadurch  er- 
hielten wir  die  Teile  des  Millimeters  in  Zehnteln  angegeben.  Wir  können 
nun  ebenso  gut  die  Länge  desselben  zu  19™“,  29““,  39“m  nehmen  und 
diese  Länge  in  20,  30,  40  Teile  teilen;  wir  erhalten  dann  Zwanzigstel, 
Dreissigstel , Vierzigstel  eines  Millimeters.  Wenn  man  jedoch  die  Teile  zu 
sehr  vervielfältigt,  so  tritt  der  Übelstand  ein,  dafs  zur  Rechten  und  Linken 
der  koincidierenden  Teilstriche  eine  Anzahl  so  wenig  von  einander  ab- 
stehender Teilstriche  sich  findet,  dafs  sie  noch  zusammenzufallen  scheinen, 
und  man  daher  nicht  imstande  ist  anzugeben,  welche  nun  eigentlich  die 
koincidierenden  Teile  sind.  Indem  man  die  Teilstriche  möglichst  fein  zieht 
und  dieselben  durch  ein  Mikroskop  betrachtet,  kann  man  zwar  die  Ge- 
nauigkeit ziemlich  weit,  vielleicht  bis  auf  0,01  eines  Millimeters  bringen;  es 
gibt  jedoch  immer  eine  Grenze,  welcho  nicht  überschritten  worden  kann. 

Der  Nonius  kann  an  allen  Teilungen,  auch  an  geteilten  Kreisen  an- 
gebracht werden;  dort  befindet  er  sich  auf  den  Alhidaden.  Wir  werden  ihn 
an  allen  feineren  Mefsapparaten  wiederfinden. 

Das  Sphärometer. 

Die  Mikrometerschraube  dient  nicht  allein  dazu  Längen  zu  teilen, 
sondern  sie  findet  auch  ganz  besonders  Anwendung,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  sehr  kleine  Abstände  zu  messen.  Es  folge  hier  die  Beschreibung 
eines  Apparates,  in  welchem  sie  benutzt  wird,  um  sehr  kleine  Höhenunter- 
schiede, z.  B.  die  Dicke  von  Platten  oder  Drähten,  mit  gröfster  Genauigkeit 
zu  messen,  des  Sphärometers. 

Der  Hauptteil  dieses  Apparates  (Fig.  8)  besteht  in  einer  möglichst 
genau  gearbeiteten  Mikrometerschraube,  deren  Gänge  die  Höhe  von  0““,5 
haben.  Dieselbe  bewegt  sich  in  einer  Mutter,  welche  unten  in  der  Hülse  A 
sich  befindet.  Die  Hülse  A ist  in  dem  Arm  H unveränderlich  befestigt  und 
wird  mittels  desselben  von  dem  Stativ  SSG  getragen,  welches  seinerseits 
auf  dem  Dreifufs  DI)  aufgesetzt  ist.  Um  durch  dieses  Stativ  den  Apparat 
nicht  einseitig  zu  belasten,  ist  bei  G an  der  anderen  Seite  des  Punktes,  mit 
welchem  der  Rahmen  S'  S auf  den  Dreifufs  gesetzt  ist,  ein  Gegengewicht 
angebracht.  Der  Dreifufs  ist  mit  Stellschrauben  versehen,  um  den  Apparat 
vertikal  zu  stellen.  In  der  Büchs«!  A befindet  sich  ein  oben  hervorragender 
Stahlstift  ./,  welcher  mit  sanfter  Reibung  auf  und  nieder  bewegt  werden 
kann.  Wird  die  Mikrometersehraube  in  dem  einen  Sinne  gedreht,  so  hebt 
sie  den  Stift  J empor,  wird  sie  in  dem  andern  Sinne  gedreht,  so  sinkt  der 
Stift  J durch  sein  eigenes  Gewicht  herab.  Auf  den  Stift  J kann  ein  kleiner 
Stahlteller  aufgeschraubt  werden  oder  eine  ziemlich  scharfe  Schneide,  wie 
sie  die  Figur  an  dem  Stifte  ,/'  zeigt.  Gerade  über  dem  Stifte  J ist  durch 
den  horizontalen  Arm  SH  ein  unten  mit  einer  Schneide  versehener  Stift  J' 
geführt,  welcher  in  der  Durchbohrung  des  Armes  mit  sanfter  Reibung  auf 
und  nieder  bewegt  werden  kann.  Auf  der  oberen  Spitze  dieses  Stiftes  ruht 
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die  um  eine  bei  a befestigte  Axe  drehbare  Libelle  L.  Damit  die  Libelle 
auf  die  Spitze  des  Stiftes  ,/'  nur  einen  sehr  leisen  Druck  ausllbt  und  so 
der  Stift  J auf  den  leisesten  Druck  von  untenher  emporsteigt,  ist  auf  der 
andern  Seite  der  Axe  u das  Gegengewicht  c angebracht. 

Durch  Heben  oder  Senken  des  Stiftes  J',  der  mit  seiner  Schneide  auf 
dem  Teller  oder  der  Schneide  des  untern  Stiftes  J ruht,  kann  man  somit 
die  eine  Seite  der  Libelle  heben  oder  senken,  also  immer  dafür  sorgen,  dafs 
die  Libelle  genau  horizontal  steht.  Dieso  horizontale  Stellung  der  Libelle 
ist  das  Hülfsmittel,  um  mit  dem  Apparate  messen  zu  können. 

Diese  Messung  selbst 
geschieht  an  der  unten  am 
Kähmen  S angebrachten 
Millimeterteilung  T und  an 
der  Scheibe  X , welche  auf 
ihrem  Rande  eine  Teilung 
trägt,  welche  den  Umfang 
der  Scheibe  in  500  gleiche 
Teile  teilt.  Diese  Scheibe  ist 
unten  an  die  Mikrometer- 
schraube angeschraubt,  so 
dafs  die  Axe  der  Schrauben- 
spindel gleichzeitig  die  Axe 
der  Kreisscheibe  ist.  Wie 
erwähnt,  ist  die  Höhe  eines 
Schraubenganges  der  Mi- 
krometerschraube ein  hal- 
bes Millimeter,  es  bedarf 
daher  zwei  Umdrehungen 
der  Schraube,  um  die  Schei- 
be an  der  Teilung  lmm  zu 
heben.  Die  Teilung  T ist 
an  dem  Apparate  so  be- 
festigt, dafs  jedesmal,  wenn 
die  Scheibe  einen  Teil- 
strich passiert,  der  Null- 
punkt der  Teilung  auf  der  Scheibe  an  dom  Rande  der  Platte  T vorübergeht. 
Die  auf  die  Teilung  T gerichtete  Lupe  l hat  den  Zweck,  genau  zu  erkennen, 
welche  Stellung  zwischen  den  Teilstrichen  die  Scheibe  hat. 

Ans  der  Beschreibung  des  Apparates  ergibt  sich  leicht,  wie  bei  den 
Messungen  verfahren  worden  mufs.  Setzen  wir  voraus,  es  solle  die  Dicke 
einer  planparallelen  Glasplatte  gemessen  werden.  Man  schraubt  auf  die 
Spitze  des  Stiftes  J den  kleinen  Stahlteller  und  schraubt  die  Mikromotor- 
schraube so  hoch  empor,  dafs  die  Libelle  genau  horizontal  steht.  Man 
liest  dann  die  Stellung  der  Scheibe  X an  der  Teilung  T ab.  Befinde  sich 
der  Rand  der  Scheibe  zwischen  den  Teilstrichen  2 und  3,  aber  näher  an  2, 
und  sei  der  Teilstrich  325  der  auf  der  Schoibe  angebrachten  Teilung  an 
dom  Rande  der  Platte  T.  Da  dio  Höhe  der  Schraubengilngc  0,5,nl"  ist,  so 
entspricht  der  Drehung  der  Schraube  um  einen  Teilstrich  ein  Heben  oder 
Senken  der  Mikrometerschraube  um  0,001""".  Die  soeben  abgelesene  Stellung 
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der  Scheibe  gibt  somit  an,  dal's,  wenn  die  Libelle  genau  horizontal  steht,  und 
zwischen  der  Schneide  J'  und  dem  Teller  J nichts  zwischen  geschoben  ist,  dal's 
dann  die  Scheibe  sich  2,325mBI  unter  dem  Nullpunkte  der  Teilung  T befindet. 

Nun  wird  die  Mikrometerschraube  und  damit  der  Teller  J gesenkt, 
soweit,  dafs  man  die  Glasplatte  auf  denselben  legen  kann.  Ist  das  geschehen, 
so  wird  die  Mikrometerschraube  wieder  gehoben,  bis  die  Schneide  J'  von 
der  Glasplatte  berührt  wird,  und  dann  die  Mikrometerschraube  vorsichtig 
weiter  gedreht,  bis  die  Libelle  wieder  genau  horizontal  steht.  Diese 
Beobachtung  beweist  dann,  dal's  die  Schneide  J'  wieder  genau  dieselbe 
Höhe  hat  wie  vorhin,  die  nach  oben  gewandte  Flüche  der  Glasplatte  ist 
also  genau  in  der  Lage,  in  der  vorhin  der  Teller  J war,  der  Teller  J und 
damit  die  Scheibe  Z ist  also  genau  um  die  Dicke  der  Glasplatte  niedriger 
wie  vorhin.  Wir  erhalten  also  die  Dicke  der  Glasplatte,  wenn  wir  von  der 
jetzt  beobachteten  Stellung  der  Scheibe  die  vorher  bestimmte  Stellung  ab- 
ziehen.  Befinde  sich  die  Scheibe  jetzt  zwischen  dem  Teilstriche  3 und  4, 
aber  nillier  bei  4,  und  sei  der  Teilstrich  438  der  Scheibe  an  der  Schneide 
der  Platte  T.  Da  die  Scheibe  nillier  bei  4 als  bei  3 ist,  so  folgt,  dafs  sie 
mehr  als  3,5mm  tiefer  ist  als  der  Nullpunkt  der  Teilung,  und  zwar,  da  der 
Teilstrich  438  der  Scheibe  an  der  Schneide  der  Platte  T ist,  um  0,438,"m. 
Die  jetzige  Stellung  der  Scheibe  ist  also  3,938.  Hiervon  den  vorhin  be- 
stimmten Wert  2,325  abgezogen  gibt  1,613“""  als  Dicke  der  Glasplatte. 
Zur  Erreichung  gröfserer  Genauigkeit  wird  man  die  Messung  einige  Male 
wiederholen.  Da  man  die  Libelle  nicht  absolut  genau  einzustellen  imstande 
ist,  so  wird  man  bei  den  verschiedenen  Messungen  einige  Teilstriche  Differenz 
finden;  man  nimmt  dann  das  Mittel  aus  den  gefundenen  Zahlen. 

Zur  Messung  von  Drühten  wendet  man  an  Stelle  des  Tellers  auf  dem 
unteren  Stift  die  Schneide  an;  man  schiebt  dann  ein  kleines  Stückchen  des 
zu  untersuchenden  Drahtes  zwischen  die  Schneiden,  indem  man  im  übrigen 
bei  der  Messung  ganz  in  der  angegebenen  Weise  verführt1). 

Das  Kathetometer. 

Bei  physikalischen  Untersuchungen  findet  man  sich  oft  in  die  Not- 
wendigkeit versetzt,  kleinere  oder  grüfsere  Höhenunterschiede  zu  messen, 
besonders  von  Flüssigkeitssäulen,  ohne  dafs  inan  an  dieselben  direkt  einen 
Mal'sstab  anlegen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  haben  zuerst  die  französischen  Physiker  Dnlong  und 
Petit  einen  bosondem  Apparat  konstruiert  und  bei  ihren  Versuchen  über  die 
Ausdehnung  des  Quecksilbers  durch  die  WUrme  zu  Messungen  benutzt]  Später 
wurde  dieser  Apparat  von  Pouillet  vergröl'sert  und  Katbetometer  genannt. 

Das  in  Fig.  9 und  10  abgebildete  Kathetometer  ist  nach  der  ihm  von 
Staudinger  gegebenen  Form  konstruiert,  nur  die  Anbringung  des  Fernrohrs 
Fig.  10  weicht  von  der  von  Staudinger  gewühlten  Anordnung  etwas  ab. 
Das  der  Beschreibung  zu  Grunde  liegende  Exemplar  ist  vom  Mechaniker 
Schubart  in  Gent  verfertigt. 

Die  wesentlichen  Bestandteile  des  Apparates  sind  ein  vertikaler  Mars- 
stab, an  dem  ein  horizontales  Fernrohr  auf  und  ab  geschoben  werden  kann. 

')  Sphärometer  der  beschriebenen  Form  sind  in  vortrefflicher  Ausführung 
ans  der  Werkstatt  von  Hermann  <t  Pfister  in  Bern  zu  beziehen. 
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Man  stellt  zu  den  Messungen  das  Fernrohr  auf  die  Kuppen  der  beiden 
Flüssigkeitssäulen  ein,  und  die  beiden  Stellungen  des  Fernrohres  am  Mafs- 
stah  geben  die  Höhendifferenz  der  beiden  Flüssigkeitssilulen. 

So  vorzüglich  der  Apparat 
ist,  wenn  er  richtig  geordnet  ist, 
so  unrichtige  Resultate  kann  er 
andernfalls  liefern,  deshalb  wird 
es  gut  sein,  ihn  etwas  genauer 
zu  beschreiben. 

Auf  einem  massiven  eiser- 
nen, mit  drei  Stellschrauben  SS 
versehenen  Fufs  V (Fig.  9)  steht 
eine  vertikale  stählerne  Axe;  sie 
ist  bei  Ti  sich  tbar,  wo  die  Messing- 
hülle in  der  Zeichnung  fortge- 
nommen ist.  Um  diese  kann  sich 
ein  hohler  Messingcylinder  HIV 
frei  drehen.  Um  die  Drehung 
leicht  zu  machen,  ist  derselbe 
oben  bei  II  von  einer  stählernen 
Schraube  durchsetzt , welche 
oben  Hilf  der  stählernen  Axe 
aufsteht;  durch  gelindes  An- 
ziehen der  Schraube  kann  man 
bewirken,  dafs  die  Reibung  an 
dem  unteren  Ende  der  Hülse, 
wo  sie  auf  einen  den  Fufs  um- 
gebenden Reif  sich  stützt,  sehr 
gering  ist,  indem  die  Hülse  dann 
fast  ganz  von  der  Schraube  ge- 
tragen wird.  An  der  Hülse  ist 
nun  einerseits  derMafsstab  Ali 
der  Axe  genau  parallel,  an  der 
andern  Seite  ein  den  Mafsstab 
als  Gegengewicht  balancieren- 
der massiver  Messingcylinder 
GG’  befestigt.  Der  Mafsstab 
besteht  aus  einem  Prisma  von 
Gufsstahl , dessen 
freiten  in  einer 
Breit«  von  8mm 
möglichst  glatt  ge- 
hobelt, dann  aber 
stark  ausgehßhlt 
sind.  DerMafsstab 

ist  wie  das  Gegengewicht  oben  und  unten  an  der  Hülse  befestigt.  Dio  Basis 
des  Prismas,  die  vordere  Seite  ist  ebenfalls  glatt  abgehobelt,  ln  der  Mitte 
derselben  ist  ein  Silborstreifen  eingesetzt,  von  1"‘,1  Länge  und  8mm  Breite. 
Derselbe  ist  1“  lang  in  Millimeter  geteilt. 
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Auf  den  glattgebobelten  und  geschliffenen  Seitenflächen  des  Prismas 
gleitet  ein  Schlitten  de,  von  welchem  Fig.  10  eine  vergröfserte  Abbildung 
gibt,  auf  und  ab,  welcher  das  Fernrohr  mit  Zubehör  trägt.  Der  Schiitton 
bestoht  aus  zwei  Teilen,  welche  in  der  Zeichnung  mit  d und  <■  bezeichnet 
sind.  Derselbe  gleitet  mit  sanfter  Reibung,  die  durch  etwas  Öl  noch  ver- 

mindert wird , an  dem 
Prisma  ganz  regelmill'sig 
und  ohne  Schwankung  auf 
und  ab. 

Der  obere  Teil  des 
Schlittens  d ruht  mit  einem 
kleinen  Stahlfortsatz,  auf 
dem  obem  Endo  der  im 
untern  Teile  des  Schlittens 
in  einer  Mutter  gehenden 
Mikronieterschraube  m und  wird  durch 
(>ine  elastische  Feder  von  Stahl  stets  fest 
an  dasselbe  angedrückt. 

Durch  eine  Klemmschraube  7,  welche 
ein  der  Seito  des  Prismas  angepafstes 

Messingstück  gegen  das  Prisma  drückt, 
kann  man  den  Schlitten  festhalten.  Mittels 
der  Mikrometerscliranbe  m kann  dann  der 
obere  Teil  des  Schlittens  noch  etwas  ge- 
hoben oder  gesenkt  werden,  um  eine  mög- 
lichst feine  Einstellung  des  Fernrohrs  auf 
das  Beobacht  ungsobjekt  zu  erzielen. 

Im  Schlitten  ist  ein  ahgeschriigter 
Ausschnitt  Uber  dem  Buchstaben  d,  dessen 
eine  Seite  mit  einem  Nonius  versehen  ist,  der  gerade  an  der  Toilung  des 
Silberstreifens  anliegt.  Die  Stellung  des  Schlittens  an  der  Skala  liest  man 
durch  eine  Lupe  1 (Fig.  9)  ah;  der  Nonius  gibt  direkt  0,02“"'. 

Das  Fernrohr  CI)  ruht  in  den  genau  cylindrisch  ausgedrehten  Gabeln 
r und  r und  wird  dort  mit  gelindem  Druck  durch  z.wei  zur  Seite  zu  schla- 
gende Schieber  festgelegt.  Dort,  wo  das  Fernrohr  auf  den  Gabeln  aufliegt, 
hat  dasselbe  zwei  genau  cylindrisch  ahgedrehte  Verdickungen.  Auf  diesen 
Verdickungen  ruhen  die  unten  genau  ebenso  cylindrisch  ansgodrehten  Füfso 
der  Libelle  Ar,  welche  durch  dieselben  Schieber,  die  das  Fernrohr  festlegen, 
durch  einen  schwachen  seitlichen  Druck  festgehalten  werden. 

Die  beiden  das  Fernrohr  tragenden  Gabeln  sind  durch  eine  schmale 
Messingplatte  mit  einander  verbunden,  welche  von  der  in  dom  Schlitten 
befestigten  und  dort  gerade  vor  der  Teilung  befindlichen  Axe  o gotragen 
wird  und  um  diese  Axe  in  einer  der  Ebene  der  Teilung  parallelen  Ebene 
drehbar  ist.  Diese  Drehung,  durch  welche  das  Ende  C des  Fernrohres 
etwas  gehoben  oder  gesenkt  werden  kann,  wird  durch  die  kleine  Schrauben- 
mutter s bewirkt.  Zu  dem  Zwecke  ist  bei  b nahe  dem  einen  Ende  der  das 
Fernrohr  tragenden  Platte  bc  an  diese  eine  Mikrometerschraube  bs  angosetzt, 
welche  durch  eine  Durchbohrung  des  an  dem  Schlitten  unveränderlich  fest 
verbundenen  Armes  A hindurchgeführt  ist.  Schraubt  man  die  Mutter  s in 
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dem  einen  Sinne,  so  wird  dadurch  die  Mikrometerschraube  und  damit  das 
Ende  C des  Fernrohre  herabgezogen ; schraubt  man  die  Mutter  in  dem 
andern  Sinne,  so  littst  sie  die  Mikronieterschraube  oine  Strecke  frei,  und 
eine  Feder  f hebt  dann  die  Schraube  und  damit  das  Endo  C des  Fernrohrs, 
bis  die  Mutter  s wieder  an  der  untern  Fläche  des  Armes  A anliegt.  Der 
Zweck  dieser  Vorrichtung  wird  sofort  hervortreten. 

Nach  der  Beschreibung  der  Einrichtung  unseres  Mefsapparates  haben 
wir  noch  einiges  zu  bemerken  über  die  Art,  wie  er  zu  regulieren  ist. 

Das  Fernrohr  ist  ein  optischer  Apparat,  den  wir  spütor  zu  beschreiben 
haben.  Hier  müssen  wir  nur  erwähnen,  dafs  es  in  seinem  Innern  zwei  unter 
einem  rechten  Winkel  gekreuzte  Spinnfäden  besitzt,  ein  sogenanntes  Faden- 
kreuz, welches  man  stets  zugleich  mit  dem  Objekt,  auf  welches  das  Fernrohr 
eingestellt  ist,  genau  sieht.  Man  kann  leicht  bewirken,  dafs  der  Krenzungs- 
punkt der  Fäden  den  zu  fixierenden  Punkt  deckt.  Es  gibt  mm  in  jedem 
Fernrohr  eine  festbestimmte  Linie,  die  optische  Axe,  welche  durch  den 
Kreuzungspunkt  des  Fadenkreuzes  und  durch  den  Mittelpunkt  des  Objektives 
geht.  Wenn  der  Mittelpunkt  des  Fadenkreuzes  den  zu  fixierenden  Punkt 
deckt,  so  kann  man  sicher  sein,  dafs  der  fixierte  Punkt  in  der  Verlängerung 
der  optischen  Axe  liogt. 

Die  Gabel,  in  welcher  das  Fernrohr  liegt,  sowie  das  Fernrohr  selbst, 
sind  genau  cylindrisch  gearbeitet.  Dreht  man  daher  das  Fernrohr  in  seinen 
Lagern  um  sich  selbst,  so  kann  seine  geometrische  Axe  nicht  geändert 
werden,  es  darf  aber  auch  seine  optische  Axe  dadurch  nicht  geändert  werden, 
d.  h.  sie  mufs  genau  mit  der  geometrischen  Axe  zusammenfallen.  Sieht 
inan  bei  der  Drehung  des  Fernrohrs  nach  und  nach  verschiedene  Punkte 
in  den  Mittelpunkt  des  Fadenkreuzes  fallen,  so  ist  das  nicht  der  Fall;  dann 
mufs  man  die  optische  Axe  korrigieren,  d.  h.  das  Fadenkreuz  so  lange 
regulieren,  bis  bei  einer  Drehung  des  Fernrohrs  um  sich  selbst  stets  der- 
selbe Punkt  von  seinem  Kreuzungspunkte  bedeckt  wird.  Will  man  dann  die 
Lage  der  optischen  Axe  korrigieren,  so  hat  man  nur  dio  der  geometrischen 
zu  regulieren,  da  nach  dieser  Korrektion  beide  zusammenfallen. 

Nachdem  also  die  Femrohraxe  korrigiert  ist,  hat  inan  vor  Gebrauch 
des  Kathetometere 

1)  dafür  zu  sorgen,  dafs  die  Libelle  der  Axe  des  Fernrohrs  parallel  ist; 

2)  die  Axe  des  Fernrohrs  genau  senkrecht  zu  dem  Malsstab  zu  stellen; 

3)  die  Rotationsaxe  des  Kathetometere  und  damit  den  Mafsstab  A B 
vertikal  zu  stellen. 

Um  die  erste  Be-  F,g-  “■ 

dingungzu  prüfen,  ist  die 
Libelle  auf  die  cylindrisch 
abgedrehten  Verdickun- 
gen des  Fernrohrs  mit 
den  ebenso  genau  aus- 
gedrehten  Fttfsen  einfach 
aufgesetzt,  so  dafs  sie  ab-  x V 

genommen  und  wieder  in 

umgekehrter  Lage  hingestellt  werden  kann,  so  dafs  das  vorher  nach  D 
zeigende  Ende  jetzt  nach  C zeigt,  und  umgekehrt.  Sei  nnn  X Y die  Fernrohr- 
axe  und  stelle  AB  (Fig.  11)  die  Libelle  vor,  deren  Luftblase  bei  »i  stehe. 
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Fig.  tu. 
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Wird  nun  dio  Libelle  in  der  angegebenen  Weise  umgesetzt,  und  ist  sie  der 
Pemrohraxo  in  der  That  parallel,  so  kehrt  sich  dieselbe  blos  um,  in  ihrer 
zweiten  Lage  dio  erste  deckend;  sie  mufs  wieder  in  A'  li'  liegen.  Die  Luft- 
blase mufs  dann  wieder  genau  so  liegen  wie  früher,  sie  darf  gegen  den 
Beobachter  ihre  Lage  nicht  geändert  haben.  Hatte  dagegen  die  Libelle  dio 
Lage  ab,  so  hat  sie  nach  der  Umstellung  die  Lage  a ti,  und  die  Luftblase 
würde  ihre  Lage  geändert  haben.  Durch  Drehung  einer  Schraube,  welche 
das  eine  Ende  der  Libelle  in  ihren  Lagern  hebt  und  senkt,  wird  sie  in  dem 
letzten»  Falle  korrigiert,  bis  eine  Umstellung  die  Lago  der  Luftblase  nicht 
mehr  ändert. 

Um  die  zweite  Bedingung  zu  prtlfen,  hat  man  dom  Instrument  nur  eine 
Drehung  um  180°  zu  erteilen.  Ist  das  Fernrohr  AB  (Fig.  12)  senkrecht 
zum  Marsstab  MM,  so  ist  es  nach  der  Drehung  sich  selbst  parallel,  ed  mufs 

also  die  Lnfblase  in  Bezug  auf  den 
Beobachter  dieselbe  Lage  beibehalten 
haben.  Steht  das  Fernrohr  nicht  senk- 
recht, sondern  etwa  parallel  ab,  so 
hat  es  nach  der  Drehung  die  Lage 
a b’,  und  die  Luftblase  der  Libelle 
mufs  ihre  Stellung  geändert  haben.  Ist 
das  der  Fall,  so  wird  durch  Drehung 
der  Schraubenmutter  s das  eine  Ende 
des  Fernrohrs  soviel  gehoben  oder 
gesenkt,  bis  die  Drehung  des  Instru- 
mentes um  180°  die  Stellung  der 
Libellenblase  nicht  mehr  ändert. 

Diese  Koirektion  genügt  es  nicht 
ein  für  allemal  vorzunehinen;  denn 
auch  bei  den  bestgearbeiteten  Apparaten  kann  der  Schlitten  nicht  immer 
vollkommen  in  der  gleichen  Weise  an  das  Prisma  angeprefst  werden,  und 
deshalb  ist  das  Fernrohr  nicht  an  allen  Stellen  sich  genau  parallel.  Hat 
man  deshalb  in  gleich  zu  beschreibender  Weise  den  Mafsstab  vertikal  ge- 
stellt, mufs  man,  wenn  die  Lage  der  Luftblase  bei  irgend  einer  Stellung  des 
Schlittens  anzeigt,  dafs  das  Fernrohr  nicht  mehr  genau  horizontal  stoht,  durch 
Drehung  der  Mutter  s das  Fernrohr  in  die  horizontale  Lage  zurückftihren. 

Um  die  dritte  Regulierung,  das  Vertikalstellen  der  Rotationsaxe  des 
Instrumentes  vorzunehmen,  stellt  man  das  Fernrohr  der  Verbindungslinie 
zweier  Stellschrauben  des  Fufses  parallel,  und  droht  eine  oder  beide  Stell- 
schrauben so  lange,  bis  die  Blase  der  Libelle  in  der  Mitte  steht;  darauf 
dreht  man  den  Apparat  um  90°  und  bringt  durch  Drehung  der  dritten 
Schraube  die  Blase  ebenfalls  in  die  Mitte.  Hat  man  auf  diese  Weise  die 
Femrohraxe  in  zwei  auf  einander  senkrechten  Richtungen  horizontal  gestellt, 
so  ist  sie  es  in  allen,  und  dio  zur  Fernrphraxo  senkrechte  Rotationfcaxe  und 
somit  auch  der  Mafsstab  des  Apparates  stehen  vertikal. 
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Der  Theodolith. 

Aufser  der  Abmessung  von  Längen  haben  wir,  besonders  in  dem 
optischen  Teile  der  Physik,  häufig  genaue  Winkelmessungen  auszufUhren. 
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Dieselbon  werden  mittels  des  Thoodolit.hen  (ingestellt.  Der  Theodolitb  ist 
ein  in  geringerer  oder  greiserer  Vollkommenheit,  schon  sehr  lange  bekanntes 
Winkelmelsinstrument,  dessen  erster  Verfertiger  ebenso  unbekannt  ist  als 
die  eigentliche  Bedeutung  des  -Namens.  Man  hat  zwar  seinen  Namen  aus 
dem  Griechischen  herleiten  wollen,  doch  ist  die  Ableitung  ebenso  unbestimmt 
als  gezwungen. 

Der  Theodolith  ist  ein  Winkelmelsinstrument,  welches  aus  zwei  ge- 
teilten Kreisen,  einem  horizontalen  und  einem  vertikalen,  mit  Fernrohr 
besteht. 

Nachfolgender  Zeichnung  (Fig.  18)  und  Beschreibung  liegt  ein  Exem- 
plar aus  der  Werkstätte  mathematischer  Apparate  von  Breithaupt  in  Kassel 
zu  Grunde. 

Auf  einem  massi-  Kis-  '■* 

ven,  mit  Stellschrauben  v 

X versehenen  Dreifufs 
CC  befindet  sich  ein 
Kreis  von  Messing  K, 
der  mittels  Speichen  in 
dem  Mittelstücke  des 
Dreifufses  befestigt  ist.. 

Auf  dom  Kreise  ist  ein 
silberner,  mit  einer  ge- 
nauen Kreisteilung  ver- 
sehener Streifen  einge- 
legt. Mit  diesem  Kreise 
in  gleicher  Ebene  und 
genau  centriert  liegt  ein 
kleiner  Kreis,  dessen 
äufserer  Umfang  genau 
den  innern  Band  des 
Kreises  K berührt.  Der- 
selbe ist  um  eine  durch 
seinen  Mittelpunkt  ge- 
hende, im  Mittelpunkt 
des  Dreifufses  genau  ein- 
geschliffene Axe,  mit 
welcher  er  durch  Spei- 
chen verbunden  ist,  dreh- 
bar. Der  Kreis  heifst 
der  Alhidadenkreis.  An 
den  beiden  Enden  eines 
Durchmessers  besitzt 
der  Alhidadenkreis  Nonion  N,  welche  je  nach  der  Teilung  des  Kreises 
halbe  Minuten  oder  noch  kleinere  Bruchteile  von  einem  Grade  geben.  An 
demselben  Kreise  sind  Uber  den  Nonien  kleine  Mikroskope  befestigt  zur 
genaneren  Ablesnng.  Der  Alhidadenkreis  kann  mittels  der  Klemmschraube 
S festgestellt  werden,  an  der  zur  feineren  Einstellung  des  Kreises  die 
Mikrometerschraube  s angebracht  ist. 

An  einer  Säule  UU,  welche  auf  dem  Alhidadenkreis  festgeschraubt  ist, 
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befindet  sich  das  Fernrohr  FF".  Dio  optische  Axe  des  Fernrohrs  wird  von 
der  mit  der  Axe  des  Alhidadenkreises  zusammenfallenden  Drehungsaxe  der 
Säule  U geschnitten.  Das  Fernrohr  selbst  ist  an  einer  auf  seiner  optischen 
Axe  senkrechten  Axe  I)  befestigt,  welcho  in- zwei  Zapfenlagern  drehbar  ein- 
gelegt ist.  Die  Axe  D ist  genau  dem  Horizontalkreis  parallel.  Auf  dem 
Fernrohr  befindet  sich  eine  Libelle  L.  An  dem  Fernrohr  in  unveränderlich 
fester  Verbindung  und  auf  der  Drehungsaxe  I)  desselben  senkrecht  ist  der 
Vertikalkreis  V angebracht.  Zu  beiden  Seiten  des  Kreises,  an  den  Enden 
eines  Durchmessers,  befinden  sich  feste,  nicht  drehbare  Nonien  A und  h. 
Den  Nullpunkten  der  Nonien  entsprechend  sind  auf  der  Teilung  des  Ver- 
tikalkreises zwei  Nullpunkte,  von  denen  aus  die  Teilung  nach  beiden  Seiten 
von  0 — 90°  fortzahlt.  Die  optische  Axe  des  Fernrohrs  mufs  mit  dem  durch 
die  Nullpunkte  angegebenen  Durchmesser  des  Vertikalkreises  Zusammen- 
fällen. Dreht  man  Fernrohr  samt  Kreis,  so  liest  man  an  den  Nonien  die 
Gröfse  der  Drehung  ab.  Der  Vertikalkreis  kann  durch  die  Klemmschraube  Q 
festgestellt  und  mittels  der  an  dieser  befestigten  Mikroraeterschraube  q feiner 
eingestellt  werden. 

Der  ganze  Apparat  steht  auf  einem  massiven  Stativ,  an  welchem  er 
mittels  einer  Schraube  und  einer  Spiralfeder  befestigt  ist. 

Will  man  nun  mittels  des  Theodolitben  z.  B.  die  Winkeldistanz  zweier 
in  einer  Hnrizontnlebene  befindlicher  Punkte  nehmen,  so  hat  man  das  In- 
strument zunächst  in  ähnlicher  Weise  wie  das  Kathetometer  zu  regulieren, 
und  zu  prüfen,  ob  die  Libelle  parallel  dem  Fernrohr  ist,  ob  die  Drobaxo 
des  Fernrohrs  zur  optischen  Axe  senkrecht  und  mit  dieser  in  einer  zur  Axe 
des  Alhidadenkreises  senkrechten  Ebene  liegt,  und  dann,  ob  die  Drehungs- 
axe des  Alhidadenkreisos  senkrecht  zum  Horizontalkreis  ist.  Dann  hat  man 
den  Horizontalkreis  horizontal  und  damit  die  Rotationsaxe  des  Vertikal- 
kroises  vertikal  zu  stellen1). 

Hat  man  so  das  Instrument  vorbereitet,  so  stellt  man  das  Fernrohr 
zunächst  auf  den  einen  Punkt,  ein  und  merkt  den  Stand  der  Nonien  am 
Horizontalkreise.  Darauf  verfährt  man  ebenso  mit  dem  andern  Punkte,  und 
die  Differenz  der  Nonienangaben  gibt  die  gesuchte  Winkeldistanz.  Die  beiden 
Nonien  N geben  jedesmal  zwei  Ablesungen,  also  auch  zwei  sich  kontro- 
lierende  Werte,  die  zugleich  zum  Eliminieren  etwaiger  Teilungsfehler 
dienen. 


Anfser  Längen  und  Winkel  sind  es  nun  vorzüglich  noch  Gewichte, 
welche  wir  in  der  Physik  zu  messen  haben.  Dieses  geschieht  mit  der  Wage, 
deren  Beschreibung  und  Gebrauch  wir  aber  erst  an  einer  andern  Stelle  vor- 
ftthren  können. 


')  Eine  vorzügliche  Zusammenstellung  aller  Korrektionen  am  Theodolitben 
gibt  Uauernfeind,  „Elemente  der  Vermessungskunde**  Bd.  I. 
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Einige  Sätze  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung. 

Differentiation. 

Wir  haben  bei  Besprechung  der  in  der  Physik  anzuwendenden  Methode 
die  Bedeutung  der  Mathematik  hervorgehoben,  indem  dieselbe  nicht  nur 
dazu  dient,  die  physikalischen  Gesetze  in  kurzer  Form  auszusprochen , son- 
dern auch  dazu,  aus  diesen  Gesetzen  weitere  Folgerungen  abzuleiten.  Ganz 
besonders  dient  zu  diesen  Entwicklungen  die  Differential-  und  Integral- 
rechnung, so  dal's  man  bei  einer  vollständigen  Darlegung  auch  der  ex- 
perimentellen Physik  dieses  Htllfsmittel  nicht  ganz  entbehren  kann.  Da 
wir  nicht  bei  allen  Lesern  dieses  Buches  die  Vertrautheit  mit  diesen 
Rechnungsoperationen  voraussetzen  dürfen,  wollen  wir  an  dieser  Stelle  die 
Grundbegriffe  dieser  Methoden  kurz  darlegen,  soweit  wir  sie  später  un- 
umgänglich nötig  haben.  Unsere  späteren  Entwicklungen  gewinnen  da- 
durch an  Kürze  und  Lbersichtlichkeit,  da  wir  dann  nicht  genötigt  sind  in 
jedem  einzelnen  Falle  die  erforderlichen  Ableitungen  zu  machen,  sondern 
auf  diese  Stelle  verweisen  können. 

Die  physikalischen  Gesetze  geben  uns  eine  Gleichung  zwischen  den 
eine  Erscheinung  bedingenden  veränderlichen  Gröfsen,  so  dafs  also,  wenn 
der  Wert  der  einen,  die  wir  in  der  Regel  willkürlich  ändern  können,  ge- 
geben ist,  die  andere  nach  dieser  Gleichung  berechnet  werden  kann.  Als 
Beispiel  führten  wir  das  Reflexionsgesetz  an,  der  Zurück werfungswinkel 
ist  stets  dem  Einfallswinkel  gleich;  nennen  wir  erstem  >/,  letztem  x,  so 
ist  das  Gesetz  dargostellt  durch  die  Gleichung 

y = x. 

Die  Gleichung  gibt  somit  für  jeden  Wert,  den  wir  x willkürlich  bei- 
legen, den  zugehörigen  Wert  von  y.  Andere  Gesetze  werden  durch  andere 
Beziehungen  gegeben,  wir  werden  Beziehungen  finden  wie  y = a x* , 
x * y = (i , y — sin  ax  u.  a.  m.,  wenn  immer  y die  Gröfse  bedeutet,  welche 
bestimmt  werden  soll,  und  die  Gröfse,  von  der  sie  abhängt,  gleich  * ge- 
setzt wird,  und  aufserdem  a irgend  eine  konstante  Gröfse  bedeutet.  All- 
gemein deutet  man  bekanntlich  irgend  eine  Beziehung  zwischen  zwei  solchen 
veränderlichen  Gröfsen  durch  das  Zeichen 

V = f{*) 

an  und  nennt  y eine  Funktion  von  x. 

In  vielen  Fällen  ist  es  uns  nun  von  der  gröfsten  Bedoutung,  die 
Änderung  angeben  zu  können,  welche  y erfährt,  wenn  sich  x um  eine  ver- 
schwindend kleine  Gröfse  ändert,  das  heifst  um  eine  Gröfse,  die  kleiner  ist 
als  jeder  angehbare  Wert.  Man  nennt  diese  Änderungen  die  Differentialien 
von  y und  * und  bezeichnet  sie  mit  dy  und  dx , den  Quotienten  aus  diesen 

beiden  Differentialien,  oder  nennt  man  den  Differentialquotienten  von 

y nach  x. 

Die  Berechnung  dieser  Gröfsen  orgibt  sich  unmittelbar  aus  dom  Be- 
griff der  Funktion,  dafs  sie  jeden  Wert  von  y darstollt,  wenn  der  zugehörige 
Wert  von  x gegeben  ist.  Ist  y der  Wert  für  irgend  einen  Wert  von  j,  so 
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können  wir  den  dem  Werte  x -f-  dx  zugehörigen  Wert  mit  y -j-  dy  be- 
zeichnen, und  erhalten  dann 

y + <h  = f(x  + dx) 

«» _ f(,  + ä.) - rw,  Ä _ «*  + A - 'M  ■ 

Es  sind  nur  die  durch  das  Funktionszeichen  { (x)  angedeuteten  Rech- 
nungen auszufUhren.  Nehmen  wir  z.  11.  die  Funktion  y = uz*,  so  wird 
die  Rechnung  folgende:  • 

V + dy  = a(x  -J-  dx)a  — oz*  -j-  2 axdx  -f-  dx* 
dy  = 2 axdx  -f-  dx* . 

Da  nun  der  Voraussetzung  nach  schon  dx  einen  verschwindend  kleinen 
Wert  hat,  so  ist  dx  ■ dx  selbst  gegen  dx  verschwindend  klein,  so  dafs  wir 
es  gleich  Null  setzen  dürfen,  und  damit  wird 

dy  = 2 axdx;  ^ = 2<iz. 


Dieses  Beispiel  läfst  zugleich  erkennen,  dafs  wenn  auch  dy  einen  ver- 
schwindend kleinen  Wert  hat,  doch  der  Ditferentiah|Uotient,  also  der  Quo- 
tient aus  den  beiden  verschwindend  kleinen  Gröfsen  dy  und  dx  einen  ganz 
bestimmten  Wert  hat,  und  zwar  um  so  genauer,  je  nilher  wir  uns  dx  der 
Null  denken.  Denn  die  Gleichung 

dy 

dx 


— tiax  -f-  dx 


gilt  ftlr  jeden  selbst  endlichen  Wert  von  dx;  lassen  wir  aber  dx  immer 
nilher  und  nilher  gleich  Null  werden,  so  nähert,  sich  der  Quotient  immer 
mehr  dem  Werte  ‘Jax;  lassen  wir  also  dx  kleiner  werden  als  jede  angeb- 

bare  Grüfse,  so  unterscheidet  sich  auch  der  Quotient  von  2 uz  um 

weniger  als  jede  angebbare  Grüfse,  das  heifst  er  nimmt  diesen  Wert  an. 

Ehe  wir  nun  dazu  übergehen,  die  wichtigsten  der  uns  später  begegnen- 
den Differentialien  abzuleiten,  wollen  wir  zunächst  einige  allgemeine  Sätze 
angeben,  welche  uns  dabei  dienen  werden. 

I.  Ist  die  Funktion  von  x,  der  y gleich  ist,  eine  Summe  mehrerer 
Glieder,  so  ist  dy  gleieh  der  Summe  der  Differentialien  der  einzelnen  Glieder, 
und  der  Differentiahiuotient  der  Summe  gleich  der  Summe  der  Different  ial- 
quotienten  der  einzelnen  Glieder.  Es  folgt  das  unmittelbar  aus  dem  Be- 
griffe der  Summe,  nach  welchem  die  Veränderung  einer  Summe  gleich  ist 
der  Summe  der  Veränderungen  der  einzelnen  Summanden. 

Hieraus  folgt  sofort,  dafs  wenn  in  dieser  Summe  ein  Glied  vorkommt, 
welches  konstant  ist,  also  sich  nicht  ändert,  wenn  x sich  ändert,  dieses 
Glied  in  dem  Differential  nicht  vorkommt,  oder  wie  man  sich  kurz  aus- 
drückt, das  Differential  einer  konstanten  Grüfse  ist  gleich  Null. 

Ist  z.  B. 

y — ax*  -(-  b , 

so  ist 

y -f-  dy  = a(x  -f-  dx)*  -J-  b 
dy  = n(x  -f-  dx )*  -f-  b — uz*  — b = 2 axdx. 
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II.  Ist  y gleich  dem  Produkte  zweier  Funktionen  von  x,  so  erhalten 
wir  allgemein  das  Differential  in  folgender  Weise.  Seien  die  beiden  Funktionen 
mit  m und  v bezeichnet,  also  tj  — u ■ v.  Wenn  sich  dann  x um  dx  ändert, 
wird  u in  u -j-  du  und  v in  v -j-  dv  verwandelt,  es  wird  also 

y 4"  dy  = («-(-  du)  (v  -f-  dv)  = uv  -)-  udv  -f-  vdu  -f-  dudv . 

Da  nun  auch  hier  das  letzte  Glied  wieder  verschwindend  klein  ist, 
so  wird 

dy  = udv  + Vdu ; -jj-  = « £ + V • 


Ks  ist  somit  jede  Funktion  mit  dem  Differential  resp.  dem  Differential- 
quotienten der  andern  Funktion  zu  multiplicieren  und  diese  Produkte  sind 
zu  addieren. 

III.  Aus  dem  soeben  abgeleiteten  Satze  erhalten  wir  auch  unmittelbar 
das  Differential  oder  den  Ditterentialquotienten  eines  Quotienten  zweier 
Funktionen.  Ist 

M 

f*=7' 

so  können  wir  auch  setzen 


somit  wird 


V • v = w 

ydv  + vdy  = du , 


dy  — 


du  — ydv 
v 


und  ersetzen  wir  auf  der  rechten  Seite  wieder  y durch  seinen  Wert 

du  — —.dv 

v vdu  — udv 

J v v 1 

du  dv 

dy v dx  U dx 

dx  v 1 

Das  Differontial,  resp.  der  Differentialquotient  eines  Quotienten  ist 
gleich  dem  Produkte  aus  dem  Nenner  und  dem  Differential  resp.  Differential- 
quotienten des  Zählers,  minus  dem  Produkte  aus  Zähler  und  dem  Differential 
resp.  Differentialquotienten  des  Nenners,  die  Differenz  dividiert  durch  das 
Quadrat  des  Nenners. 

Wir  werden  diese  Sätze,  wenn  wir  später  darauf  hinweisen,  stets  mit 
EI,  Eli,  E III  bezeichnen. 


Differentiale  der  wichtigsten  Funktionen. 

Wir  leiten  jetzt  die  Differentiale  der  Funktionen,  welche  uns  vorzugs- 
weise bei  unseren  physikalischen  Untersuchungen  Vorkommen  worden,  kurz  ab 
Cm  das  Differential  einer  Potenz 

y = x" 

zu  erhalten,  haben  wir  nur  (x  -f-  dx)*  nach  dem  binomischen  Satze  zu  ent- 
wickeln 

( x -f-  dx)*  = x*  -f-  nx*~l  dx  -f-  — x*~sdxs  -f- 

WüM.jte«,  PbjrsUc.  I.  4.  Aufl.  3 
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Differentiale  der  wichtigsten  Funktionen. 


Unter  Beachtung,  dafs  alle  höheren  Potenzen  von  dx  gegen  die  erste 
zu  vernachlässigen  sind,  wird 

1 dy  — nxn~'dx-,  = nx*~ 1 . 

Da  der  binomische  Satz  fllr  jeden  beliebigen  Wert  von  j; , positiv  oder 
negativ,  ganz  oder  gebrochen  gilt,  so  gilt  dieser  Ditferentialausdruek  eben- 
falls für  jeden  Wert  von  w. 

Das  Differential  des  Ausdruckes 


V = log  x 

erhalten  wir  durch  Entwicklung  von  log  ^1  -| — J'-j  in  eine  Reibe,  denn 
es  ist 

dp  — log  (x  -f-  dx)  — log  x = log  (l  -f  ~)  • 


Ist  der  Logarithmus  ein  natürlicher,  der  auf  die  Grundzahl  e = 2,71828  . 
bezogen  ist,  so  ist 


,0*  (!  + ^ 


dx  \ 


dx 

x 


dx'  . 
x'  f 


dx' 

X ' 


Ist  der  Logarithmus  in  einem  andern  System  genommen,  so  mufs  die  Reihe 
auf  der  rechten  Seit«;  mit  dem  in  diesem  System  genommenen  log  r.  mult.i- 
pliciert  werden.  Es  folgt  dann  ganz  allgemein 

_ , , , dx  , dy  1 . 

2 dy  = d log  x = - log  e ; = --  • log  e • 


Aus  dem  Differential  des  Logarithmus  erhalten  wir  sofort  das  Differen 
tial  der  Exponentialfunktion 

»/.*=  a* . 

Es  ist 

log  y = x • log  a 


somit 
3 • • 


log  (y  + dy)  ==  (x  -f-  dx)  log  n 
—•  ■ log  e = dx  log  « , 


j , log  a _ log  o 

dp  = y ■ dx  — = o*  dx 

log  t log  t 


dy 

dx 


fp 


jog  a 
löge 


Wird  a = r gleich  der  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems  gesetzt, 
so  wird 


3a 


dy 


c*dx 


Der  Differentialqnotient  der  Exponentialfunktion  mit  der  Rasis  c ist 
somit  der  Funktion  selbst  gleich. 

Für  das  Differential  der  trigonometrischen  Funktion 

y — sin  r 

erhalten  wir  zunächst 

dy  = sin  x cos  dx  -j-  cos  x sin  dx  — sin  x 
= sin  x (oos  dx  — 1)  -f-  cos  x sin  dx . 
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Für  ein  verschwindendes  dx  ist  nun  cos  dx  — 1 und  sin  dx  gleich 
dem  Bogen  dx  selbst  zu  setzen,  damit  wird 

4 dy  = d sin  x = cos  x ■ dx ; ~ = cos  x . 

Ganz  in  derselben  Weise  wird 

dy  = d cos  x = — sin  x • dx:  ~ **=  — sin  x. 

' ax 


Die  Differentiale  von  y = lang  x erhalten  wir  durch  Anwendung  des 
Satzes  E III.  Wir  schreiben 

sinx 

y = taug  x — 

COS  X 

cos  x d Bin  x — ein  x d cos  x 


dy 

• dy  — d tang  x = 

cos’x 

Ganz  in  derselben  Weise  erhält  man 


cos*.-*: 
sin’ x)d.v 


dx  dy  1 

cos’x’  dx  cosv.r 


dy  = d cot  x = — -.df  ; = — 

sin’x  ’ dx 


1 

sin’x 


Aus  den  Differentialen  der  trigonometrischen  Funktionen  ergeben  sich 
auch  sofort  jene  der  cyklometrischen  Funktionen.  Ist  nämlich 


y = sin  x, 

so  ist 

x = arc  (sin  — y)  . 

Die  Zunahme  des  Bogens  r,  wenn  der  Sinus  um  dy  wächst,  ergibt 
sich  nun  aus  (4) 

dy  = cos  x dx 

dx  = dy  = . d'i  «=  jy . 

COS  X y 1 — sin»®  y 1 — y » 


Setzen  wir  also,  um  das  Zeichen  x für  die  gogebene  willkürlich  ver- 
änderliche Grtifse  beizubebalten 


so 

y = arc 

wird 

(sin  = x) , 

8 

■ • • dy  = d arc  (sin  = x)  = 

dx 

dy  

1 

k l — x*  ’ 

dx  ~ 

1 1 — X* 

Ebenso  wird 

9 • 

■ • dy  = d arc  (cos  = x)  = — 

dx 

dy_  = 

1 

yi  — x«  ’ 

dx 

k 1 — x’ 

10 

• dy  = d arc  (tang  = x)  — 

dx 

dy_  _ 

1 

l + x*  ’ 

dx 

1 + X* 

11 

• 

• dy  *=  d arc  (cot  = x)  = — 

dx 

dy 

1 

1 +X>  ’ 

dx 

1 -f  "*»  ' 
3* 
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30  Differentiation  zusammengesetzter  Funktionen. 

Bei  einem  Hinweis  auf  die  hier  entwickelten  Ausdrücke  werden  wir 
dieselben  stets  mit  E 1 , E 2 . . . . bezeichnen. 


Differentiation  zusammengesetzter  Funktionen. 

Es  wird  uns  mehrfach  der  Fall  Vorkommen,  dafs  die  Funktionen,  zu 
denen  wir  hei  den  physikalischen  Untersuchungen  gelangen,  zusammen- 
gesetzte sind,  dafs  also  innerhalb  des  Funktionszeichens  log,  sin,  etc.  seihst 
noch  wieder  eine  Funktion  steht.  Sei  uns  also  z.  B.  der  Ausdruck  gegeben 
y = log  u , und  sei  nun  u wieder  eine  Funktion  von  x , etwa  gleich  sin  x. 
Wir  erhalten  dann  zunächst  unter  Beachtung,  dafs  jedenfalls  y um  dy 
wächst,  wenn  u um  du  zunimmt,  nach  E 2 

dy  = log  c • 


Die  Zunahme  von  u = sin  x oder  du , wenn  x um  dx  wächst,  ist  dann 
nach  E 4 

du  — cos  x dx; 

setzen  wir  diesen  Wert  von  du  in  die  Gleichung  für  dy  ein,  so  wird 


Da  nun 


dy 


, cos  x , 
log  e — dx ; 

° Hin  r. 


dy_ 

dx 


= löge 


COS  X 

sin  x 


log  e ■ 


1 

sin  x 


dy  . 

du  ’ 


cos  X 


du 

dx  ’ 


so  ist  der  für 


erhaltene  Ausdruck  gleich 


dy  dy  du 

dx  du  dx 


Wir  leiten  daraus  die  allgemeine  Regel  ab,  die  wir  bei  späterer  Be- 
nutzung stets  mit  E IV  bezeichnen,  dafs  wir  bei  solchen  zusammengesetzten 
Funktionen  zunächst  den  Differontialquotienten  so  zu  bilden  haben,  als 
wenn  die  Funktion  « eine  einfache  veränderliche  Gröl'se  wäre,  und  dann 
diesen  Quotienten  mit  dem  Differentialquotienten  der  Funktion  u naeh  * 
multiplicieren  müssen.  Da  nim  das  Differential  eines  Ausdrucks  gleich  ist 
dem  Differentialquotienten  multipliciert  mit  dem  Differential  der  gegebenen 
veränderlichen  Gröfse,  so  wird 


dy 


dy 

du 


du 

dx 


• dx . 


Unter  Anwendung  dieser  Regel  erhalten  wir  z.  B.  sofort 
da^x  log  a V-r  1 

— - (l  • — ...  - . 

dx  log  e 2 \x 

Denn  setzen  wir  zunächst 

y ==  (1^  = 

so  ist  nach  E 3 

dy  m logg  ft(I 
du  löge 
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Da  nun  u — Y x = x- , so  ist  nach  E 1 

du  -i J 

dx  = * * _ 2 Vx  ’ 

somit 

dy  daY*  log  a V*  _ 1 

dx  dx  log  e 2 y'x 

Differentiation  von  Funktionen  mit  mehreren  Veränderlichen. 

Bisher  haben  wir  vorausgesetzt,  dafs  wir  nur  zwei  veränderliche 
Gröfsen  haben,  eine  x,  der  wir  willkürlich  joden  Wort  beilegen  können, 
und  die  zweite  y,  welche  als  Funktion  von  x bestimmt  wird.  Wenn  auch 
vorwiegend,  so  kommen  uns  später  doch  nicht  lediglich  solche  einfachere 
Gleichungen  zur  Behandlung;  in  manchen  Fällen  hängt  die  zu  bestimmende 
Gröfse  von  zwei  oder  drei  Gröfsen  ab,  die  wir  willkürlich  ändern  können. 
So  z.  .B.  werden  wir  später  finden,  dafs  der  Kaum,  den  eine  gegebene 
Quantität  eines  Gases  ausfllllt,  abhängig  ist  von  dem  Drucke,  unter  welchen 
wir  dasselbe  bringen,  und  von  der  Temperatur,  welche  wir  demselben  er- 
teilen. Wir  können  Druck  und  Temperatur  beliebig  wählen;  erst  wenn 
beide  gegeben  sind,  ist  das  Volumen  des  Gases  bestimmt.  Sei  nun  wieder 
die  zu  bestimmende  Gröfse  gleich  y gesetzt,  und  dieselbe  durch  dio  beiden 
willkürlich  zu  ändernden  Gröfsen  x und  z bestimmt.  Der  allgemeine  Aus- 
druck dieser  Abhängigkeit  ist  dann 

y = 

Nach  dem  Begrübe  des  Differentials  ist  dann 

dy  = f(x  -f-  dx,  z + dt)  — f(x , z). 

Die  so  eintretonde  Änderung  von  y könnon  wir  auch  als  dio  Summe 
der  beiden  Änderungen  auffassen,  wenn  sich  erstens  nur  x um  dx  ändert, 
während  z konstant  bleibt,  und  sich  zweitens  z um  dz  ändert,  wenn  x kon- 
stant bleibt,  also  setzen 

dy  = j fix  + dx,  z)  — f(x,  z))  + {f(x,  z -f  dz)  — f{x,  *)) 

Die  in  der  ersten  Klammer  eingeschlossenen  Glieder  sind  das  Differential 
von  y,  wenn  es  nur  eine  Funktion  von  x wäre,  die  in  der  zweiten  das- 
jenige, wenn  es  nur  eine  Funktion  yon  z wäre.  Da  wir  nun  das  Differential 
einer  Funktion  auch  als  das  Produkt  des  Differentialquotienten  in  das 
Differential  der  veränderlichen  Gröfse  schreiben  können,  so  schreibt  man 

f{x  + dx,  z)  — /•(*,  z)  = -||-  • dx-,  f(x,  s + dz)  — f(x,  *)  =*  <Jf  , 

worin  man  das  Zeichen  8 anstatt  d wählt,  um  anzudeuten,  dafs  bei  Bildung 
dieses  Diflerentialquotienten  nur  die  Gröfse  als  veränderlich  betrachtet  wird, 
deren  Differential  im  Nennor  steht.  Man  nennt  die  so  gebildeten  Differen- 
tialquotienten die  partiellen  Differentialquotienten  jedesmal  nach  der  Gröfe, 
die  bei  Bildung  derselben  als  veränderlich  genommen  wird.  Für  das 
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Zweiter  Diffcrentialquotient. 


Differential  dy , das  sogenannte  totale  Difl'erential  der  Funktion  erhalten 
wir  dann 


y 


<»- ■»*«+£-< i». 


dy 


ex 


dz 


Die  Regel  zur  Berechnung  dieses  Differentials  ist  somit  folgende:  Wir 
berechnen  zunächst  die  Differentiale  der  Funktion,  wie  wenn  jedesmal  nur 
eine  der  veränderlichen  Gröfsen  veränderlich  wäre,  und  addieren  dann  diese 
einzelnen  Differentiale  zusammen. 

Ganz  dieselbe  Regel  liefert  uns,  wie  man  durch  die  gleichen  Über- 
legungen erkennt,  das  Differential  einer  Funktion  von  drei  Veränderlichen. 
Sei 

*'  = f(x,  y,  r), 

so  ist 

, er  , , dr  , , dr  . 

VI dr  — -5 — dx  -}-  -5 — dy  -5—  dz . 

dx  1 dy  J 1 dz 

Um  nach  dieser  Regel  ein  Beispiel  durch/.uiUhren,  sei 

y = ]/a*  + **  = (**-}-  z1)' . 

Nach  E IV  setzen  wir  zunächst  ar  -|-  z3  = n , dann  wird  zunächst 


dy  <1  y du  , \ du 

c x du  dx  * dx 


Da  nun  bei  dieser  Differentiation  in  u nur  x veränderlich,  z als  kon 
slant  zu  betrachten  ist,  so  ist  du  = tixcx,  somit 

If-  = 1 (**+ «r*  • 2x  = (x*  + **)-*%. 

Ganz  ebenso  wird 
und  darnach 


Es  wird  hiernach  nicht  niitig  sein  noch  ein  specielles  Beispiel  Itlr  eine 
Funktion  aus  drei  Veränderlichen  zu  berechnen,  da  die  einzelnen  Rechnungen 
genau  dieselben  sind,  wie  hei  den  Funktionen  mit  zwei  Veränderlichen. 


, xdx  4-  zdz 

d y = : 

y**  + z* 


Zweiter  Diffcrentialquotient. 

Sehliefslich  haben  wir  noch  zu  erwähnen,  dafs  in  vielen  Fällen  auiser 
dem  bisher  besprochenen  Differential  und  Different  ialqnotienten,  welche  man 
als  erste  bezeichnet,  noch  die  zweiten  Differentiale  und  Differentialquotienten 
von  Funktionen  bei  unseren  Untersuchungen  Vorkommen  werden.  Das 
zweite  Differential  ist  in  folgender  Weise  definiert . Das  erste  Difl'erential 
einer  Funktion  von  einer  Veränderlichen  erhielten  wir  durch  die  Gleichung 

y + dy  = /'(*  + dx). 
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Setzen  wir  jetzt  y -\-  dy  — y,  und  lassen  jetzt  z noch  einmal  um  die- 
selbe Gröfse  dx  wachsen,  so  wird 

vi  + dy,  = f(.x  + 2dz). 

Die  beiden  Zunahmen  dy,  und  dy  sind  nun  im  allgemeinen  verschie- 
den, und  ihre  Differenz 

dy,  — dy  = d2y 

nennt  man  das  zweite  Differential  der  Punktion;  dasselbe  ergibt  sich  durch 
Ausführung  der  hier  angedeuteten  Rechnungen 

d*y  = {/■(*  + 2 dz)  — f(x  + da:)}  — [f(x  + dx)  — 

Als  zweiten  Differentialquotienten  bezeichnet  man  dann  den  Quotienten  aus 
dem  zweiten  Differential  und  dem  Quadrate  von  dx. 

Wir  bemerken  hier  gleich,  dafs  die  Werte  dy,  und  dy  nur  um  eine 
Gröfse  verschieden  sein  können,  welche  gegen  die  Veränderungen  dy,  und 
dy  selbst  verschwindend  klein  sein  mufs,  oder  die  zweiten  Differentiale 
sind  gegen  die  ersten  verschwindend  klein.  Daraus  folgt  dann,  dafs  der 
zweite  Differentialquotient,  dor  Quotient  aus  dem  zweiten  Differential  und 
dem  gegen  dx  selbst  verschwindend  kleinen  dx * wieder  einen  endlichen 
Wert  hat. 

Anstatt  das  zweite  Differential  und  den  zweiten  Differentialquotienten 
aus  der  Funktion  selbst  abzuleiten,  können  wir  auch  von  dem  ersten 
Differential  oder  Differentialquotionten  ausgehen;  das  zweite  Differential  ist 
das  erste  des  ersten  Differentials  und  der  zweite  Difterentialquotient  einer 
Funktion  ist  der  erste  des  ersten  Difl’erentialquotienten.  Setzen  wir  den 
ersten  Differentialquotienten  der  Funktion  gleich  f (z)  dx , so  dafs 

^jr— dy  — f (z)  dx , 

so  ist 

d*y  = f (z  -f-  dx)  dx  — f (x)  dx  = df  (z) 

und 

d'y  df(x) 

d.r-  dx * 

Es  ergibt  sich  das  aus  folgender  Überlegung.  Die  Gleichung  dy^f  (x)dx 
gibt  uns  tür  jeden  beliebigen  Wert,  den  wir  für  z einsetzen,  die  Zunahme 
des  Wertes  y,  wenn  wir  in  der  gegebenen  Funktion  anstatt  z den  Wert 
x -j-  dx  einsetzen.  Setzen  wir  deshalb  in  die  Gleichung,  welche  uns  dy  liefert, 
den  Wert  z «f-  dx  ein,  so  erhalten  wir  die  Zunahme,  welche  der  Wert  von  y 
erhält,  wenn  wir  in  der  ursprünglichen  Funktion  von  z -(-  dx  aus  nochmals 
um  dieselbe  Gröfse  dx  fortschreiten,  also  den  Wert,  den  wir  vorhin  mit  dy, 
be2eiehneten.  Die  Differenz  dieses  Wertes  gegenüber  dy  ist  es  aber,  die 
wir  vorhin  als  das  zweite  Differential  definierten. 

Ein  einfaches  Beispiel  läfst  uns  die  Richtigkeit  dieser  Überlegung  un- 
mittelbar erkennen.  Es  sei  y = sin  z,  so  ist  nach  E 4 

dy  = cos  zdz, 

ferner  ist 

dy,  = sin  (z  -}-  'J  dx)  — sin(z  -(-  dz)  = sin  /(z  -j-  dx)  -)-  dx)  — sin  (x  -f-  dx). 
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Letzteres  ist  aber 

dy,'—  cos  (x  -(-  dx)  dx. 

Somit  wird 

</*!/  — dy,  — dy  — cos  (x  -f-  dx)  dx  — cos  : cdx. 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  nichts  Anderes  als  das  Differential  von 
cos  xdx , dem  ersten  Differential  von  sin  x.  Es  wird  demnach 

, d’y 

dry  = — sm  xdx  ; -7-^  = — sin  x. 

Wir  erhalten  daher  als  Regel  VII:  zur  Berechnung  eines  zweiten 
Differentials  oder  Differentialquotienten  haben  wir  nur  die  ersten  Differen- 
tiale oder  Differentialquotienten  einer  Funktion  gerade  so  zu  behandeln, 
wie  die  Funktion  selbst  zur  Bildung  der  ersten  Differentiale. 

. Diese  Regel  liefert  uns  auch  das  zweite  Differential  einer  Funktion  von 
zwei  Veränderlichen.  Für  das  erste  Differential  einer  solchen  erhielten  wir 

dy  — 4^  dx  4-  P-  dz  = -1/dx  + Ndz , 

J dx  ' tii  ' ’ 

wenn  wir  die  partiellen  Differentialquotienten  mit  M und  X bezeichnen. 
Bei  der  Berechnung  des  zweiten  Differentials  ist  nur  darauf  zu  achten,  dafs 
im  allgemeinen  sowohl  M als  N Funktionen  von  x und  * sind.  Dann  er- 
halten wir  in  Ausführung  der  Regel  VII  nach  K V und  unter  Beachtung  des 
Satzes  E I 

Oi/Ldm  + dz)  dx  -f-  (»/  dx  + ^dz)dz 
w dM  , s . dM  , , , dX  . . . dX  , , 

d 'J — ~w  dx  + 1 rr  dz  dx  + dx  dx  ds  + ~dz  d 

ln  diesem  Ausdnicke  ist  stets 

cM  __  dX 

cz  CX  ' 


denn  M ist  der  erste  partielle  Differentialquotient  nach  x,  X derjenige 
nach  z.  Bilden  wir  nun  von  M den  partiellen  Differentialquotienten  nach  z, 
so  heifst  das,  wir  lassen  jetzt  das  bei  der  ersten  Differentiation  als  konstant 
betrachtete  z sich  andern;  es  ist  also  der  Differentialquotient  von  M nach  z 
die  Funktion,  die  entsteht,  wenn  wir  erst  x und  dann  in  der  so  entstandenen 
Funktion  sich  z ändern  lassen.  Bei  der  Bildung  des  Differentialquotienten 
von  N nach  z haben  wir  genau  dasselbo  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge 
gethan.  Die  Reihenfolge,  in  welcher  wir  die  willkürlich  veränderlichen 
Oröfsen  sich  ändern  lassen,  kann  aber  auf  das  schliefslicho  Resultat  keinen 
Einffufs  haben.  Ein  Beispiel  lül'st  die  Richtigkeit  dieser  Folgerung  sofort 
erkennen;  setzen  wir 


so  ist  nach  E V 


y = xn  ■ sin  z, 


somit 


dy  = »ix*-1  sin  z dx  -j-  *"  «>s  z dz, 


M — nxn~ 1 sin  z , 

dM 

= nx"— 1 cos  z 

dz 

N = x"  cos  g , 

dX 

dx 

— nx"-1  cos  z 

rM 

cx 
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In  dem  zur  Erläuterung  der  Kegel  V gerechneten  Beispiel  war 


Auch  hier  wird 


dy  — — — - — r.  dx  -4-  — f - — de. 

Vx*  + f*  Vx»  + r» 


c 

Ex*  + Z* 


d — ■ - 

Fx“  -f-  -* 
0x 


(**  + o 


i 


Hieraus  ergibt  sich  dann,  dafs  wenn  uns  ein  Ausdruck  von  der  Form 
dy  = Mdx  + Nde 


gegeben  ist,  in  welchem  M und  N irgend  welche  Funktionen  von  x und  z 
sind,  derselbe  nur  dann  das  erste  Differential  irgend  einer  Funktion 

y — f (*,  *) 

ist,  wenn  die  Differentialquotienten  und  einander  gleich  sind.  Ist 

das  nicht  der  Fall,  so  ist  der  Ausdruck  nicht  das  vollständige  Differential 
einer  Funktion,  das  heilst,  es  gibt  keino  Funktion  von  x und  e,  durch  deren 
Differentiation  jener  Ausdruck  entstanden  ist. 


Integration. 

Bei  den  physikalischen  Untersuchungen  kommt  uns  sehr  häutig  der 
Fall  vor,  dai's  die  Beobachtungen  uns  nicht  sofort  die  Beziehung  zwischen  den 
eine  Erscheinung  bedingenden  Gröfsen  liefern,  dafs  wir  vielmehr  nur  die 
Differentiale  oder  Differentialquotienten  der  gesuchten  Beziehungen  erhalten. 
Wir  finden  so  Ausdrücke  von  der  Form 


dy  = axdx\  dy  = a ■ sin  x dx , 

und  manche  andere.  Ganz  besonders  oft  kommt  das  vor,  wenn  wir  aus 
einem  durch  die  Erfahrung  uns  gegebenen  Gesetze  durch  Deduktion  die 
Gesetze  anderer  Erscheinungen  ableiten  wollen.  In  den  meisten  Fällen 
können  wir  fllr  die  aus  dem  bekannten  Gesetze  weiter  abzuleitendon  Be- 
ziehungen aus  diesem  Gesetze,  nur  die  Differentiale  oder  Differentialquotienten 
angeben,  und  es  handelt  sich  dann  für  uns  darum,  aus  diesen  Differential- 
ausdrücken  die  Gleichung  zwischen  den  veränderlichen  Gröfsen  aufzusuchon. 
Man  bezeichnet  dieses  Verfahren  als  Integration,  und  nennt  den  Ausdruck, 
welcher  durch  Differentiation  auf  den  gegebenen  Differentialausdruck  führt, 
das  Integral  des  letztem.  Man  bezeichnet  das  Integral  eines  gegebenen 
Differentialausdrucks  durch  ein  vorgesetztes  Summenzeichen  f,  so  dafs  also, 
wenn  der  Ausdruck  etwa 

dy  = axdx 

gegeben  ist, 

y = faxdx 

gesetzt  wird:  es  wird  also  angedeutet,  dafs  y das  Integral  des  unter  dem 
betreffenden  Summenzeichen  stehenden  Differentialausdruckes  ist. 

Dem  Integralausdruck  können  wir  eine  doppelte  Bedeutung  beilegen, 
deren  eine  uns  das  Integral  als  eine  Summe  erkennen  lüfst,  wodurch  zugleich 
die  Bezeichnung  des  Integrals  durch  ein  Summenzeichen  gerechtfertigt  ist. 
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Die  erste  Bedeutung  ist  die  eben  erwähnte,  das  Integral  eines  Differen- 
tialausdrucks ist  jene  Funktion,  welche  durch  Differentiation  den  gegebenen 
Differentialausdruck  liefert.  Wir  wissen  nun  z.  B.,  dafs  das  Differential 
dy  = ax  durch  Differentiation  des  Ausdruckes  y = I ax1  entsteht,  somit 
erhalten  wir 

J ax*  = f ax  dx. 

Indes  ist  dabei  zu  beachten,  dafs  nach  E I bei  der  Differentiation  einer 
Summe,  von  der  ein  oder  mehrere  Glieder  konstante,  nicht  mit  x sich 
ändernde  Gröfsen  sind,  diese  Gröfsen  verschwinden:  wir  können  daher  nicht 
wissen,  ob  die  Funktion,  durch  deren  Differentiation  unser  gegebenes 
Differential  entstanden  ist,  oder  entstanden  gedacht  werden  kann,  nicht 
einen  konstanten  Summand  enthielt.  Gehen  wir  nun  vom  Differential  zum 
Integral  Uber,  so  müssen  wir  aus  diesem  Grunde  immer  zu  der  Funktion 
eine  Konstante  addieren,  deren  Wert  allerdings,  so  lange  uns  nichts  Anderes 
als  das  Differential  gegeben  ist,  durchaus  unbestimmt  ist,  ja  jeder  beliebiger 
sein  kann.  Wir  müssen  also  als  das  Integral  der  Funktion  dy  = axdx 
schreiben 

f axdx  =»=  ^ ax 3 -(-  C, 

worin  C also  eine  jede  beliebige  konstante,  das  heifst  mit  x sich  nicht 
ändernde  Gröfse  sein  kann. 

Den  so  vervollständigten  Integralausdruck  des  Differentials  nennt  man 
dessen  unbestimmtes  Integral. 

Um  dann  den  Wert  unserer  Funktion  für  jedes  gegebene  x in  der 
That  angeben  zu  können,  mufs  man  den  Wert  derselben  für  irgend  einen 
Wert  von  x auf  andere  Weise  bestimmen  können.  Wissen  wir  z.  B.,  dafs 
für  den  Wert  x = 0 die  Funktion  den  Wert  h annimmt,  so  folgt  C = b, 
und  unsere  Funktion  wird 

y = \ ax * -)-  b. 

Durch  die  so  erfolgte  Festsetzung  des  Wertes  der  Konstanten  wird 
unsere  Funktion  eine  bestimmte,  das  heifst  sie  gibt  uns  jetzt  für  jeden 
Wert,  den  wir  der  veränderlichen' Gröfse  x beilegen,  einen  ganz  bestimmten 
Wert  von  y. 

Das  an  diesem  Beispiel  Gezeigte  gilt  selbstverständlich  allgemein;  ist 
d<p(x)  — f{x)dx, 

so  ist 

ff(x)dx  = tf>(x)  -f  C. 

Die  zweite  Bedeutung  des  Integrals  ist  die  einer  Summe  von  Differen- 
tialen. Wie  wir  sahen  ist  das  Differential  einer  Funktion  der  Unterschied 
der  beiden  Werte  derselben,  wenn  die  veränderliche  Gröfse  von  einem  Werte 
x um  dx  zunimmt.  Den  Wert,  welchen  die  Funktion  für  irgend  einen 
Wert  .r„  annimmt,  können  wir  dann  als  die  Summe  bezeichnen  des  Wertes, 
welchen  die  Funktion  für  irgend  einen  kleinern  Wert  von  x,  etwa  xB  besitzt, 
und  aller  der  Differentiale,  welche  wir  erhalien,  wenn  x jedesmal  durch 
Hinzufügen  um  dx  allmählich  von  xn  bis  r„  zunimmt.  Denn  setzen  wil- 
der Einfachheit  wegen  r,  = .r0  -(-  dx,  xs  = x9  -f-  -dx  • • • x,  = x0  -f-  ndx 
und  die  den  Werten  x01  x,  ...  x„  entsprechenden  Werte  der  Funktion 
y9 , y,  ■ • • y,  , so  ist , wenn  wir  i/0  ~ i aza  + ^ setieD  t 
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!h  = !/0  + = .'/o  + axodx 

+ dyx  “ Vi  + a*i dx  = + «*<><?*  + axidx 


!/*  =y»-i  + d«/n-i=y»-i  -f-  <ixn-Xdx—y0  -f  «*0d*  -f-  axtdx  ••••  «a»_idx, 
oder  es  ist 

Xn 

y,  — y0  +J  axdx, 

xQ 

worin  also  das  Integralzeichen  ein  eigentliches  Summenzeichen  ist,  das 
heilst  es  mufs  die  Summe  aller  der  Differentialausdrücke  gebildet  werden, 
wenn  wir  in  dem  Differentialausdrnck  nach  und  nach  für  x alle  Werte 
zwischen  * =■=  x0  und  x = x„  einsetzen,  wie  wir  deren  oben  einige  hin- 
geschrieben haben.  Diese  so  von  einem  bestimmten  untern  Werte  xu , der 
untern  Grenze  des  Integrals,  bis  zu  einem  bestimmten  obem  Werte,  der 
obern  Grenze  gebildete  Summe,  nennt  man  das  bestimmte  Integral  des 
Differentials  zwischen  den  Grenzen  x0  und  xm. 

Wie  die  obige  Entwicklung  zeigt,  ist  dieses  bestimmte  Integral  nichts 
Anderes  als  die  Differenz  der  Werte,  welche  die  Funktion,  deren  Differen- 
tial unter  dem  Integralzeichen  steht,  annimmt,  wenn  wir  in  derselben  ein- 
mal der  Veränderlichen  den  durch  die  obere  Grenze  bestimmten  Wert,  das 
andere  Mal  den  durch  die  untere  Grenze  bestimmten  Wert  beilegen.  Denn 
aus  der  letzten  Gleichung  folgt 

Xn 

J axdx  — yn  — y0  = %axns  — £ ax 0*. 

*0 

Dadurch,  dafs  das  bestimmte  Integral  die  Difforenz  zweier  Werte  der 
Funktion  ist,  fällt  die  in  dem  unbestimmten  Integral  vorhandene  Konstante 
heraus,  da  sie  im  Minuend  und  Subtrahend  dieselbe  ist. 

Auch  das  hier  Entwickelte  gilt  ganz  allgemein,  was  wohl  keines  wei- 
teren Beweises  bedarf;  ist 

f(x)dx  — d<p(x ), 

so  ist  stets 

Xn 

'HI J' f{x)dx  = tp(xn)  — <p(x0). 

*0 

Wir  kiinnen  darnach  den  Wert  des  bestimmten  Integrals  immer  an- 
geben, wenn  wir  das  unbestimmte  Integral  kennen. 

Das  Integral  eines  gegebenen  Differentialausdruckes  können  wir  nicht 
durch  eine  bestimmte  Methode  der  Rechnung  erhalten,  wie  wir  den  Diffo- 
rentialausdruck  aus  der  Funktion  ableiten.  Wirklich  integrieren,  das  heilst 
eine  geschlossene  Integralfunktion  für  dieselben  angeben,  können  wir  nur 
solche  Differentialausdrücke,  welche  vollständige  Differentiale  einer  Funktion 
sind.  Die  Integralrechnung  lehrt  nun  die  Methoden,  durch  welche  wir  er- 
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kennpn  können,  ob  ein  gegebener  Ausdruck  ein  vollständiger  Differential- 
ausdruck ist,  oder  durch  welche  wir  ihn  in  einen  solchen  verwandeln  können. 
Wir  gehen  auf  diese  Methoden  nicht  ein,  sondern  werden,  wo  es  etwa  nötig 
ist,  in  den  speciellen  Fällen  die  erforderlichen  Rechnungen  machen.  Nur 
bemerken  wir  hier,  dafs  wenn  wir  die  vorhin  entwickelten  Differential- 
ausdrücke  vorfinden,  wir  stets  sofort  deren  Integrale  angeben  können,  da 
uns  die  Funktionen  bekannt  sind,  durch  doren  Differentiation  sie  entstanden 
sind.  So  ist 

nach  E 1 x"dx  = d- — f also  / x*dx  = — -f-  C 

n l ' J n + 1 ' 

nach  E 2 ~~  log  e = d log  X , also  J log  v = log  x -f-  C. 

Sind  die  Logarithmen,  mit  denen  wir  rechnen,  natürliche,  so  ist 


d.r 

X 


d log  x,  also J ——  — log  x -f-  C\ 


nach  E 3 l—  * u*dx  = da: 
log  t 


ff,  also J 


log  a 
log  e 


azdx  = uz  -f-  C 


und  so  weiter;  es  wird  nicht  nötig  sein,  die  einzelnen  Integralausdrücke 
hinzuschreiben. 
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Erster  Abschnitt. 

Die  Lehre  von  dem  Gleichgewicht  und  der  Bewegung 
der  Körper  als  solcher. 

Erstes  Kapitel. 

Von  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Körper. 

§ 1. 

Bewegung.  Die  erste  Thatsacho,  welche  uns  bei  der  Betrachtung 
der  Aufsenwelt  auffUUt,  ist  die,  dal's  einige  Körper  ihren  Ort  im  Raume, 
soweit  wir  es  beurteilen  können,  stets  behaupten,  andere  ihn  verilndem. 
Von  den  ersteren  sagen  wir,  sie  seien  in  Ruhe,  von  den  letzteren,  sie  seien 
in  Bewegung.  Bei  den  Bewegungen  erkennen  wir  dann  sehr  bald  einen 
Unterschied,  indem  einige  Körper  in  einer  bestimmten  Zeit  einen  gröferen 
Weg  zurücklegen  als  andere.  Den  ersteren  legen  wir  dann  eine  gröfsere, 
den  letzteren  eine  kleinere  Geschwindigkeit  bei.  Als  Geschwindigkeit  einer 
Bewegung  bezeichnen  wir  somit  die  Beziehung  zwischen  dem  durchlaufenen 
Wege  und  der  Zeit,  in  welcher  er  durchlaufen  ist. 

Einen  weiteren  Unterschied  in  der  Bewegung  nehmen  wir  wahr,  wenn 
wir  die  in  gleichen  auf  einander  folgenden  Zeiten  zurückgelegten  Wege  mit 
einander  vergleichen.  Die  einen  legen  in  gleichen  Zeiten  immer  die  gleiche 
Anzahl  Meter  zurück.  Bilden  wir  dort  das  Verhältnis  zwischen  dem  in 
irgend  einer  Anzahl  t Sekunden  zurtlckgelogten  Wege  s und  dieser  Zahl 

von  Sekunden,  *,  so  ist  der  Wrert  desselben  immer  der  gleiche.  Solche 

Körper  besitzen  demnach,  da  die  Beziehung  zwischen  dem  zurückgelegten 
Wege  und  der  Zeit,  in  welcher  derselbe  zurückgelegt  ist,  immer  dieselbe 
ist,  eine  konstante  Geschwindigkeit.  Man  nennt  die  Bewegung  eine  gleich- 
förmige. Für  diese  Bewegung  erhalten  wir  auch  sofort  ein  Mafs  der  Ge- 
schwindigkeit eben  in  dem  konstanten  Verhältnis  zwischen  Weg  und  Zeit 

t 

c = r 

Man  sieht  weiter,  dal's  dieser  Quotient  die  Strecke  ist,  welche  der  Körper 
in  der  Zeit  einer  Sekunde  zurücklegt,  so  dafs  wir  die  Geschwindigkeit  des 
Körpers  als  die  in  der  Zeit  einer  Sekunde  zurückgelegte  Wogest  rocke  be- 
zeichnen können.  Der  in  irgend  einer  Zeit  zurückgelegte  Weg  s ist  dann 

8 “ C • f. 
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8 1. 

Andere  Körper  bewegen  sich  ungleichförmig,  das  heifst,  beobachten  wil- 
den jedesmal  in  t Sekunden  aber  zu  verschiedenen  Zeiten  zurückgelegten 
Weg  s,  so  finden  wir,  dafs  der  Quotient 

» 

1 

zu  den  verschiedenen  Zeiten  der  Bewegung  einen  verschiedenen  Wert  hat; 
bei  einigen  Bewegungen  wächst  dieser  Quotient , bei  andern  nimmt  der- 
selbe ab.  Erstere  Bewegungen  nennt  man  beschleunigte,  letztere  verzögert«. 
Man  kann  deshalb  bei  solchen  Bewegungen  von  einer  bestimmten  Ge- 
schwindigkeit nur  für  einen  bestimmten  Augenblick  sprechen.  ALs  diese 
Geschwindigkeit  in  einem  bestimmten  Augenblicke  bezeichnet  man  dann 
jene,  mit  welcher  der  Körper  sich  nach  der  vorherigen  Definition  weiter 
bewegen  würde,  wenn  seine  Bewegung  von  diesem  Augenblicke  ab  eine 
gleichförmige  würde.  Können  wir  also  bei  der  Untersuchung  einer  nicht 
gleichförmigen  Bewegung  bewirken,  dafs  von  einem  bestimmten  Augenblick 
ab  die  Änderung  der  Geschwindigkeit  aufhört,  so  haben  wir  nur  in  der 
dann  gleichförmigen  Bewegung  die  in  einer  Sekunde  zurückgelegte  Strecke 
zu  messen,  um  die  Geschwindigkeit  ttlr  den  Augenblick  zu  erhalten,  in 
welchem  die  Bewegung  gleichförmig  wurde. 

Auch  für  die  ungleichförmige  Bewegung  littst  sich  für  die  Geschwin- 
digkeit gemtü's  der  vorhin  gegebenen  Definition,  dafs  dieselbe  der  Quotient 
aus  Weg  und  Zeit  sei,  ein  mathematischer  Ausdruck  ableiten,  wenn  wir 
wissen,  wie  der  Weg  mit  der  Zeit  wächst,  wenn7 wir  also  den  zurückgelegten 
Weg  alq  Funktion  der  Zeit  kennen.  Nehmen  wir  an,  der  Körper  habe  zur 
Zeit  I den  Weg  s zurückgelegt,  und  in  der  Zeit  von  f,  Sekunden,  die  gröfser 
sein  möge  als  die  erste,  den  Weg  st.  In  der  Zeit  f,  — t hat  er  dann  den 
Weg  Sj  — s zurückgelegt,  und  der  Quotient 

*,  — s 

gibt  uns  die  Strecke,  welche  der  Körper  in  der  Sekunde  zurückgelegt  haben 
müfste,  um  mit  gleichförmiger  Bewegung  in  derselben  Zeit  f,  — t denselben 
Weg  zurückzulegen,  den  er  in  Wirklichkeit  zurückgelegt  hat.  Man  nennt 
diese  Geschwindigkeit  die  mittlere  Geschwindigkeit  während  der  Zeit  f,  — /. 
Diese  mittlere  Geschwindigkeit  hat  der  Körper  einmal  in  der  Zeit  f,  — I 
besessen,  vor  dein  Augenblicke  aber,  wo  er  dieselbe  besafs,  war  die  Ge- 
schwindigkeit, wenn  wir  die  Bewegung  als  eine  beschleunigte  voraussetzen, 
kleiner,  nach  derselben  war  sie  gröfser.  Von  allen  den  in  der  Zeit  /,  — t 
vorkommenden  Geschwindigkeiten  unterscheidet  sich  nun  diese  mittlere 
Geschwindigkeit  um  so  weniger,  je  kleiner  die  Zeit  und  der  Weg  ist,  aus 
welcher  wir  dieselbe  ableiten.  Bilden  wir  doshalb  für  die  denkbar  kleinste 
Zeit  tx  — t = dt  und  den  in  dieser  verschwindend  kleinen  Zeit  zurück- 
gelegten Weg  ds  den  Quotienten 

dl 

„=  dt> 

so  ist  die  berechnete  Geschwindigkeit  r,  welche  die  mittlere  für  die  Zeit  dl 
ist,  von  derjenigen,  die  zur  Zeit  I vorhanden  ist,  nicht  mehr  verschieden, 
wenn  wir  die  Zeit  dt  eben  kloiner  als  jede  angebbare  Gröfse  annehmen;  mit 
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anderen  Worten,  wenn  wir  jenen  Quotienten  als  den  Differentialquotienten 
des  Weges  nach  der  Zeit  betrachten. 

Wir  können  demnach  bei  der  ungleichförmigen  Bewegung  die  Ge- 
schwindigkeit als  den  Differentialquotienten  des  Weges  nach  der  Zeit  defi- 
nieren. .Ta  diese  Definition  gilt  ganz  allgemein  auch  für  die  gleichförmige 
Bewegung,  denn  nach  E 1 ist  fttr  die  Funktion 

s = ct, 

welche  die  gleichförmige  Bewegung  definiert, 


Bei  der  ungleichförmigen  Bewegung  lindert  sich  die  Geschwindigkeit  in 
jedem  Augenblicke;  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeitsänderung  zu  der 
Zeit,  in  welcher  diese  Änderung  eintritt,  nennt  man  die  Beschleunigung  der 
Bewegung.  Der  einfachste  Fall  der  Geschwindigkeitsänderung  ist  dann 
der,  dafs  die  Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeiten  sich  immer  um  dieselbe 
Gröfse  ändert,  dafs  sie  also  fllr  die  Zeiteinheit  immer  um  dieselbe  Gröfo  Zu- 
nder abnimmt.  Wächst  die  Geschwindigkeit  auf  diese  Weise  in  der  Zeit  t 
von  r auf  t>, , so  ist  der  Quotient 

h = 

konstant  und  gibt  uns  die  Geschwindigkeitszunahme  für  die  Sekunde;  in 
diesem  Falle  ist.  also  die  Beschleunigung  gleich  der  in  jeder  Sekunde  statt- 
findenden Geschwindigkeitszunahme.  Eine  solche  Bewegung  nennt  man  eine 
gleichmiifsig  geänderte;  eine  gleichmäfsig  beschleunigte,  wenn  die  Geschwin- 
digkeit in  dieser  Weise  zunimmt,  eine  gleichmäfsig  verzögerte,  wenn  sie 
abnimmt. 

Aus  dem  Satze,  dafs  die  Geschwindigkeit  der  Difforentialquotient  des 
Weges  nach  der  Zeit  sei,  können  wir  auch  sofort  abloiten,  welches  bei 
der  gleichmäfsig  beschleunigten  Bewegung  die  Beziehung  zwischen  dem 
zurflckgelegten  Wege  und  der  Zeit  ist.  Nehmen  wir  an,  der  Körper  bewege 
sich  von  der  Hube  aus  sofort  mit  gleichmäfsig  beschleunigter  Bewegung, 
und  seine  Beschleunigung  sei  gleich  //;  dann  ist  die  Geschwindigkeit  v zur 
Zeit  t 

v = ht. 

Da  nun 

ds 

v ~~  dt  ' 

so  ist 

ds  = htdt. 

Der  in  der  Zeit  t zurtfckgelegte  Weg  ist  die  Summe  aller  Wege  ds, 
die  wir  erhalten,  wenn  die  Zeit  von  1 = 0 an,  jedesmal  um  dt,  allmählich 
bis  t — I wächst,  oder  es  ist  s das  bestimmte  Integral 

i 

s = / htdt. 
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§ 2. 

Der  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Differentialausdruek  ist  uns 
nach  E 1 bekannt,  er  ist.  das  Differential  von  \ h l~ , somit  ist 

s — ^ /i/!  — ^ Ao*  = ^lit* , 

oder  der  mit  gleichmiifsig  beschleunigter  Bewegung  in  der  Zeit  t zurück- 
gelegte Weg  ist  gleich  der  halben  Beschleunigung  multipliciert  mit  dem 
Quadrate  der  Zeit. 

Ist  die  Ändening  der  Geschwindigkeit  nicht  immer  in  gleichen  Zeiten 
dieselbe,  so  ist  die  Bewegung  eine  ungleich mäi'sig  geänderte;  bei  einer 
solchen  kann  man  von  einer  bestimmten  Beschleunigung  nur  für  einen  be- 
stimmten Augenblick  sprechen,  gerade  wie  man  bei  der  ungleichförmigen 
Bewegung  allgemein  von  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  nur  für  einen 
bestimmten  Augenblick  sprechen  kann.  Wir  gelangen  aber  hier  zu  einer 
Definition  der  Beschleunigung  durch  die  ganz  gleiche  Überlegung,  wie  sie 
uns  vorher  zur  Definition  der  Geschwindigkeit  fährt, e.  Ist  dv  die  Ge- 

, (l  V . . . 

schwindigkeitszunahme  in  der  Zeit  dt , so  ist  • die  mittlere  Beschleunigung 

in  der  Zeit  dt.  Diese  mittlere  Beschleunigung  unterscheidet  sich  um  so 
weniger  von  der  wirklich  innerhalb  der  Zeit  dt  in  den  verschiedenen  Augen- 
blicken derselben  stattfindenden,  je  kleiner  die  Zeit  dt  ist,  sie  wird  der 
wirklich  in  dem  betrachteten  Moment  stattfindenden  gleich,  wenn  wir  dt 
als  eine  verschwindend  kleine  Zeit  betrachten.  Es  folgt  somit,  dafs  die 
Beschleunigung  bei  einer  ungleichförmigen  Bewegung  der  Differential- 
quotiont  der  Geschwindigkeit  nach  der  Zeit  ist;  da  die  Geschwindigkeit  der 
erste  Differentialquotient,  des  Weges  nach  der  Zeit  ist,  folgt  gleichzeitig, 
dafs  wir  die  Besch lennigung  auch  als  den  zweiten  Diftbrent.iah|Uotienten 
des  Weges  nach  der  Zeit  definieren  können.  Die  so  definierte  Beschleunigung 
ist  dann  die  Geschwindigkeitszunahme,  welche  in  einer  Sekunde  stattfinden 
wtlrde,  wenn  die  Geschwindigkeit  in  jedem  der  die  Sekunde  zusammen- 
setzenden kleinen  Zeitelemente  dt  um  die  gleiche  Gröfse  dv  znnähme. 

§ 2. 

Kräfte.  Die  Erfahrung  zeigt  uns,  dafs  die  Materie  beweglich  ist,  sie 
zeigt  uns  aber  zugleich,  dafs  kein  in  Buhe  befindlicher  Körper  seinen  Ruhe- 
zustand ohne  eine  äufsere  Veranlassung,  ohne  einen  äufsern  Antrieb  ver- 
läfst.  Ist  ein  Körper  aber  einmal  in  Bewegung,  so  zeigt  uns  die  Erfahrung 
weiter,  dafs  derselbe  die  ihm  einmal  erteilte  Bewegung  beibehillt,  bis  sie 
wieder  durch  eine  äufsere  Veranlassung,  etwa  einen  dem  frühem  entgegen- 
gesetzten Antrieb  abgeändert  oder  aufgehalten  wird.  Auf  den  ersten  Blick 
scheint  der  letztere  Satz  der  Wirklichkeit  nicht  zu  entsprechen,  denn  wir 
sehen  auf  der  Erde  jede  Bewegung  allmählich  zur  Ruhe  kommen.  Be- 
trachten wir  indes  die  Bewegungen  genauer,  so  finden  wir  bei  jeder  an  der 
Erde  stattfindenden  Bewegung  eine  Reihe  von  äufseren  Umständen,  welche 
die  Bewegung  stören,  wie  der  Widerstand  der  Luft,  in  welcher  sich  alles 
bewegen  mufs,  die  Reibung  auf  der  Unterlage  u.  s.  f.;  je  mehr  wir  diese 
Hindernisse  der  Bewegung  beseitigen,  um  so  weniger  wird  die  Bewegung 
gestört,  um  so  länger  hält  sie  an.  Werfen  wir  einen  Körper  Uber  eine 
ebene  horizontale  Grundlage  hin,  so  hört  seine  Bewegung  um  so  eher  auf, 
je  rauher  die  Grundlage  ist,  indem  der  Körper  gegen  die  verschiedenen 
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§ 2- 

Unebenheiten  anstöfst.  Nehmen  wir  eine  möglichst  glatte  Fläche  und  rollen 
Uber  diese  eine  Kugel  fol't,  so  dauert  die  Bewegung  sehr  viel  länger,  so 
dafs  wir  schliefsen  dürfen,  dafs,  wenn  wir  alle  Widerstände  fortnähmen, 
die  Bewegung  ohne  Aufhören  dauern  würde.  Eine  solche  ohne  Ende  fort- 
dauernde Bewegung  materieller  Massen  sehen  wir  sogar  in  den  Gestirnen, 
deren  Bewegung  seit  2000  Jahren,  seitdem  man  ihre  Bahnen  beobachtet 
hat,  sich  nicht  geändert  hat.  Es  ergibt  sich  somit  aus  der  Erfahrung,  dafs 
die  Materie  den  ihr  einmal  gegebenen  Bewegungszustand  aus  sich  selbst 
niemals  ändert;  diese  Eigenschaft  nennt  man  die  Trägheit  der  Materie. 

Die  äufseren  Ursachen,  welche  den  Bewegungszustand  der  Materie 
ändern,  nennen  wir  Kräfte. 

Um  alles  zn  kennen,  wodurch  eine  Kraft  bestimmt  wird,  müssen  wir 
ihren  Angriffspunkt,  ihre  Richtung  und  ihre  Gröfse  kennen. 

Die  Richtung  einer  Kraft  erkennen  wir  aus  der  Richtung,  nach  welcher 
sie  eine  Materie  in  Bewegung  setzt,  die  Richtung  der  Kraft  fällt  zusammen 
mit  der  Richtung,  nach  welcher  sie  die  Materie,  auf  welche  sie  wirkt,  hintreibt. 

Die  Gröfse  einer  Kraft  können  wir  strenge  genommen  nur  durch  die 
Gröfse  ihrer  Wirkung,  also  durch  die  von  ihr  erzeugte  Bewegung  messen. 
Um  aber  dieses  Mals  anwenden  zu  können,  müssen  wir  zunächst  wissen, 
von  welchen  Umständen  überhaupt  die  Bewegung  eines  Köqjers  abhängt. 
Zu  dieser  Untersuchung  selbst  ist  es  aber  durchaus  wünschenswert,  schon 
ein  Mafs  für  die  Kraft  zu  haben.  Wir  gelangen  dazu  durch  folgende  Über- 
legung. Zwei  Kräfte  müssen  wir  als  gleich  ansehen,  wenn  sie,  an  dem- 
selben Punkte  angreifend,  nach  gerade  entgegengesetzten  Richtungen  wirkend, 
sich  auflieben,  das  heifst  keine  Bewegung  hervorbringen  oder  eine  vor- 
handene Bewegung  nngeändert  lassen.  Da  man  nun  stets  einer  Kraft  das 
Gleichgewicht  halten  kann,  indem  man  an  demselben  Punkte  in  einer  ihr 
entgegengesetzten  Richtung  ein  Gewicht  wirken  läfst,  so  ist.  dieses  Gewicht, 
der  Kraft  gleich  und  ihr  Mafs.  Man  kann  demnach  die  Gröfse  einer  Kraft 
in  Gewichten  auswerten. 

Welcher  Art  nun  auch  die  Kräfte  sind,  aus  welcher  Quelle  sie  auch 
herrühren,  man  kann  sie  in  zwei  Klassen  teilen;  die  einen  wirken  stets 
nach  derselben  Richtung  und  erfordern  stets  die  gleiche  Anzahl  von  Kilo- 
grammen, um  im  Gleichgewicht  gehalten  zu  werden,  es  sind  die  konstanten 
Kräfte.  Die  anderen  können  sich  mit  der  Zeit  nach  Gröfse  und  Richtung 
ändern,  d.  h.  es  bedarf,  um  sie  im  Gleichgewicht  zu  halten,  zu  verschiedener 
Zeit  verschieden  grofser  Gewichte,  welche  man  nach  verschiedenen  Richtungen 
wirken  läfst.  Man  nennt  diese  Kräfte  veränderliche. 

Es  ist  nun  unsere  Aufgabe  zu  untersuchen,  wie  die  in  § 1 betrach- 
teten Bewegungen  durch  solche  Kräfte  erzeugt  worden,  wie  also  infolge 
der  Wirkung  einer  Kraft  sich  die  Körper  bewegen.  Wir  verfahren  zu  dem 
Ende  folgendermafsen:  wir  beobachten  einige  einfache  Fälle  der  Bewegung 
und  entwickeln  deren  experimentelle  Gesetze;  dann  suchen  wir  aus  diesen 
Gesetzen  jene  durch  Abstraktion  zu  erhalten,  wolche  uns  allgemein  an- 
geben, wie  Kräfte  wirken,  aus  welchen  also  die  experimentell  gefundenen 
Gesetze  sich  durch  Deduktion  ableiten  lassen.  Dadurch  erhalten  wir  die 
Theorie  der  Kräfte,  und  diese  allgemeinen  Sätze  bieten  uns  die  Grundlage 
der  mathematischen  Deduktionen,  welche  die  theoretische  Mechanik  bilden. 

i* 
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§ 3. 

Dasein  und  Richtung  der  Schwere.  Das  sich  uns  am  häufigsten 
zeigende  Beispiel  einer  fortschreitenden  Bewegung  ist  das  Niedcrfallen  eines 
nicht  unterstützten  Körpers  zur  Erde;  dies  eignet  sich  daher  am  besten  dazu, 
die  Gesetze  der  Bewegung  zu  untersuchen.  Alle  Körper  fallen,  wenn  sie 
nicht  unterstützt  sind,  zur  Erde  nieder.  Heben  wir  sie  auf,  so  fühlen  wir, 
dafs  sie  das  Bestreben  haben  zu  fallen,  indem  es  einer  gewissen  Anstrengung 
bedarf,  sie  am  Fallen  zu  hindern.  Wir  nennen  doshalb  die  Körper  schwer 
und  jene  Kraft,  welche  sie  zur  Erde  niedertreibt,  die  Schwere.  Verschiedene 
Körper  haben  ein  verschiedenes  Bestreben  zu  fallen,  sie  üben  auf  ihre  Unter- 
lage einen  verschiedenen  Druck  ans.  Wir  legen  ihnen  daher  ein  verschiedenes 
Gewicht  bei,  indem  wir  den  Druck  auf  die  Unterlage  als  Gewicht  bezeichnen. 
Welche  Einheit  wir  der  Messung  der  Gewichte  zu  Grunde  legen,  haben  wir 
in  der  Einleitung  besprochen. 

Die  Richtung,  in  welcher  die  Schwere  wirkt,  lilfst  sich  leicht  durch 
einen  einfachen  Versuch  bestimmen.  Man  befestigt  einen  schweren  Körper, 
etwa  eine  Metallkugel,  an  einen  Faden,  der  mit  seinem  andern  Ende  an 
irgend  einem  festen  Funkte  befestigt  ist,  und  lilfst  die  Kugel  frei  herab- 
hängen. Eine  Zeitlang  schwingt  die  Kugel  hin  und  her,  dann  hängt  sie 
ruhig.  Da  sie  nicht  fällt,  so  folgt,  dafs  eine  der  Schwere  gleiche  und  ge- 
rade entgegengesetzte  Kraft  die  Kugel  hält;  es  ist  dies  die  Festigkeit  des 
gespannten  Fadens.  Die  Richtung  des  Fadens  gibt  uns  somit  die  Richtnng 
der  Schwere;  man  überzeugt  sich  ferner  dadurch,  dafs  man  den  Faden  durch- 
schneidet;  denn  die  Kugel  fällt  dann  in  der  Richtung  des  gespannten  Fadens 
zu  Boden. 

Die  Richtung  der  Schwere  ist  also  an  jedem  Orte  durch  einen  solchen 
mit  einem  Gewichte  versehenen  Faden,  dem  Lote  oder  Senkel  gegeben; 
man  nennt  diese  Richtung  die  lotrechte  oder  vertikale. 

Hält  man  oin  solches  Lot  Uber  einer  ruhenden  Flüssigkeitsfläche,  so 
findet  man,  dafs  es  mit  allen  in  der  Ebene  der  Flüssigkeitsfläche  durch 
seinen  Fufspunkt  gezogenen  Linien  einon  rechten  Winkel  bildet,  dafs  es 
also  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  senkrecht  steht.  Man  kann  also  die 
Richtung  des  Lots  ebenso  durch  die  Lage  der  Flüssigkeitsebene  bestimmen; 
die  Ebene  der  Flüssigkeit  nennt  man  die  horizontale. 

§ 4. 

Atwoods  Fallmaschine.  Um  die  Gesetze  der  Bewegung  mit  Hülfe 
der  Schwerkraft  zu  untersuchen,  genügt  es  nicht,  einfach  einen  fallenden 
Körper  zu  beobachten.  Denn  einmal  ist,  wie  sieh  jeder  leicht  überzeugt, 
die  Fallgeschwindigkeit  bald  so  grofs,  dafs  sie  einer  exakten  Beobachtung 
sich  entzieht,  und  andererseits  bietet  der  freie  Fall  der  Körper  nur  einen 
speciellen  Fall  von  Bewegung,  nämlich  die  Bewegung  eines  Körpers,  der 
durch  sein  eigenes  Gewicht  bewegt  wird.  Man  hat  deshalb  Apparate  kon- 
struiert., welche  beiden  Übelständen  abhelfen,  welche  die  Bewegung  ver- 
langsamen und  in  vieler  Beziehung  abändern  lassen;  einer  der  bequemsten 
Apparate  dieser  Art.  ist  die  Atwoodsche  Fallmaschine,  mit  deren  Hülfe 
daher  die  Gesetze  der  Bewegung  untersucht,  werden  sollen. 

Das  Princip  dieser  Maschine  ist  folgendes.  Wenn  man  an  einem  voll- 
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kommen  biegsamen  Faden  zwei  ganz  gleich  schwere  Körper  befestigt  und 
dann  den  Faden  übor  eine  leicht  beweglicho  Rolle  führt,  so  halten  sich 
die  beiden  Gewichte  genau  das  Gleichgewicht,  es  tritt  keine  Bewegung  ein, 
da  jeder  der  beiden  Körper  durch  ein 
dem  seinigen  gleiches  Gewicht  der 
Schwere  entgegen  gezogen  wird.  Um 
dieses  System  von  Körpern,  die  bei- 
den Gewichte,  den  Faden  und  dio 
Rolle  in  Bewegung  zu  setzen,  bedarf 
es  einer  äufsern  Kraft,  die  wir  er- 
halten. indem  wir  auf  den  einen  Kör- 
perein Übergewicht  legen.  Die  Gröfse 
dieses  Übergewichtes,  sowie  die 
Gröfse  des  zu  bewegenden  Körpers 
und  die  Dauer  der  Wirkung  des 
L bergewichtes,  können  wir  dann  be- 
liebig ändern.  Die  Einrichtung  des 
Apparates  ist  zu  dem  Zwecke  folgende. 

Auf  einer  massiven  hölzernen  mit 
3 Stellschrauben  versehenen  Platte 
(Fig.  14)  befindet  sich  ein  Holzpfeiler 
von  ungefähr  3 Meter  Höhe.  Auf 
dem  Pfeiler  ist  eine  Platte  horizontal 
befestigt,  und  auf  dieser  ist  ein  mög- 
lichst leicht  gearbeitetes,  aus  4 Spei- 
chen und  einem  Radkranze  bestehen- 
des Rad  möglichst  beweglich  aufge- 
stellt. Um  seine  Beweglichkeit  zu 
erhöhen,  ist  die  Axe  des  Rades 
nicht  in  feste  Lager,  sondern  auf 
Friktionsräder  gelegt.  Dieselben  be- 
stehen aus  zwei  Systemen  von  Rä- 
dern C,  2>,  welche,  wie  die  Zeich- 
nung zeigt,  sich  kreuzen,  und  welche 
das  Rad  A mit  in  Bewegung  setzt. 

Die  Reibung  des  Rades  ist  dadurch 
sehr  vermindert;  wie  man  dieselbe 
ganz  unschädlich  macht,  werden  wir 
gleich  zeigen. 

Der  Umfang  des  Rades  hat  eine 
Rinne,  und  in  dieser  ist  Uber  das 
Rad  ein  Seidenfaden  gelegt,  an  dessen 
Enden  zwei  genau  gleiche  Gewichte  P und  Pl  befestigt  sind.  Legt  man  dann 
auf  P ein  Übergewicht p,  so  sinkt  P nach  unten,  P'  steigt  empor  und  das 
ganze  System  erhält  eine  gemeinschaftliche  Bewegung.  Die  zu  bewegenden 
Gewichte  sind  in  diesem  Falle  p -(-  P-f-  Pl  und  das  Gewicht  des  Fadons  und 
der  RoUe.  Sind  die  Speichen  der  Rolle  hinreichend  fein  gearbeitet,  so  darf 
inan  annehmen,  dafs  das  ganze  Gewicht  derselben  im  Radkranze  vereinigt 
wäre.  Dann  erhält  aber  dieses  Gewicht,  da  die  Rolle  mitgedreht  wird,  und 
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die  einzelnen  l’unkte  derselben  ebenso  schnell  bewegt  werden  als  der  Faden 
oder  die  Gewichte  P,  ganz  dieselbo  Bewegung  wie  die  übrigen  Teile  des 
Systems.  Bezeichnen  wir  das  Gewicht  der  Rolle  und  des  Fadens  mit  TI,  so  ist 
dann  das  Gewicht  der  zu  bewegenden  Körper  p -(-  P-f-  Pl  -f-  II.  Die  Kraft, 
welche  diese  Gewichte  in  Bewegung  setzt,  ist  das  Übergewicht  p.  Es  mufs 
indes,  um  diese  Kraft  genau  zu  erhalten,  von  diesem  Gewichte  ein  kleiner  Teil 
n abgezogen  werden,  um  die  Reibung  der  Axe  des  Rades  A zu  überwihden. 
Wenn  diese  Reibung  auch  sehr  klein  ist,  so  ist  sie  doch  nicht  gleich  Null,  wie 
man  wahrnimmt,  wenn  man  das  System  ohne  Übergewicht  durch  einen  An- 
stofs in  Bewegung  setzt.  Da  auf  das  System  dann  keine  äufsere  Kraft 
wirkt,  müfste  es,  vermöge  der  Trägheit,  in  gleichförmiger  Bewegung  ver- 
harren. Man  findet  aber  stets  eine,  wenn  auch  kleine  Abnahme  der  Ge- 
schwindigkeit infolge  der  Reibung.  Um  die  Bewegung  vollständig  gleich- 
förmig zu  machen,  nmfs  man  dann  auf  das  niedersinkende  Gewicht  ein 
kleines  Übergewicht  n legen,  dessen  Schwere  gerade  dazu  hinreicht,  um 
die  Reibung  zu  überwinden.  Um  die  Grölse  dieses  Gewichtes  n mufs  man 
daher  bei  Berechnung  der  das  System  bewegenden  Kraft  das  Übergewicht  p 
vermindern.  Bequemer  verführt  man  indes  so,  dafs  man  ein  für  allemal 
auf  das  niedersinkende  Gewicht  das  zur  Überwindung  der  Reibung  erforder- 
liche Gewicht  n hinlegt;  das  in  Bewegung  zu  setzende  Gewicht  ist  dann 
p + P+P>  + J7  + Ti  t diebewegende  Kraft  einfach  gleich  dem  Übergewichte  j>. 

Das  Gewicht  P füllt  vor  einem  hölzernen  in  Centimeter  geteilten  Mafs- 
stabe.  Längs  desselben  kann  man  einen  kleinen  Messingteller  K verschieben 
und  durch  Klemmschrauben  in  irgend  einer  Höhe  befestigen;  auf  denselben 
schlägt  dann  das  Gewicht  P auf  und  gibt  durch  das  infolge  des  Schlages 
entstehende  Geräusch  das  Ende  seines  Laufes  an. 

Der  Apparat  ist  ferner  so  eingerichtet,  dafs  man  an  einer  beliebigen 
Stelle  das  Übergewicht  p fortnehmen  kann,  ohne  die  Bewegung  des  Systems 
zu  stören.  Zu  dem  Ende  ist  an  dem  hölzernen  Mafsstabe  aufser  dem  vor- 
hin erwähnten  Teller  ein  Ring  II  befestigt,  durch  den  das  Gewicht  P un- 
gehindert hindurebgehen  kann,  der  aber  das  Übergewicht  p , welches  die 
in  der  Nobenfigur  bezeichnete  Gestalt  hat,  zurückhält.  Dieser  Ring  ist  längs 
des  Maisstabes  verschiebbar  und  kann  ebenfalls  an  beliebiger  Stolle  des- 
selben befestigt  werden.  Durch  Einschalten  des  Ringes  kann  also  das  Über- 
gewicht an  einer  beliebigen  Stelle  fort.genommen  werden. 

An  der  Maschine  ist  überdies  noch  ein  Apparat  angebracht,  der  die 
Zeit  mifst.  Dieser  ist  im  Princip  nichts  anders  als  ein  Lot;  bei  der  Lehre 
vom  Pendel  werden  wir  nachweisen,  dafs  ein  aus  seiner  Gleichgewichtslage 
gebrachtes  Lot  um  dieselbe  Schwingungen  macht.  Zu  diesen  Schwingungen 
braucht  es  immer  dieselbe  Zeit;  wir  können  es  daher  benutzen,  um  gleiche 
Zeitteile  zu  messen.  Hat  das  Pendel  eine  bestimmte  Länge,  so  braucht  es 
zu  einer  Schwingung  genau  eine  Sekunde.  Ein  solches  Sekundenpendel  ist 
an  dem  Apparate  angebracht.  Mit  dem  Pendel  ist  ein  Zeiger  in  Verbindung, 
der  die  einzelnen  Sekunden  anzeigt,  und  ein  Schlagwerk,  welches  jede  Sekunde 
durch  einen  hörbaren  Schlag  markiert. 

Um  die  Bewegung  genau  mit  dem  Schlage  einer  Sekunde  beginnen 
zu  können,  steht  das  Gewicht  P vor  dor  Bewegung  auf  einem  kleinen  Teller, 
der  durch  eine  kleine  Stütze  gehalten  wird,  welche  durch  den  Winkelhebel 
EFG  mit  dem  Pendel  in  Vorbindung  gebracht  ist.  Jedesmal  wenn  der 
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Zeiger  an  einer  bestimmten  Stelle  steht,  wird  diese  Stütze  gelüst,  und  das 
System  beginnt  seine  Bewegung. 

Wie  man  sieht,  läfst  sich  an  diesem  Apparate  ein  beliebiges  Gewicht 
durch  eine  beliebige  konstante  Kraft,  deren  Wirkungsdauer  sich  ebenfalls 
ändern  läfst,  in  Bewegung  setzen;  der  Apparat  ist  daher  vorzugsweise  ge- 
eignet, die  durch  konstante  Kräfte  erzeugten  Bewegungen  in  allen  Einzeln- 
heiten  zu  untersuchen. 

§ 5. 

Bewegung  unter  Wirkung  einer  konstanten  Kraft.  Setzen  wir 
unser  System  an  der  Atwoodschen  Fallmaschine,  nachdem  es  in  der  im 
vorigen  Paragraphen  beschriebenen  Weise  vorgerichtet  ist,  durch  ein  Über- 
gewicht p in  Bewegung  und  bringen  an  irgend  einer  Stelle  z.  B.  10  C'enti- 
meter  unter  dem  Ausgangspunkte  der  Gewichte  den  Ring  II  an.  Geht  P 
durch  den  Ring  hindurch,  so  bleibt  das  Übergewicht  zurück,  und  wir  finden 
dann,  dafs  von  da  ab  das  System  sich  mit  gleichförmiger  Bewegung  weiter 
bewegt.  Bei  einem  bestimmten  Übergewicht,  dessen  Gröfse  von  der  der 
übrigen  Gewichte  abhängt,  wird  der  Raum  von  10om  gerade  in  1 Sekunde 
durchfallen;  suchen  wir  dann  durch  passende  Stellung  des  Tellers  üf,  welcher 
Weg  in  2,  3,  4 Sekunden  durchlaufen  wird,  so  finden  wir 

Zeit 1"  2"  3"  4"  5" 

Durchlaufener  Weg 10cm  30cra  50cra  70cra  90c,n 

Weg  in  den  auf  die  erste  folgenden 

Sekunden  zurückgelegt 20cm  40cm  60c,n  80cm. 

Nach  der  ersten  Sekunde,  also  nach  Fortnahme  des  Übergewichtes,  ist 
somit  die  Bewegung  in  der  That  eine  gleichförmige,  in  jeder  Sekunde  werden 
20cm  durchlaufen;  wir  erhalten  darin  einen  experimentellen  Beweis  dafür, 
dafs  ein  Körper,  der  sich  ohne  Hindernisse  bewegt,  in  der  That  die  ihm  ein- 
mal erteilte  Bewegung  beibehält. 

Lassen  wir  dasselbe  Übergewicht  anstatt  einer  2 , 3 , 4 Sekunden 
wirken  (der  Versuch  zeigt,  dafs  wir  dazu  den  Ring  II  bei  40cm,  90cm,  160om 
befestigen  müssen),  so  finden  wir  stets,  dafs  in  der  auf  die  Abnahme  des 
Übergewichtes  folgenden  Zeit  die  Bewegung  eine  gleichförmigo  ist,  dafs  also 
jedesmal  der  in  dieser  Zeit  zurückgelegte  Weg  sich  darstellen  läfst  durch 

s = c - t, 

t 

wenn  t die  Anzahl  der  Sekunden  nach  Fortnahme  des  Übergewichtes  und  c 
der  in  jedem  Falle  in  dor  ersten  Sekunde  nach  jener  Fortnahme  zurück- 
gelegte Weg  ist.  Dieser  Weg  oder  die  während  der  Wirkung  des  Über- 
gewichtes erlangte  Geschwindigkeit  ist  aber  verschieden;  sie  ist  um  so 
gröfser,  je  länger  das  Gewicht  gewirkt  hat.  Bestimmen  wir  die  Geschwin- 
digkeiten in  den  einzelnen  Fällen,  so  finden  wir: 

nach 1"  2"  3"  4" 

die  Geschwindigkeiten  20  cm  40  CU1  60  cm  80  cm. 

Dividieren  wir  die  in  den  einzelnen  Fällen  erlangten  Geschwindigkeiten 
durch  die  Anzahl  Sekunden,  in  welchen  dieselben  durch  die  Wirkung  des 
Übergewichts  erzeugt  sind,  so  wird 

•20  40  60  80  

l “ 2 *“  3 4 = 
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Die  Quotienten  haben  somit  alle  denselben  Wert.  Wir  sehen  somit  in 
diesen  Füllen,  und  sehliel'sen  daraus  für  alle  Fülle,  dafs  die  durch  Wirkung 
eines  konstanten  Uebergewichtes,  also  auch  allgemein  durch  die  Wirkung 
oines  konstanten  Druckes  in  verschiedenen  Zeiten  erreichten  Geschwindig- 
keiten einfach  den  Zeiten  proportional  sind,  oder  dai's 

■ v = c,  t , 

die  in  der  Zeit  / erlangt»;  Geschwindigkeit  v gleich  ist  dem  Produkte  aus 
der  in  der  erstem  Sekunde  erlangten  Geschwindigkeit  und  der  Zeit  I.  Da 
somit  die  in  gleichen  Zeiten  stattfindenden  Geschwindigkeitszunahmen  gleich 
sind,  so  erzeugt  eine  konstante  stetig  wirkende  Kraft  eine  gleiehmüfsig  be- 
schleunigte Bewegung. 

Im  § 1 haben  wir  bereits  abgeleitet,  dafs  bei  der  gleiehmüfsig  be- 
schleunigten Bewegung  die  während  derselben  zurilckgelegten  Wege  gleich 
sind  der  halben  Beschleunigung  multipliziert  mit  dem  Quadrate  der  Zeit, 
während  welcher  die  Bewegung  gedauert  hat,  dafs  also 

s = ^ c,  <s. 

Zu  dem  gleichen  Resultate  können  wir  auch  durch  eine  einfache  Über- 
legung gelangen.  Da  nämlich  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  in  gleichen 
Zeiten  immer  dieselbe  ist,  so  legt  der  mit  gleiehmüfsig  beschleunigter  Be- 
wegung bewegte  Körper  in  einer  gegebenen  Zeit  denselben  Weg  zurück, 
als  wenn  er  sich  während  der  ganzen  Zeit  in  gleichförmiger  Bewegung  mit 
derjenigen  Geschwindigkeit  bewegt  hätte,  die  er  genau  in  der  Mitte  der  Zeit 
gehabt  hat.  Denn  mit  dieser  Geschwindigkeit  hätte  er  in  der  ersten  Hälfte 
der  Zeit  gerade  soviel  mehr  zurückgelegt,  wie  er  in  Wirklichkeit  zurügk- 
gelegt  hat,  als  er  in  der  zweiten  Hälfte  weniger  zurücklegen  würde.  Diese 
mittlere  Geschwindigkeit  ist  nun  % clt , somit  der  znrückgalegte  Weg 
gleich  J e,  / • / = Je,  /*,  wie  es  die  Rechnung  ergab. 

Wir  können  leicht  die  Richtigkeit  unserer  Rechnung  durch  den  Ver- 
such bestätigen,  indem  wir  an  der  Falhnaschine  den  Ring  11  fortnehmen, 
und  jene  Stellen  aufsuchen,  an  denen  wir  den  Teller  K befestigen  müssen, 
damit  das  Gewicht  P nach  1,  2,  3 . . . Sekunden  aufschlügt.  Wir  finden 
diese  Stellen 

nach  l"  2"  3"  4" 

bei  10  40  90  160. 

Diese  letztem  Zahlen  sind  aber 

10  • 1,  10  • 2*,  10  ■ 3*,  10  • 4* 

oder  allgemein 

s = 10/*. 

Da  wir  hei  demselben  Versuche  die  Beschleunigung  gleich  20  fanden,  ist 
10  = i c,. 

Die  durch  eine  jede  konstante  Kraft  horvorgebraehte  gleiehmüfsig  be- 
schleunigte Bewegung  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  die  Beschleunigung 
bekannt  ist,  denn  mit  dieser  erhalten  wir  für  jede  Zeit  die  Geschwindigkeit 
und  den  in  dieser  Zeit  zurüekgelegten  Weg.  Dafs  die  Beschleunigung 
von  der  Gröfso  der  bewegenden  Kraft  und  von  der  Gröl'se  des  bewegten 
Gewichtes  abhängig  sein  mufs,  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Überlegung, 
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dafs  es  gerade  die  Kraft  ist,  welche  den  Bewegungszustand  des  Beweglichen 
ändert;  in  welcher  Weise  aber  die  Beschleunigung  von  diesen  beiden  Gröfaen 
abhängt,  darüber  kann  uns  nur  der  Versuch  belehren. 

Lassen  wir  zunächst  das  Gesamtgewicht  an  unserer  Fallmaschine  ganz 
ungeändert,  und  verändern  nur  das  Übergewicht.  Zu  dem  Zwecke  sind  an 
den  Enden  des  Fadens  Scheiben  angebracht,  auf  welche  man  eine  Anzahl 
unter  sich  ganz  gleiche  Ringo  legt.  Legen  wir  zunächst  auf  beide  Seiten  n 
Gewichte  p,  so  dafs  etwa  diese  np  gleich  dem  vorhin  angenommenen  Ge- 
wicht« i*  sind,  so  tritt  keine  Bewegung  ein;  legen  wir  dann  auf  die  eine 
Seite  unser  Übergewicht  p und  das  Friktionsgewicht  n,  so  tritt  die  vorhin 
betrachtete  beschleunigte  Bewegung  mit  der  Beschleunigung  c,  = 20C,D  ein. 
Nun  nehmen  wir  von  der  hinteren  Seite  einen  Ring  vom  Gewichte  p fort 
und  legen  ihn  auf  die  vordere  Seite;  wir  haben  dann  bei  ganz  ungeilndertem 
Gesamtgewichte  des  ganzen  Systems  auf  der  einen  Seite  das  Übergewicht  3 p, 
denn  vom  liegen  die  Gewichte  (n  -f-  l)  p -f-  p = (»»  -{-  2)  p,  auf  der  hinteren 
Seite  dagegen  (n  — l)  p.  Verfahren  wir  ein  zweites  Mal  so,  dann  erhalten 
wir  das  Übergewicht  5p.  ein  drittes  Mal  1p  u.s.f.,  so  dafs  bei  stets  gleichem 
Gesamtgewichte  sich  die  Übergewichte  verhalten  wie  1 : 3 : 5 : 7 u.  s.  f. 

Bestimmen  wir  die  Beschleunigungen  in  diesen  Fällen,  so  linden  wir, 
dafs  dieselben  mit  der  Gröfse  des  Übergewichtes  in  demselben  Verhält- 
nisse zunehmen,  denn  wir  erhalten  sie 

bei  dem  Übergewichte  p gleich  e, 

D n n 3p  „ 3c, 

ii  ii  » 3p  „ 5 c, 

i»  n n 7 p „ 7 Cy 

Bezeichnen  wir  daher  die  durch  ein  der  Gewichtseinheit  gleiches  Über- 
gewicht unserem  System  erteilte  Beschleunigung  mit  d,  so  können  wir  die 
durch  irgend  ein  Übergewicht  p erzeugte  Beschleunigung  c wiodorgeben  durch 

c = dp, 

oder  die  Beschleunigung  ist  allgemein  der  Gröfse  des  Übergewichts  oder 
der  Gröfe  der  bewegenden  Kraft  proportional. 

Ändern  wir  bei  gegebenem  Übergewicht  das  Gesamtgewicht  unseres 
Systems  P -|-  P'  II  n p,  was  wir  dadurch  können,  dafs  wir  eine 
verschiedene  Anzahl  von  Ringen  auf  die  am  Ende  des  Fadens  angebrachten 
Scheiben  legen,  so  linden  wir,  dafs  mit  der  Gröfse  dieses  Gewichtes  die 
Beschleunigung  abnimmt.  Legen  wir  bei  dem  Übergewichte  p soviel  Ringe 
auf,  dafs  das  Gesamtgewicht  verdoppelt,  verdreifacht  wird,  so  wird  die  Be- 
schleunigung die  Hälfte  oder  ein  Drittel  u.  s.  f..  Wir  linden  allgemein,  dafs 
bei  konstantem  Übergewichte  die  Beschleunigung  in  demselben  Mafse  kleinor 
wird,  als  die  Gröfse  des  Gesamtgewichtes  zunimmt. 

Andern  wir  aber  gleichzeitig  das  Gesamtgewicht  des  Systems  und  das 
Übergewicht  in  demselben  Sinne,  verdoppeln,  verdreifachen  wir  beide,  so 
linden  wir  immer  dieselbe  Beschleunigung,  wie  wir  sie  bei  einfachem  Ge- 
samtgewichte und  einfachem  Übergewichte  fanden.  Daraus  folgt,  dafs  die 
Beschleunigung  nicht  allein  von  der  Gröfse  der  bewegenden  Kraft  oder 
von  der  Gröfse  des  zu  bewegenden  Gewichtes,  sondern  von  dem  Verhältnisse 
beider  zu  einander  abhängt,  oder  dals  die  Beschleunigung  der  Gröfse  dieses 
Verhältnisses  direkt  proportional  ist.  Nennen  wir  daher  die  Beschleunigung, 
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welche  die  der  Gewichtseinheit  gleiche  bewegende  Kraft  einem  die  Gewichts- 
einheit wiegenden  Körper  erteilt,  <y,  so  wird  die  Beschleunigung  c,  welche 
die  Kraft  p dem  Gewichte  Q erteilt, 


oder  allgemein  die  einem  Körper  erteilte  Beschleunigung  ist  der  Gröfse  der 
Kraft  direkt,  dem  Gewichte  des  Körpers  umgekehrt  proportional. 

Es  ist  gut,  zu  beachten,  dafs  in  dieser  Gleichung  das  Gewicht  Q in  einer 
anderen  Weise  auftritt  als  das  Übergewicht  p.  Wir  sahen  schon  früher,  dafs 
die  Materie  trüge  ist,  dafs  es  immer  einer  Kraft  bedarf,  um  den  Bewegungs- 
zustand eines  Körpers  zu  ändern,  dafs  also  in  der  Trägheit  der  Materie  ein 
Widerstand  gegen  eine  Änderung  der  Geschwindigkeit  vorhanden  ist.  Wir 
sehen  mm  hier,  dafs  es  bei  verschiedenen  Körpern  zur  gleichen  Änderung 
ihres  Bewegungszustandes  einer  verschiedenen  Kraft  bedarf,  und  dafs  diese 
Kraft  in  demselben  Verhältnisse  zunehmen  mufs  wie  der  Druck,  den  der 
bewegte  Körper  auf  seine  Unterlage  ausübt,  oder  dafs  der  Widerstand  des 
Körpers  gegen  die  Bewegungsilnderung  seinem  Gewichte  proportional  ist; 
das  Gewicht  ist  also  das  Mals  dieses  Widerstandes,  und  in  dem  Sinne  tritt 
es  in  dem  Nenner  obiger  Gleichung  auf. 

Aus  dem  Ausdrucke  für  die  Beschleunigung  irgend  eines  Körpers  vom 
Gewichte  Q durch  irgend  eine  Kraft  p können  wir  nun  auch  sofort  die  Ge- 
schwindigkeit v erhalten,  welche  die  Kraft  diesem  Körper  in  der  Zeit  t 
erteilt,  sowie  den  Weg  s,  den  der  Körper  unter  Wirkung  dieser  Kraft 
zurllcklegt.  Wir  erhalten 


= 19 


t*. 


In  diesen  Ausdrücken  ist  alles  enthalten,  was  auf  die  Bewegung  eines 
Körpers  infolge  einer  konstanten  Kraft  von  Einflufs  ist,  Gröfse  der  Kraft 
und  bewegten  Gewichte  und  Länge  der  Zeit,  während  welcher  die  Kraft  wirkt. 
Die  vierte  darin  vorkommende  Gröfse  ist  eine  Zahl,  die  wir  aus  unsern  Ver- 
suchen bestimmen  können.  Genaue  später  zu  besprechende  Versuche  haben 
gezeigt,  dafs  diese  Gröfse  aus  Gründen,  die  dann  ebenfalls  hervortreten 
werden,  an  den  verschiedenen  Orten  der  Erde  einen  etwas  verschiedenen 
Wert  hat.  In  Göttingen  ist  sie  nach  den  Bestimmungen  von  Gauss  ’)  9,81 16B, 
fllr  Paris  nach  den  Bestimmungen  von  Biot  und  Arago*)  9,80896,  wenn  die 
Zeit  l in  Bekunden  und  die  Geschwindigkeit  in  Metern  gemessen  wird. 

Die  Bedeutung  dieser  in  der  Physik  immer  mit  y bezeichneten  Zahl 
ist  leicht  zu  erhalten;  setzen  wir  nämlich  p = Q,  so  wird 

v=gt-,  s = \gtt. 

Ist  aber  p = Q,  so  heilst  das,  das  Übergewicht  ist  gleich  dem  Gesamt- 
gewichte, oder  wir  lassen  den  Körper  frei  fallen.  Die  Gröfse  y ist  demnach 
die  Beschleunigung  oder  der  in  jeder  Sekunde  eintretende  Geschwindigkeits- 


*)  Gauss,  Intensität  vis  magncticae  terrestris  in  mensuram  absolutam  re- 
vocata.  Göttingen  1833*  Poggend.  Ann.  Bd  XXVIII. 

*)  Biot  et  Arago,  Recueil  d’observations  geodösiques , astronomiques  et 
physujues  etc.  Paris  1821. 


Digitized  by  Google 


Masse. 


59 


§ 6. 


Zuwachs  beim  freien  Fall,  uml  die  beiden  letzten  Ausdrücke  liefern  uns  die 
Geschwindigkeit  eines  frei  fallenden  Körpers  nach  i Sekunden  und  don  in 
t Sekunden  durehfallonen  Raum. 

§ 6. 

Masse.  Die  in  dem  vorigon  Paragraphen  abgeleiteten  Gleichungen  für 
die  gleichmäßig  beschleunigte  Bewegung  pflogt  man  in  dor  Mechanik  ge- 
wöhnlich in  einer  etwas  veränderten  Form  zu  schreiben,  man  setzt  die 
Gröfse  <j  in  den  Nenner  und  schreibt  den  Quotienten 

SL 
o 

somit  die  Gleichungen 

c = p , v = p t , s = ^ P 
m ' m 1 ‘ m 

Die  so  definierte  Gröfse  m nennt  man  die  Masse  des  bewegten  Körpers) 
so  dafs  also  mechanisch  gesprochen  die  Masse  eines  Körpers  nichts  ist  als 
ein  Zahlencoeflicient,  und  zwar  nicht  nur  der  Quotient  aus  dem  Gewichte 
des  Körpers  und  der  Beschleunigung  desselben  beim  freien  Pall,  sondern 
auch  nach  der  Gleichung 

m — P 
e 


nt. 


der  immer  für  einen  gegebenen  Körper  gleiche  Quotient  ans  der  bewegen- 
den Kraft  und  der  Beschleunigung,  welche  diese  dem  Körper  erteilt. 

Der  Zweck  der  Einführung  dieses  Begriffes  ist  die  Herstellung  eines 
einheitlichen  Mafssystems  für  die  drei  zusammengehörigen  Gröfsen:  Be- 
schleunigung, Kraft  und  Masse.  Die  Bezeichnung  des  Beweglichen,  insofern 
es  trüge  ist  oder  Beharrungsvermögen  besitzt,  als  Masse  geht  von  der  im 
täglichen  Leben  gewohnten  Bedeutung  des  Wortes  Masse  aus.  Das  Mals 
für  die  Gröfse  der  Masse  des  Beweglichen  erhalten  wir  durch  die  Be- 
schleunigung, welche  bewegende  Kräfte  demselben  erteilen;  die  Masse  des 
Beweglichen  ist  in  dem  Mafse  gröfser,  wie  die  Beschleunigung  kleiner  ist, 
welche  gleiche  gegebene  Kräfte  ihm  erteilen.  Da  wir  sahen,  dafs  die  Be- 
schleunigung dem  Gewichte  des  Beweglichen  umgekehrt  proportional  ist, 
könnten  wir  die  Masse  sehr  gut  durch  die  Gewichte  messen.  Indes  um  ein 
zusammengehöriges  Marssystem  zu  erhalten,  setzt  man  diejenige  Masse 
gleich  eins,  welche  durch  die  Einheit  der  Kraft  die  Einheit  der  Beschleu- 
nigung erhält.  Da  die  Mechanik  das  Kilogramm  als  die  Krafteinheit,  das 
Meter  als  die  Längeneinheit  festgesetzt  hat,  so  setzt  sie  jene  Masse  gleich 
eins,  welche  durch  diese  Kraft  die  Beschleunigung  eines  Meter  erhält.  Da 
nun  die  Masse  eines  Kilogramms  durch  den  Druck  eines  Kilogramms  die  Be- 
schleunigung g Meter  erhält,  so  erhalten  g Kilogramme  diejenige  eines 
Meters,  die  Mechanik  setzt  deshalb  die  Masse  von  g Kilogrammen  gleich 
eins  oder  die  Masse  des  Gewichtes  Q Kilogramme  gleich  dem  Quotienten 
aus  dem  Gewichte  und  der  Zahl  g. 

Man  könnte  ebenso  gut  zur  Herstellung  eines  einheitlichen  Mafs- 
systems anders  verfahren,  indem  man  von  den  drei  zusammenhängenden 
Gröfsen:  Kraft,  Masse,  Beschleunigung  zwei  andere  festsetzt,  und  nach  diesen 
die  dritte  bestimmt.  Wir  könnten  ebenso  gut  die  Mafse  der  Beschleunigung 
und  der  Masse  festsetzen  und  aus  diesen  die  Einheit  der  Kraft  ableiten, 
also  direkt  das  Gewicht  des  Beweglichen  als  Mafs  der  Masse  wählen  und 
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nun  jene  Kraft  zur  Einheit  machen,  welche  dieser  Masse  die  Beschleu- 
nigung von  einem  Meter  erteilt.  Dann  wäre  nicht  das  Kilogramm  die  Ein- 
heit der  Kraft,  sondern  der  g'*  Teil  desselben,  das  Kilogramm  würde  also 
gleich  <z  Kraftoinheiten  sein. 

(iauss  hat  in  der  That  zur  Messung  der  magnetischen  Kräfte  diesen 
Weg  eingeschlagen,  er  hat  das  Mals  der  Beschleunigung  und  der  Masse 
festgesetzt  und  aus  diesen  die  Krafteinheit  abgeleitet1).  Zur  Messung  der 
magnetischen  Kräfte  setzt  er  die  Masse  eines  Milligramms  als  Masseneinheit, 
die  Beschleunigung  eines  Millimeters  als  Beschleunigungseinheit  und  damit 
jene  Kraft  gleich  eins,  welche  der  Masse  des  Milligramms  die  Beschleunigung 
ein  Millimeter  erteilt.  Da  nun  der  Druck  eines  Milligramms  der  Masse 
desselben  die  Beschleunigung  1000  g Millimeter  erteilt,  wenn  wir  die  Zahl 
g als  in  Metern  gegeben  festhalten,  so  hat  der  Druck  von  1 Milligramm 
im  Gaussschen  Mafssystem  1000  g Einheiten,  somit  die  Krafteinheit  der 
Mechanik,  das  Kilogramm,  1000.  1000.  1O00  g — 10''  g Einheiten  des 
Gaussachen  Mafssystems. 

Wir  werden  zunächst  das  in  der  Mechanik  gebräuchliche  Mafssystem 
festhalten. 

§ 7. 

Fundamentalgesetz  der  Kraftwirkung.  Das  im  § 5 exporimentell 
abgeleitete  Gesetz,  dafs  eine  konstante  Kraft  eine  gleichmälsig  beschleunigte 
Bewegung  hervorbringt.,  deren  Beschleunigung  der  Gröfse  der  Kraft  direkt 
proportional  ist,  liefert  uns  sofort  ein  Beispiel  dafür,  dafs,  wie  in  der  Ein- 
leitung hervorgehoben  wurde,  ein  solches  Gesetz  nicht  nur  der  Ausdruck 
derjenigen  Thatsachen  ist,  welche  es  in  einem  allgemeinen  Satze  znsammon- 
falst,  sondern  dafs  es  gleichzeitig  alle  diejenigen  Erscheinungen  in  sich 
schliefst,  welche  aus  demselben  folgen.  Das  Gesetz  der  gleichmäfsig  be- 
schleunigten Bewegung  können  wir  als  die  experimentelle  Grundlage  der 
ganzen  Mechanik  bezeichnen,  indem  aus  demselben  sich  das  Fundamental- 
gesetz der  Wirkung  einer  Kraft  ergibt,  das  Gesetz  nämlich,  dafs  die  Wir- 
kung einer  Kraft  nur  durch  sie  selbst  und  von  nichts  Anderm  bedingt  ist. 

Das  Gesetz  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung  zeigt  uns  näm- 
lich zunächst,  dafs  die  Geschwindigkeitszunahme  in  gleichen  Zeiten  immer 
denselben  Wert  hat,  die  Geschwindigkeit  ist  am  Ende  der  ersten  Sekunde  c,, 
der  zweiten  2 c,,  der  dritten  3 c,,  sie  wächst  in  jeder  Sekunde  um  c, , einerlei, 
welche  Geschwindigkeit  der  Körper  bei  dem  Beginne  der  Sekunde  besafs. 
Wir  schliefsen  daraus,  dafs  die  Wirkung  einer  Kraft  auf  einen  beweglichen 
Körper  immer  dieselbe  ist,  einerlei,  ob  der  Körper  schon  eine  Bewegung 
besitzt  oder  nicht. 

Ganz  dasselbe  zeigt  die  Betrachtung  der  unter  Wirkung  einer  Kraft 
zurückgelegten  Wege.  Dieselben  sind  in  den  aufeinanderfolgenden  Sekunden 


Wäre  der  Körper  am  Schlüsse  der  ersten  Sekunde  der  Wirkung  der 
Kraft  entzogen,  so  wäre  er  in  gleichförmiger  Bewegung  mit  der  Geschwin- 

')  Gau ss,  Intcnsitas  vis  macneticac  terrestris  in  mensuram  absolutam  re- 
vocata.  Göttingen  1833.  l’oggena.  Ann.  Bd.  XXVIII. 
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digkeit  c,  weitergegangen,  er  hatte  also  in  der  zweiten  Sekunde  don  Weg  r, 

c 

zurüekgelegt.  Infolge  der  dauernden  Kraftwirkung  hat  er  den  Weg  3 ' 

c c ® 

zurüekgelegt.  Die  Differenz  3 e,  = - ist  also  Folge  der  Wirkung 

der  Kraft,  Dieser  Weg  ist  gleich  dem  in  der  ersten  Sekunde  zurückgelegten. 
Ebenso  ist  es  in  den  folgenden  Sekunden,  oder  es  ergibt  sich  allgemein, 
dafs  der  durch  die  Wirkung  einer  Kraft  in  jeder  Sekunde  zurückgelegte 
Weg  ganz  unabhängig  ist  von  der  Geschwindigkeit,  welche  der  Körper  be- 
reits besitzt. 

Der  soeben  gezogene  Schliffs,  dafs  die  Wirkung  einer  Kraft  ganz  un- 
abhängig ist  von  der  Bewegung,  die  ein  Körper  schon  besitzt,  gilt  zunächst 
nnr  in  dem  Falle,  dafs  die  Kraft  in  der  Richtung  der  Bewegung  wirkt, 
welche  der  Körper  schon  besitzt.  Indes  läfst  sich  der  Schlafs  mit  Hülfe 
bekannter  Erfahrungen  leicht  verallgemeinern.  Befinden  wir  uns  in  einem 
mit  gleichförmiger  Bewegung  begabten  Raume,  etwa  in  dem  Innern  eines 
Schiffes,  so  nehmen  wir  die  Bewegung  nicht  direkt  wahr.  Lassen  wir  dann 
auf  irgend  einen  im  Innern  des  Raumes  befindlichen  Körper  eine  Kraft 
wirken,  so  bewegt  sich  derselbe  innerhalb  des  Raumes  ganz  so,  wie  wenn 
das  Schiff  in  Ruhe  wäre.  Die  Wirkung  der  Kraft  auf  den  Körper  ist  also 
unabhängig  von  dessen  mit  dem  Schiffe  gemeinsamer  Bewegung,  da  es 
bedarf  zum  Beweise  dieses  Satzes  nicht  einmal  besonderer  Beobachtungen, 
unsere  Versuche  zur  Ableitung  des  Gesetzes  der  gleichförmigen  Bewegung 
liefern  schon  den  Beweis,  da  uns  die  Astronomie  lehrt,  dafs  unsere  Erde, 
mit  allem  was  auf  ihr  ist,  eine  sehr  komplizierte  Bewegung  im  Raume  hat, 
die  wir  an  der  Erde  nicht  wnhmehmen,  weil  unsere  ganze  Umgehung  mit 
uns  die  gleiche  Bewegung  hat.  Wir  können  deshalb  ganz  allgemein  den 
Satz  aufstellen: 

„Wonn  alle  Punkte  eines  Systems  eine  gemeinschaftliche  Bewegung 
haben,  nnd  einer  von  ihnen  wird  der  Wirkung  einer  Kraft  unterworfen,  so 
ist  die  Bewegung,  welche  der  Punkt  infolge  dieser  Kraft  in  Beziehung  auf 
das  System  annimmt,  genau  so,  als  habe  die  gemeinschaftliche  Bewegung 
des  Systemes  nicht  existiert.“ 

Das  Gesetz  der  gleichmäfsig  beschleunigten  Bewegung  sagt  weiter, 
dafs  die  Beschleunigungen,  welche  verschiedene  Kräfte  an  einem  Systeme 
bewirken,  der  Gröle  der  Kräfte  proportional  sind.  Wirken  zwei  oder 
mehrere  Kräfte  auf  ein  System,  so  ist  die  Beschleunigung  gleich  der  Summe 
der  Beschleunigungen,  welche  jede  Kraft  für  sich,  wenn  sie  allein  wirksam 
wäre,  hervorbringen  würde.  Es  folgt  somit,  dafs  die  Wirkung  einer  Kraft 
unabhängig  davon  ist,  ob  gleichzeitig  mit  ihr  eine  andere  zur  Wirksamkeit 
kommt,  oder  dafs  die  Wirkung  einer  Summe  von  Kräften  gleich  ist  der 
Summe  der  Wirkungen  der  einzelnen  Kräfte. 

Das  Gesetz  der  gleichmäfsig  beschleunigten  Bewegungen  beweist  diesen 
Satz  zunächst  wiederum  nur  für  gleichgerichtete  Kräfte,  man  kann  ihn 
durch,  don  vorhin  angeführten,  ähnliche  Erfahrungen  leicht  verallgemeinern; 
indes  ist  das  nicht  einmal  erforderlich,  da  wir  diesen  Satz  schon  allgemein 
ans  demVorigen  folgern  können.  Denn  die  Wirkung  einer  jeden  von  einer 
Summe  gleichzeitig  wirkender  Kräfte  ist  Bewegung.  Da  wir  nun  ganz  all- 
gemein fanden,  dafs  die  Wirkung  einer  Kraft  durchaus  unabhängig  von 
einer  bereits  vorhandenen  oder  anderweitig  erteilten  Bewegung  ist,  so  folgt 
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auch,  dafs  die  Wirkung  einer  Kraft  unabhängig  von  derjenigen  einer 
andern  ist. 

Dieser  Satz,  dafs  die  Wirkung  einer  Kraft  von  nichts  beeinflufst  wird, 
ist  der  Fundamentalsatz  der  Mechanik,  denn  er  setzt  uns  in  den  Stand, 
sofort  die  von  einer  Kraft  bewirkte  Bewegung  zu  bestimmen,  wenn  wir  die 
Dauer  ihrer  Wirkung  und  die  Masse  des  bewegten  Systemes  kennen.  Wir 
haben  mit  demselben  die  experimentelle  Grundlage  der  Meebanik  gewonnen, 
aus  welcher  diese  Wissenschaft  deduktiv  abgeleitet  wird. 


§ 8. 

Das  Kräfteparallelogramm.  Wir  gehen  zunächst  dazu  über,  die 
unter  Wirkung  mehrerer  nach  verschiedenen  Richtungen  thätiger  Kräfte 
stattfindende  Bewegung  etwas  genauer  zu  betrachten  und  daraus  einige 
Folgerungon  zu  ziehen. 

Es  ist  an  sich  klar,  dafs  ein  Körper,  der  sich  infolge  zweier  nach 
verschiedener  Richtung  wirkender  Kräfte  bewegt,  sich  weder  in  der  Rich- 
tung der  einen  noch  in  derjenigen  der  andern  bewegen  kann.  Nach  dem 
eben  entwickelten  Fundamentalsatze  ist  es  aber  leicht,  die  Richtung,  nach 
welcher  sich  der  Körper  bewegt,  zu  bestimmen.  Die  Kräfte  wirken  jede, 
wie  wenn  die  andere  nicht  da  wäre;  der  Ort,  welchen  das  Bewegliche 
nach  der  ersten  Sekunde  erreicht  hat,  wird  daher  gerade  so  erreicht  werden, 
wenn  wir  die  beiden  Kräfte  nach  einander  jede  eine  Sekunde  wirken  lassen. 
Legen  wir  daher  durch  den  Punkt,  welchen  der  Körper  unter  Wirkung  der 
einen  Kraft  erreicht  hat,  eine  gerade  Linie  und  tragen  auf  dieser  parallel 
der  Richtung,  in  welcher  die  zweite  Kraft  für  sich  den  Körper  bewegt, 
haben  würde,  die  Länge  anf,  welche  er  unter  Wirkung  dieser  Kraft,  in  einer 
Sekunde  zurückgelegt  haben  würde,  so  wird  der  Endpunkt,  dieser  Länge 
wirklich  der  Punkt  sein,  in  welchem  sich  der  Körper  nach  gemeinschaft- 
lichem Wirken  der  beiden  Kräfte  befindet,  und  die  Verbindungslinie  dieses 
Punktes  mit  dem  Ausgangspunkte  wird  der  Richtung  und  Länge  nach  der 
Weg  sein,  den  der  Körper  wirklich  zurückgelegt  hat. 

Man  sieht,  dieser  Weg  fällt  der  Gröfse  und  Richtung  nach  mit  der 
Diagonale  eines  Parallelogramms  zusammen,  welches  wir  aus  den  Längen 
konstruieren  können,  welche  der  Körper  infolge  jeder  Kraft  für  sich  in  der 
gleichen  Zeit  zurüeklegt,  indem  wir  diese  Längen  im  Ausgangspunkt  in  den 
entsprechenden  Richtungen  Zusammenlegen  und  das  durch  diese  Längen  und 
den  Winkel,  den  sie  mit  einander  bilden,  bestimmte  Parallelogramm  ver- 
vollständigen. 

Diesen  Weg  hat  der  Körper  allerdings  durch  die  Wirkung  zweier  Kräfte 
zurückgelegt,  welche  nach  verschiedenen  Richtungen  wirkten.  Aber  ganz 
denselben  Weg  hätten  wir  auch  in  derselben  Zeit  den  Körper  durch  eine 
einzige  in  der  Richtung  der  resultierenden  Bewegung  wirksame  Kraft 
zurücklegen  lassen  können.  Da  dann  diese  Kraft  die  gleiche  Wirkung  hat 
wie  die  beiden  zusammen  wirkenden,  so  kann  man  die  beiden  vorhandenen 
Kräfte  auch  vollständig  durch  diese  Krall  ersetzen.  In  dem  Sinne  nennt  man 
auch  dio  Kraft,  welche  der  Richtung  und  Grösfe  nach  dieselbe  Bewegung 
zur  Folge  hat  als  die  beiden  einzelnen  Kräfte  durch  ihr  Zusammenwirken, 
die  aus  diesen  resultierende  Kraft. 
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Diese  Kraft,  welche  also  die  beiden  wirklich  vorhandenen  der  Grösfo 
und  Richtung  nach  ersetzt,  läfst  sich  durch  eine  ganz  ähnliche  Kon- 
struktion ihrer  Grflfse  nach  erhalten.  Wenden  wir  nämlich  anstatt  der  in 
gegebenen  Zeiten  durchlaufenen  Wege  zu  unserer  Konstruktion  die  durch 
die  einzelnen  Kräfte  bewirkten  Beschleunigungen  an,  so  sind  die  Kräfte  den 
Beschleunigungen  proportional  und  können  durch  dieselben  dargestellt 
werden.  Wir  gelangen  daher  unmittelbar  zu  dem  Satze,  dafs  die  aus  zwei 
gegebenen  in  verschiedener  Richtung  wirkenden  Kräften  resultierende  Kraft 
der  Gröfse  und  Richtung  nach  durch  die  Diagonale  des  von  jenen  Kräften 
und  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  bestimmten  Parallelogramms 
gegeben  wird. 

Dieser  für  die  theoretische  Mechanik  äufserst  wichtige  Satz,  der  nur 
eine  Konsequenz  des  in  dem  vorigen  Paragraphen  Gesagten  ist,  wird  der 
Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  genannt. 

Man  sieht,  wie  man  dadurch  imstande  ist,  die  Wirkung  beliebig 
vieler  nach  verschiedenen  Richtungen  thätiger,  an  einem  Punkte  angreifen- 
der Kräfte  auf  jene  einer  einzigen  zurückzuftibren,  welche  alle  jene  voll- 
ständig ersetzt,  indem  man  die  Kräfte  nur  paarweise  zusammensetzt. 

Um  die  Gröfse  der  aus  zwei  Kräften  V und  I\ , welche  den  Winkel  « 
mit  einander  bilden,  resultierenden  Kraft  zu  erhalten,  haben  wir  nur  den 
bekannten  Satz  aus  der  ebenen  Geometrie  über  die  Gröfse  der  Diagonale 
eines  Parallelogramms  anzuwenden;  die  Resultante  R ist  danach  gegeben 
durch 

R*  = T6  + P8,  -f-  2 PPt  cos  a. 

Umgekehrt  erhellt  aber  auch,  dafs  eine  jede  Bewegung  als  die  Resul- 
tierende aus  zwei  Seitenbewegungen  aufgefafst,  somit  auch  die  jene  Be- 
wegung bestimmende  Kraft  als  die  Resultierende  zweier  gedachter  Scitcn- 
kräfte  aufgefafst  werden  kann.  Da  nun  jede  Linie  als  Diagonale  unendlich 
vieler  Parallelogramme  aufgefafst  werden  kann,  so  kann  man  jede  Kraft, 
auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  in  Seitenkräfto  zerlegen;  jede  dieser 
Seitenkräfte  kann  dann  wieder  als  Resultierende  anderer  Seitenkräfte  be- 
trachtet werden,  so  dafs  also  jede  Kraft  in  unendlich  viele  Seitenkräfto  zer- 
legt werden  kann. 

Diese  letzten  Sätzo  sind  in  der  Mechanik  von  hoher  Bedeutung,  da  sie 
uns  in  den  Stand  setzen,  die  Wirkung,  welche  eine  Kraft  nach  einer  von 
ihrer  eigenen  verschiedenen  Richtung  ausühen  kann,  zu  berechnen.  Kann 
z.  B.  ein  Körper  sich  nur  nach  einer  bestimmten  Richtung  bewegen,  und 
wirkt  auf  diesen  eine  konstante  Kraft,  deren  Richtung  mit  der  Bewegungs- 
richtung des  Körpers  den  Winkel  a bildet,  so  erhalten  wir  die  Gröfse  der 
die  Bewegung  des  Körpers  bewirkenden  Seitenkraft,  wenn  wir  die  gegebene 
Kraft  so  zerlegen,  dafs  die  eine  der  Seitenkräfte  in  die  Richtung  der  Be- 
wegung fällt,  die  andere  zu  ihr  senkrecht  ist.  Letztere  trägt  zur  Bewegung 
gar  nichts  bei,  die  erstere  Komponente  ist  es  somit,  welche  die  Bewegung 
bedingt.  Nennen  wir  die  ursprüngliche  Kraft  P,  die  in  die  Bewegungs- 
richtnng  fallende  Komponente  R , so  ist 

11  = P cos  u, 

wie  sich  unmittelbar  daraus  ergibt,  dafs  P die  Diagonale  eines  Rechtecks 
ist,  dessen  eine  Seite  R mit  P den  Winkel  a bildet. 
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Haben  wir  eine  ganze  Reibe  von ' Kräften  P,  P, , Ps,  . . . die  njit  der 
Bewegungsrichtung  die  Winkel  a,  or, , ot2  . . . bilden,  so  ist  die  aus  allon 
diesen  resultierende,  die  Bewegung  bestimmende  Kraft 

1t  — P cos  et  -{-  P,  cos  er,  -j-  P2  cos  cf2  -f*  • • • • = £P  cos  a , 
wenn  das  Zeichen  £ die  Summen  aller  einzelnen  Produkte  P cos  a bedeutet. 

Experimentelle  Belege  für  die  Richtigkeit  dieser  Siltze  werden  wir  sehr 
viele  finden;  wir  erwähnen  hier  eines  der  am  häufigsten  vorkommenden  Bei- 
spiele, die  Bewegung  eines  Körpers  auf  einer  schiefen  Ebene.  Wir  setzen  voraus, 
dafs  der  Körper  ohne  jegliche  Reibung  die  schiefe  Ebene  herabrollen  könne. 

Nehmen  wir  an,  die  schiefe  Ebene  bilde  mit  dem  Horizonte  den 
Winkel  « und  der  aufgelegte  Körper  habe  das  Gewicht  p.  Die  Richtung 
der  Schwere  ist  die  der  Vertikalen.  Wir  sehen  dann  die  Schwerkraft  als 
eint!  Resultierende  zweier  Kräfte  an,  deren  eine  auf  der  schiefen  Ebene 
senkrecht  steht,  während  die  andere  mit  ihr  parallel  ist.  Mit  der  Richtung 
der  Schwere  bildet  die  orstere  den  Winkel  «,  die  zweite  den  Winkel 
H0° — cf;  nach  dem  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  ist  die  erstere 
daher  gleich  p cos  et  und  die  zweite  p sin  ct.  Die  erstere  dieser  Kräfte 
wird  einen  Druck  gegen  die  schiefe  Ebene  bewirken  und  zu  einer  Bewegung 
nichts  beitragen;  die  zweite  jedoch,  welche  parallel  der  schiefen  Ebene  ist, 
wird  «lern  Körper  eino  Bewegung  die  schiefe  Ebene  herab  zu  orteilen  suchen. 
Ihr  Wert  ist  p sin  et,  also  mit  dem  Neigungswinkel  veränderlich.  Soll  der 
Körper  in  Ruhe  bleihen,  so  mufs  also  eine  Kraft  p sin  a parallel  und  die 
schiefe  Ebene  hinaufgerichtet  angebracht  werden.  Der  Versuch  bestätigt  es. 
Denn  befestigt  man  an  dem  Körper  einen  Faden  mul  führt  ihn  der  schiefen  Ebene 
parallel  über  eine  Rolle,  so  mufs  man  an  der  andern  Seite  des  Fadens  Gewichte 
p sin  ct  anhängen,  um  den  Körper  auf  der  schiefen  Ebene  festzuhalten. 

Liifst  man  den  Körper  rollen,  so  ist  die  ihn  bewegende  Kraft  nach 
dem  Vorigen  p sin  cf.  Diese  ertoilt  ihm  die  Beschleunigung 


G = g * 

p 


g sin  ct. 


Die  Gleichungen  seiner  Bewegung  sind  demnach 


r = g sin  « t s = J g sin  et  t*. 


Wenn  der  beweg- 
liche Körper  A im 
Punkte  H angekommen 
ist.,  so  hat  er  den  Raum 
Ali 


Ali 


h 

Bin  ct 


durchlaufen,  wenn  wir 
mit.  U die  Höhe  der 
schiefen  Ebene  bezeich- 
nen. Setzt  man  fliesen 


Wert  in  unsere  Gleichung  für  s, 

h 

sin  ct 


So  ist 

= j g sin  ct  lä 


I 

I I sin  ct 
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§ 9. 


für  die  Dauer  des  Falls  und 

Y‘}  gh  — v 

für  die  Geschwindigkeit,  mit  der  A in  11  ankommt.  Bei  gleicher  Höhe  h 
des  Ausgangspunktes  A über  11  ist  somit  die  Dauor  des  Falles  dem  Sinus 
des  Neigungswinkels  der  schiefen  Ebene  umgekehrt  proportional;  die  Ge- 
schwindigkeit v dagegen  ist  von  dieser  Neigung  unabhängig,  sie  ist  einfach 
gleich  jener,  welche  der  Körper  erhält,  wenn  er  die  Höhe  h frei  durch- 
fallen hat.  Denn  die  Geschwindigkeit  heim  freion  Fall  ist  nach  der  Zeit  t 

v = gt. 

Um  die  Höhe  h zu  durchfallen  ist  die  Zeit,  t nach  der  Gleichung 


'>  = \g? 


somit,  die  Geschwindigkeit  v 

» -=  ff  ]/~  = V* gh  • 

Schon  Galilei  hat  diese  Sätzo  für  die  Bewegung  auf  der  schiefen  Ebene 
experimentell  aufgefunden,  und  an  derselben  die  Gesetze  der  gleichinäfsig 
beschleunigten  Bewegung  erkannt. 

Von  der  schiefen  Ebene  macht  man  in  der  Praxis  vielfache  Anwendung, 
um  Lasten  eine  gewisse  Höhe  hinaufzuschafl'en.  Jede  Schraube  ist  eine  um 
einen  Cylinder  gewickelte  schiefe  Ebene,  ebenso  beruht  die  Wirksamkeit 
des  Keiles  auf  den  Gesetzen  der  schiefen  Ebene. 


§ 9. 

Bedingungen  des  Gleichgewichtes  eines  Punktes,  auf  den  be- 
liebig viele  beliebig  gerichtete  Kräfte  wirken.  Die  in  dom  letzten 
Paragraphen  entwickelten  Sätze  bieten  uns  das  Mittel  zu  bestimmen,  wann 
ein  fester  Körper,  der  von  beliebig  vielen  beliebig  gerichteten  Kräften 
afticiert  wird,  eine  fortschreitende  Bewegung  annehmen  kann,  wann  nicht. 
Greifen  die  Kräfte  an  demselben  Punkte  des  Körpers  an,  so  fallen  die 
Gleichgewichtsbedingungen  mit  denen  eines  materiellen  Punktes  zusammen; 
ja  sehen  wir  von  den  später  zu  betrachtenden  drehenden  Bewegungen  ab, 
so  ist  die  Bedingung,  dafs  die  Kräfte  alle  an  demselben  Punkt  angreifen 
müssen,  nicht  einmal  erforderlich,  es  fallen  dann  allgemein  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  eines  festen  Körpers  mit  denen  eines  materiellen  Punktes 
zusammen.  Setzen  wir  zunächst  voraus,  dafs  der  Punkt  sich  vollkommen 
frei  bewegen  kann,  so  ist  die  für  das  Gleichgewicht  notwendige  Bedingung, 
dafs  wenn  wir  die  Summe  der  Komponenten  der  Kräfte  nach  irgend  einer 
beliebigen  Richtung  bilden,  diese  Summe  immer  gleich  Null  ist,  wie  wir 
diese  Richtung  auch  wählen.  Das  ist  aber  der  Fall,  wenn  die  Summe  der 
nach  drei  durch  den  Punkt  gelegtem  zu  einander  senkrechten  Richtungen 
gebildeten  Komponenten  für  jode  dieser  Richtungen  einzeln  gleich  Null  ist. 

WOLUBI,  Physik  I.  4.  Autt,  Ö 


Digitized  by  Google 


CG 


Gleichgewichtsbedingungcn  eines  Punktes. 


§ 9. 


Klg.  IS. 


Denn  sind  (Fig.  16)  OX,  OY,  OZ  die  drei  zu  einander  senkrechten  durch 
den  Punkt  Ö gelegten  Richtungen,  und  sind  die  nach  diesen  Richtungen  ge- 
bildeten Komponenten  gleich  Null,  so  folgt  zunächst,  danach  0 Y keine  Kraft 

wirkt,  dafs  der  Punkt  0 sich  nicht  aus 
der  durch  OX  und  OZ  gelegten  Ebene 
bewegen  kann.  Jede  Kraft  P nämlich, 
welche  den  Punkt . aus  dieser  Ebene 
zieht,  würde  mit  OY  einen  Winkel  ß 
bilden,  der  kleiner  ist  als  90°.  Da 
nun  die  parallel  0 Y gebildete  Kompo- 
nente dieser  Kraft  P • cos  ß sein  würde, 
so  wäre  dieselbe  und  damit  die  parallel 
0 Y gerichtete  Komponente  der  Kräfte 
überhaupt  nicht  gleich  Null.  Daraus, 
dafs  die  Summe  aller  parallel  OZ 
gerichteten  Komponenten  gleich  Null 
ist,  folgt  ferner,  dafs  der  Punkt  nicht 
aus  der  Linie  OX  in  der  Ebene  ZOX 
entfernt  wird;  denn  auch  dazu  wäre 
eine  Kraft,  nötig,  die  mit  der  Richtung  OZ  einen  Winkel  y bildet,  der 
kleiner  ist  als  90°.  Die  Komponente  dieser  Kraft  parallel  OZ  würde 
P • cos  y , somit  wieder  von  Null  verschieden  sein.  Da  nun  auch  die  parallel 
OX  gerichtete  Komponente  gleich  Null  ist,  so  folgt  schliefslicli , dafs  der 
Punkt  0 auch  in  dieser  Linie  nicht  bewegt  werden  kann,  somit  dafs  der 
Punkt  überhaupt  in  Ruhe  ist. 

Wirken  demnach  auf  den  Punkt  0 beliebige  Kräfte  P,  deren  Richtungen 
durch  die  Winkel  a,  ß,  y gegeben  sind,  welche  sie  mit  den  festen  Richtungen 
OX , OY,  OZ  bilden,  so  können  wir  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  nach 
der  schon  im  vorigen  Paragraphen  gewählten  Bezeichnungsweise  schreiben 


EP  cos  a ==  0 XP  cos  ß = 0 XP  cos  y = 0. 

Sind  diese  Komponenten  nicht  gleich  0,  so  haben  sie  eine  Resultierende, 
welche  wir  mit  R bezeichnen  wollen,  die  mit  den  drei  Richtungen  0 X,  O Y,  OZ 
die  Winkel  a,  b,  c bilden  möge.  Die  Grfilse  dieser  Resultierenden  und  ihre 
Richtung  ist  dann  vollständig  dadurch  bestimmt,  dafs  ihre  parallel  den 
drei  Richtungen  genommenen  Komponenten  den  Komponenten  der  vor- 
handenen Kräfte  einfach  gleich  sein  müssen,  oder  dafs 

XP  cos  a = R cos  a XP  cos  ß — R cos  b XP  cos  y = R cos  c 


sein  nmfs.  Daraus  folgt  dann  weiter 
R * (cos*a  -(-  cos1!/  -f-  cos1«;)  =»  {XPcoa  er)1  -f-  (ÜPcos  ß)3  -j-  {XP  cos  y)3. 

In  der  Stereometrie  wird  mm  bewiesen,  dafs  wenn  a,  b,  c die  Winkel 
sind,  welche  eine  Richtung  OA  (Fig.  IG)  mit  den  drei  zu  einander  senk- 
rechten Richtungen  OX,  OY,  OZ  bildet,  die  Quadratsumme 
COS1«!  -f*  cos1!»  -f-  cos *c  = 1 
ist;  daraus  ergibt  sich  dann,  wenn  wir  zugleich 

XP  cos  a = X EP  cos  ß — Y XP  cos  y = Z 

setzen. 


Digitized  by  Google 


§ 10.  Allgemeine  Gesetze  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung. 


G7 


r — yx*  4.  r»  -f  z* 

als  Ausdruck  für  die  Gröfse  der  Resultierenden.  Stellen  wir  also,  wie  im 
vorigen  Paragraphen,  die  Komponenten  der  Kräfte  auf  den  drei  Richtungen 
und  ebenso  die  Resultierende  durch  Linien  dar,  so  ergibt  sich,  dafs  die 
Resultierende  als  die  Diagonale  eines  Parallelepipeds  angesehen  werden 
kann,  dessen  drei  Seiten  die  parallel  den  drei  festen  Richtungen  genommenen 
Komponenten  aller  Kräfte  sind. 

Ist  OA  (Fig.  16)  diese  Resultante,  und  sind  OC , OD,  OE  die  Kom- 
ponenten, so  erhalten  wir,  da  OCA , ODA , OKA  rechtwinklige  Dreiecke 
sind,  für  die  die  Richtung  der  Resultierenden  bestimmenden  Winkel 

OC  X , OD  Y OE  Z 

cos  a — -0£  — R ; cos  6 = jjf  5 cos  c = OA  = p ‘ 

Kennen  wir  somit  die  drei  Komponenten  X,  Y,  Z aller  Kräfte,  so  ist 
dadurch  Gröfse  und  Richtung  der  resultierenden  Kraft,  somit  auch,  wenn 
das  Gewicht  des  in  0 befindlichen  Körpers  bekannt  ist,  die  ganze  Bewegung 
desselben  bestimmt. 

Kann  der  Punkt  0 sich  nicht  frei  nach  allen  Richtungen  bewegen,  ist  er 
etwa  genötigt  auf  einer  festen  Oberfläche  zu  bleiben,  so  ist  die  im  Vorigen 
abgeleitete  Bedingung  dos  Gleichgewichts  nicht  notwendig;  es  genügt  dann, 
dafs  die  an  ihm  angreifenden  Kräfte  den  Körper  in  der  Oberfläche  nach  keiner 
Richtung  hin  bewegen  können;  und  dazu  ist  es  nur  notwendig,  dafs  die  Re- 
sultierende aller  Kräfte  auf  der  Oberfläche  senkrecht  ist.  Welche  Bedingungen 
dazu  erforderlich  sind,  das  mathematisch  zu  formulieren  ist  Aufgabe  der 
theoretischen  Mechanik,  auf  deren  Lehrbücher  wir  deshalb  verweisen. 


§ 10. 


Allgemeine  Gesetze  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung. 
Wurfbewegung.  Ebenso  wie  wir  durch  die  in  den  §§  7 und  8 abgelei- 
teten allgemeinen  Gesetze  imstande  waren,  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichts zu  erhalten,  sind  wir  nun  auch  imstande  ganz  allgemein  zu  ent- 
wickeln, welches  die  Bewegung  eines  Körpers  unter  Wirkung  einer  kon- 
stanten Kraft  ist. 

Lassen  wir  auf  einen  Körper  vom  Gewichte  Q die  Kraft  P einwirken, 
so  wird  die  Beschleunigung  des  Körpers  in  der  Richtung,  nach  welcher  die 
Kraft  wirkt, 


G = 9 


P 

(f  ' 


Die  in  der  Zeit  t erlangte  Geschwindigkeit  ist 


Besafs  der  Körper  beim  Beginne  der  Wirkung  der  Kraft  bereits  die 
Geschwindigkeit  n,  so  setzt  nach  § 7 die  neuerlangte  Geschwindigkeit  sich 
einfach  mit  dieser  zusammen;  ist  die  Geschwindigkeit  a mit  der  neuen  gleich 
gerichtet,  so  addieren  sich  die  beiden,  ist  sie  entgegengesetzt  gerichtet,  so 
subtrahieren  sie  sich.  Wir  können  die  Geschwindigkeit  in  diesen  beiden 
Fällen  somit  nach  der  Zeit  t allgemein  setzen 

p 

V = « ± 9 t. 


6* 
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Vermöge  der  Geschwindigkeit  a durchläuft  der  Körper  in  dev  Zeit  I 
den  Kaum  nt , vermöge  der  ihm  von  der  Kraft  P erteilten  Geschwindigkeit 
P 

den  Raum  £-  g P.  Hat  der  Körper  im  Beginne  der  Zeit  t bereits  den 
x 

Kaum  C durchlaufen,  so  wird  der  am  Ende  der  Zeit  t durchlaufene  Raum 


s — C 4-  at  + %g  Q /*. 


Setzen  wir  hierin  C und  a gleich  Null,  so  erhalten  wir  den  mit  der 
Fallmasehine  experimentell  entwickelten  Ausdruck , und  setzen  wir  P = Q 
und  nehmen  an,  die  Kraft  P sei  die  Schwere,  unsem  Ausdruck  für  den 
freien  Fall  der  Körper. 

Die  Bewegung  geworfener  Körper  ist  ein  specieller  Fall  dieser  all- 
gemeinen Sätze.  Untersuchen  wir  zunächst  den  Fall,  dafs  ein  Körper  mit 
der  Geschwindigkeit  a senkrecht  in  die  Höhe  geworfen  wird. 

Für  die  Geschwindigkeit  nach  t Sekunden  erhalten  wir,  da  in  diesem 
Falle  P = Q ist , 

v — n — g t , 


dieselbe  wird  mit  wachsender  Zeit  immer  kleiner,  sie  wird  gleich  Null,  der 
Körper  hört  auf  zu  steigen,  wenn 


fl  = fft ; 


ist.  I)ic  Höhe,  bis  zu  welcher  der  Körper  dann  aufgestiegen  ist,  erhalten 
wir  durch  Einsetzen  dieses  Ausdruckes  fllr  t in  die  für  s orhaltene  Gleichung: 


$ 


a 

a — 
9 


In  dieser  Höho  nngekonunen,  hört  er  auf  zu  steigen  und  bleibt  einen 
Augenblick  in  Ruhe,  aber  sofort  wirkt  die  Schwere  auf  ihn  ein  und  zieht 
ihn  wieder  herab.  Seine  rückgängige  Bewegung  ist  durch  die  Ausdrücke 

tf  =*  gt\  s — % gP 

• fl' 

bestimmt.  Auf  dem  Boden  angelangt  hat  er  den  Weg  J - - durchlaufen: 
setzen  wir  diesen  Wert  in  die  Gleichung  für  S , so  wird 


i- 

2 9 


t-J, 


und  die  Geschwindigkeit,  die  er  dann  besitzt,  ist 


a 


Der  Körper  braucht  also,  um  die  Höhe,  bis  zu  der  er  gestiegen  ist,  zu 
durchfallen,  genau  dieselbe  Zeit,  die  er  zum  Ersteigen  der  Höhe  gebrauchte, 
und  die  Geschwindigkeit,  mit  der  er  an  seinem  Ausgangspunkt  ankommt, 
ist  genau  von  gleicher  Grölse,  aber  entgegengesetzter  Richtung  als  die,  mit 
der  er  zu  steigen  begann. 

Letztere  Bemerkung  können  wir  unmittelbar  dahin  verallgemeinern, 
dafs  ein  Körper,  der  von  einem  Ausgangspunkte  mit  einer  bestimmten  Ge- 
schwindigkeit ausgeht  und  unter  Wirkung  von  Kräften  auf  seinem  Wege 
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zur  Ruhe  kommt,  stets  in  den  Ausgangspunkt  mit  der  ursprfinglichen  Ge- 
schwindigkeit zurückkommen  tnufs,  wenn  er  auf  demselben  Wege  unter 
AV  irkung  derselben  Kriifte  zurüekkebrt.  Dabei  ist  es  sogar  gleichgiltig,  ob 
die  Kräfte  konstant  oder  veränderlich  sind. 

Untersuchen  wir  jetzt  den  Pall,  dafs  die  Richtung  der  dem  Körper 
ursprünglich  gegebenen  Bewegung  nicht  mit  derjenigen  zusammenfilllt, 
welche  die  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  ihm  erteilen.  Es  wird  genügen  diesen 
Fall  an  einem  speciellen  Beispiel,  an  der  Bewegung  eines  in  irgend  einer 
Richtung  geworfenen  Körpers  zu  erörtern.  Nehmen  wir  an,  dafs  vom 
Punkte  0 (Pig.  17)  aus  ein  Körper  mit  der  Geschwindigkeit  u in  der 


Flg.  17. 

Y 


Richtung  07'  geworfen  werde.  Gemüfs  unseres  in  § 7 entwickelten  Grund- 
satzes wirken  zwei  Kräfte  ganz  unabhängig  auf  ihn  ein;  die  erstere  hat 
ihm  in  der  Richtung  OT  die  Geschwindigkeit  a erteilt,  die  zweite,  die 
Wirkung  der  Schwere  erteilt  ihm  in  jeder  Sekunde  nach  der  Richtung  der 
Vertikalen  die  Besch leimigung  g.  Die  wirklich  stattfindende  Bewegung 
resultiert  aus  beiden. 

Die  Geschwindigkeit  a können  wir  nach  § 8 in  zwei  Komponenten 
zerlegen,  in  eine  vertikale  und  eine  horizontale.  Bezeichnen  wir  den  Winkel 
TON  mit  er,  so  ist  erstere  u sin  er , letztere  a cos  «.  Die  Schwere  wirkt 
in  der  Richtung  der  vertikalen  und  zwar  in  entgegengesetztem  Sinne  mit 
(i  sin  a.  Nennen  wir  die  horizontale  Geschwindigkeit  v , die  vertikale  v", 
so  erhalten  wir  demnach  lür  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  I 

v = a cos  « v"  = a sin  a — gl. 

Man  findet  nach  dem  Frühem  daraus  für  die  in  vertikaior  und  horizon- 
taler Richtung  zurückgelegten  Wege 

für  den  horizontalen  x — a cos  u • t 

für  den  vertikalen  y — a sin  a • t — ~ t* , 

wo  g positiv  in  der  Richtung  nach  oben  genommen  ist. 

Aus  diesen  Ausdrücken  findet  man  in  jedem  Augenblicke  den  Ort  des 
Körpers,  wenn  man  in  horizontaler  Richtung  von  0 aus  die  für  die  Zeit  I 
berechnote  Gröfse  x aufträgt  und  am  Endpunkte  dieser  Linie  das  für  die 
gleiche  Zeit  berechnete  g vertikal  anlegt.  Der  durch  den  Endpunkt  des  y 
bestimmte  Punkt  ist  dann  der  Ort  des  Körpers.  Die  Linie,  welcho  wir 
durch  alle  so  bestimmten  Orte  des  Körpers  hin  legen,  ist  die  Bahn  dos  ge- 
worfenen Körpers.  Entwickeln  wir  aus  den  zu  gleicher  Zeit  bestehenden 
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x und  y die  Griifse  t,  so  ist 


a cos  a 


L « sin  a + pa2  sin’1  a — ‘2yg 

9 

Selzen  wir  diese  beiden  Ausdrlieke  gleich,  so  gilit  uns  die  Gleichung 
die  Beziehung,  welche  immer  zwischen  den  gleichzeitigen  Werten  von  x 
und  y bestehen  mul's,  oder  lösen  wir  die  Gleichung  nach  y auf,  so  erhalten 
wir  in  der  Gleichung  zu  jedem  x das  zugehörige  y.  Lassen  wir  demnach  x 
alle  Werte  von  Null  an  durchlaufen,  so  geben  uns  die  Endpunkte  aller 
dazugehörigen  y die  Bahn  des  Körpers. 

Wir  haben 

— ^ = a sin  a -f-  Va*8in*a  — ‘2gy 

ac  os«  — ' 

y = x tang  n — x*  „ , 3 , 

J * 2«1  cos1  o 


Bezeichnen  wir  mit  h die  Höhe,  bis  zu  welcher  der  senkrecht  mit  der 
Geschwindigkeit  u emporgeworfene  Körper  aufgestiegen  wäre,  so  haben  wir 
wie  vorhin 


«8=  2g/, , 


und  setzen  wir  das  in  unsem  Ausdruck  für  y 


y = x tang  a — 


X * 

ih  COS2  a 


Die  analytische  Geometrie  sagt  uns  nun,  dafs  eine  Linie,  für  deren 
Punkte  diese  Beziehung  zwischen  x und  y , den  Koordinaten  besteht,  eine 
Parabel  sei,  die  symmetrisch  um  eine  vertikale  Axe  NP  liegt,  so  dafs  also 
die  Hahn  des  Körpers  aus  einem  aufsteigenden  Stücke  OP  und  einem  ab- 
steigenden Stücke  PM  besteht,  die  symmetrisch  zur  Axe  der  Parabel  sind. 

Setzen  wir  y = 0,  so  erhalten  wir  zwoi  Werte  für  x , nämlich 

x — 0;  x"—  2 h sin  2a. 

In  dem  Abstande  x”  — OM  schneidet  also  die  Bahn  des  Körpers  zum 
zweiten  Male  die  Horizontale,  der  Abstand  gibt  also  den  Wog,  den  der 
Körper  in  horizontaler  Richtung  zurückgelegt  hat,  wenn  er  wieder  zn  Boden 
füllt;  es  ist  die  Wurfweite. 

Man  sieht,  dieselbe  wächst  anfänglich  mit  a,  erreicht  ihren  gröfsten 
Wert  filr  a = 4.r»°  und  nimmt  dann  wieder  ab.  Aufserdem  ist  sie  propor- 
tional der  Gröfse  h,  also  dem  Quadrate  der  dem  Körper  erteilten  Anfangs- 
geschwindigkeit a. 

Setzen  wir  a = 45  + nt , so  ist  die  Wurfweite 
2/i  sin  (90*  + 2 m)  = 2 h cos  2 m. 

Für  gloiche  Neigungen  Uber  und  unter  45°  ist  also  die  Wurfweite 
dieselbe. 

Die  höchste  Höhe,  welche  der  Körper  erreichen  kann,  entspricht  dem 
Punkte  N der  Mitte  der  Wurfweite.  Setzen  wir  daher  x = h sin  2o,  so 
erhalten  wir  für  y 

y = h sin*  et. 
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Diese  Höhe  w liehst  mit  « und  wird  am  gröfsten,  wenn  « = 90°,  wenn 
der  Körper  senkrecht  in  die  Höhe  geworfen  ist.  Sie  ist  überdies  mit  h dem 
Quadrate  der  erteilten  Anfangsgeschwindigkeit  proportional. 

Die  Geschwindigkeit  ist  in  Punkten  der  Bahn,  welche  in  gleicher  Höhe 
liegen,  gleich.  Denn  in  der  That,  bezeichnen  wir  wieder  die  auf  einander 
senkrechten  Komponenten  der  Geschwindigkeit  mit  v\  v",  so  folgt  die  wirk- 
liche Geschwindigkeit  des  Körpers  in  seiner  Bahn  V aus 

F2  = v1*  -f-  vn  = o*  cos*  a -(-  o*  sin*  a — 2 ngt  sin  a -f-  gt(s 

<=  (i*  — 2g  (ai  sin  a — —■  <*)  = o*  — 2 gy , 

woraus  unmittelbar  folgt,  dafs  F für  gleiche  y,  also  für  Punkte  gleicher 
Höhe  der  Bahn  gleich  ist;  die  Geschwindigkeiten  sind  symmetrisch  zur 
mittelsten  Höhe  der  Bahn  I'N.  Bei  P ist  die  Geschwindigkeit 

F*  = «*  — 2 gy  = a*  — 2g h sin*  a = a*  — «*  sin*  « 

F = a • cos  a. 


Die  vertikale  Bewegimg  ist  dort  Null  und  nur  noch  die  horizontale 
Komponente  der  Anfangsgeschwindigkeit  vorhanden. 

Die  Zeit,  welche  der  geworfene  Körper  braucht,  um  seinen  höchsten 
Punkt  zu  erreichen,  ist  darnach  gleich  jener,  in  welcher  er  niederfallt. 

Man  kann  es  sich  nun  zur  Aufgabe  machen,  jenen  Wert  von  a zu  be- 
stimmen, unter  welchem  man  den  Körper  zur  Erreichung  oinos  bestimmten 
Punktes  hei  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  werfen  muls.  Nennt  man 
die  Koordinaten  dieses  Punktes  x,  y',  so  haben  wir  zur  Bestimmung  unseres 
Winkels  « nur  unsere  Gleichung  für  y,  in  welcher  wir  setzen 


1 

cos*  a 


co»’  et  4-  Bin1  a . . , „ 

= 1 + tang2  a , 


COS*  et 


also 


V — x tang  a + 


x 1 
4 h 


(1  -|-  lang*  a)  = 0 


nach  a aufzulösen.  Wir  erhalten  daraus 

2 h 4-  V4A1  — x' * — 4Äi/ 
tang  « = - - 7 ' — . 

Es  gibt  anfser  im  Falle,  wo  die  Gröfse  unter  dem  Wurzelzeichen  Null 
ist,  zwei  Werte  fllr  o,  entsprechend  dem  positiven  und  negativen  Zeichen 
der  Wurzelgröfse.  Es  gibt  somit  anfser  in  dem  erwähnten  Falle  zwei 
Parabeln,  in  denen  sich  der  Körper  zur  Erreichung  seines  Zieles  bewegen  kann. 

Ist  die  Gröfse  unter  dem  Wurzelzeichen  positiv,  so  ist  die  Lösung  der 
Aufgabe  möglich,  d.  h.  alle  Punkte,  die  durch  x und  y so  bestimmt 
sind,  dafs 

4/i*  — x*  — 4hy'  > 0 , 

können  bei  der  durch  h bestimmten  Anfangsgeschwindigkeit  getroffen  wer- 
den, denn  wir  erhalten  für  alle  zwei  Werte  für  «. 

Ist  der  Ausdruck  negativ,  so  wird  tang  a imaginär,  d.  h.  die  Punkte, 
deren  x und  y so  bestimmt  sind,  dafs  sie  den  Ausdruck 
4 h*  — x * — 4 hy  < 0 
machen,  sind  nicht  erreichbar. 
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Die  nicht  erreichbaren  sind  von  den  erreichbaren  Punkten  getrennt 
durch  eine  Linie,  deren  x und  y durch  die  Gleichung 

4 A*  — x?  — Ahy  = 0 , 

also 

a:s  ==  4 h(h  — y) 

mit  einander  verknöpft  sind.  Nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 
ist  das  eine  Parabel,  deren  Axe  mit  der  in  0 errichteten  Oy  zusammenfällt, 
deren  Konkavität  gegen  die  Horizontale  gerichtet  ist,  deren  Scheitel  die  Höhe 
h und  deren  Parameter  die  Länge  4 h hat.  Mit  h , also  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit «,  ändert  sich  die  Grenzo  der  erreichbaren  Punkte. 

Wenn  man  alle  diese  Folgerungen  experimentell  prüft,  so  findet  man 
sie  mit  Abweichungen,  welche  in  dem  Widerstand  der  Luft  und  einigen 
andern  später  zu  betrachtenden  störenden  Umständen  ihren  Grund  haben, 
bestätigt. 

§ 11. 

Verschiedene  Arten  die  Kraft  au  messen;  Princip  von  der  Er- 
hrtltung  der  Kraft  oder  Arbeit.  Als  Mals  für  die  Kraft  haben  wir 
bisher  das  Gewicht  betrachtet,  wolches  an  einem  Punkte  der  Kraft  ent- 
gegenwirkend angebracht  werden  mnfs,  um  derselben  das  Gleichgewicht  zu 
halten.  Wir  sind  indes  jetzt  auch  imstande  die  Kräfte  nach  den  Wirkungen 
zu  messen,  welche  sie  auf  verschiedene  Massen  hervorbringt.  Kennen  wir 
nämlich  die  Beschleunigung  G,  welche  eine  Kraft  der  Masse  -V,  diese  jetzt 
als  Quotient  aus  dem  Gewichte  des  bewegten  Körpers  und  der  Zahl  g be- 
zeichnet, erteilt,  so  erhalten  wir  gemäfs  § 6 

r = GM 

oder  die  Kraft,  welche  auf  die  Masse  M wirkend  derselben  die  Beschleunigung 
G erteilt,  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dieser  Masse  M und  dieser  Be- 
schleunigung G. 

Aus  unseror  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  eines 
Körpers  von  der  Masse  M unter  Wirkung  der  konstanten  Kraft  V 


erhalten  wir  unmittelbar 

Mv  — Pt I. 

Das  Produkt  aus  der  bewegten  Masse  und  der  von  ihr  erreichten  Ge- 
schwindigkeit ist  gleich  dpm  Produkte  aus  der  wirkenden  Kraft  und  der 
Zeit,  während  welcher  sie  gewirkt  hat. 

Wirkt  ein  anderes  Mal  die  Kraft  T\  auf  die  Masse  -V, , und  erteilt  sie 
ihr  in  derselben  Zeit  I die  Geschwindigkeit  , so  ist 

-V,  f,  = I\t 

und 

Mv  : -V,  r,  = Pt : P,f  = P : P,. 

Man  nennt  das  Produkt  Mv  die  Bewogungsgröfse  der  Masse  71/ ; 
obige  Proportion  sagt  daher,  dal's  die  zwei  Massen  bewegenden  Kräfte  sich 
verhalten  wie  die  Bewegungsgröfsen  dieser  Massen,  jedoch  unter  der  Voraus- 
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Setzung,  dals  die  Kräfte  gleiche  Zeit  gewirkt  haben.  Das  Produkt  VI 
heilst  der  Antrieb  der  Kraft  in  der  Zoit  t. 

Wir  haben  ferner  die  Gleichungen 

v=mi1'  8 = i M * 

und  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen 


Aus  dieser  Gleichung  und  der  zweiten  der  ebon  hingesehricbenen  folgt 


oder 

\ Mv%  — Ps  - ■ • II. 

Das  Produkt  aus  der  halben  Masse  und  dem  Quadrate  der  Geschwin- 
digkeit, welche  sie  besitzt,  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  bewegenden 
Kraft  und  der  Weglänge,  auf  welcher  sie  der  Masse  M diese  Geschwindig- 
keit erteilt  hat.  Wirken  zwei  Kräfte  P und  P,  eine  gleiche  Weglänge  s 
hindurch  auf  zwei  Massen  M und  Ml  und  erteilen  ihnen  die  Geschwindig- 
keiten v und  i>, , so  besteht  demnach  die  Gleichung 

\ Mv*  : } il/,!-,*  = P : P, 

oder  auch 

Mv*  : My  v*  = P : P,. 

Die  Produkte  Jilfr*  oder  auch  Mv*  nennt  man  die  lebondige  Kraft 
der  Masse  M.  Nennt  man  letzteres  die  lebendige  Kraft,  so  nennt  man 
ersteres,  die  Hälfte  des  letztern,  wohl  die  lebendige  Potenz.  Wir  werden 
später  die  erstere  Gröfse,  welche  sich  unmittelbar  aus  den  Bewegungs- 
gleichungen ergibt,  als  lebendigo  Kraft  bezeichnen.  Wir  können  dann  obige 
Gleichung  dahin  interpretieren,  dafs  die  bewegenden  Kräfte,  welche  auf 
zwei  Massen  den  gleichen  Weg  hindurch  gewirkt  haben,  sich  verhalten  wio 
die  lebendigen  Kräfte,  welche  sie  den  Massen  erteilt  haben. 

Das  Produkt  Ps,  aus  der  Kraft  und  dem  Wege,  durch  welchen 
die  Kraft  gewirkt  hat,  nennt  man  die  Arbeit  der  Kraft;  diese  Benennung 
beruht  auf  der  Anschauung,  dafs  eine  Kraft  auf  dem  ganzen  Wege,  auf 
welchem  sie  gewirkt  hat,  einen  ihr  an  Gröfse  genau  gleichen  Widerstand 
zu  überwinden  hat,  eine  Anschauung,  die  sich  unmittelbar  aus  der  Eigen- 
schaft der  Trägheit  oder  dem  von  Newton  zuerst  ausgesprochenen  l’rincip 
der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  ergibt. 

Dieses  Princip  sagt  aus,  dafs  wenn  ein  Körper  auf  einen  andern  eine 
Wirkung,  einen  Zug  oder  einen  Druck  ausübt,  dafs  er  dann  von  dem 
letztern  eine  ebenso  gröfse  Gegenwirkung,  also  einen  ebenso  starken  Gegen- 
zug oder  Gegendruck  erfährt.  Dasselbe  gibt  sich  überall  in  der  Natur  zu 
erkennen;  ziehen  wir  einen  Körper  mit  einer  gewissen  Kraft  zu  uns  hin, 
so  werden  wir  von  demselben  ebenso  stark  angezogen,  denn  ziehen  wir  mit 
aller  Kraft  an  einem  an  einer  Wand  befestigten  Seil,  so  fallen  wir  zurück, 
wenn  es  reifst.  Üben  wir  auf  einen  Körper  einen  Druck  aus,  so  erfahren 
wir  einen  Gegendruck  von  derselben  Stärke;  wird  z.  B.  ein  Gas  komprimiert, 
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so  übt  die  Spannung  des  Gases  in  jedem  Momente  auf  den  Stempel  einen 
genau  ebenso  grofsen  Gegendruck  aus,  den  wir  in  später  zu  besprechender 
Weise  mit  oinom  Manometer  messen  können.  Der  Magnet  zieht  «las  Eisen 
an,  genau  ebenso  stark  zieht  aber,  wie  wir  uns  mit  einer  Wage  überzeugen 
können,  das  Eisen  den  Magnet  an. 

Wie  in  diesen  Fällen,  so  in  allen,  so  auch  wenn  eine  Kraft  einen 
Körper  in  Bewegung  setzt;  während  der  ganzen  Bewegung  hat  dieselbe 
einen  ihr  an  Grölse  genau  gleichen  Gegenzug  zu  überwinden,  um  den  augen- 
blicklichen Bewegungszustand  des  Körpers  zu  ändern.  Dafs  dieser  Gegenzug 
auch  dann  in  der  Tliat  vorhanden  ist,  können  wir  direkt  durch  den  Ver- 
such nachweisen.  Man  hänge  das  Übergewicht  p bei  der  Fallmaschine  an 
das  Gewicht  P mit  Hülfe  einer  Feder,  so  lango  P auf  dem  obem  Teller 
steht.  Die  Feder  kommt  dann  in  einen  gewissen  Zustand  der  Spannung, 
der  beweist,  dafs  die  Feder  nach  entgegengesetzten  Richtungen  von  gleich 
grofsen  Kräften  gezogen  wird.  Denn  die  Feder  biegt  sich  so  lange,  bis  die 
nach  !>eiden  Seiten  ziehenden  Kräfte  genau  gleich  sind.  Läl'st  man  dann 
das  System  sich  bewegen,  so  bleibt  die  Feder  ganz  genau  in  derselben 
Weise  gespannt,  wie  grofs  auch  die  zu  bewegende  Masse  und  wie  grofs 
auch  die  Geschwindigkeit  ist. 

Die  Kraft  P übt  also  während  des  ganzen  Weges,  durch  welchen  sie 
die  Last  Jf  bewegt,  den  Druck  P aus,  wir  nennen  deshalb  das  Produkt  Ps 
ebenso  die  Arbeit  der  Kraft,  wie  wir  die  beim  Heben  einer  Last  geleistete 
Arbeit  durch  das  Produkt  d««r  gehobenen  Last  in  die  gehobene  Strecke 
messen.  Dafs  dort  aber  die  Arbeit  durch  dieses  Produkt  gemessen  werden 
mufs,  ergibt  die  einfache  Überlegung,  dafs  es  dieselbe  Arbeit  ist,  wenn 
wir  1 Kilogr.  auf  die  H«'>he  von  2 M.  heben,  wie  wenn  wir  2 Kilogr.  auf 
die  Höhe  von  1 M.  heben.  Denn  in  beiden  Fällen  müssen  wir  zweimal 
1 Kilogr.  auf  die  Höhe  von  1 M.  heben. 

Die  Gleichung 

Ps  = jmti1 

ist  zugleich  der  Ausdruck  eines  wichtigen  physikalischen  Princips,  welches 
besonders  in  der  neueren  Zeit  immer  vollständiger  erkannt  ist,  und  dem 
wir  sm  vielen  Stellen  begegnen  werden,  des  Princips  von  der  Erhaltung  der 
Kraft.  Dieses  Princip  sagt  aus,  dafs  in  der  Natur  keine  Kraft  gewonnen 
und  keine  verloren  werden  kann.  Wenn  demnach  eine  Kraft  irgend  eine 
Arbeit  leistet,  so  ist  dieselbe  nicht  verloren,  nicht  verbraucht,  sondern  nur 
in  eine  andere  Form  umgesetzt,  in  der  man  sie  vollständig  wiederfindet. 
In  einem  speciellen  Falle  zeigt  das  obige  Gleichung,  sie  zeigt,  dafs  die  Ar- 
beit der  Kraft  P sich  vollständig  als  lebendige  Kraft  in  der  bewegten  Masse 
wiederfindet.  Wir  können  auch  in  der  That  dieselbe  Arbeit  aus  dem  Körper 
wiedergewinnen,  wenn  wir  ihm  seine  Bewegung  nehmen.  Wie  wir  später 
sehon  werden,  geschieht  das  z.  B.  dann,  wenn  wir  eine  vollkommen  elastische 
Kugel  auf  eine  andere  ihr  gleiche  stofsen  lassen,  welche  sich  in  Ruhe  be- 
findet. Die  ursprünglich  bewegte  Kugel  kommt  zur  Ruhe,  die  gestolseno 
bewegt  sich  aber  mit  genau  derselben  Geschwindigkeit  weiter.  Gerade  der 
Umstand,  dafs  eine  Masse  Jf,  welche  die  Geschwindigkeit  v besitzt,  eine 
Arbeit  leisten  kann,  welche  JAft)2  gleich  ist,  wenn  man  sie  zur  Ruhe 
bringt,  berechtigt  dazu,  dieses  Produkt  als  lebendige  Kraft  dieser  Masse  zu 
bezeichnen. 
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§ 12. 


Wie  in  diesem  Falle,  so  können  wir  leicht  das  Prineip,  dafs  keine 
Kraft  verloren  werden  kann,  auch  in  andern  Fällen  nachweisen.  Heben  wir 
ein  Gewicht  V durch  die  Höhe  s,  so  haben  wir  die  Arbeit  Ps  nur  in  dieses 
Gewicht  übertragen,  das  niedersinkende  Gewicht  kann  genau  dieselbe  Arbeit 
wieder  leisten. 

In  manchen  Fällen  glaubte  die  ältere  Physik  einen  wirklichen  Verlust 
von  Kraft  annehmen  zu  müssen,  so  z.  ü.  bei  der  Reibung;  wir  werden  später 
den  Nachweis  liefern,  dafs  auch  hier  kein  Verlust,  nur  eine  Umsetzung  der 
Kraft  in  andere  Formen,  vorzüglich  in  Wärme,  stattgefunden  hat. 

§ 12. 

Bewegung  infolge  inkonstanter  Kräfte  und  Mafs  derselben. 

Unsere  experimentell  abgeleiteten  Sätze  Uber  die  Bewegungen,  welche  durch 
konstante  Kräfte  hervorgebracht  werden,  und  die  allgemeinen  Sätze  Uber 
die  Wirkung  von  Kräften,  welche  wir  daraus  ableitoten,  gostatten  uns  nun 
schliefslich  auch  im  allgemeinen  zu  bestimmen,  welcher  Art  die  Bewegungen 
sein  müssen,  welche  inkonstante  Kräfte  einem  festen  Körper  oder  einem 
materiellen  Punkte  erteilen.  Wirken  die  Kräfto  immer  in  derselben  Rich- 
tung, aber  mit  verschiedener  Stärke,  so  mufs  die  Bewegung  eine  geradlinig 
fortschreitende,  aber  ungleichmäßig  beschleunigte  sein,  das  heifst,  die  Ge- 
schwindigkeitszunahme mufs  zu  verschiedenen  Zeiten  in  demselben  Ver- 
hältnisse sich  ändern,  wie  die  Größe  der  Kraft  sich  ändert.  Kennen  wir  das 
Gesetz,  nach  welchem  die  Kraft  sich  ändert,  so  können  wir  daraus  auch 
das  Gesetz  bestimmen,  nach  welchem  die  Geschwindigkeit  sich  ändert. 
Denken  wir  uns  nämlich  die  Zeit,  während  welcher  die  veränderliche  Kraft 
wirkt,  in  hinreichend  kleine  Zeitteilchen  zerlegt,  so  können  wir,  ohne  un- 
genau zu  sein,  annehmen,  daß  innerhalb  jedes  dieser  Zeitteilchen  die  Kraft 
konstant  ist,  und  daß  sich  dieselbe  erst  vom  einen  zu  dem  andern  Zeit- 
teilchen ändert.  Innerhalb  eines  solchen  Zeitteilchens  gelten  dann  die 
Gesetze  konstanter  Kräfte.  Ist  demnach  F die  auf  die  Masse  M wirkendo 
Kraft  zur  Zeit  t,  so  erhalten  wir  für  die  Beschleunigung  in  diesem  Zeit- 
momente, welche  wir  nach  § 1 in  dem  Quotienten  ^ ausgedrückt  haben, 

d»  F 
dt  “ M ' 

Ist  hierin  F als  eine  Funktion  der  Zeit  t gegeben,  so  lehrt  die  Integral- 
rechnung aus  diesem  Ausdrucke  auch  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t und 
aus  dieser  den  zurückgelegten  Weg  finden.  Von  der  Form  der  Funktion  F 
ist  es  dann,  wie  man  sieht,  abhängig,  welcher  Art  die  Bewegung  sein  wird, 
und  je  nach  dieser  Form  ist  auch  die  specielle  Lösung  der  Aufgabe,  ans 
der  Beschleunigung  Geschwindigkeit  und  Weg  zu  finden,  eine  verschiedene. 
Einzelne  Fälle  werden  wir  später  behandeln. 

Kennen  wir  das  Gesetz,  nach  welchem  eine  inkonstante  Bewegung  er- 
folgt, so  können  wir  daraus  dann  auch  umgekehrt  das  Gesetz  ableiten,  nach 
welchem  die  veränderlichen  Kräfte  wirken.  Kennen  wir  nämlich  den  unter 
Wirkung  der  Kraft  zurückgelegten  Weg  s in  seiner  Abhängigkeit  von  /,  so 
können  wir  daraus  zunächst  für  jeden  Zeitpunkt  t die  Geschwindigkeit 
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und  aus  dieser  die  Beschleunigung  erhalten.  Fllr  die  letztere  haben 
wir  aber  die  Gleichung 

dv  F 

dt  ~~  M ' 


somit  auch  liier  die  liewegonde  Kraft  in  dem  Momente,  für  welchen  jener 
Quotient  gebildet  ist, 


oder  wir  erhalten  in  dem  Produkte  der  bewegten  Masse  und  der  jedes- 
maligen Beschleunigung  das  Mals  für  die  Gröfse  der  veränderlichen  Kralt 
in  jedem  Momente  der  Bewegung. 

Auch  diesen  Satz  werden  wir  häutig  anwenden,  um  in  speciellen  Fällen 
das  Gesetz,  nach  welchem  eine  Kraft  wirkt,  aus  der  bekannten  Bewegung 
abzuleiten. 

Wirken  die  Kräfte  auf  eine  bewegte  Masse  nicht  immer  in  derselben 
Richtung  ein,  so  wird  die  Bewegung  der  Masse  nicht  eine  geradlinig  fort- 
schreitende, sondern  die  Bahn  des  Bewegten  wird  eine  von  dem  Gesetzo  der 
Kraftwirkung  abhängige  krumme  Linie.  Eine  Untersuchung  dieses  Falles 
würde  uns  zu  weit  in  die  theoretische  Mechanik  einftlhren.  Es  ist  unsere 
Aufgabe,  die  experimentellen  Grundlagen  der  Bewegungslehre  aufzusuchen 
und  aus  ihnen  die  Gesetze  abzuleiten,  nach  denen  die  Kräfte  wirken;  das 
haben  wir  im  Bisherigen  für  die  fortschreitende  Bewegung  gethan,  indem 
wir  gleichzeitig  einige  der  wichtigsten  Sätze  der  theoretischen  Mechanik  aus 
denselben  folgerten,  soweit  wir  dieselben  zum  Verständnis  des  Folgenden 
notwendig  hatten.  Wegen  des  Weitern  müssen  wir  auf  die  Lehrbücher  der 
Mechanik  verweisen.  Wir  gehen  jetzt  über  zur  Betrachtung  anderer  Be- 
wegungen, die  wir  in  der  Natur  vorfinden. 


Zweites  Kapitel. 

Von  den  drehenden  Bewegungen. 

8 13. 

Entstehung  der  drehenden  Bewegung.  Wir  haben  bereits  mehr- 
fach erwähnt,  dafs  ein  Lot,  wenn  es  aus  seiner  vertikalen  Richtung  ge- 
bracht wird,  nicht  einfach  in  diese  zurückfüllt,  sondern  eine  Bewegung  um 
die  senkrechte  Lage  ausführt.  Ganz  dasselbe  sehen  wir,  wenn  wir  einen 
festen  Stab  an  seinem  einen  Endo  an  einer  horizontalen  Axo  befestigen,  so 
dafs  ihm  eine  Bewegung  in  der  vertikalen  Ebene  gestattet  bleibt.  Sich 
selbst  überlassen  sinkt  er  herab  und  macht  Schwingungen  um  die  senkrecht 
nach  unten  gcrichteto  Lage.  Solche  Bewegungen,  bei  denen  jeder  Punkt 
Kreise  um  einen  festen  Mittelpunkt  beschreibt  mit  einem  Radius,  der  gleich 
ist  seinem  Abstande  von  der  Drchungsaxo,  nennen  wir  drohende  Bewegungen. 

Bei  den  drehenden  Bewegungen  kennen  wir,  ebenso  wie  bei  den  fort- 
schreitenden, von  einer  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  sprechen,  diu 
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wir  hier  jedoeh  nicht  auf  die  absolut  zurückgolegten  Räume,  sondern  auf 
die  Bogen  beziehen,  welche  die  einzelnen  Punkte  eines  in  drehender  Be- 
wegung begriffenen  Körpers  beschreiben.  Demnach  legen  wir  zweien  in 
drehender  Bewegung  begriffenen  Körpern  gleiche  Winkelgeschwindigkeit 
bei,  wenn  ihre  einzelnen  Punkte  in  gleichen  Zeiten  gleiche,  verschiedene, 
wenn  sie  in  gleichen  Zeiten  verschiedene  Bogen  zurücklegen. 

Es  ist  klar,  dafs  dabei  die  Wege,  welche  verschiedene  Punkte  mit 
gleicher  Winkelgeschwindigkeit  zurüeklegen,  absolut  genommen  sehr  ver- 
schieden sein  können,  indem  die  absolute  Länge  der  Bögen  proportional  ist 
dem  Abstande  der  Punkte  von  der  Drehungsaxe. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  eine  ungleichförmige,  so  gilt  alles,  was 
wir  im  § 1 über  die  fortschreitende  Bewegung  gesagt  haben,  auch  hier, 
wenn  wir  nur  statt  der  Längen  die  beschriebenen  Bögen  in  Winkelmafs 
einftlhren. 

Die  drehende  Bewegung  wird  ebenso  von  Kräften  veranlafst  als  die 
fortschreitende,  dafs  es  aber  nur  Kräfte  sind,  die  in  einer  ganz  bestimmten 
Richtung  wirken,  läfst  sich  sofort  erkennen. 

Wir  setzen  voraus,  dafs  unserem  Stabe  nur  eine  Bewegung  in  der 
Drelmngsebene  gestattet  ist;  es  ist  klar,  dafs  dann  alle  Kräfte,  welche  senk- 
recht zu  dieser  Ebene,  also  parallel  zur  Drehungsaxe  wirken,  unwirksam 
sind,  und  dafs  von  Kräften,  die  unter  einer  andern  Neigung  gegen  diese 
Ebene  wirken,  nur  der  Teil  thätig  sein  kann,  dessen  Richtung  in  die 
Drehungsebene  fällt,  wenn  wir  die  ganze  Kraft  nach  § 8 in  eine  zu  der 
Drohungsebene  senkrechte  und  in  eine  andere  zerlegt  haben,  deren  Rich- 
tung in  die  Drehungsebene  fällt. 

Aber  auch  der  Teil  kann  nicht 
immer  vollständig  zur  Erzeugung  der 
Bewegung  dienen.  Wirkt  z.B.  auf  den 
bei  A um  eino  horizontale  Drehungs- 
axe  beweglichen  Stab  AU  bei  71. eino 
Kraft  nach  der  Richtung  Bc , so  kön- 
nen wir  diese  nach  § 8 ebenfalls  in 
zwei  Teile  zerlegen,  die  zu  einander 
die  andere  in  der  Richtung  Be  wirksam  sind.  Die  erstere  dieser  Kräfte  Bii 
übt  nur  einen  Zug  in  der  Richtung  senkrecht  zur  Axe;  ihr  wird  durch  die 
Befestigung  des  Punktes  A und  den  Zusammenhang  der  Teile  des  Stabes 
AB  das  Gleichgewicht  gehalten.  Nur  die  andere  Kraft  Be  kann  eine 
drehende  Bewegung  des  Stabes  um  die  Axe  bei  A veranlassen. 

Wir  sehen  also,  von  allen  Kräften,  welche  auf  einen  Körper  wirken, 
der  um  eino  feste  Axe  drehbar  ist,  können  nur  diejenigen  eine  drehende 
Bewegung  erzeugen,  welche  in  einer  zur  Drehungsaxe  senkrechten  Ebene 
senkrecht  auf  die  Verbindungslinie  des  Angriffspunktes  mit  der  Drehungs- 
axe  wirken. 

Die  Schwere  ist  nun  bei  dem  in  A aufgehängten  Stabe  eine  solche 
Kraft.  Hat  der  Stab  die  horizontale  Lage,  so  treibt  das  Gewicht  jedes 
Teiles  des  Stabes  ihn  herunter,  und  deshalb  sinkt  er  nieder.  Die  schwingen- 
den Bewegungen  um  die  senkrechte  Lage  sind  dann  die  Folge  davon,  dafs 
die  Schwere,  sobald  der  Stab  die  horizontale  Lage  verlassen  bat,  nur  mehr 
zum  Teil  wirkt,  indem  dann  nur  eine,  je  mehr  sich  der  Stab  der  senk- 
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rechten  Lage  nilhert,  immer  kleiner  werdende  Komponente  ihn  antreibt, 
auf  der  andern  Seite  aber  die  aufsteigende  Bewegung  des  Stabes  durch 
die  Schwere  gehemmt  wird.  Ehe  wir  jedoch  diese  Bewegung  genauer 
untersuchen,  mtlssen  wir  uns  zu  (5er  Frage  wenden,  ob  es  gleichgiltig  für 
dio  entstehende  Bewegung  sei,  in  welchem  Abstande  von  der  Drehungsaxe 
eine  Kraft  auf  unseren  Stab  wirkt. 


§ 14. 

Die  statischen  Momente.  Wenn  wir  einen  Stab  an  einer  festen 
vertikalen  Drehungsaxe  C aufhängen,  so  kann  ihm  nach  dem  Vorigen  die 
Schwere,  welche  dann  der  Drehungsaxe  parallel  wirkt,  keine  Bewegung 
mitteilen.  Wenn  wir  dann  an  dem  Stabe  ein  und  dieselbe  Kraft  einmal 

in  A , dann  in  C und  später  in  b an- 
bringen, so  ist  die  Wirkung  derselben 
immer  eine  andere,  ln  A angebracht 
bringt  dieselbe  eine  Drehung  hervor,  bei 
C nicht  und  bei  b wieder  eine  Drehung, 
welche  aber  der  erstem  entgegengesetzt 
ist.  Die  Kraft  hat  also  je  nach  ihrem  Angriffspunkte  ganz  verschiedene 
Wirkungen.  Wie  diese  mit  dem  Angriffspunkte  sich  ändern,  haben  wir 
jetzt  näher  zu  untersuchen. 

Zu  dem  Ende  wenden  wir  einen  gleichmäfsig  gearbeiteten  Stab  an, 
der  an  allen  Stellen  gleich  dick  ist,  so  dal's  gleiche  Längen  desselben  Stabes 
gleich  schwer  sind.  Führen  wir  durch  die  Mitte  seiner  Länge  eine  Axe, 
die  wir  horizontal  befestigen,  so  finden  wir,  dal's  er  in  Ruhe  bleibt,  dafs  er 
keine  Drehung  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  annimmt.  Der  Grund 
dieser  Erscheinung  ist  nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  klar;  denn  die 
Schwere  will  den  beiden  Hälften  des  Stabes  entgegengesetzte  Drohungen 
erteilen;  da  die  beiden  Hälften  des  Stabes  sich  aber  nicht  eine  ohne  die 
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andere  drehen  können,  so  heben  sich  die  Drehungen  auf. 

Befestigen  wir  nun  an  dem  Ende  b (Fig.  20)  unserer  so  aufgehangenen 
Stange  ein  Gewicht  P,  so  inufs  dieselbe  eine  Drehung  annchmen,  da  jetzt 


eine  Kraft  auf  unseren  Kör- 
per einwirkt,  welche  senk- 
recht ist  zur  Verbindungs- 
linie des  Angriffspunktes 
und  der  Drehungsaxe  in  der 
senkrecht  zur  Drehungsaxe 
gelegten  Vertikalebene. 

Bringen  wir  aber  nun 
an  eben  dem  Punkte  b eine 
nach  oben  gerichtete  Kraft 
von  genau  gleicher  Gröfse 
an,  etwa  indem  wir  an  b 
einen  Faden  befestigen,  die- 
sen Uber  eine  fest«  Rolle  II 


führen  und  an  der  andern 


Seite  des  Fadens  das  Gewicht  Q = P anbringen,  so  tritt  keine  Drehung 
des  Stabes  ein.  Dies  ist  nach  dem  Frühem  auch  nicht  zu  erwarten,  das 
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Gewicht  P wird  durch  ein  ihm  genau  gleiches,  aber  nach  entgegengesetzter 
Richtung  wirkendes  äquilibriert. 

Verschieben  wir  nun  aber  das  Gewicht  P von  B nach  D hin,  so  sehen 
wir  sofort,  dal's  unser  Stab  sich  dreht  und  zwar  in  einem  dom  frühem  ent- 
gegengesetzten Sinne;  er  folgt  dem  Zuge,  den  das  Gewicht  Q auf  ihn  aus- 
übt, obwohl  das  genau  gleiche  Gewicht  P den  Stab  nach  unten  zu  drehen 
sucht.  Es  folgt  daraus,  dafs  eine  Kraft  einen  Körper  um  so  leichter  zu 
drehen  vermag,  je  weiter  ihr  Angriffspunkt  von  der  Drehungsaxe  entfernt 
ist.  Wenn  wir  das  Gewicht  P nun  vergröfsem,  so  sehen  wir  bald,  dafs 
wir  imstande  sind,  die  Drehung  wieder  aufhören  zu  machen.  Ist  nämlich 
CD  «=  ^ C B , so  hört  die  Drehung  auf,  sobald  das  Gewicht  P verdoppelt 
ist,  sobald  wir  also  statt  P das  Gewicht  ‘2P  an  D angehilngt  haben.  Eine 
neue  Verschiebung  des  Gewichtes  ruft  sofort  wieder  Bewegung  hervor,  ent- 
weder nach  unten,  wenn  wir  das  Gewicht  dem  Ende  B nähern,  oder  nach 
oben,  wenn  wir  das  Gewicht  der  Drehungsaxe  nähern.  Welches  aber  auch 
der  Abstand  a von  C sei,  in  welchem  wir  das  Gewicht  aufhängen,  immer 
finden  wir,  dafs  eine  entsprechende  Änderung  der  Gewichte  das  Gleich- 
gewicht wieder  herstellt  und  zwar,  wenn  wir  das  Gewicht  P so  ändern, 
dafs  das  Verhältnis  besteht 

P : Q = CB  : a , 

oder  dafs 

a • P — CB  ■ Q. 

Es  folgt  daraus,  dafs  zwei  Kräfte,  welche  einem  Körper  eine  entgegen- 
gesetzte Drehung  zu  erteilen  suchen,  sich  im  Gleichgewicht  halten,  wenn 
sie  sich  verhalten  umgekehrt  wie  die  Abstände  ihrer  Angriffspunkte  von 
der  Drehungsaxe,  oder  wenn  die  Produkte  aus  den  Kräften  und  den  Ab- 
ständen ihrer  Angriffspunkte  gleich  sind.  Diese  Produkte  nennt  man  die 
statischen  oder  mechanischen  Momente;  so  dafs  wir  also  den  Satz  so  aus- 
sprechen können:  Zwei  Kräfte,  welche  einem  Körper  entgegengesetzte 
Drehungen  zu  erteilen  suchen,  halten  sich  das  Gleichgewicht,  wenn  ihre 
mechanischen  Momente  gleich  sind. 

Wir  sahen  eben,  dafs  eine  zwischen  C und  A angebrachte  nach  unten 
gerichtete  Kraft  unseren  Stab  in  demselben  Sinne  zu  drehen  sucht  wie  das 
Gewicht  Q.  Anstatt  zwischen  C und  B eine  nach  oben  ziehende  Kraft  an- 
zubringen, können  wir  daher  eine  ihr  genau  gleiche,  in  gleichem  Abstande 
von  C zwischen  C und  A anbringen.  Auch  dann  wird  nach  dem  obigen 
Satze  eine  Bewegung  nicht  eintreten  können,  wenn  die  Momente  gleich  sind. 
Der  Versuch  bestätigt  diese  Folgerung  immittelbar. 

Wenn  wir  anstatt  des  einen  Gewichtes  P eine  Reihe  von  verschiedenen 
Gewichten  p,  p\  p"  • • in  den  Abständen  <!,<£,({'•■•  anbringen  und  statt 
des  einen  Gewichtes  Q eine  Anzahl  Gewichte  q,  g,  g"  • • • in  den  Abständen 
e,  e,  e"  • • , so  folgt  unmittelbar  und  zeigt  uns  der  Versuch,  dafs  Gleich- 
gewicht ist,  wenn  die  Summe  der  Momente  nach  der  einen  Richtung  gleich 
ist  der  Summe  der  Momente  nach  der  andern  Richtung,  wenn  also 

pd  -f-  p’  <t  -| - p”  ({'••■  = gc  g e -f-  g"  e"  • • • 

Wir  können  nun,  wie  man  es  in  der  Geometrie  zu  machen  pflegt.,  ent- 
weder die  Kräfte  p,  g,  wenn  sie  nach  entgegengesetzter  Richtung  wirken, 
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oder  die  Richtungen  d,  c,  die  an  entgegengesetzter  Seit«  der  Drehungsaxe 
liegen,  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehen  und  dann  unseren 
Satz  kurz  dahin  anssprechen,  dal's  sich  ein  drehbarer  Körper  im  Gleich- 
gewicht befindet,  wenn  die  Summe  der  Drehungsmomente  der  auf  ihn  ein- 
wirkenden Kräfte  gleich  Null  ist. 

Wir  haben  bisher  zwar  alle  Kräfte,  welche  nicht  senkrecht  auf  der 
Verbindungslinie  ihres  Angriffspunktes  und  der  Drehungsaxe  wirken,  aus 
der  Betrachtung  ausgeschlossen,  aber  auch  auf  solche  Kräft«  läfst  sich  der 
soeben  erkannte  Satz  ausdehnen,  wenn  man  nur  anstatt  des  Abstandes 

des  Angriffspunktes  der 
Kraft  von  der  Drehungs- 
axe den  senkrechten  Ab- 
stand der  Richtung  der 
Kraft  von  der  Drehungs- 
axe einführt.  Denn  wirkt 
z.  B.  auf  unsere  Stange 
AB  an  dem  Hebelarm 
(so  nennt  man  kurz  den 
Abstand  dos  Angriffs- 
punktes der  Kraft  von 
der  Drehungsaxe,  während  man  den  ganzen  Stab  als  Hebel  bezeichnet)  Cli 
die  Kraft  1\  aber  in  einer  zn  CH  nicht  senkrechten  Richtung,  so  wirkt 
eigentlich  von  dieser  Kraft  nur 

p = P cos  a , 

wenn  wir  mit  a den  Winkel  pHP  bezeichnen  und  das  Moment  der  Kraft  ist 

P cos  u • C1S. 

Der  senkrechte  Abstand  der  Kraft  P von  der  Drehungsaxe  ist  aber 
gleich  Cb.  Da  nun  aber  Cb  senkrecht  auf  bP  und  CH  senkrecht  auf  pH 
ist,  so  ist  auch  L bCB  = a und  Cb  ==>  CH  • cos  oj  also 

P . Cb  = P cos  a • CB. 

Man  sieht,  dafs  es  gleichwertig  ist,  das  Moment  der  Kraft  Hals  p • CH 
oder  als  P-  Cb  zu  nehmen,  dafs  also  unter  der  soeben  gemachten  Restriction 
der  Satz  von  den  Momenten  auch  für  Kräfte  gilt,  welche  nicht  senkrecht 
zu  ihrem  Hebelarm  sind. 

Den  Satz,  dafs  bei  der  drehenden  Bewegung  zwei  Kräfte  sich  das 
Gleichgewicht  halten,  wenn  sie  sich  umgekehrt  verhalten  wie  ihre  Abstände 
von  der  Drehungsaxe,  haben  wir  im  Vorigen  als  einen  experimentellen  Er- 
fahrungssatz hingestellt.  Man  kann  indes  diesen  Satz  auch  als  eine  Folge 
der  im  vorigen  Kapitel  abgeleiteten  Sätze  Uber  die  Arbeit  der  Kraft  er- 
halten. Aus  jenen  Sätzen  ergibt  sich  nämlich,  dafs  ein  System,  an  welchem 
Kräfte  an  verschiedenen  Punkten,  welche  starr  mit  einander  verbunden  sind, 
wirken,  im  Gleichgewicht  sein  mufs.,  wenn  bei  der  Bewegung  des  Systems  in 
dem  einen  Sinne  genau  soviel  Arbeit  geleistet  wird  wie  bei  der  Bewegung  im 
entgegengesetzten  Sinne.  Um  die  Bedeutung  des  Satzes  und  seine  Richtig- 
keit zu  erkennen,  sei  A H (Fig.  22)  ein  starrer  Hebel,  den  wir  uns  ohne 
Gewicht  denken  wollen.  Derselbe  liego  horizontal  und  sei  bei  A um  eine 
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vertikale  Axe  drehbar.  Im  Punkte  C,  im  Abstande  ly  von  der  Drehungsaxe 
sei  eine  Schnur  an  dem  Hebel  befestigt,  diese  sei  über  eine  Rolle  geführt 
und  trage  das  Gewicht  P,.  Ebenso  sei  bei  B im  Abstande  l von  der 
Drehungsaxe  eine  Schnur  angebracht,  welche  das  Gewicht  P trage.  Sinkt 
das  Gewicht  P,  so  mufs  P,  gehoben 
werden , sinkt  P, , so  mufs  P ge- 
hoben werden.  Dafs  nun,  wenn  zum 
Heben  des  Gewichtes  P,  eine  Arbeit 
geleistet  werden  mufs,  welche  gleich 
ist  der  Arbeit  des  Gewichtes  P,  das 
ist  gleich  dem  Produkte  ans  P und 
dem  von  ihm  zurückgelegten  Wege,  durch  diese  beiden  an  dem  Hebel  an- 
greifenden Kräfte  keine  Bewegung  entstehen  kann,  das  ergibt  sich  folgender- 
mafsen.  Würde  durch  die  konstant  wirkende  Kraft  P das  System  aus  der 
Ruhe  in  Bewegung  vorsetzt,  so  würde  ebenso  in  jedem  Momente  dio  Be- 
wegung geändert,  somit  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  ent- 
stehen müssen.  Dadurch  erhielten  die  Massen  der  Gewichte  V und  P,  eine 
mit  der  Zeit  wachsende  lebendige  Kraft,  welche  wieder  einen  gewissen 
Arbeitsvorrat  repräsentiert.  Wir  würden  demnach  durch  das  niedersinkende 
Gewicht  die  der  Arbeit  der  Kraft  P gleiche  Arbeit  des  Emporhebens  von 
P,  leisten,  aufserdem  noch  in  der  Form  von  lebendiger  Kraft  einen  mit  der 
Zeit  wachsenden  Vorrat  von  Arbeit  erhalten,  diese  letztere  Arbeit  somit 
ohne  einen  entsprechenden  Aufwand  von  Kraft,  somit  aus  nichts  schaffen. 
Das  widerspricht  aber  dem  Principe  von  der  Erhaltung  der  Kraft.  Ist 
demnach  die  bei  der  Bewegung  in  dem  einen  Sinne  zu  leistende  Arbeit 
gleich  jener  im  entgegengesetzten  Sinne,  so  müssen  sich  die  Kräfte  P und 
P,  im  Gleichgewicht  halten. 

Um  daraus  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  zu  erhalten,  denken 
wir  uns,  der  Hebel  werde  in  dem  Sinne  der  Kraft.  P um  den  sehr  kleinen 
Bogen  <p  gedreht,  so  sinkt  das  Gewicht  P um  die  Strecke  lip,  die  diesem 
Sinken  entsprechende  Arbeit  ist  P ■ l ■ <p.  Dabei  würde  das  Gewicht  P, 
um  lt  ■ <p  gehoben,  die  geleistete  Arbeit  wäre  somit  P,  • • qp,  die  Bedingung, 

dafs  keine  Bewegung  eintritt,  ist  somit 

Plcp  = Pyly<p 

oder 

Pl=Pyly, 

die  mechanischen  Momente  müssen  gleich  oder  ihre  Summe,  dieselbe  ge- 
bildet wie  vorhin,  mufs  gleich  Null  sein. 

Ganz  in  derselben  Weise  erhält  man  aus  diesom  Princip  die  Bedingung 
des  Gleichgewichtes,  wenn  an  dem  Hebel  beliebig  viele  Kräfte  angreifen; 
es  müssen  auch  dann,  wenn  Gleichgewicht  bestehen  soll,  die  bei  einer  ein- 
tretenden Drehung  auf  beiden  Seiten  geleisteten  Arbeiten  gleich  sein,  somit 
mufs  die  Summe  aller  statischen  Momente  gleich  Null  sein. 

Das  soeben  zur  Ableitung  des  Satzes  von  den  statischen  Momenten 
angewandte  Princip,  dafs,  wenn  die  von  den  thätigen  Kräften  bei  einer  Be- 
wegung des  Systems  nach  entgegengesetzter  Richtung  geleisteten  Arbeiten 
einander  gleich  sind,  das  System  durch  diese  Kräfte  keine  Bewegung  an- 
nehmen kann,  gilt,  wie  leicht  ersichtlich,  nicht  nur  in  dem  speciellen  Falle, 
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an  dem  wir  es  erläutert  haben,  sondern  ganz  allgemein.  Haben  wir  irgend 
ein  System  von  Punkten,  an  dem  irgend  welche  Kräfte  angreifen,  und  ist 
bei  einer  beliebigen  Bewegung  des  Systems  die  von  den  Kräften  geleistet« 
Arbeit  gleich  derjenigen,  die  bei  der  gerade  entgegengesetzten  Bewegung 
geleistet  wird,  so  können  die  Kräfte  keine  Bewegung  erzeugen,  sie  halten 
sieh  das  Gleichgewicht.  Das  so  allgemein  ausgesprochene  Princip  nennt 
man  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  eine  Bezeichnung,  welche 
andeuten  soll,  dafs  die  Bewegungen,  welche  man  zur  Bestimmung  der 
Arbeit  betrachtet,  eben  nur  gedachte,  nicht  wirklich  statttindende  sind.  In 
der  Mechanik  wird  dieses  Princip  vielfach  angewandt,  um  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichts  flir  ein  System  von  Punkten,  an  welchen  Kräfte  an- 
greifen, zu  formulieren. 

Da  bei  der  drehenden  Bewegung  Kräfte,  deren  Drehungsmomente  ent- 
gegengesetzt gleich  sind,  sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  folgt  auch,  dafs 
an  einem  Körper  angreifende  Kräfte  demselben  eine  gleiche  drehende  Be- 
wegung. also  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Winkelgeschwindigkeiten,  erteilen, 
wenn  die  Kräfte  gleiche  Momente  haben.  Die  Winkelgeschwindigkeit  ist 
gleich  jener,  welche  eine  im  Abstande  eins  von  der  Drehungsaxe  angreifende 
Kraft  dem  Körper  erteilt,  deren  Drehungsmoment  den  gegebenen  Drehungs- 
momenten gleich  ist.  Da  nun  das  Drehungsmoment  einer  im  Abstande  eins 
angreifenden  Kraft  soviel  Einheiten  hat,  wie  die  Kraft  Einheiten  hat,  so 
folgt,  dafs  die  im  Abstande  eins  angreifende  Kraft  soviel  Einheiten  haben 
mnfs,  als  die  gegebenen  Drehungsmomente  Einheiten  besitzen,  oder  wie 
man  kurz  sagt,  dafs  die  Kraft  den  gegebenen  Drohungsmomenten  gleich 
sein  mnfs.  Die  Summe  der  gegebenen  Drehungsmomente  gibt  uns  somit 
die  Gröfse  der  Kraft  , welche  im  Abstande  eins  von  der  Drehungsaxe  an- 
gebracht dieselbe  drehende  Bewegung  erzeugt  wie  die  gegebenen  Kräfte. 


§ 15. 

Zusammensetzung  verschieden  gerichteter  Drehungen.  Wir  haben 
bisher  vorausgesetzt,  dafs  der  drehbare  Körper  sich  nur  um  eine  bestimmte 
Drehungsaxe  drehen  könnte;  es  ist  aber  möglich,  dafs  ein  Körper  sich 
gleichzeitig  um  verschiedene  Drehungsaxen  drehen  kann  und  nach  den  ver- 
schiedenen Richtungen,  nach  denen  er  sich  drohen  kann , gleichzeitig  an- 
getrieben wird.  Es  fragt  sich  dann,  ob  diese  Drehungen  sich  ebenso  zu 
einer  resultierenden  Drohung  zusammensetzen,  wie  verschieden  gerichtete 
fortschreitende  Bewegungen  eine  Resultierende  ergeben,  und  welches  die 
Richtung  und  Gröfse  der  resultierenden  Drehung  ist.  Wir  können  uns 
einen  solchen  Pall  etwa  in  folgender  Weise  realisiert  denken.  Wir  setzen 
eine  massive  Kugel  in  ein  kleines  Segment  einer  Hohlkugel  von  gleichem 
Radius  und  docken,  um  die  Kugel  an  der  fortschreitenden  Bewegung  zu 
hindern,  ein  ebensolches  Segment  oben  auf  die  Kugel.  Eine  solche  Kugel 
kann  sich  dann  um  jede  beliebige  durch  den  Mittelpunkt  derselben  gehende 
Axe  drehen.  Um  diese  Kugel  nach  verschiedenen  Richtungen  anzu- 
treiben, denken  wir  uns  in  der  Oberfläche  derselben,  gröfsten  Kreisen 
folgend,  einige  Rinnen  eingeschnitten , und  in  diese  Rinnen  Sebnllre  gelegt, 
in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  Rolle  der  Fallmasrhine.  Üben  wir  dann  an 
mehreren  dieser  Schnüre  einen  Zug  ans,  so  erhält  die  Kugel  Drehungs- 
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momente  um  alle  Axen,  welche  zu  den  gröfsten  Kreisen,  um  welche  die 
betreffenden  Schnüre  gelegt  sind,  senkrecht  stehen. 

Nehmen  wir  an,  es  werde  die  Kugel  nach  zwei  gegen  einander  ge- 
neigten Richtungen  angetrieben,  so  ergeben  dieselben  Überlegungen,  die 
wir  bei  Entwicklung  des  Satzes  vom  Kräfteparallelogramm  machten,  dafs 
die  infolge  der  beiden  Antriebe  eintretende  Bewegung  in  ihrer  Richtung 
nicht  mit  der  Richtung  der  Antriebe  zusammenfallen  kann,  dafs  die  Drehungs- 
richtung  vielmehr  zwischen  die  Richtung  der  beiden  Antriebe  fallen  mufs. 
Betrachten  wir  irgend  einen  Punkt  auf  der  Oberfläche  der  Kugel,  der  in- 
folge des  ersten  Antriebes,  wenn  er  für  sich  allein  wirksam  wäre,  den 
Bogen  a beschreiben  würde,  infolge  des  zweiten  Antriebes  in  der  gegen  die 
erste  geneigten  Richtung  aber  den  Bogen  ß,  so  mufs  der  unter  gleich- 
zeitiger Wirkung  der  beiden  Antriebe  in  derselben  Zeit  von  dem  betrach- 
teten Punkte  erreichte  Ort  ganz  derselbe  sein,  wie  wonn  sich  der  Punkt 
die  gleiche  Zeit  hindurch  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  erst  in  der 
einen,  dann  in  der  andern  Richtung  gedreht  hätte,  also  in  beiden  Rich- 
tungen nach  einander  in  der  einen  den  Bogen  n,  in  der  andern  ß beschrieben 
hätte.  Die  Bahn  des  Punktes  mufs  dann  der  Bogen  soin,  der  den  Aus- 
gangspunkt und  den  so  bestimmten  Ort  des  Punktes  nach  der  Bewegung 
verbindet.  Dieser  Bogen  ist  aber  die  Diagonale  des  aus  den  Bügen  a und  ß 
auf  der  Kugel  gebildeten  Vierecks.  Die  Drehungsaxe,  um  welche  eine  ein- 
fache Drehung  durch  den  von  dieser  Diagonale  der  Gröfse  und  Richtung 
nach  gegebenen  Bogen  genau  dieselbe  Drehung  dieses  und  damit  aller  Punkte 
der  Kugel  ergeben  haben  würde,  ist  diejenige  Axe  der  Kugel,  welche  zu 
dem  Kreise,  zu  welchem  der  resultierende  Bogen  gehört,  senkrecht  ist. 
Diese  Axe  liegt  in  den  durch  die  beiden  gegebenen  Axen  bestimmten  Ebenen 
und  bildet  mit  jeder  derselben  den  gleichen  Winkel,  welchen  der  resutierende 
Bogen  mit  den  Bögen  a und  ß bildet. 

Aus  dieser  letzteren  Bemerkung  erkennt  man,  dafs  man  die  Richtung 
der  resultierenden  Axe  und  auch  die  ^Gröfse  der  resultierenden  Drehung 
durch  eine  ebene  Konstruktion  erhalten  kann.  Wir  legen  durch  die  beiden 
ursprünglich  gegebenen  Axen  eine  Ebene  und  tragen  von  dem  Punkte,  wo 
sich  die  Axen  schneiden,  auf  denselben  die  Bögen  a und  ß als  Seiten  eines 
Parallelogrammes  auf.  Die  durch  den  Schnittpunkt,  der  Axen  gelegte  Dia- 
gonale des  vervollständigten  Parallelogramms  ist  dann  die  Axe  der  resul- 
tierenden Drehung,  und  gleichzeitig  ist  die  Länge  der  Diagonale  die  Gröfse 
der  resultierenden  Drehung. 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Konstruktion  zu  erkennen,  seien  AB  und 
CD  (Fig.  23)  die  beiden  sich  im  Mittelpunkte  0 der  Kugel  schneidenden 
Drehungsaxen,  und  setzen  wir  voraus,  dafs  wir  in  der  Axe  OB  stehend  den 
Kopf  bei  0,  den  Fufs  bei  B,  die  Drohung  in  demselben  Sinne,  und  zwar 
von  links  nach  rechts,  erfolgen  sehen,  wie  die  Drehung  um  die  Axe  OD , 
wenn  wir  in  dieser  stehen,  den  Kopf  bei  0 und  den  Fufs  bei  D.  Wir  wollen 
zunächst  annehmen,  die  Drehungen  erfolgen  mit  gleichförmiger  Bewegung 
und  die  Bögen  a und  ß seien  die  in  einer  Sekunde  beschriebenen  Bögen, 
also  gleichzeitig  die  beiden  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten.  Wir  tragen 
dann  auf  OB  den  Bogen  a = Ob,  auf  OD  den  Bogen  ß = Od  auf,  er- 
gänzen das  Parallelogramm  Ob  Ed  und  erhalten  in  OE  die  Richtung  der 
resultierenden  Drehungsaxe  und  die  Gröfse  des  Bogens  y,  um  welchen  der 
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betrachtete  Punkt  um  diese  Axe  in  derselben  Zeit  einer  Sekunde  gedreht 
wird,  und  zwar  so,  dafs  wenn  wir  in  der  Axe  stehen,  den  Kopf  bei  0,  den 
Pufs  bei  E,  die  Bewegung  in  demselben  Sinne  von  links  nach  rechts  erfolgt. 

Die  Richtigkeit  der  Konstruktion  erkennen 
wir  durch  den  Nachweis,  dafs  infolgo  beider 
Drehungen  die  auf  0 E liegenden  Punkte  in 
Ruhe  bleiben,  denn  bei  der  Drehung  eines 
Köqiers  sind  die  Punkte  der  Axe  und  nur 
diese  in  Ruhe,  und  zweitens  dadnreh,  dafs  wir 
zeigen,  dafs  irgend  ein  beliebiger  Punkt  in  der 
That  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  y um 
diese  Axe  gedreht  wird. 

Ein  Punkt  F der  Axe  OE  wird  durch 
die  Drehung  um  die  Axe  OB  aus  der  Ebene 
der  Zeichnung  nach  vom  gehoben  in  einem 
Kreise,  dessen  Radius  die  von  F auf  OB  lierab- 
gelasseno  Senkrechte  FG  ist.  Da  die  Winkel- 
geschwindigkeit dieser  Drehung  c ist,  so  wird 
in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  der  Punkt  F 
um  das  unendlich  kleine  Stückchen  GF  • a ■ dt, 
und  zwar  weil  das  Kreiseloment  auf  seinem 
Radius  senkrecht  steht,  senkrecht  zur  Ebene 
der  Zeichnung  nach  vom  gehoben,  ln  demselben  Zeitelement  (ll  rückt  der 
Punkt  F infolgo  der  Drehung  um  OB  tim  die  Strecke  FH  ■ ß ■ dl  senk- 
recht hinter  die  Ebene  der  Zeichnung.  Die  Verschiebung  des  Punktes  F im 
Sinne  der  ersten  Drehung  ist  dann  die  Differenz  beider  Verschiebungen  oder 

(FG  - a — Fll  ■ ß)<lt. 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  aber  gleich  Null,  denn  es  ist 
GF  FH 

F(J  = sin  GOF  F‘()  = sin  F01I  = sin  OEb 
GF : FIJ  = sin  GOF : sin  OEb  = Eh  : Ob. 

Nun  ist  nach  der  Konstruktion 

Eb  = ß-,  Ob  = a, 

somit 

GF- Ob  — GF- a = FH  • Eb  = Fll  ■ ß 

oder 

FG  • a — FH  ■ ß = 0. 

Die  Differenz  der  Verschiebungen,  welche  der  beliebige  Punkt  F der  Axe 
OE  in  dem  Zeitelement  dl  erführt,  ist  somit  gleich  Null,  oder  wns  das- 
selbe ist,  der  Punkt  /•',  und  somit  alle  Punkte  der  Axe  OE  erhalten  in  dem 
Zeitelement  dt  und  damit  überhaupt  keine  Verschiebung.  Die  Richtung  OE 
ist,  also  die  resultierende  Drehungsaxe. 

Um  den  Nachweis  dafür  zu  liefern,  dafs  ftlr  jeden  beliebigen  Punkt 
die  Gröfso  der  Drehung  pro  Bekunde  oder  die  Drehungsgeschwindigkeit 
durch  den  durch  die  Länge  der  Diagonale  repräsentierten  Bogen  y = OE 
gegeben  ist,  betrachten  wir  die  Drehung  eines  beliebigen  in  der  Ebene  der 
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Zeichnung  liegenden  Punktes  J.  Wir  wollen  nur,  am  die  Zeichnung  nicht 
zu  sehr  zu  komplieieren,  annehmen,  dieser  Punkt  liego  auf  der  Verlängerung 
der  vorher  durch  den  Punkt  F gelegten  zu  OB  senkrechten  Richtung  FG. 
Du  der  Punkt  F ein  vorher  ganz  beliebig  auf  der  Axe  angenommener  ist, 
so  geschieht  durch  diese  Voraussetzung  der  Allgemeinheit  unserer  Be- 
trachtung kein  Eintrag.  Die  Verschiebung  des  Punktes  J in  der  Zeit  dt 
im  Sinne  der  Drehung  um  OB  ist  dann 

(GJ-a  — JK  ■ ß)dl. 

Ziehen  wir  J L parallel  OB,  so  können  wir  diesen  Ausdruck  schreiben 

{ (GF  -f-  FJ)a  — (FH  — FL)ß\  dt  = (FJ  ■ a + FL  • ß)dt.  ' 

Da,  wie  vorher  gezeigt  wurde,  OM  die  resultierende  Drehungsaxe  ist, 
so  können  wir,  wenn  JM  JL  OM,  die  resultierende  Drehung  um  OK  rosp. 
die  in  der  Zeit  dt  in  demselben  Sinne  eintretende  Verschiebung  des  Punktes 
J durch  die  Winkelgeschwindigkeit  y ausdrilcken 

M J ■ y ■ dt 

und  haben  dann  zu  zeigen,  dafs  y = OE  ist.  Aus  den  beiden  Ausdrücken 
filr  die  Verschiebung  des  Punktes  J erhalten  wir 

FJ- a + FL  - ß 

y ~ MJ 

In  dom  Dreieck  FJM  ist  der  Winkel  an  da  MJ  _L  MO,  FJ  _L  OB, 
gleich  dem  Winkel  GOE,  demnach 

MJ  = FJ  • cos  GOE, 

in  dem  Dreiecke  JFL  ist  der  Winkel  an  F,  da  FH  _L  OH , FJ  _L  OB, 
gleich  dem  Winkel  GOH , welchen  die  beiden  gegebenen  Axen  mit  einander 
bilden,  demnach 

FL  = FJ  - cos  GOH, 

somit 

« +JI . cos  GOH 
y cos  GOE 

Ziehen  wir  nun  EN  senkrecht  zu  OG,  so  sieht  man,  dafs  der  Zähler 
dieses  Ausdrucks  die  Kathete  ON  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ENO  ist, 
welche  mit  der  Hypotenuse  KO  den  Winkel  GOE  oinschliefst;  daraus  folgt, 
dafs  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  eben  dieser  Hypotenuse  gleich  ist, 
oder  dafs 

y = OK. 

Die  Diagonale  OE  ist  somit  die  aus  den  beiden  gegebenen  Drehungen 
o und  ß resultierende  Drehung. 

Wir  haben  hierbei  zunächst  vorausgesetzt,  dafs  die  Drohungen  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  erfolgen,  diese  Beschränkung  können  wir  aber  ohne 
weiteres  fallen  lassen,  wenn  wir  « und  ß als  die  dem  betrachteten  Augen- 
blicke oder  der  Zeit  dt  entsprechenden  Drehungsgeschwindigkeiten  be- 
zeichnen. Es  bedeutet  dann  y die  aus  diesen  beiden  resultierende  augen- 
blickliche Drehungsgesekwindigkoit  um  die  Axe  OK.  Die  ganze  Entwicklung 
behalt,  auch  unter  dieser  Voraussetzung  ihre  strenge  Gültigkeit. 
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Wir  erhalten  somit  ganz  allgemein  <lio  aus  zwei  gegen  einamler  ge- 
neigten Drehungen  resultierende  Drohungsgesehwindigkoit,  indem  wir  von 
dem  Schnittpunkte  der  beiden  Axen  die  gegebenen  Drehungsgeschwindig- 
keiten so  auftragen,  dal's  wir  den  Kopf  im  Schnittpunkte  der  Axen  gedacht 
und  in  die  Richtung,  nach  welcher  wir  die  gegebenen  Drehungen  auf- 
getragen haben,  uns  stellend,  die  Drehungen  im  gleichen  Sinne  erfolgend 
sehen,  und  dann  die  Diagonale  des  aus  den  beiden  aufgetragenen  Längen 
gebildeten  Parallelogramms  ziehen.  Die  Diagonale  gibt  der  Grfifso  und 
Richtung  nach  die  resultierende  Drehungsgeschwindigkeit.  Man  kann  somit 
die  Drohungen  hiernach  gerade  so  zusammensetzen,  wie  fortschreitende  Be- 
wegungen. 

Ganz  dieselbe  Konstruktion  liefert  uns,  gerade  wie  bei  dem  Kräfte- 
parallelogramm, auch  das  aus  zwei  gegebenen  gegen  einander  geneigten 
Drehungsmomenten  resultierende  Drehungsmoment,  das  heifst  das  Drehungs- 
moment, welches  an  Stelle  der  gegebenen  um  die  resultierende  Axe  wirkend 
genau  dieselbe  Drehung  hervorbringt.  Ersetzen  wir  in  unserer  Konstruktion 
die  augenblicklichen  Winkelgeschwindigkeiten  durch  die  Winkelheschleu- 
nigungen,  so  sind  diese,  wie  wir  sahen,  den  Drehungsmomenten  proportional. 
Damit  ist  der  Satz  vom  Kräfteparallelogramm  auch  sofort  auf  die  Drehungs- 
momente ausgedehnt,  indem  wir  dieselben  als  Längen  auf  die  Drehungsaxen 
auftragen  und  diese  Längen  zur  Konstruktion  benutzen. 

Ebenso  wie  zwei  Drehungen  oder  Drehungsmomente  können  wir  in 
derselben  Weise  auch  beliebig  viele  zu  einer  Resultierenden  zusammensetzen, 
indem  wir  sie  paarweise  vereinigen. 

Gerade  so  wie  eine  gegebene  fortschreitende  Bewegung  können  wir 
nun  auch  eine  gegebene  Drehung  in  andere  zerlegen,  so  besonders  auch  die 
Komponenten  nach  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  bestimmen. 
Dio  Ausdrilcke  für  die  Komponenten  fallen  nach  den  soeben  gemachten 
Entwicklungen  ganz  mit  denen  für  die  Komponenten  einer  fortschreitenden 
Bewegung  zusammen.  Die  Komponente  der  Drehung  um  eine  Axe,  welche 
mit  der  gegebenen  Axe  den  Winkel  <p  bildet,  ist  gleich  der  gegebenen 
Drehung  multipliciert  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  <p.  Wirkt  also  auf 
einen  Körper  ein  Drolmngsmoment  ein,  dessen  Axe  mit  der  Richtung  der 
Axe,  um  welche  sich  der  Körper  drehen  kann,  einen  Winkel  bildet,  so  er- 
halten wir  in  dem  Produkte  aus  dem  gegebenen  Drehungsmomentc  und  dem 
Cosinus  dieses  Winkels  auch  das  Drehungsmoment,  welches  die  mögliche 
Drohung  bewirkt. 

§ 16- 

Mittelpunkt  paralleler  Kräfte.  Wenn  an  einem  Hebel  A li  eine 
Reihe  von  parallelen  Kräften  wirkt,  und  es  ist  der  Punkt  C,  in  Bezug 
auf  welchen  die  Summe  der  Momento  gleich  Null  ist,  unterstützt,  so  tritt 
keine  drehende  und  auch  keine  fortschreitende  Bewegung  ein.  Würde  dann 
die  Unterstützung  fortgenommen,  so  nähme  der  Stab  infolge  der  parallel 
wirkenden  Kräfte  eine  fortschreitende  Bewegung  in  der  Richtung  der  wirken- 
den Kräfte  an.  Diese  können  wir  jedoch  hemmen,  wenn  wir  an  dem 
Punkte  C (Pig.  24)  in  entgegengesetzter  Richtung  eine  Kraft  anbringen, 
welche  gleich  ist  der  Summe  P -(-  Q der  gegebenen  Kräfte.  Dio  im  Punkte 
C angebrachte  Kraft  P -f-  Q hält  also  den  beiden  einzelnen  in  A und  B 
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angreifenden  Kräften  Q und  P das  Gleichgewicht.  • Dies«  beiden  Kräfto 
wirken  also  zusammen  ebenso,  als  wenn  am  Punkte  C eine  ihrer  Summe 
P -f-  Q gleiche  Kraft  angebracht  wäre. 

Wirschliefsen  doumach,  dafs 
aneh  parallele  Kräfto  eine  Re- 
sultierende haben,  welche  ihrer 
Summe  gleich  ist,  und  dafs 
diese  Resultierende  an  jenem 
Punkte  angreift,  in  Bezug  auf 
den  die  Summe  der  Momente 
gleich  Null  ist,  d.  h.  dafs  die 
verteilt  angebrachten  Kräfte 
gerade  so  wirken,  als  wenn  an 
diesem  Punkte  alle  Kräfte  an- 
gebracht wären.  Dieser  Punkt 
heifst  daher  der  Mittelpunkt  der 
parallelen  Kräfte. 

Dafs  in  der  That  der 
Punkt,  in  Bezug  auf  welchon  0.  i ■ Llp 

die  Summe  der  Momente  gleich 

Null  ist,  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  ist,  und  dafs  die  Mittel- 
kraft der  Summe  der  einzelnen  Kräfte  gleich  ist,  können  wir  auch  ohne 
Versuch  schon  aus  dem  Satzo  vom  Kräfteparallelogramm  beweisen.  Sei 
zu  dem  Ende  A B (Fig.  25)  eine  feste  Linie,  an  deren  Enden  die  beiden 
Kräfte  P und  Q parallel  nach  derselben  Richtung  wirkend  angebracht  seien ; 


Fig.  25. 


Fig.  24. 


rk 


rfc 


die  Längen  AP  und  BQ  stellen  diese  Kräfte  dar.  Bringen  wir  nun  an  A 
und  B die  beiden  gleichen  und  entgegengesetzt  gerichteten  Kräfte  AC  und 
HD  an,  so  wird,  da  sie  sich  gegenseitig  aufhebon,  durch  dieselben  am 
System  gar  nichts  gestört.  Die  je  zwei  Kräfte  AC  und  AP,  sowio  11 Q und 
BD  geben  eine  Resultierende,  welche  der  firöfse  und  Richtung  nach  durch 
die  Diagonalen  AE  und  BF  der  Parallelogramme  APCE  und  BQFD 
gegeben  ist.  Verlängern  wir  diese  beiden  Diagonalen  rückwärts,  bis  sie 
sich  im  Punkte  M schneiden,  und  denken  wir  uns  den  Punkt  M mit  der 
Linie  AB  in  fester  unveränderlicher  Verbindung,  so  können  wir  uns  die 
beiden  Kräfte  AE  und  BF  an  dem  Punkte  M in  Mil  und  MT  angebracht 
denken.  Die  Verhältnisse  des  Systems  werden  dadurch  nicht  geändert.  Die 
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beiden  Kräfte  3f 1t  und  MT  können  nun  nach  dem  Satze  vom  Kräfteparal- 
lelogramm zerlegt  werden  und  zwar  MR  in  OM  — AC  und  MPX  — AP 
und  MT  in  MN  = B D und  MQX  = BQ.  Die  beiden  Kräfte  MO  und 
MN  lieben  sich  auf,  und  es  bleibt  zuletzt  als  Resultierende  die  Summe  der 
beiden  Kräfte  P und  Q.  Daraus  folgt  zunächst,  dafs  zwei  parallele  Kräfte 
eine  ihrer  Summe  gleiche  Resultierende  oder  Mittelkraft  haben,  deren 
Richtung  jener  der  gegebenen  Kräfte  parallel  ist,  und  die  in  einem  Punkte 
S zwischen  A und  B die  feste  Linie  AB  schneidet.  Die  Lago  dieses 
Punktes  S auf  A B erhält  man  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  A SM  ~ B P,  M 
und  BSM  ~ TQlM.  Dieselben  geben  nämlich 

AS:SM  = RPl:PlM 
BS-.SM  «=  QlT  :QlM. 

Und  daraus,  da  SM  = SM,  BPX  = QXT,  PXM  = P,  QXM  = Q, 

AS- P=  BS-  Q, 

dieselbe  Bedingung,  welche  wir  soeben  experimentell  ableiteten,  der  Punkt  S 
liegt  so,  dafs  in  Bezug  auf  ihn  die  Summe  der  Momente  gleich  Null  ist. 

Dafs  die  so  bestimmte  Resultierende  auch  in  Bezug  auf  die  drehende 
Bewegung  die  gegebenen  Kräfte  vollständig  ersetzt,  das  heifst  dafs  sie  unter 
allen  Umständen  genau  dasselbe  Drehungsmoment  liefert,  erkennen  wir 
folgendermafsen. 

Haben  wir  eine  Anzahl  von  Kräften  px , • • •,  welche  in  den  Ab- 
ständen 1, , • • • vom  Mittelpunkte  angreifen,  so  ist  die  Summe 

Pih  + Pih  + P»h  + 0. 

Legen  wir  durch  das  System  eine  Drehungsaxe,  dessen  zur  Kraft- 
richtung senkrechter  Abstand  von  dem  Mittelpunkte  gleich  * ist,  so  wird 
in  Bezug  auf  diese  das  Drehungsmoment 

PiOi  + *)  + Pt(f»  +*)+•••=  plll  +ptls  -| 1-  (Pi  +Pz  + • • *)*• 

Da  der  Voraussetzung  nach 

Pih  + Pth  + ••••—>  0 , 

so  folgt  für  das  Drehungsmoment  in  Bezug  auf  die  angenommene  Axo 

(Pi  + F*  H )*, 

also  ganz  dasselbe,  wie  wenn  im  Mittelpunkte  die  Summe  aller  Kräfte  im- 
gebracht wäre. 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dafs  die  einander  parallelen  Kräfte 
auch  gleich  gerichtet  seien,  aber  ebenso  haben  zwei  parallele,  aber  entgegen- 
gesetzt gerichtete  Kräfte  im  allgemeinen  eine  Resultierende.  Um  die  Gröfse 
derselben  und  ihren  Angriffspunkt  zu  finden,  sei  AB  Fig.  26  wieder  eine 
feste  Linie,  an  deren  Punkten  A und  B die  beiden  Kräfte  P und  Q wirken. 
Wir  können  nun  P als  Mittelkraft  zweier  anderer  betrachten,  von  denen 
die  eine  bei  B angreift  und  der  Kraft  Q genau  gleich  ist,  während  die 
andere  gleich  P — Q ist  und  in  oinern  Punkte  S angreift,  dessen  Lage 
durch  die  Bedingung  gogeben  ist,  dafs 
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AS-(P  — Q)  = AB  • Q 

AS-AB-^-q- 

Die  beiden  Kräfte  Q und  Q,  heben  sieh  auf,  da  sie  an  demselben 
Punkte  nach  entgegengesetzten  Richtungen  wirken.  Es  bleibt  also  als  Re- 
sultierende die  Differenz  der  gegebenen  Kräfte  Übrig,  deren  Richtung  der 
ursprünglichen  parallel  ist,  und  deren  Angriffspunkt  wieder  jener  Punkt  ist, 
in  Bezug  auf  welchen  die  Summe  der  Momente  gleich  Null  ist.  Denn  aus 
der  Gleichung  für  AS  folgt 

AS-P=US+  AB)Q  = SBQ, 

In  einem  Falle  jedoch  haben  parallele  Kräfte  keine  Resultante,  bringen 
sie  also  ein  ganz  freies  System  von  Punkten  nicht  in  eine  fortschreitende 
Bewegung,  nämlich  dann,  wenn  sie  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt 
gerichtet  sind.  Dafs  in  dem  Falle  keine  resultierende  Kraft  vorhanden  ist, 
folgt  zunächst  aus  dem  soeben  abgeleiteten  Satze,  nach  welchem  bei  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Kräften  die  Resultante  gleich  der  Differenz  der  beiden 
Kräfte  ist,  es  folgt  aber  weiter  aus  der  Gleichung  filr  die  Lage  des  An- 
griffspunktes 

AS  = AB  • ’ 

Da  nämlich  in  diesem  Falle  P — Q — 0 ist,  so  wird  AS  unendlich, 
oder  es  gibt  keinen  in  endlicher  Entfernung  von  A liegenden  Punkt,  an  dem 
die  Mittelkraft  anzubringen  wäre,  es  gibt  also  keine  Mittelkraft. 

Ein  solches  Kräftepaar  bringt  deshalb  nur  eine  drehende  Bewegung 
hervor  um  irgend  einen  zwischen  A und  B liegenden  Punkt,  und  das  sta- 
tische Moment  eines  solchen  Paares  ist  gleich  dem  Produkte  aus  einer  der 
Kräfte  und  dem  senkrechten  Abstande  beider.  Denn  welchen  Punkt  wir  uns 
auch  als  fest  denken,  wo  auch  der  Punkt  0 (Fig.  26)  liegt,  das  Drehungs- 
moment  ist,  da  beide  Kräfte  das 
System  in  demselben  Sinne  drehen, 

P ■ A O -f-  Q ■ B 0 , also  wenn  P 
und  Q gleich  sind,  gleich 

P(AO- f OB)=  P- AB. 

Die  Kräftepaare,  ihr  Verhal- 
ten und  die  Zusammensetzung  der- 
selben ist  besonders  von  Poinsot 
untersucht  worden,  der  die  An-  R 
Wendung  derselben  zur  Bestimmung 
der  drehenden  Bewegungen  in  die 
Mechanik  eingeflihrt  hat.  Wir  ver- 
weisen wegen  dieser  schönen  Theorie  auf  die  Lehrbücher  der  Mechanik 
und  besonders  auf  Poinsot:  Elements  de  statirpie. 

Haben  wir  eine  Reihe  von  in  einer  Richtung  wirkenden  parallelen 
Kräften  anstatt  an  einer  Linie  an  einer  festen  Ebone  verteilt,  so  müssen 
auch  diese  eine  Resultierende  und  einen  Mittelpunkt  haben.  Denn  wir 
können  je  zwei  solcher  Kräfte  zusammonsetzen,  die  Resultierende  dann  mit 


Fig.  ZG. 
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einer  folgenden  und  so  fort,  bis  uns  die  Mittelkraft  der  zuletzt  übrig 
bleibenden  Kräfte  die  Resultante  und  deren  Angriffspunkt  den  Mittelpunkt 
aller  Krilfto  gibt. 

Sind  die  parallelen  Kräfte  nicht  alle  gleich  gerichtet,  so  liefert  die 
Zusammensetzung  dor  gleich  gerichteten  zunächst  zwei  entgegengesetzt  ge- 
richtete Resultierende.  Greifen  dieselben  an  verschiedenen  Punkten  an,  so 
erhalten  wir  die  Resultierende  und  den  Angriffspunkt  in  der  vorhin  an- 
gegebenen Weise;  sind  dieselben  gleich,  so  gibt  es  nur  ein  resultierendes 
Paar. 

Die  gleichen  Schlüsse  können  wir  anwendon,  wenn  eine  Anzahl  paral- 
leler Kräfte  anstatt  an  einer  losten  Ebeno  an  einem  festen  Körper  angreift; 
auch  für  diesen  mufs  es  einen  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  geben,  in 
welchem  wir  uns  die  Summe  aller  Kräfte  angebracht  denken  können,  und 
für  den  die  Summe  aller  Momente  gleich  Null  ist.  Ist  deshalb  dieser  Punkt 
befestigt,  z.  B.  durch  ihn  eine  Drehnngsaxo  geführt,  so  kann  der  Körper 
weder  eine  fortschreitende  noch  eine  drehende  Bewegung  annchmen. 

Andern  wir  die  Richtung  sämtlicher  auf  ein  System  wirkender  Kräfte, 
aber  so,  dafs  sie  einander  parallel  bleiben,  so  wird  der  Angriffspunkt  der 
Resultierenden  nicht  geändert.  Denn  nach  der  Drehung  ist  dio  Suinmo 
der  Momente  in  Bezug  auf  eben  diesen  Punkt  gerade  so  gleich  Null  wio 
vorher.  Es  folgt  das  unmittelbar  aus  unserem  Satze  über  die  Momente. 
Haben  sich  z.  B.  alle  Kräfte  um  den  Winkel  a gedreht,  so  sind  die  Momente 
der  einzelnen  Kräfte  ;>,  pt.  pa  • • • in  den  Abständen  d,  d,,  da  • • -,  wenn 
sie  vorher  waren 

ptl  -(-  pidi  -f"  + • • • , 

nach  der  Drehung 

pd  cos  « -f“  Pi d,  cos  a 4“  Ps ds  cos  n • • • , 

also  gleich 

(pd  4"  Pi d,  4-  Pid,  + ■ ■ •)  cos  a , 

und  war  die  Summe  pd  • • • gleich  Null,  so  ist  sie  es  auch,  wenn  sie  mit 
cos  a multipliziert,  worden  ist. 


§ 17. 

Gleichgewicht  eines  Systems,  an  welchem  beliebige  Kräfte  an- 
greifen. Im  § 9 haben  wir  die  Bedingungen  abgeleitet,  unter  welchen 
ein  Körper  im  Gleichgewicht  ist,  an  welchem  beliebige  Kräfte  wirksam  sind, 
dio  aber  alle  an  demselben  Punkte  angreifen.  Die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes fielen  dort  zusammen  mit  denen  eines  Punktes.  Die  wenigen 
Sätze  über  die  drehende  Bewegung , welche  wir  im  Bisherigen  abgeleitet 
haben,  setzen  uns  nun  auch  in  den  Stand  das  Gleichgewicht,  eines  Körpers 
zu  bestimmen,  an  welchem  beliebige  Kräfte  an  verschiedenen  Punkten  an- 
greifen. Diese  Gleichgewichtsbedingungen  fallen  zusammen  mit  denen  eines 
Systems  von  Punkten,  an  denen  Kräfte  angreifen,  und  die  mit  einandor  in 
fester  Verbindung  stehen.  Ein  solches  System  kann  eine  fortschreitende 
und  eine  drehende  Bewegung  annehmen.  Die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichts ist  daher  die , dafs  weder  die  eine  noch  die  andere  Bowegung  ein- 
treten  kann. 
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Wir  denken  uns,  um  diese  Bedingungen  zu  erhalten,  durch  das  System 
drei  feste  zu  einander  senkrechte  Richtungen  OX,  OY , OZ  (Fig.  27)  ge- 
legt, die  sich  in  einem  Punkte  0 schneiden.  Sei  3/  ein  Punkt  des  Systems, 
dessen  Lago  durch  die  Koordi- 
naten MA  — z,  CA  — OB=x, 

AB  = CO  = y gegeben  sei.  An  y r 

M greife  eine  Kraft  P an , deren  A ’/i 

Kiclitung  durch  die  Winkel  a.  ß, 
y gegeben  ist,  welche  sie  mit  den 
Axen  bildet.  Zerlegen  wir  die 
Kraft  nach  den  drei  Axen,  so  er- 
halten wirals  Komponenten  parallel 
X Y 


/ 


of 


,.P 


3/6  = P cos  « , Ma  = P cos  ß, 
Z 


/ 


/ 


t 


f 


Mc  = P cos  y. 

Diese  drei  Krllfte  können  dem 
System  sowohl  eine  fortschreitende 
Bewegung,  jede  nach  ihrer  Rich- 
tung, als  auch  eine  drehende  Be-  1 

wegung  geben.  Um  die  drehenden  Bewegungen  und  ihre  Momente  zu 
erhalten,  legen  wir  durch  3f  die  Linien  3/Z),  3/ E , MA  parallel  den  drei 
Axon  und  verlängern  dieselben,  bis  sie  die  durch  die  Axen  bestimmten 
Ebenen  schneiden  in  den  Punkten  D , E,  A , die  wir  uns  fest  mit  dem 
Punkte  3/  verbunden  denken.  Wir  können  uns  dann,  ohne  irgond  etwas 
an  der  Wirkung  von  P zu  ändern,  die  drei  Komponenten  an  den  Punkten 
D , E,  A angreifend  denken.  Jede  dieser  Kräfte  kann  dann  das  System  um 
zwei  Axen  drehen,  Mb  um  Z und  Y , Ma  nm  Z und  X , Mc  um  Y und  X, 
so  dafs  also  für  jede  der  drei  Axen  zwei  Drehungsmomente  vorhanden  sind. 
Diese  je  zwei  Drehungen  sind  aber  einander  entgegengesetzt,  so  dafs  z.  B. 
Mb  das  System  in  entgegengesetzter  Richtung  um  Z zu  drehen  sucht  als 
Ma.  Cm  deshalb  die  Drehungsmomente  für  die  drei  möglichen  Drehungen 
zu  bekommen,  müssen  wir  die  Differenzen  der  jo  zwei  Momente  bilden. 
Die  senkrechten  Abstände  der  drei  Kraftrichtungen  von  den  Drehungsaxen 
sind  nun 

3/n  von  X gleich  EB  = e ; 3/rt  von  Z gleich  EF  = x 

Mb  „ Z „ DF  = y ; Mb  „ Y „ DC  = e 

Mc  „ X „ AB==y,  Mc  „ Y „ AC  — x. 


Betzen  wir  die  Drehungen  positiv,  welche  im  Sinne  der  Bewegung 
des  Uhrzeigers  erfolgen,  wenn  wir  in  der  Richtung  der  positiven  Axen 
OX , 0/,  OZ  stehend  die  Füfse  in  dor  Drekungsebene,  auf  die  Drekungs- 
ebeno  hinsehen,  so  sind  die  Drehungsmomente  um 

X 

Mc-  AB  — Ma-  EB  = Pcosy  -y  — Pcos  ß • e = P(y  cos  y — «cos  ß)-, 

Y 

Mb-DC  — Mc  • AC  — Pcosa-z  — Pcosy ■ x = P(z  cos  a — xcosy); 

Z 

Ma-  EF  — 3/6  • DF  — P cos ß- x — Pcos«  -y  = P(x cos  ß — y cos  a). 
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Haben  wir  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften  P,  welche  an  beliebigen 
Punkten  des  Systems  angreifen  und  beliebig  gerichtet  sind,  so  können 
wir  filr  jede  Kraft  ganz  dieselbe  Zerlegung  vornehmen,  und  wir  erhalten 
für  jede  Kraft  drei  mit  den  eben  abgeleiteten  gleich  gerichtete  Komponenten 
und  drei  Drehungsmomente,  welche  das  System  in  demselben  oder  in  dem 
entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen  suchen.  Die  je  drei  Komponenten  sowie 
die  Summen  der  drei  Drehungsmomente  müssen  einzeln  gleich  Null  sein, 
wenn  das  System  weder  eine  fortschreitende  noch  eine  drehende  Bewegung 
annehmen  soll.  Bezeichnen  wir  dieso  einzelnen  Summen  mit  E,  so  ist  also 
die  notwendige  und  ausreichende  Bedingung  des  Gleichgewichts 

EP  cos  ß = 0 ; EP  cos  ß — 0 ; EP  cos  y = 0 ; 

EP(y  cos  y — z cos  0)  = 0 ; EP(z  cos  b — x cos  yj  = O ; 

EP(x  cos  ß — y cos  b)  = 0. 

Denn  diese  Gleichungen  zeigen,  dafs  das  System  infolge  der  wirksamen 
Kräfte  nach  keiner  Richtung  fortschreiten  und  nach  keiner  Richtung  ge- 
dreht werden  kann. 

Sind  die  Kräfte  alle  parallel  einer  und  derselben  Richtung,  etwa  parallel 
MP,  so  dafs  sie  entweder  nach  MP  oder  der  gerade  entgegengesetzten 
Richtung  wirken,  sind  also  für  alle  die  Winkel  n,  ß,  y dieselben,  so  ver- 
einfachen sich  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  bedeutend.  Da  es  näm- 
lich gleichgültig  ist,  ob  wir  in  einer  Smnme  alle  einzelnen  Glieder  mit  ein 
und  demselben  Faktor  mnltiplicieren,  oder  ob  wir  die  Summe  der  einzelnen 
Glieder  mit  diesem  Faktor  mnltiplicieren,  so  können  wir  in  obigen  Gleichungen 
die  Cosinus  als  gemeinschaftliche  Faktoren  herausschreiben;  wir  erhalten 
dann  als  Gleichgewiclitsbedingungen 

cos  b • EP  = 0 ; cos  ß • EP  = 0 ; cos  y ■ EP  = 0 ; 
cos  y • EPy  — cos  ß ■ EPz  — 0 ; cos  b • EPz  — cos  y • EPx  = 0 ; 
cos  ß • EPx  — cos  b • EPy  — 0 , 

wo  in  den  letzten  Gleichungen  die  Summen  Px  etc.  die  Summen  der  Produkte 
aller  einzelnen  Kräfte  in  die  Abstände  x etc.  ihrer  Angriffspunkte  bedeuten. 

Da  nun  b,  ß,  y die  Winkel  sind,  welche  ein  und  dieselbe  Richtung  mit 
drei  festen  Richtungen  bildet,  dieselben  also  nie  gleichzeitig  rechte  werden 
können,  so  können  obige  Gleichungen  nur  bestehen,  wenn 

EP  = 0 ; EPx  = 0;  EPy  = 0;  EPz  = 0, 

wenn  also  sowohl  die  Summe  aller  Kräfte  gleich  Null  ist,  als  auch  die  Summe 
der  Produkte  der  einzelnen  Kräfte  in  die  Abstände  x,  y,  z ihrer  Angriffs- 
punkte von  den  drei  festen  Richtungen. 

Ist  das  System  nicht  im  Gleichgewicht,  so  kann  es  eine  Resultante 
haben  oder  auf  ein  Kräftepaar  zurttckgeftlhrt  werden.  Wenn  es  eine  Re- 
sultante hat,  so  mufs  Gleichgewicht  bestehen,  wenn  wir  an  dem  Mittel- 
punkte eine  ihr  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Kraft  anbringen.  Ist  die  Resul- 
tante gleich  R,  und  sind  die  Abstände  des  Mittelpunktes  von  den  drei  festen 
Richtungen  x, , yl,  zt , so  erhalten  wir,  da  nach  dem  Vorigen  die  Richtung 
der  Resultante  deijenigen  der  gegebenen  Kräfto  parallel  sein,  dieselbe  mit 
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den  Axen  also  dieselben  Winkel  a,  ß,  y bilden  ninfs,  zur  Bestimmung  der- 
selben und  ihres  Angriffspunktes 

cos  a ■ EP  = cos  er  • R ; cos  ß ■ EP  *=*  cos  ß • if ; cos  y ■ EP  = cos  y • R, 
somit  zunächst,  wie  wir  vorhin  schon  ableiteten, 

EP=  R. 

Ferner  aber 

cos  y ■ EPy  — cos  ß • EPz  — cos  y • Ryy  — cos  ß • Rzy ; 
cos  a ■ EPz  — cos  y ■ EPx  = cos  a ■ Rzy  — cos  y • Rxy ; 
cos  ß ■ EPx  — cos  a ■ EPy  = cos  ß ■ Rr1  — cos  a ■ Ryy 
und  daraus 

EPx  = Rxy ; EPy  = Ryy ; EPz  = Rzy, 

oder 

EPx  _ EPy  _ EPz 
*1  EP  ’ jjP  ’ g'  EP 

Wir  erhalten  demnach  die  Lago  des  Mittelpunktes  durch  seine  Abstände 
jr, , y, , x, , von  den  Axen,  indem  wir  die  Summen  di  r Produkte  der  einzelnen 
Kräfte  in  die  Abstände  ihrer  Angriffspunkte  von  den  festen  Richtungen 
durch  die  Summe  der  Kräfte  dividieren. 

Das  System  reduciert  sich  auf  ein  Kräftepaar,  wenn  EP=  0,  aber  eino 
der  Summen  EPx,  EPy,  EPz  odor  alle  drei  von  Null  verschieden  sind. 

Es  genüge  an  diesen  Entwicklungen,  um  zu  zeigen,  wie  wir  aus  den 
experimentell  abgeleiteten  Gesetzen  über  die  drehende  Bewegung  in  Ver- 
bindung mit  den  allgemeinen  Sätzen  Uber  die  Wirkung  von  Kräften  auf 
mathematischem  Wege  zu  weiteren  Gesetzen  gelangen  können;  ein  weiteres 
Verfolgen  dieses  Weges  würde  uns  zu  weit  in  die  analytische  Mechanik 
führen. 


§ 18. 

Schwerpunkt.  Wenden  wir  uns  jetzt  dazu,  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes eines  beliebigen  festen  Körpers,  auf  den  nur  die  Schwere  wirkt, 
abzuleiten.  Alle  Körper,  welche  der  Schwere  unterworfen  sind,  unterliegen 
der  Wirkung  paralleler  vertikal  abwärts  gerichteter  Kräfte,  da  die  Schwere 
auf  alle  Teile  des  Körpers  gleichmäfsig  wirkt.  Die  Schwere  wirkt  über- 
dies an  einem  Orte  in  der  gleichen  Richtung,  nur  an  sehr  weit  von  einander 
entfernten  Orten  sind  die  Richtungen  der  Schwerkraft  merklich  verschieden. 
Für  die  der  Schwere  unterworfenen  Körper  gibt  es  demnach  einen  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte,  an  dem  wir  uns  alle  Kräfte  vereinigt  denken 
können,  und  in  Bezug  auf  welchen  die  Summe  der  Drehungsmomente  gleich 
Null  ist.  Man  nennt  diesen  Punkt,  in  welchem  man  sich  denmach  das  ganze 
Gewicht  des  Körpers  vereinigt  denken  kann,  den  Schwerpunkt  des  Körpers. 
Ist  deshalb  der  Schwerpunkt  unterstützt,  oder  greift  an  ihn  eine  vertikal 
nach  oben  gerichtete  dem  Gewichte  des  Körpers  gleiche  Kraft  an,  so  kann 
der  Körper  gar  keine,  weder  eine  fortschreitende  noch  eino  drehende  Be- 
wegung annehmen,  derselbe  ist  im  Gleichgewicht. 


94 


Schwerpunkt. 


§ IS. 


Der  Schwerpunkt  ist  in  einem  gegebenen  Körper  ein  ganz  fester  Punkt, 
iler  seine  Lage  nicht  ändert,  wenn  wir  auch  den  Körper  drehen.  Denn 
eine  solche  Drehung  hat  denselben  Erfolg,  als  wäre  bei  ungeänderter  Körper- 
lage die  Richtung  sämtlicher  Kräfte  um  einen  gleichen  Winkel  gedreht. 
Wie  aber  in  § 16  nachgewiesen  ist,  ändert  eine  solche  Drehung  den  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte  nicht. 

Den  Schwerpunkt  von  Linien,  Flächen  und  geometrisch  bestimmbaren 
Körpern  kann  man  mit  Hülfe  der  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  ab- 
geleiteten Sätze  und  der  vorhin  gemachten  Bemerkung,  dafs  ein  an  den 
Schwerpunkt  vertikal  nach  oben  angebrachter  Zug,  der  gleich  dem  Gewichte 
des  Körpers  ist,  den  Körper  im  Gleichgewichte  halte,  berechnen. 

Wir  können  nämlich  jeden  schweren  Körper  als  ein  System  von  Punkten 
betrachten,  auf  welche  alle  vertikal  abwärts  gerichtete  Kräfte  wirken,  in- 
dem wir  den  ganzen  Körper  als  aus  einzelnen  schweren  Elementen  zu- 
sammengesetzt anseben.  Die  Summe  der  Gewichte  dieser  Elemente  ist  das 
Gewicht  des  Körpers.  Denken  wir  uns  nun  durch  den  Körper  ein  drei- 
axiges  rechtwinkliges  Koordinatensystem  gelegt  und  für  alle  einzelnen 
schweren  Punkte  die  Abstände  x,  y,  z gegeben,  so  sind  es  einfach  die  am 
Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Gleichungen,  die  uns  die 
Lage  des  Schwerpunktes  gehen.  Nennen  wir  die  Gewichte  der  einzelnen 
Körperelemente  p , das  Gewicht  des  ganzen  Körpers  P,  so  sind  die  Ab- 
stände des  Schwerpunktes  von  den  drei  Axen 


Xp  x 
P 


Um  demnach  die  Lage  des  Schwerpunktes  eines  solchen  Körpers  zu 
erhalten,  haben  wir  das  Gewicht  jedes  Punktes  mit  seinem  Abstande  von 
jeder  der  drei  Axon  zu  multiplicieren,  für  jede  Axe  die  Summe  dieser  Pro- 
dukte zu  bilden  und  jede  dieser  Summen  durch  das  Gewicht  des  ganzen 
Körpers  zn  dividieren.  Diese  drei  Quotienten  bestimmen  die  Lage  des 
Schwerpunktes,  indem  sie  uns  die  Abstände  desselben  von  den  drei  festen 
Richtungen  geben. 

In  welcher  Weise  die  Rechnnngen  in  speeiellen  Fällen  durchzuführen 
sind,  können  wir  hier  nicht  besprechen,  wir  vorweisen  deshalb  auf  die 
LehrbUeher  der  Mechanik. 

Man  kann  indes  leicht  den  Schwerpunkt  der  Körper,  auch  solcher,  die 
geometrisch  nicht  bestimmbar  sind,  experimentell  bestimmen,  indem  man 
den  Satz  von  den  statischen  Momenten  anwendet. 

ist  nämlich  der  Schwerpunkt  unterstützt,  so  ist  der  Körper  in  Ruhe, 
ist  er  es  nicht,  so  nimmt  der  Körper,  wenn  seine  fortschreitende  Bewegung 
gehemmt  ist,  eine  drehende  Bewegung  an,  bis  sein  Schwerpunkt  sich  senk- 
recht unter  dem  UnterstUtzungspunkte  befindet.  Denn  wir  sahen  vorhin, 
dafs  eine  Reihe  von  Kräften  nur  dann  keine  drehende  Bewegung  hervorruft, 
wenn  die  Summe  ihrer  statischen  Momente  gleich  Null  ist.  Da  wir  uns  nun 
in  dem  Schwerpunkte  das  ganze  Gewicht  des  Körpers  vereinigt  denken 
können,  so  folgt,  dafs  nur  dann  das  statische  Moment  des  Körpers  gleich 
Null  ist,  wenn  der  horizontale  Abstand  dos  Schwerpunktes  von  der  Drehungs- 
axe  oder  dem  UnterstUtzungspunkte  gleich  Null  ist,  d.  h.  wenn  beide  in 
einer  vertikalen  geraden  Linie  liegen. 
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Befestigen  wir  einen  Körper,  dessen  Schwerpunkt  wir  suchen,  an  einem 
Faden  und  lassen  ihn  frei  herabhängen,  so  ist  er  darnach  nur  in  einer  Lage 
im  Gleichgewicht,  und  wir  können  sicher  sein,  dafs  der  Schwerpunkt  des 
Körpers  dann  auf  der  Verlängerung  des  Fadens  liegt.  Befestigen  wir  dar- 
auf den  Körper  mit  einem  andern  Punkte  am  Faden,  so  wird  der  Schwer- 
punkt in  der  Gleichgewichtslage  auch  dann  auf  der  Verlängerung  des  Fadens 
liegen.  Diese  beiden  so  bestimmten  Richtungen  schneiden  sich  immer  in 
einem  Punkte,  und  dieser  Punkt  ist  der  Schwerpunkt  des  Körpers.  Man  über- 
zeugt sich  davon  leicht,  indem  dieser  Punkt  stets  in  der  Verlängerung  des 
Fadens  liegt,  wenn  der  Körper  im  Gleichgewichte  ist,  an  welchem  Punkte 
des  Körpers  wir  denselben  auch  bofestigen. 

Auf  diese  Weise  kann  man  leicht  finden,  dafs  in  einer  homogenen 
Kugel  der  Schwerpunkt  mit  dem  Mittelpunkt  zusammenfällt,  dal's  er  bei 
einem  geraden  Cylinder  oder  senkrechten  Prisma  auf  der  Are  in  deren 
halber  Höhe  liegt,  dafs  er  bei  einem  Dreiecke  mit  dem  Punkte  zusammen  - 
fällt,  in  dem  sich  die  drei  von  den  Winkelspitzen  zu  den  Halbierungspunkten 
der  gegenüberliegenden  8eiten  gezogenen  Linien  schneiden,  dafs  er  in  der 
dreiseitigen  Pyramide  in  'ft  der  flöhe  derselben  liegt  u.  s.  f. 

Der  Schwerpunkt  eines  Körpers  kann  auf  drei  verschiedene  Weisen 
mit  dem  Unterstützungspunkte  oder  der  Drehungsaxe  in  einer  Vertikalebene 
liegen;  diesen  entsprechen  drei  Arten  von  Gleichgewicht  des  Körpers: 

1)  Der  Schwerpunkt  liegt  in  der  Drehungsaxe.  Wir  mögen  dem 
Körper  dann  eine  Lage  geben,  welche  wir  wollen,  der  Schwerpunkt,  ist 
immer  mit  der  Drehungsaxe  in  derselben  Vertikalebene,  er  ist  daher  in 
jeder  Lage  im  Gleichgewicht.  Man  nennt  diesen  Gleichgewichtszustand  den 
des  indifferenten  Gleichgewichtes. 

2)  Der  Schwerpunkt  liegt  senkrecht  unter  der  Drehungsaxe.  Dreht 
man  dann  den  Körper  um  seine  Axe,  so  kehrt  er,  da  das  in  seinem  Schwer- 
punkt vereinigte  Gewicht  ihn  nach  unten  treibt,  in  seine  frühere  Lage  zu- 
rück, um  nach  einigen  Schwankungen  darin  zu  verharren.  Man  nennt 
diesen  Gleichgewichtszustand  den  des  stabilen  Gleichgewichtes. 

3)  Der  Schwerpunkt  liegt  senkrecht  Uber  der  Drehungsaxe.  Der 
Körper  befindet  sich  dann  im  labilen  Gleichgewicht.  Ist  er  ans  seiner 
Lage  gebracht,  so  mufs  eine  Drehung  eintreten,  da  das  Drehungsmoment 
des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  nicht  mehr  gleich  Null  ist.  Die 
Schwere  erteilt  dem  Körper  dann  aber  eine  Drehung,  welche  den  Schwer- 
punkt noch  weiter  ans  seiner  frühem  Lage  entfernt,  sie  dreht  ihn,  wenn 
kein  üufseres  Hindernis  die  Bewegung  hemmt,  bis  der  Körper  sich  im  Zu- 
stande des  stabilen  Gleichgewichts  befindet. 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  ein  Körper  nur  dann  feststeht,  d.  h.  jeder 
Veränderung  seiner  Lage  einen  grofsen  Widerstand  entgegensetzt  und  nach 
kleinen  Änderungen  wieder  in  seine  frühere  Lage  zurückkehrt,  wenn  eine 
Änderung  eine  Erhebung  des  Schwerpunktes  bewirkt.  Aufgestellte  Körper, 
bei  denen  der  Schwerpunkt  stets  über  der  Stütze  liegt,  stehen  daher  nur 
auf  einer  Ebene  fest  und  zwar  um  so  fester,  je  breiter  die  Ebene  ist,  auf 
der  sie  stehen. 

Haben  wir  z.  B.  einen  Körper  ABC  I),  dessen  Schwerpunkt,  in  M 
liegt,  so  können  wir  denselben  nur  dadurch  nmwerfen,  dafs  wir  ihn 
um  die  Kante  B oder  A als  Drehungsaxe  drehen.  Dabei  mufs  der 
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Schwerpunkt  den  Kreisbogen  MN  beschreiben  mit  dem  Radius  MB,  und  da 
MB  gröfser  ist  als  MO,  so  nmfs  der  Schwerpunkt  des  Körpers  gehoben 
werden.  Es  lilfst  sich  auch  leicht  berechnen,  welche  Kraft  aufgewandt 

werden  mufs,  uni  den  Körper  um 
t ig  *8'  B oder  A zu  drehen  und  somit  um- 

zuwerfen. Das  Drehungsmoment  des 
Körpers  in  Bezug  auf  eine  durch  B 
gehende  Drehungsaxe  ist  nach  dem 
Vorigen 

MOB, 

wenn  wir  mit  M das  Gewicht  des 
Körpers  bezeichnen,  das  wir  im 
Schwerpunkt  vereinigt  denken  kön- 
nen. Dieses  Moment  strebt  dem 
Körper  eine  Drehung  in  dem  Sinne 
zu  erteilen,  dafs  M sich  nach  unten  bewegt,  eine  Drehung,  welche  durch  den 
Widerstand  des  Bodens,  auf  welchem  der  Körper  steht,  verhindert  wird. 

Um  dem  Körper  eine  entgegengesetzte  Drehung  um  B zu  erteilen, 
mUssen  wir  also  auf  den  Körper  einen  Druck  wirken  lassen,  welcher  in 
entgegengesetzter  Richtung  dasselbe  Moment  hat. 

Je  gröfser  also  M • OB  ist,  um  so  gröfser  ist  die  Stabilität  des  Kör- 
pers. Man  nimmt  daher  auch  dieses  Moment  als  Mafs  der  Stabilität  des 
Körpers,  so  dafs  diese  Stabilität  durch  das  Produkt  aus  dem  Gewichte  des 
Körpers  und  dem  senkrechten  Abstand  einer  durch  den  Schwerpunkt 
gehenden  Vertikal  ebene  von  der  Umdrehungskanto  bestimmt  wird. 


§ 19.  - 

Von  den  Trägheitsmomenten.  Wir  haben  bisher  hoi  der  drehenden 
Bewegung  nur  die  Kräfte  betrachtet,  welche  die  Bewegung  hervorbringen, 
und  untersucht,  wie  die  Kräfte  an  verschiedenen  Punkten  sich  ersetzen 
können,  um  die  gleiche  drehende  Bewegung  zu  erzeugen,  indem  wir  be- 
stimmten, welche  Kräfte  in  verschiedenen  Abständen  von  der  Drehungsaxo 
angebracht  werden  müssen,  um  sich  gegenseitig  das  Gleichgewicht  zu  halten. 
Dadurch  ist  die  Abhängigkeit  der  drehenden  Bewegung  von  den  Kräften 
vollständig  gegeben,  wir  können  sie  in  dem  Satze  zusammenfassen,  dafs 
Kräfte  gleiche  drehende  Bewegungen,  also  gleiche  Winkelgeschwindigkeiten 
hervorbringen,  wenn  ihre  statischen  Momente  denselben  Wert  haben. 

In  Bezug  auf  die  drehende  Bewegung 
haben  wir  nun  noch  die  Frage  zu  beant- 
worten, in  welcher  Weise  dieselbe  abhängig 
ist  von  der  Masse  des  durch  gegebene 
Kräfte  in  Bewegung  zu  setzenden  Systems. 
Denken  wir  uns  deshalb  zunächst  wieder 
einen  gewichtlosen  Hobel  OB  (Fig.  29),  an 
dessen  Ende  bei  B eine  Kraft  p angreife, 
von  der  wir  der  Einfachheit  wegen  voraus- 
setzen wollen,  dafs  sie  in  jeder  Lage  des  Hebels  konstant  und  senkrecht 
zum  Hebelarm  sei.  Im  Punkte  B befinde  sieb  eine  Masse  m,  welche  durch 


Kl*  «9. 
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§ 19. 


die  Kraft  p in  Bewegung  gesetzt  wird.  Der  Weg  BT  — s,  den  die  Masse 
in  irgend  einer  Zeit  zurtlcklegt,  ist  dann,  da  wir  die  Kraft  als  immer  von 
gleicher  Gröfse  vorausgesetzt  haben, 


BT=*s  = i P (3. 

1 m 


Nennen  wir  die  Länge  des  Hebels  l und  den  Bogen,  dem  der  Weg  s 
entspricht,  <p,  so  können  wir  auch  schreiben 

s = /<p  = ^ -—  <* ; l - - t3. 

^ 3 m ’ ^ 2 Im 


Nun  werde  die  Masse  m bei  B fortgenommen,  und  es  soll  dann  bei  C im 
Abstande  r von  0 eine  Masse  in  angebracht  werden,  so  dafs  auch  jetzt  in 
derselben  Zeit  t durch  die  Wirkung  der  bei  B angreifenden  Kraft  p von 
dem  System  derselbe  Bogen  qp  beschrieben  wird. 

Um  die  Gröfse  dieser  Masse  zu  bestimmen,  haben  wir  zunächst  uns 
daran  zu  erinnern,  dafs  die  bei  B wirkende  Kraft  p in  dem  Punkte  C einen 
Druck  p'  austtbt,  der  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 

pl=p  r 


Der  Weg,  den  die  Masse  m in  der  Zeit  i durch  die  Wirkung  dieser  Kraft 
zurtlcklegt,  ist 


Dieser  Weg  soll  nun  demselben  Bogen  <p  entsprechen,  es  ist  also  s'  — r<p 
und 


<P 


t*. 


Aus  den  beiden  Gleichungen  für  <p  ergibt  sich 


oder 


* Im  * r*m 
m ■ f — in  • r*. 


Die  in  dem  Punkte  C anzubringende  Masse  in  bekommt  also  durch 
die  in  B angreifende  Kraft  p dieselbe  Winkelbewegung  wie  die  in  B an- 
gebrachte Masse  »i,  wenn  das  Produkt  aus  der  Masse  m und  dem  Quadrate 
ihres  Abstandes  von  der  Drohungsaxe  gleich  ist  der  Masse  m,  multipliziert 
mit  dem  Quadrate  ihres  Abstandes;  oder  zwei  Massen  erhalten  durch  eine 
und  dieselbe  an  demselben  Punkte  angreifende  Kraft  dieselbe  drehende  Be- 
wegung, wenn  sie  'ihrer  Gröfse  nach  umgekehrt  sich  verhalten  wie  die 
Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  Drehungsaxe. 

Das  Produkt  tnr3  einer  Masse  m in  das  Quadrat  ihres  Abstandes  r 
von  der  Drehungsaxe  bezeichnet  man  als  das  Trägheitsmoment  dar  Masse; 
mit  dieser  Bezeichnung  können  wir  somit  den  eben  abgeleiteten  Satz  auch 
kurz  so  aussprechen,  dafs  durch  eine  gegebene  Kraft  verschiedene  Massen 
gleiche  drehende  Bewegung  erhalten,  wenn  sie  gleiche  Trägheitsmomente 
besitzen. 
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§ 19. 

Das  Trägheitsmoment  einer  gegebenen  Masse  bedeutet  gleichzeitig 
jene  Masse,  welche  in  der  Abstandseinbeit  von  der  Drehungsaxe  angebracht 
werden  mufs,  um  die  im  Abstande  r befindliche  Masse  m zu  ersetzen,  so  dafs 
die  Winkelgeschwindigkeit  dieselbe  ist. 

Dieser  Satz  von  den  Trägheitsmomenten  setzt  uns  in  den  Stand,  die 
drehende  Bewegung  eines  Systems,  in  welchem  Massen  in  verschiedenen 
Punkten  vorhanden  sind  und  von  verschiedenen  Kräften  angegriffen  werden, 
oder  auch  diejenige  eines  ausgedehnten  Körpers  wenigstens  dann  vollständig 
zu  bestimmen,  wenn  wir  die  Verteilung  der  Massen  und  Kräfte  kennen. 
Indem  wir  nämlich  die  Trägheitsmomente  der  vorhandenen  Massen  be- 
stimmen, erhalten  wir  jene  Masse,  welche  in  der  Abstandseinheit  von  der 
Drehungsaxe  die  sämtlichen  vorhandenen  Massen  so  ersetzt,  dal's  die  drehende 
Bewegung,  welche  diese  in  der  Abstandseinheit  vorhandene  Masse  durch 
die  wirksamen  Kräfte  erhält,  genau  jener  gleich  ist,  welche  die  verteilten 
Massen  erhalten.  Durch  Bestimmung  der  statischen  Momente  erhalten  wir 
dann  die  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehungsaxe  angreifende  Kraft, 
welche  die  sämtlichen  an  verschiedenen  Punkten  angreifenden  Kräfte  er- 
setzt. Da  diese  Kraft  in  demselben  Punkte  angreift,  in  welchem  die  durch 
das  Trägheitsmoment  bestimmte  Masse  sich  befindet,  so  erhalten  wir  die 
Beschleunigung  dieser  Masse,  indem  wir  den  Quotienten  aus  der  Kraft  und 
der  Masse  bilden,  und  aus  der  Beschleunigung  die  Geschwindigkeit  und  den 
in  einer  gegebenen  Zeit  zurückgelegten  Weg  ganz  nach  den  im  vorigen 
Kapitel  abgeleiteten  Sätzen. 

Bei  einem  ausgedehnten  um  pine  Axe  drehbaren  Körper  haben  wir, 
um  das  Trägheitsmoment  desselben  zu  bilden,  uns  den  Körper  in  einzelne 
Punkte  zerlegt  zu  denken;  die  Summe  der  Trägheitsmomente  aller  einzelnen 
Punkte  ist  dann  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers.  Hat  der  Körper 
eine  geometrisch  bestimmte  Gestalt,  und  ist  die  Masse  in  ihm  gleichförmig 
verteilt,  so  dafs  also  innerhalb  des  Körpers  gleiche  Volumina  überall  gleiche 
Masse  enthalten,  so  läfst  sich  das  Trägheitsmoment  berechnen  und  damit 
die  drehende  Bewegung  des  Körpers  vollständig  bestimmen. 

Um  diese  Rechnung  zu  übersehen,  wollen  wir  als  Beispiel  die  drehende 
Bewegung  einer  Kreisscheibe  um  eine  durch  ihre  Axe  gehende  Drehungsaxe 
untersuchen.  Die  Kreisscheibe  K (Fig.  30)  habe  den  Durchmesser  «,  die 
Dicke  6,  und  an  ihrem  Umfange  greife  eine  kon- 
rig.  so.  stanto  Kraft  p an;  etwa  so,  dafs  wir  die  Drehungs- 

axe der  Scheibe  vertikal  gestellt,  dann  um  die 
Scheibe  zwei  Schnüre  gelegt  denken,  welche  an 
einem  Punkte  des  Umfangs  befestigt  und  über 
zwei  Rollen  geführt  sind.  An  den  Uber  die  Rollen 
herabbängenden  Enden  der  Schnüre  seien  an  jeder 

das  Gewicht  ^ befestigt.  Sei  ferner  das  Gewicht 

von  einem  Kubikcentimeter  der  Scheibe  gleich  q, 
somit  die  in  einem  Kubikcentimeter  vorhandene 

Masse  gleich  5 • 

Um  das  Trägheitsmoment  der  Scheibe  zu  erhalten,  denken  wir  uns 
aus  derselben  einen  Ring  ausgeschnitten,  dessen  innerer  Radius  gleich  r, 
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§ 19. 


und  dessen  äufserer  den  um  das  Differential  dr  gröfsern  Wert  r -f-  dr  hat. 
Da  dr  einen  verschwindend  kleinen  Wert  hat,  ist  der  äufsere  Umfang  des 
Ringes  nur  unendlich  wenig  von  dem  innem  verschieden,  wir  können 
deshalb  ohne  einpn  merklichen  Fehler  das  Volumen  dieses  Ringes  gleich 

2 nrdrb  setzen.  Die  Masse  desselben  wird  dann  2 nrdrb  1 • Eben  deshalb, 

9 

weil  wir  den  Ring  als  unendlich  dünn  vorausgesetzt  haben,  können  wir  den 
Abstand  aller  seiner  Punkte  von  der  mit  der  Axe  des  Ringes  zusammen- 
fallenden Drehungsaxe  als  gleich  und  zwar  als  gleich  r ansehen.  Dann  wird 
das  Trägheitsmoment  diesos  Ringes  gleich 

rs  • 2 nrdrb  --  = "2nb  —•  t^dr. 

9 9 

Wir  bekommen  somit  das  Trägheitsmoment  dieses  Ringes  in  Form  eines 
Differentialausdrucks.  Das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Scheibe  erhalten 
wir  dann,  indem  wir  die  Trägheitsmomente  aller  der  unendlich  vielen,  un- 
endlich dünnen  Ringe  summieren,  aus  welchen  wir  die  Scheibe  zusammen- 
gesetzt denken  können.  Die  Trägheitsmomente  aller  dieser  Ringe  erhalten 
wir,  wenn  wir  in  obigem  Ausdrucke  für  r nach  und  nach  alle,  jedesmal  um 
dr  zunehmende  Werte  von  0 bis  a einsetzen.  Das  Trägheitsmoment  der 
ganzen  Scheibe  ist  somit  das  von  0 bis  a genommene  bestimmte  Integral 


a 


0 


Dem  Begriffe  des  Integrals  als  Summe  entsprechend  können  wir  den 
konstanten  Faktor  vor  das  Summenzeichen  setzen  und  erhalten 


« 


0 


Nach  E 1 ist  der  Ausdruek  unter  dem  Integralzeichen  das  Differential 
von  J r4,  somit  nach  E VIII 

K = 2nb  | (\a*  — 0)  = \nb  ± ■ a4. 

Nun  ist  jra!6  das  Volumen  unserer  Kreisscheibe,  somit 


n a-b  — = M 
9 

die  Masse  der  Kreisscheibe;  wir  können  somit  das  Trägheitsmoment  der 
selben  schreiben 

K=  iJfo* 


oder  das  Trägheitsmoment  einer  Kreisscheibe,  oder  allgemein  eines  massiven 
Kreiscylinders,  da  die  Kreisscheibe  ja  nur  ein  Cylinder  von  geringer  Höhe 
ist,  in  Bezug  auf  die  Axe  des  Cylinders  ist  gleich  der  halben  Masse  des 
Cylinders  multipliziert  mit  dom  Quadrate  des  Radius.  Damit  erhalten  wir 
die  Beschleunigung  bei  der  drehenden  Bewegung 


G = 


Pa 
1 Md 1 


2 


P 

Md ' 


7* 
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ein  Ausdruck,  der  gleichzeitig,  wenn  wir  G-  als  Bruchteil  von  2 n angeben, 
uns  die  Winkelbeschleunigung  gibt,  da  die  Beschleunigung  sich  auf  einen 
Punkt  bezieht,  der  sich  im  Abstande  eins  von  der  Drehungsaxe  befindet. 

Das  Trägheitsmoment  einer  Kugel  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Mittel- 
punkt gehende  Axe  können  wir  leicht  aus  dem  soeben  abgeleiteten  Trägheits- 
moment der  Scheibe  erhalten.  Sei,  um  die  Berechnung  durchzuführen,  der 
Kreis  K ein  Durchschnitt  durch  die  Kugel,  deren 
Radius  gleich  a sei,  und  A A sei  die  Drehungsaxe. 
Sei  auch  jetzt  wieder  q das  Gewicht  der  Volum- 
einheit der  Kugel.  Sei  BB  eine  Scheibe,  welche 
durch  zwei  unendlich  nahe  zur  Drehungsaxe  senk- 
rechte Schnitte  begrenzt  sei,  deren  erster  im  Ab- 
stande x , deren  zweiter  im  Abstande  x dx  vom 
Mittelpunkte  C der  Kugel  sich  befinde.  Diese  Scheibe 
können  wir  als  einen  Cylinder  ansehen,  dessen  Höhe 
gleich  dx  und  dessen  Radius  r gegeben  ist  durch 
die  Gleichung 

2 2 2 
r — (V  — x\ 

Da  die  Drehungsaxe  der  Kugel  durch  die  Axe  dieser  Scheibe  geht,  so 
ist  das  Trägheitsmoment  derselben,  wie  eben  abgeleitet  wurde, 

^ tc  y r*  dx  = J ^ (a*  — x*)  sdx  ••••(!). 

Das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Kugel  ist  die  Summe  der  Trägheits- 
momente aller  Scheiben,  in  welche  wir  auf  diese  Weise  die  Kugel  zerlegen 
können.  Wir  erhalten  alle  diese  einzelnen  Trägheitsmomente,  indem  wir  in 
dem  soeben  entwickelten  Ausdruck  nach  und  nach  fllr  x alle  die  Abstände 
einsetzen,  welche  in  der  Kugel  Vorkommen.  Die  obere  Hälfte  der  Kugel 
bekommen  wir,  indem  wir  für  x nach  und  nach  alle  Werte  einsetzen,  von 
0 bis  a , die  untere,  deren  Scheiben  an  der  entgegengesetzten  Seite  des 
Mittelpunktes  sich  befinden,  wenn  wir  für  x alle  Werte  zwischon  0 und  — a 
einsetzen;  denn  um  die  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt,  von  dem  aus  wir  die 
Abstände  x rechnen,  entgegengesetzte  Lage  der  Scheiben  zu  beachten,  müssen 
wir  den  nach  unten  gerechneten  Abständen  x das  negative  Vorzeichen 
geben.  Wir  erhalten  somit  das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Kugel,  in- 
dem wir  von  — a angefangen  nach  und  nach  für  x alle  Werte  von  — u 
bis  -f-  it  setzen  und  alle  die  so  sich  ergebenden  Werte  des  Ausdruckes  (1) 
summieren,  oder 

+ * +<r 

A'  = j i n (a*  — x *)  *dx  — (a*  — x*)  idx. 


Um  dieses  bestimmte  Integral  nehmen  zu  können,  führen  wir  die  unter 
dem  Integralzeichen  angedeutete  Quadrierung  aus;  das  Integral  zerlegt  sich 
dann  in  drei,  da  sich  aus  dem  Begriffe  des  Integrals  als  Summe  ergibt,  dafs  das 
Integral  einer  Summe  gleich  ist  der  Summe  der  Integrale  der  einzelnen  Glieder 


+ a -f<*  -f-a  -f-a 


— a — a — a — a 
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Nach  E 1 ist  der  Ausdruck  unter  dem  ersten  Integralzeichen  das 
Differential  von  a*x,  unter  dem  zweiten  von  $ atx3,  unter  dem  dritten  von  i;  x!’. 
Damit  wird  nach  E VILI 

J (.«*  - x*)i(ix  = («5  + «6)  — K«5  + «5)  + i(«4  + <*5)  = i S «5 

— a 

somit  K = ^ n = $ f^na*  —ja1. 

Der  in  der  Klammer  eingeschlossene  Teil  des  Ausdruckes  ist  die  Masse 
der  Kugel;  bezeichnen  wir  dieselbe  mit  M,  so  wird 

K = l M ■ «2. 

Die  beiden  Beispiele  mögen  genügen,  um  zu  zeigen,  wie  inan  durch 
Kechnung  das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  Körpers  von  geometrisch 
bestimmter  Gestalt  erhalten  kann.  Für  alle  Formen,  wolche  uns  für  das 
Trägheitsmoment  eines  Elementes  einen  Ditferentialausdruck  liefern,  dessen 
Integral  man  auswerten  kann,  lutst  sich  das  Trägheitsmoment  berechnen. 

Aufser  durch  Rechnung  läfst  sich  das  Trägheitsmoment  einer  Masse 
auch  experimentell  bestimmen.  Dafür  geeignete  Methoden  werden  wir  § 31 
kennen  lernen. 

§ 20. 

Allgemeiner  Satz  über  die  Trägheitsmomente.  Das  Trägheits- 
moment einer  Masse  hat  nach  der  Definition  dieses  Begriffes  keineswegs 
einen  fflr  die  gegebene  Masse  immer  gleichen  Wert,  sondern  dieser  Wert 
hängt  wesentlich  ab  von  der  Lage  der  Drehungsaxe,  um  welche  dio  drehende 
Bewegung  stattfindet.  Auf  specielle  Fälle  der  Art  einzugehen,  würde  zu  weit 
führen;  wir  wollen  in  der  Beziehung  nur  einen  allgemeinen  Satz  beweisen, 
der  uns  immer  gestattet,  das  Trägheitsmoment  einer  Masse  in  Bezug  auf 
eine  beliebige  Axe  zu  bestimmen,  wenn  man  es  in  Bezug  auf  eine  der  be- 
liebigen Axe  parallele  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gelegte  Axe 
kennt.  Ist  nämlich  A/  die  Masse  eines  Körpers  und  A/A-2  das  Trägheits- 
moment desselben  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  des  Köipers 
gehende  Axe,  so  ist  in  Bezug  auf  eine  mit  der  letztem  parallele  und  im 
Abstande  z von  derselben  befindliche  Drehungsaxe  das  Trägheitsmoment 
gleich  M(k*  + **). 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  soi  der  senkrechte  Abstand  a des  Punktes 
m (Fig.  32)  von  der  durch  den  Schwerpunkt  o des  Körpers  senkrecht  zur 
Ebene  der  Zeichnung  gehenden  Axe  durch 
zwei  senkrechte  Koordinaten  * und  y gegeben,  Flg  32 

so  dafs 

«*  = x2  + if. 

Das  Trägheitsmoment  des  im  Punkte  m 
befindlichen  Massenelementes  m ist  dann 

mas  = m (x*  -(-  y2), 

und  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers  * 

ist  die  Summe  der  so  für  alle  Massenelcmente  gebildeten  Momente 

Xma2  = ATm(x2  -f-  y2)  = M A2. 
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Liege  die  zweite  Ase  in  der  Richtung  der  senkrechten  Abstände  x 
von  der  ersten  Axe  um  z entfernt,  sie  gehe  durch  o',  so  ist  das  Trägheits- 
moment des  in  m befindlichen  Massenelementes  in  Bezug  auf  diese  neue  Axe 

ma‘-  = m { (x  — «)*  -(-  iß } 

und  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers,  die  Summo  der  Trägheits- 
momente aller  Massenelemente 

Zma*  •=  Zm  { (x  — »)ä  + if*  | • 

Letztere  Summe  ist  aber  gleich 
Zm  {(x  — r)8  -f-  j/8 } = Zmx*  -f-  Zmz*  -j-  Zmy*  — 2 zZmx 
oder  auch 

Zm  { (x  — sY  -j-  y8 ) = Ztn(x 8 -)-  ys)  -(-  Zms*  — 2 zZmx. 

Das  erste  Glied  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  ist  gleich 
il/fc8,  das  zweite,  da  ß ein  für  alle  Glieder  der  Summe  konstanter  Faktor 
ist,  und  Zrn  — M gleich  der  Masse  des  Körpers  ist,  gleich  M ■ z%.  Wir 
haben  demnach  ftlr  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers  in  Bezug  auf 
die  neue  Axe 

Mk*  -f  M :8  — 2 zZmx  «=  M(k*  + z8)  — 2 zZmx. 

Das  Glied  — 2 zZmx  ist  nun  aber  gleich  Null,  weil  dio  Axe,  von 
der  die  Abstände  x gerechnet  sind,  durch  den  Schwerpunkt  geht,  und  weil 
nach  unserer  Definition  des  Schwerpunktes  als  des  Mittelpunktes  der  durch 
die  Schwere  der  einzelnen  Körperelemente  gegebenen  parallelen  Kräfte,  die 
Summe  der  Momente  in  Bezug  auf  denselben  Null  ist. 

Es  bleibt  somit  fllr  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf 
die  neue  Axe,  welche  mit  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  parallel 
und  um  z von  ihr  entfernt  ist, 

Jf(*8  + z*). 

Wir  werden  von  diesem  Satze  demnächst  Gebrauch  machen. 

Mit  Hülfe  der  Sätze  über  das  Trägheitsmoment  ist,  wie  schon  vorher 
bemerkt  wurde,  die  Behandlung  der  drehenden  Bewegung  auf  jene  der  fort- 
schreitenden zurückgeführt.  indem  wir  die  Masse  des  zu  bewegenden  Körpers 
immer  in  dem  Angriffspunkt  der  resultierenden  Kraft  konzentriert  denken 
können.  Es  erübrigt  uns  jetzt  noch,  einige  Anwendungen  der  abgeleiteten 
Sätze  und  einige  die  drehende  Bewegung  begleitende  Erscheinungen  zu  be- 
trachten. 


§ 21. 

Die  Wage.  Wir  wenden  unsere  Sätze  zunächst  an,  um  die  Theorie 
des  für  die  Physik  wichtigsten  Melsapparates,  der  Wage,  abzuleiten. 

Die  Wage  hat  die  Aufgabe,  das  Gewicht  der  Körper  zu  bestimmen, 
das  heifst,  das  Gewicht  eines  gegebenen  Körpers  mit  demjenigen  uns  be- 
kannter Gewichtsstücke  zu  vergleichen.  Zu  dem  Zwecke  besteht  bekannt- 
lich die  Wage  aus  einem  in  seiner  Mitte  unterstützten  Stabe,  der  an  seinen 
Enden  die  Wagschalen  trägt,  deren  eine  den  abzuwägenden  Körper,  deren 
andere  die  Gewichte  aufnimmt.  Wir  schliefsen  dann,  dafs  das  Gewicht  der 
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abzuwägenden  Körper  demjenigen  der  Gewichte  gleich  ist,  wenn  der  die 
Schalen  tragende  Stab,  der  Wagebalken,  horizontal  steht.  Die  horizontale 
Stellung  erkennen  wir  an  einem  mit  dem  Wagebalken  fest  verbundenen 
Zeiger,  der  dann  auf  eine  bestimmte  Marke  zeigt.  Wir  verlangen  ferner, 
dafs  der  Wagebalken  in  einer  geneigten  Stellung  zur  Ruhe  kommt,  wenn 
auf  der  einen  Seite  ein  nicht  zu  grofses  Übergewicht  ist.  Die  Neigung  soll 
für  das  kleinste  Übergewicht  noch  deutlich  sichtbar  sein,  der  Wagebalken 
also  noch  einen  deutlich  erkennbaren  Winkel  mit  der  Horizontalen  bilden. 
Dieses  kleinste  Übergewicht  ist  je  nach  dem  Zwecke  der  Wagen  verschieden; 
Wagen  zu  wissenschaftlichen  Untersuchungen  sollen  schon  einen  deutlich 
sichtbaren  Winkel  mit  der  Horizontalen,  einen  deutlichen  Ausschlag  geben, 
wenn  die  eine  Seite  um  Bruchteile  eines  Milligrammes  schwerer  ist. 

Aus  dieser  Aufgabe  der  Wage  läfst  sich  unmittelbar  ableiten,  wie  die- 
selbe eingerichtet  sein  rnufs.  Wir  wollen  aus  der  Horizontalstellung  der 
Wage  auf  die  Gleichheit  der  abzuwägenden  Gewichte  schliefsen;  daraus 
folgt  zunächst,  dafs  die  Wage  im  unbelasteten  Zustande  horizontal  stehen, 
das  heilst,  dafs  dann  der  Schwerpunkt  mit  der  Drehungsaxe  in  derselben 
Vertikalen  liegen  mufs.  Dazu  ist  erforderlich,  dafs  die  beiden  Hälften  der 
Wage  an  jeder  Seite  der  Drehungsaxe  derselben,  durch  die  Schwere  genau 
dasselbe  Drehungsmoment  erhalten  müssen,  somit  dafs,  wenn  die  beiden 
Hälften  gleichartig  gearbeitet  sind,  was  wir  voraussetzen,  dieselben  gleiche 
Gewichte  haben  müssen. 

Es  ergibt  sich  daraus  zweitens,  dafs  die  beiden  Hälften  des  Wage- 
balkens, die  Abstände  der  Drehungsaxe  der  Wage  von  den  Aufhängepunkten 
der  Wagschalen,  genau  gleiche  Längen  haben  müssen.  Denn  in  der  Voraus- 
setzung, dafs  die  erste  Bedingung  erfüllt  ist,  beweist  uns  die  horizontale 
Stellung  der  belasteten  Wage  nur,  dafs  die  Drehungsmomente  der  beiden 
Seiten  gleich  sind.  Aus  der  Gleichheit  der  Drehungsmomente  folgt  aber 
die  Gleichheit  der  wirkenden  Kräfte,  hier  also  der  in  den  Wagschalen 
liegenden  Gewichte,  nur  dann,  wenn  wir  wissen,  dafs  die  Hebelarme,  hier 
also  die  horizontalen  Abstände  der  Aufhängepunkte  der  Wagsehalcn  von 
der  Drehungsaxe  einander  gleich  sind.  In  wie  weit  diese  Bedingung  strenge 
erfüllt  werden  kann,  werden  wir  im  nächsten  Paragraphen  besprechen. 

Da  die  Wage,  wenn  auf  der  einen  Wagschale  ein  kleines  Übergewicht 
liegt,  in  einer  geneigten  Lage  zur  Ruhe  kommen  soll,  so  folgt  als  dritte 
notwendig  zu  erfüllende  Bedingung,  dafs  die  unbelastete  Wage  im  stabilen 
Gleichgewichte  sich  befinden,  dafs  also  der  Schwerpunkt  unter  der  Drehungs- 
axe liegen  mufs.  Würde  die  Wage  im  labilen  Gleichgewichte  sein,  so 
würde  sie  bei  der  geringsten  Bewegung  Umschlagen.  Wäre  die  Wage  im 
indifferenten  Gleichgewicht,  so  würde  sie  unbelastet  in  jeder  Lage  im  Gleich- 
gewichte sein,  bei  dem  geringsten  Übergewichte  auf  der  einen  Seite  sich 
dagegen  um  90°  drehen,  soweit,  bis  der  Schwerpunkt  des  Übergewichtes 
unter  der  Drehungsaxo  in  derselben  Vertikalen  liegen  würde.  Denn  da 
im  Zustande  des  indifferenten  Gleichgewichtes  die  Summe  der  statischen 
Momente  der  einzelnen  Teile  der  Wage  in  Bezug  auf  die  Unterstützungsaxe 
selbst  Null  ist,  und  in  jeder  Lage  Null  bleibt,  kann  bei  Hinzufügung  eines 
Übergewichtes  nur  dann  Gleichgewicht  sein,  wenn  das  Moment  des  Über- 
gewichtes für  sich  gleich  Null  ist;  das  ist  aber  nur  dann  der  Fall,  wenn 
sein  Schwerpunkt  mit  der  Drehungsaxe  in  derselben  Vertikalen  ist.  In 
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diesem  Falle  würde  somit  die  Wage  ebenfalls  unbrauchbar  sein.  Ist  die 
unbelastete  Wage  dagegen  im  stabilen  Gleichgewicht,  so  tritt  eine  von  der 
Gröfse  des  Übergewichtes  abhängige  Drehung  der  Wage  oin.  Donn  dadurch, 
dal's  die  Wage  sich  nach  der  Seite  des  Übergewichtes  neigt,  wird  der  Schwer- 
punkt nach  der  andern  Seite  gehoben,  somit  ein  die  Wage  zurück  drehe  »des 
Moment  erzeugt;  die  Gleichgewichtslage  ist  dann  jene,  in  welcher  die 
nach  entgegengesetzter  Richtung  drehenden  Momente  einander  gleich  sind. 

Indem  wir  diese  Gleichgewichtsbedingung  formulieren,  erkennen  wir 
weiter,  von  welchen  Umständen  aufser  von  der  Gröfse  des  Übergewichtes 
die  Gröfse  der  Drehung  abhängig  ist,  welche  speciellere  Einrichtung  somit 

die  Wage  haben  inufs,  damit 
sie  für  ein  möglichst  kleines 
Übergewicht  einen  deutlich  er- 
kennbaren Ausschlag  gibt.  Bei 
dieser  Formulierung  machen 
wir  die  allgemeinste  mit  den 
bereits  erkannten  Bedingungen 
verträgliche  Annahme,  die  sich 
im  allgemeinen  in  der  Praxis 
stets  realisiert  findet,  dafs 
nämlich  der  W agebalken  ABC 
(Fig.  33)  nicht  eine  gerade 
Linie  bilde,  dafs  also  die  Ver- 
bindungslinie der  Aufhänge- 
punkto  der  Wagschalen  nicht 
durch  die  Drehungsaxe  gehe. 
Wir  nehmen  aber  an,  dafs  in  der  Gleichgewichtslage  die  Verbindungslinie 
AC  horizontal  sei,  dafs  also  AB  und  BC  dann  mit  der  horizontalen  MN 
den  gleichen  Winkel  ß bilden.  Die  Längen  AB  = BC  seien  gleich  l. 
Der  Schwerpunkt  des  Wagebalkens  liege  in  g im  Abstando  t unter  B. 

Sei  ferner  p das  Gewicht  des  Balkens  und  sei  das  Gewicht  der  an  A und  C 
angehängten  Wagschalen  inklusive  der  eingelegten  Gewichte  auf  der  einen 
Seite  gleich  Q,  auf  der  andern  Seite  Q -f-  q.  Die  Wage  wird  sich  um  einen 
Winkel  a neigen  und  die  Lage  Ä BC'  annehmen.  Der  Schwerpunkt  der 
Wage  rückt  dann  nach  g.  Besteht  Gleichgewicht,  so  mufs  die  Summe  der 
Momente  der  wirkenden  Gewichte  Q,  p,  Q -(-  q gleich  Null  sein. 

Die  Hebelarme  der  Gewichte  sind  für  Q die  Länge  A'P,  für  das  Ge- 
wicht p der  Wage  gl)  und  für  die  Gewichte  Q -)-  q,  welche  an  dem 
Punkte  C angreifen,  C'Q,  es  mufs  sonach 

Q . A'P  + p ■ gD  - (Q  + g)  CQ  = 0, 

oder 

Q-A'P  + p-gD  = (Q  + 'j)C'Q-.-l. 

Nun  sind 

A'P  = A'B  • cos  B A'P  = Ä B ■ cos  A’BM  = l • cos  («  — ß), 
gD  = g B ■ sin  gBD  — t • sin  a, 

C'Q  *=  CB  • cos  QCB  = CB  • cos  C’BN  ■=  / • cos  (<*  -f-  ß) 
und  daraus,  wenn  wir  diese  Ausdrücke  in  (1)  e insetzen. 


Fig.  »3. 
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oder  auch 


Ql  (cos  a • cos  ß -f*  sin  a ■ sin  /S)  -f-  p t sin  o = 
= (Q  q)  l (cos  a • cos  ß — sin  a ■ sin  ß). 


Fassen  wir  die  mit  cos  a und  sin  a multiplizierten  Glieder  zusammen, 
so  erhalten  wir 

cos  a [QI  cos  ß — (Q  <])  l cos  ß } — 

= — sin  a ( Q l sin  ß -j-  (Q  -f-  q)  l sin  ß -(-  p t } 

oder 

q l cos  ß ■ cos  e = (2@Zsin0-|-<zJsin/J-|-p?,j  sin  a. 

Dividieren  wir  durch  cos  « und  lösen  die  Gleichung  nach  tang  a aut' 


oder 


tang  a = - 


q l cos  ß 


tang  a 


‘1QI  sin  ß -f-  ql  sin  ß + P? 
ql 


(2C  + 3)Mang(?  + -^ 


2. 


Der  Winkel  e gibt  die  Neigung  des  Wagebalkens,  wenn  in  die  Wag- 
schalo  bei  C das  Übergewicht  q gebracht  ist,  er  mifst  also  die  Empfindlich- 
keit der  Wage.  Da  a immer  sehr  klein  ist,  können  wir  auch  tang  e als 
Mafs  der  Empfindlichkeit  betrachten.  Man  sieht  in  obiger  Gleichung,  dais 
wenn  der  Winkel  ß von  Null  verschieden  ist,  der  Wert  a abhilngig  ist  von 
-Q  -f*  2,  das  heilst,  die  Empfindlichkeit  der  Wage  ist  nicht  konstant,  sie 
ändert  sich  bei  gleichem  Übergewichte  q mit  der  gemeinsamen  Belastung 
der  Wage,  sie  ist  grölser,  wenn  die  Wage  weniger  belastet  ist.  Dafs  das 
der  Fall  sein  mufs,  ergibt  die  direkt  an  Fig.  33  als  richtig  einzusehende 
Überlegung,  dafs  bei  der  hier  vorausgesetzten  Neigung  der  Wagebalken  die 
Drehung  der  Wage  zur  Folge  hat,  dafs  der  Hebelarm,  an  welchem  das 
Übergewicht  wirkt,  in  stärkerm  Verhältnisse  kleiner  wird,  als  der  Hebel- 
arm an  der  andern  Seite  der  Wage. 

Lägen  die  Punkte  A und  C anstatt  unter  der  Horizontalen  Uber  der- 
selben, so  wäre  die  Rechnung  genau  so  durchzufUhren , nur  müfsto  man  in 
den  Gleichungen  den  Winkel  ß negativ  setzen,  wo  in  den  vorigen  Gleichungen 
a ß steht,  müfsten  wir  a — ß setzen  und  umgekehrt.  Die  Gleichung  (2) 
wird  dann 


tang  a = 


pr 

C08  ß 


q i 

(2  Q + 5)  ß 


Hier  wird  der  Nenner  unseres  Ausdrucks  mit  zunehmender  Belastung 
kleiner,  die  Empfindlichkeit  der  Wage  also  gröfser. 

Ist  der  Winkel  ß gleich  Null,  so  ist  die  Empfindlichkeit  der  Wage 
konstant,  unabhängig  von  der  Belastung.  Da  das  durchaus  wünschenswert 
ist,  so  sucht  man  soviel  wie  möglich  die  drei  Punkte  A,  IS,  C in  eine 
gerade  Linie  zu  legen.  Nehmen  wir  an,  dafs  das  erreicht,  also  ß — 0 sei, 
so  wird  die  Empfindlichkeit  der  Wage  gegeben  durch  die  Gleichung 

ta“8  amm-r(j)* 
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Bei  gleichem  gegebenen  Übergewicht  wird  somit  der  Ausschlag  der 
Wage  um  so  gröfser 


l)  je  kleiner  f,  also  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  dem  Unter- 
stützungspunkte  ist.  Man  erkennt  das  auch  an  der  Fig.  33  sofort  als  richtig, 
denn  je  nüher  y an  li  liegt,  um  so  gröfser  mufs  der  Winkel  a werden, 
damit  der  Hebelarm,  an  welchem  das  Gewicht  des  Wagebalkens  angreift, 
einen  solchen  Wert  hat,  dafs  das  zuriiekdrehende  Moment  dem  Drehungs- 
moment des  Übergewichtes  gleich  wird. 


2)  Der  Winkel  a wird  um  so  gröfser,  je  gröfser  der  Quotient  — , also 


aus  der  Lilnge  des  Wagebalkens  und  dem  Gewichte  desselben  wird,  je  länger 
also  bei  gegebenem  Gewichte  p die  Wagebalken  sind,  oder  je  leichter  bei 
gegebener  Länge  das  Gewicht  des  Wagebalkens  ist.  Diese  Bedingungen 
sind  selbstverständlich  innerhalb  gewisser  Grenzen  eingeschlossen,  da  bei 
zu  gröfser  Länge  oder  zu  kleinem  Gewichte  die  Wagebalken  sich  biegen, 
somit  die  Bedingung,  dals  ß — 0 ist,  nicht  mehr  erfüllt  sein  kann.  Von 


zwei  Wagen,  bei  denen  der  Quotient  ■ denselben  Wert  hat,  ist  schon  des- 


halb diejenige  die  beste,  deren  Wagebalken  die  kürzeren  sind,  da  bei  dieser 
nicht  so  leicht  Verbiegungen  eintreten.  Es  wird  sich  im  nächsten  Para- 
graphen herausstellcn,  dars  sich  mit  einer  solchen  Wage  auch  schneller 
wägen  läfst. 

Die  Theorie  liefert  daher  für  eine  gute  Wage  folgende  Bedingungen, 
die  man  in  der  Praxis  möglichst  zu  erfüllen  sucht: 

1)  Die  beiden  Wagebalken  sollen  einander  gleich  sein. 


2)  Der  Quotient  — soll  möglichst  grofs  sein. 


3)  Der  Aufhängepunkt  des  Wagebalkens  und  diejenigen  der  Wagschalen 
sollen  in  einer  geraden  Linie  liegen. 

4)  Der  Schwerpunkt  der  Wage  soll  unter  der  Drehungsaxe  liegen, 
aber  derselben  möglichst  nabe. 

Um  diesen  vielfachen  Bedingungen  Genüge  zu  leisten,  wendet  man 
als  Wagebalken  einen  Messing-  oder  Stahlstreifen  von  ungefähr  5nim  Dicke 
und  60cm  Länge  an.  Man  gibt  ihm  die  Form  (Fig.  34)  eines  länglichen 
verschobenen  Vierecks,  und,  um  ihn  leicht  zu  machen,  wird  er  vielfach 
durchbrochen,  so  dafs  nur  die  Seiten  des  Vierecks  übrig  bleiben  nebst 
einigen  das  Viereck  durchsetzenden  Stützen.  Man  erfüllt  dadurch  die  zweite 
Bedingung,  man  erhält  einen  bei  gegebener  Länge  möglichst  leichten  Wage- 
balken, ohne  befürchten  zu  müssen,  dafs  er  sich  biegt. 

Auf  die  Aufhängung  des  Balkpns  sowohl  als  der  Schalen  ist  grofse 
Aufmerksamkeit  zu  verwenden.  Es  ist  notwendig,  Träger  herzustellen,  die 
in  einer  zur  Drehungsebene  des  Wagebalkens  senkrechten  Linie  auslaufen, 
die  fähig  sind,  dem  Drucke  zu  widerstehen,  welchen  die  angehängten  Ge- 
wichte ausüben,  die  sich  während  der  Drehung  des  Wagebalkens  nicht  ver- 
schieben, und  die  hinlänglich  beweglich  sind,  um  nicht  durch  einen  merk- 
lichen Reibungs  widerstund  die  Bewegung  des  Wagebalkens  zu  hemmen.  Man 
befestigt  zu  dem  Ende  in  dem  Wagebalken  ein  Prisma  von  gehärtetem 
Stahl  A’,  dessen  untere  möglichst  geradlinig  gearbeitete  Kante  auf  einer 
gut  polieVten  Platte  von  Stahl  oder  besser  noch  von  Achat  aufliegt. 
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Es  ist  klar,  dafs  eine  solche  Aufhängevorrichtung  den  gestellten  Be- 
dingungen auf  das  wünschenswerteste  entspricht.  An  den  Enden  des  Wage- 
balkens sind  ebenfalls  zwei  Prismen  angebracht,  deren  Kanten  nach  oben 
gerichtet  sind,  um  auf  diese  die  unten  eben  abgeschliffenen  Stahlstücke  A 
aufzunehmen,  an  denen  die  Wagschalen  aufgobängt  sind.  Die  Aufhängeaxon 
des  Wagebalkens  sowie  der  Wagschalen  sind  demnach  die  Kanten  dieser 
drei  Prismen.  Diese  drei  Kanten  müssen  nun  gemäfs  der  dritten  Regel 
möglichst  in  eine  gerade  Linie  gebracht  werden,  und  die  beiden  Abstände 
der  an  den  Enden  des  Wagebalkens  angebrachten  von  der  mittlom  nach  der 
ersten  Regel  unter  sich  genau  gleich  gemacht  werden. 


Kig.  34. 


Gewöhnlich  werden  diese  Bedingungen  von  dem  Verfertiger  der  Wagen 
erfüllt,  das  ist  bei  unserer  Zeichnung  angenommen;  zuweilen  aber  wird  es 
auch  demjenigen  überlassen,  der  mit  der  Wage  arbeitet.  In  dem  Falle  sind 
nur  zwei  Prismen  unveränderlich  fest.  Das  dritte  kann  durch  Schrauben 
vertikal  verschoben  werden,  um  die  Kanten  der  drei  Prismen  in  eine  Linie 
zu  bringen,  und  horizontal,  um  die  Abstände  der  beiden  äufsem  Prismen 
von  dem  mittlem  unter  sich  gleich  zu  machen. 

Um  die  vierte  und  wichtigste  Bedingung  herzustellen,  ist  an  dem 
obemRande  des  Wagebalkens  gerade  über  dem  Aufhängepunkt  eine  Schrauben- 
spindel mit  sehr  schmalen  Gängen  eingesetzt,  auf  welcher  sich  zwei  Lauf- 
gewichte E auf-  und  abschrauben  lassen.  Das  untere  ist  gröfser  und  schwerer, 
das  obere  kleiner  und  leichter.  Eine  Bewegung  dieser  Gewichte  ändert  die 
Lage  des  Schwerpunktes;  werden  sie  hinaufgeschraubt,  so  steigt  der  Schwer- 
punkt, werden  sie  hinabgeschraubt,  so  sinkt  derselbe.  Die  gröbem  Hebungen 
und  Senkungen  des  Schwerpunktes  werden  durch  eine  Bewegung  der  grofsen, 
die  kleinem  durch  eine  Drehung  der  kleinern  Schraubenmutter  bewirkt. 
Durch  diese  Vorrichtung  wird  also  der  Schwerpunkt  des  Wagebalkens  be- 
weglich, und  man  sieht,  wie  man  ihn  dadurch  der  Aufhängeaxe  so  nahe 
bringen  und  dadurch  die  Wage  so  empfindlich  machen  kann,  wie  man  will. 
Man  hat  diese  Vorrichtung  noch  dahin  vervollkommnet,  dafs  man  mittels  der- 
selben dem  Schwerpunkt  auch  eine  seitliche  Bewegung  geben  kann.  Zu  dem 
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Ende  ist  auf  der  einen  Schraubenmutter  ein  eicentrischer  Knopf  ange- 
bracht, der  durch  seine  seitliche  Bewegung  hei  der  Drehimg  des  Lauf- 
gewichtes den  Schwerpunkt  auch  seitlich  etwas  verschiebt,  uns  also  in  den 
Stand  setzt,  ihn  genau  vertikal  unter  die  Aufhängease  zu  bringen  in  dem 
Augenblicke,  wo  die  drei  Prismenkanten  sich  in  der  Horizontalen  befinden. 

Wir  bedürfen  an  unseror  Wage  noch  eines  Zeigers,  der  angibt,  wann 
der  Wagehalkeu  horizontal  ist.  Zu  dem  Zwecke  ist  in  der  Mitte  dos  Balkens 
genau  über  der  Aufhängeaio  eine  stählerne  Nadel  Q (Fig.  35)  befestigt,  die 


Fi«.  35. 


bis  unten  an  die  Silule  hinabreicht,  welche  die  Wage  trügt.  Die  Spitze  der 
Nadel  schwingt  vor  einer  Elfenbeinplatte  G (Fig.  35)  hin  und  her,  welche 
mit  einer  Teilung  versehen  ist.  Man  reguliert  die  unbelastete  Wage  durch 
Drehung  der  Stellschrauben  VV'  so,  dnfs  das  Ende  der  Nadel  gerade  auf  der 
Mitte  der  Teilung,  dem  mit  0 bezeichneten  Teilstrich,  einsteht.  Von  dem 
Punkte  geht  man  aus,  eine  Neigung  des  Wagebalkens  wird  dann  durch 
einen  Ausschlag  der  Nadel  angegeben;  und  da  lotzterc  sehr  lang  ist,  so 
gibt  sie  für  die  geringste  Neigung  schon  einen  deutlichen  Ausschlag1). 

Es  erübrigt  noch  die  Aufstellung  der  Wage  zu  betrachten.  Dieselbe  steht 
auf  einem  eisernen  Dreiful's  I.  M N (Fig.  35),  welcher  mit  Stellschrauben  VV' 
versehen  ist.  Von  der  Mitte  des  Dreifufses  erhebt  sich  eine  Messingsüulc  DU, 


')  Der  Mechaniker  Bunge  in  Hamburg  verfertigt  jetzt  Wagen  mit  sehr 
kurzen  .'Wagebalken,  indem  er  durch  die  Form,  die  er  den  Balken  gibt,  sic  so 
leicht  machen  kann,  ohne  Verbiegung  zu  befürchten,  dafs  die  Wagen  dieselbe 
Empfindlichkeit  haben,  als  Wagen  mit  lungern  Balken.  Die  Wagen  von  Bunge 
werden  sehr  gerühmt,  ich  habe  kein  Urteil  darüber,  weil  ich  noch  nicht  mit 
einer  solchen  gearbeitet  habe;  das  Princip,  nach  dem  sic  gearbeitet  sind,  ist 
jedenfalls  ganz  richtig. 
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iuf  deren  Spitze  die  Achatplatt«  angebracht  ist,  auf  welcher  die  Schneide  des 
Stahlprisma  F ruht.  Teils  um  die  Stahlschneide  zu  schonen,  teils  um  die 
Wagebalken  vor  einer  Biegung  zu  bewahren  und  die  Wage  besser  transportieren 
zu  können,  ist  an  der  Säule  DC  eine  Gabel  HIJ  angebracht,  deren  Arme 
den  Wagebalken  erreichen.  Sie  kann  mittels  einer  in  der  Säule  verborgenen 
Zahnstange,  in  welche  ein  mittels  des  Knopfes  0 drehbares  Zahnrad  ein- 
greift, gehoben  und  gesenkt  werden.  Dreht  man  den  Knopf  nach  der  einen 
Seite,  so  hebt  man  die  Gabel;  dieselbe  nimmt  den  Wagebalken  zwischen  ihre 
Arme  bei  II  und  I und  unterstützt  ihn,  indem  sie  ihn  ein  wenig  emporhebt. 
Dreht  man  den  Knopf  0 und  damit  das  Zahnrad  nach  der  entgegengesetzten 
Seite,  so  sinkt  die  Gabel  hinunter,  läfst  die  Schneide  F sehr  langsam  auf 
ihre  Unterlage  herab  und  läfst  dann  den  Wagebalken  frei. 

Um  beim  Vornehmen  einer  Wägung  die  störenden  Luftströmungen, 
welche  die  Bewegung  der  Wage  hemmen,  um  die  Wirkung  der  Feuchtigkeit 
auf  die  zu  wägenden  Körper  zu  hindern,  und  andererseits  um  die  Wage  selbst 
vor  Staub  und  sonstigen  verderblichen  Einflüssen  zu  schützen,  umgibt  man 
den  ganzen  Apparat  mit  einem  Glaskasten,  der  an  einer  Seite  geöffnet 
werden  kann. 

§ 22. 

Prüfung  der  Wage;  Methode  der  Wägungen.  Wenn  man  die 
von  der  Theorie  geforderten  Bedingungen  bei  Herstellung  der  Wagen  auch 
möglichst  zu  erfüllen  sucht,  so  läfst  sich  eine  theoretisch  vollkommene 
Wage  nicht  hersteilen.  Man  mufs  deshalb  eine  jede  Wage  sorgfältig  prüfen, 
besonders  wie  weit  die  Grundbedingung  an  derselben,  die  Gleichheit  der 
Wagebalken  erfüllt  ist.  Man  kann  das  leicht  durch  zwei  Wägungen.  Wir 
legen  in  die  Wagschale  links  einen  Körper,  dessen  Gewicht  mit  </  bezeichnet 
werde,  und  bringen  ihn  durch  das  auf  die  Schale  rechts  gelegte  erforderliche 
Gewicht  p ins  Gleichgewicht.  Ist  die  Länge  des  Wagebalkens  links  gleich  /, 
rechts  gleich  r,  so  folgt 

lq=pr. 

Wir  legen  dann  den  Körper  vom  Gewichte  q auf  die  Wagschalo  rechts 
und  bringen  ihn  durch  die  erforderlichen  in  die  linke  Schale  gelegten  Ge- 
wichte ins  Gleichgewicht.  Sei  dazu  p -|-  pl  erforderlich,  so  ist 

(p  + Pi)  * = rq. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt  sich 


Bei  der  Wägung  mit  einer  solchen  Wage  müfste  somit  auch  das  be- 
obachtete Gewicht  korrigiert  werden,  es  wäre 

*--•1/*  + ';  • 

Bei  Wägungen,  bei  denen  es  sich  um  die  äufserste  Genauigkeit  handelt, 
wird  man  sich  indes  nicht  mit  dieser  Korrektion  begnügen,  da  schon  geringe 
Temperatureinflüsse  das  Verhältnis  der  Längen  der  W agebalken  ändern  können. 
Man  wendet  da  besser  die  Methode  der  doppelten  Wägung  an.  Zu  dem 


Digitized  by  Google 


110 


Methode  der  Wägungen. 


§ 22. 


Zwecke  legt  man  den  abzuwägenden  Körper  auf  die  eine  Wagsehale,  und 
bringt  ihn  durch  Scbrot.kömer  und  ähnliches,  die  auf  die  andere  Wagschale 
gelegt  werden,  genau  ins  Gleichgewicht.  Dann  ersetzt  man  den  abzuwägen- 
den Köqier  durch  Gewichtsstücke,  bis  wiederum  die  Wage  genau  im  Gleich- 
gewicht ist. 

Da  auf  diese  Weise  die  Gewichtsstücke,  durch  welche  das  Gewicht 
des  Körpers  bestimmt  wird,  in  derselben  Schale  liegen,  somit  an  demselben 
Hebelarme  wirken,  so  mufs  das  Gewicht  derselben  auf  das  genaueste  dem 
Gewichte  des  Körpers  entsprechen,  mögen  die  Arme  des  Wagebalkens  gleich 
sein  oder  nicht,  wenn  nur  die  Wage  empfindlich  genug  ist,  um  die  kleinsten 
Gewichtsdifferenzen  anzugeben. 

Die  Empfindlichkeit  der  Wage  nimmt,  wenn  die  Aufhiingepunkte  des 
Wagebalkens  und  der  Wagschalen  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  mit 
steigender  Last  ab.  Wenn  nun  auch  ursprünglich  diese  drei  Punkte  in  einer 
geraden  Linie  liegen,  so  ist  bei  den  feinen  Wagen  doch  nicht  zu  vermeiden, 
dal's  bei  Wägung  grofser  Gewichte  eben  wegen  der  Länge  und  Leichtigkeit 
des  Wagebalkens  derselbe  eine  geringe  Biegung  erhält.  Dadurch  aber  sinkt 
der  Schwerpunkt  des  Wagebalkens  herab,  und  die  Wage  verliert  an  Empfind- 
lichkeit. Um  diesen  Fehler  zu  korrigieren,  sind  die  über  dem  Wagebalken 
angebrachten  Laufgewichte  vorzüglich  brauchbar,  indem  sie  die  Lage  des 
Schwerpunktes  ändern.  Man  kamt  mittels  derselben  der  Wage  immer  die 
gröiste  Empfindlichkeit  geben. 

Will  man  kleine  Gewichte  wägen,  so  schraubt  man  vorher  die  beiden 
Laufgewichte  in  die  Höhe,  bis  die  Wage  in  den  Zustand  des  labilen  Gleich- 
gewichts versetzt  wird;  dann  schraubt  man  das  eine  der  Gewichte  wieder 
herunter,  bis  das  Gleichgewicht  der  Wage  gerade  wieder  anfängt  stabil  zu 
werden.  Anf  diese  Weise  ist  in  dem  Falle  das  Maximum  der  Empfindlichkeit 
erreicht.  Will  man  grofse  Gewichte  abwägen,  so  legt  man  zunächst  auf 
die  beiden  Wagschalen  Gewichte,  welche  nahezu  eine  gleiche  Belastung  aus- 
machen als  die  zu  bestimmenden.  Dann  verfährt  man  gerade  wie  vorher, 
man  schraubt  die  beiden  Laufgewichte  bis  zum  labilen  Gleichgewicht  der 
Wage  in  die  Höhe  und  läfst  dann  das  eine  soweit  herab,  bis  das  Gleichgewicht 
der  Wage  wieder  stabil  wird.  Auch  hier  ist  daun  wieder  das  Maximnm  der 
Empfindlichkeit  erreicht. 

Da  die  Wägungen  zu  den  feinsten  und  wichtigsten  Versuchen  in  der 
Physik  gehören,  so  wird  es  gut  sein,  das  Verfahren  bei  denselben  etwas 
genauer  zu  beschreiben.  Wir  setzen  voraus,  die  Wage  stehe  auf  einem 
festen  Tische,  durch  die  Stellschrauben  sei  der  Zeiger  bei  unbelasteter  Wage 
auf  den  Nullpunkt  geführt,  man  habe  der  Wage  den  abzuwägenden  Ge- 
wichten gemäfs  das  Maximum  der  Empfindlichkeit  gegeben  und  wolle  die 
Methode  der  doppelten  Wägung  anwenden.  Mau  legt  alsdann  den  ab- 
zuwägenden Körper  in  die  eine  Wagschale  und  Schrot  in  die  andere,  bis 
das  Gleichgewicht  nahezu  hergestellt  ist;  das  bietet  keine  Schwierigkeit- 
Ist  das  erreicht,  so  arretiert  man  mittels  der  Gabel  den  Wagebalken,  hemmt 
mit  der  Hand  die  Schwankungen  der  Schalen,  schliefst  den  Kasten  und 
läfst  die  Gabel  vorsichtig  wieder  herab.  Die  Nadel  wird  dann  sehr  langsam 
vor  der  Teilung  hin  und  her  schwingen.  Man  beobachtet  dann  eine  Anzahl 
Schwingungen;  ist  das  Gleichgewicht  erreicht,  so  sind  die  Schwingungen 
um  den  Nullpunkt  symmetrisch,  so  dafs  die  Summe  zweier  auf  einander 
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§ 22. 

folgenden  Schwingungen  nach  der  einen  Seite  gleich  ist  dem  doppelten 
Weide  der  'zwischen  den  beiden  liegenden  Schwingung  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite.  Man  wird  niimlicli  bei  absolut  gleicher  Belastung,  oder 
auch  wenn  man  die  mit  aller  Genauigkeit  justierte  Wage  ohne  Belastung  in 
die  Schwingung  versetzt,  finden,  dafs  die  auf  einander  folgenden  Schwingungen 
nicht  von  gleicher  Gröfse  sind,  dafs  die  Weite  der  Schwingungen  vielmehr 
stetig  und  regelmäfsig  abnimmt.  Geht  etwa  die  erste  Schwingung  nach 
rechts  um  r Skalenteile,  so  findet  man  die  darauf  folgende  Schwingung 
nach  links  etwa  r — a Skalenteile;  dann  bewegt  sich  der  Zeiger  nach  rechts 
um  r — 2 a Skalenteile,  wieder  nach  links  um  r — 3a  Skalenteile  u.  s.  f. 
Der  Grund  dieser  Abnahme  liegt  darin,  dafs  der  Bewegung  der  Wage  der 
Widerstand  der  Luft  und  die  Reibung  in  der  Aufhängung  entgegen  wirkt. 
Bezeichnen  wir  nun  die  Schwingungen,  ausgedrückt  in  Teilen  der  Skala 
nach  rechts  mit  r, , rs , r3  • • • , nach  links  mit  I,,  lt,  so  muls,  wenn 

die  Wage  um  die  horizontale  Lage,  der  Zeiger  also  um  den  Nullpunkt 
schwingt , 

*•»  + »■»=  2h 

2r*  = /,  + /, 

fj  + f*  = 

u.  s.  f.  sein.  Findet  man  also  nach  der  vorgenommenen  Tarierung,  dafs  dies 
erreicht  ist,  so  folgt,  dafs  die  Ruhelage  des  Wagebalkens  die  horizontale, 
somit  dafs  das  Gleichgewicht  erreicht  ist.  Findet  man  dagegen,  dafs 

*i  + r»  ^ 2/i 

ist  u.  s.  f.,  so  beweist  das,  dafs  die  Ruhelage  des  Wagebalkens  nicht  die 
horizontale,  somit  dafs  das  Gleichgewicht  noch  nicht  erreicht  ist;  ist 
<21,,  so  ist  die  Wage  rechts  zu  schwer,  im  entgegengesetzten 
Falle  auf  der  linken  Seite.  Man  mufs  dann,  nachdem  man  die  Wage  arre- 
tiert hat,  mit  einer  Pincette  ein  Schrotkorn  fortnehmen  oder  zulcgen, 
jenachdem  die  Tara  zu  grofs  oder  zu  klein  ist.  Wenn  durch  Wegnehmen 
oder  Zulegen  eines  Schrotkornes  aber  die  Tara  zu  sehr  geändert  wird,  so 
muls  man  feineres  Schrot  anwenden  oder  Papierschnitzel  oder  auch  Sand- 
kiimer  und  so  lange  mit  dem  Ab-  und  Zugeben  dieser  kleinen  Gewichtclien 
fortfahren,  bis  die  Schwingungen  des  Zeigers  der  angegebenen  Bedingung 
entsprechen  *). 

Dann  ist  der  Körper  tariert;  nun  wird  er  aus  der  Wagschale  genommen, 
statt  seiner  werden  Gewichte  hineingelegt  und  mit  den  Gewichten  jetzt  gerade 
so  verfahren,  wie  vorhin  mit  der  Tara.  Man  findet  zunächst  das  notwendige 
Gewicht  leicht  als  zwischen  n und  n + 1 Gramme  enthalten  und  hat  dann  zu 
dem  Gewichte  noch  die  Bruchteile  eines  Gramm  zu  legen.  Zu  dem  Ende 
befinden  sich  in  den  Gewichtssätzen  9 Deeigramme  in  Stücken  von  5,  2 und 
1 Decigramm,  so  dafs  man  dadurch  eine  beliebige  Zahl  von  Decigrammen 

’)  Die  oben  auseinamlergesetzt«  Beobachtung  der  Gleichgewichtslage  aus 
den  Schwingungen  ist  der  Beobachtung  ohne  Schwingungen  vorzuziehen,  da  sio 
genauer  ist  und  rascher  zum  Ziele  führt.  Gerade  dann  zeigt  Bich  aber  der  Vor- 
zug der  Wagen,  welche  bei  gleicher  Empfindlichkeit  die  kürzesten  Balken  haben, 
da  die  Schwingungsdauer  bei  kürzern  Balken  immer  kleiner  ist  als  bei  längern 
Balken. 
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§ 23. 


zwischen  1 und  9 herstellen  kann.  Ebenso  findet  man  9 Centigramme  und 
9 Milligramme  in  ähnlichen  Stücken,  so  dafs  man  bis  auf  Milligramme 
genau  das  Gewicht  eines  Körpers  erhalten  kann. 

An  vielen  Wagen  ist  nun  noch  eine  Vorrichtung,  um  selbst  die  Bruch- 
teile der  Milligramme  bis  auf  0,1  zu  erhalten.  Es  ist  nämlich  jede  Hälfte 
des  Wagebalkens  durch  vertikale  Striche  zunächst  in  10  gleiche  Teile  ge- 
teilt und  diese  einzelnen  Teile  nochmal  in  10  gleiche  Unterabteilungen. 
Bei  den  Gewichtssätzen  befinden  sich  dann  Häkchen  von  Platindraht,  genau 
ein  Centigramm  schwer,  welche  als  Reiterchen  auf  dem  Wagebalken  ver- 
schoben werden  können.  Auf  dem  ersten  Hauptteilstrich  wirkt  dann  ein 
solches  Reiterchen  gerade  soviel  als  1 Milligramm  in  der  Wagschale,  weil 
es  an  einem  Hebelarm  wirkt,  der  nur  0,1  der  Länge  des  Wagebalkens  hat; 
auf  den  Teilstrichen  2,  3,  ■ ■ • als  2,  3 • • ■ Milligramme  und  auf  den 
zwischen  den  Hauptteilstrichen  eingeschnittenen  Teilstrichen  als  1,1 ; 1,2  etc. 
Milligramme,  so  dafs  man  durch  Verschiebung  der  Reiter  zugleich  die 
Milligramme  und  ihre  Bruchteile  erhält. 

Die  Unterabteilungen  der  Grammgowichto  verfertigt  man  sich  am 
besten  selbst,  da  man  sich  meist  auf  die  käuflichen  nicht  sicher  verlassen 
kann.  Man  macht  dieselben  aus  Platindraht,  der  mehrmals  durch  denselben 
Drahtzug  gezogen  ist,  und  von  dem  eine  Länge  von  1 Meter  ungefähr  ein 
Gramm  wiegt.  Nachdem  man  von  einem  solchen  Draht  ein  Stück  ab- 
geschnitten, welches  etwas  mehr  als  ein  Gramm  wiegt,  beschneidet  man  es, 
um  es  genau  auf  ein  Gramm  zu  bringen.  Dann  wird  es  ausgespannt  und 
seine  Länge  gemessen;  da  nun  jedes  Zehntel  des  Drahtes  ein  Decigramm 
wiegt,  so  zerteilt  man  ihn  nach  der  Länge  in  Stücke  von  5,  2,  1,  1 Deci- 
gramm. Das  übrig  bleibende  Zehntel  wird  dann  in  einem  Drahtzuge  zu 
ungefähr  einem  Meter  ausgezogen,  und  man  verfährt  mit  dem  nouen  Stücke 
wie  vorhin,  um  die  Centigramme  zu  erhalten.  Das  dann  übrig  bleibende 
Zehntel  wird  dann  zu  Milligrammen  verarbeitet.  Schliel'slich  gibt  man  dann 
den  verschiedenen  Drahtstücken  entsprechende  Formen,  welche  ihr  Gewicht 
bezeichnen. 

§ 23. 

Specifisches  Gewicht  und  Dichtigkeit.  Mittels  der  Wage  sind  wir 
imstande  eine  wichtige  Eigenschaft  der  Körper  zu  erkennen.  Man  findet 
nämlich  sehr  oft,  dafs  zwei  gleiche  Volumina  verschiedener  Körper  nicht 
das  gleiche  Gewicht  haben,  oder  was  dasselbe  ist,  dafs  das  Verhältnis  der 
Volumina  verschiedener  Körper  zu  ihren  Gewichten  nicht  dasselbe  ist  Für 
einen  und  denselben  Körper  ist  das  Gewicht  P seinem  Volumen  V'  propor- 
tional, also 

P a=  V • p oder  ~ •=  p. 

Diese  Gröfse  p nennt  man  das  specifische  Gewicht  der  Körper.  Die 
Gröfse  p gibt  also  das  Verhältnis  des  Gewichtes  zum  Volum  eines  Körpers 
oder  das  Gewicht  der  Volumeinheit.  Die  Gröfse  p ist  konstant  für  ein  und 
dieselbe  Substanz  bei  gleicher  Temperatur,  für  verschiedene  Substanzen 
verschieden. 

Da  die  Gröfse  p das  Gewicht  eines  bestimmten  Volumens  eines  Körpers 
ausdrückt,  so  ist  sio  eigentlich  abhängig  von  den  gewählten  Einheiten  des 
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Gewichts  und  Volumens  und  daher  in  verschiedenen  Ländern  numerisch 
verschieden.  Um  jedoch  diese  Verschiedenheit  7.u  vermeiden,  ist  man  Uber- 
eingekommen,  die  specifischen  Gewichte  überall  in  derselben  Einheit  aus- 
zudrücken, nämlich  als  Einheit  das  Gewicht  der  Volumeinheit  Wasser  zu 
nehmen.  Für  gleiche  Volumina  hat  man 

für  irgend  einen  Körper  P = V ■ p 
für  Wasser P'  = V • p 

und  daraus 


so  dafs  s das  Verhältnis  des  Gewichtes  der  Volumeinheit  eines  Körpers  zu 
dem  der  Volumeinheit  von  Wasser  bei  4°C.  darstellt.  Es  ist  das  relative 
specifische  Gewicht,  welches  aber  meist  schlechthin  das  specifischo  Gewicht 
genannt  wird. 

Um  es  zu  erhalten,  genügt  es,  das  Verhältnis  der  Gewichte  P und  P' 
zu  bestimmen,  d.  h.  des  Gewichtes  von  einem  beliebigen  Volum  eines 
Körpers  zu  dem  eines  gleichen  Volum  Wasser  von  4°.  Dieses  Verhältnis 
ist  sonach  unabhängig  von  den  gewählten  Einheiten. 

Man  hat  nun 

p=p'.s=  V-p-s, 

d.  h.  das  Gewicht  eines  Körpers  ist  gleich  dem  Produkt  aus  seinem  Volumen 
F,  seinem  relativen  specifischen  Gewicht  s und  dem  Gewicht  p der  Volum- 
einheit Wasser  von  4°. 

Legt  man  das  Grammgewicht  zu  Grunde,  so  ist  die  Gewichtseinheit 
schon  die  von  1 Kubikcentimeter  Wasser  bei  4°,  also  das  Gewicht  p gleich 
1 ; in  dem  Falle  hat  man  daher 

P = V ■ s. 

Diese  Vereinfachung  gilt  jedoch  nur  dann,  wenn  man  das  Verhältnis 
des  Gewichts  eines  Körpers  zu  dem  eines  gleichen  Volumens  Wasser  als 
sein  relatives  specifisches  Gewicht  nimmt;  geht  man  von  dem  Gewicht  der 
Volumeinheit  eines  andern  Körpers  aus,  so  fällt  sie  fort. 

Bei  den  Gasen  und  Dämpfen  z.  B.  geht  man  von  dem  Gewicht  der 
Volumeinheit  der  atmosphärischen  Luft  aus;  p ist  dann  das  Gewicht  eines 
Kubikcentimeter  atmosphärischer  Luft  hei  0°  und  760mm  Barometerstand 
gleich  O^O  001  293.  Das  Gewicht  des  Volum  F 'irgend  eines  Gases  ist 
dann,  wenn  s sein  specifisches  Gewicht  in  Bezug  auf  atmosphärische  Luft  ist, 

P = F-s -0,0001  293. 

Wir  haben  früher  § 6 die  Masse  eines  Körpers  definiert  und  gesehen, 
dafs  sie  gemessen  wird  durch  den  Quotienten  seines  Gewichtes  und  der 
Beschleunigung  g , die  er  beim  freien  Falle  erhält.  Die  Masse  eines  Körpers 
ist  also  seinem  Gewichte  und  somit  für  eine  und  dieselbe  Substanz  auch 
dem  Volumen  proportional.  Man  hat  sonach 

m = V • d,  y = d. 

Der  Quotient  d heifst  die  Dichtigkeit  des  Körpers,  er  gibt  die  Masse 
der  Volumeinheit. 

WCuxn,  Phyiik.  I.  4.  Aull.  8 
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Man  kann  die  Massen  der  verschiedenen  Körper  mit  der  eines  gleichen 
Volumen  Wasser  von  4°  vergleichen.  Bedeuten  tn',  V\  it  Masse,  Volumen 
und  Dichtigkeit  des  Wassers,  so  hat  man 

tn  = Vd , m = V <t  y 

m d ^ 

m d' 


Dieses  Verhältnis  6 der  Massen  gleicher  Volumina  eines  Körpers  und 
Wassers  ist  die  relative  Dichtigkeit,  welcher  die  Masse  der  Volumeinheit 
Wasser  als  Einheit  zu  Grunde  liegt. 

Nun  ist 

r , r 


und  daher 


Es  geht  daraus  hervor,  dal's  Dichtigkeiten  und  specifische  Gewichte 
der  Körper  durch  eine  und  dieselbe  Zahl  dargestellt  werden.  Dennoch  aber 
sind  Dichtigkeiten  und  s|>ecitische  Gewichte  verschieden,  und  die  Einheiten, 
die  beiden  zu  Grunde  liegen,  sind  nicht  dieselben;  bei  dem  einen  ist  es 
das  Gewicht,  bei  dom  andern  die  Masse  der  Volumeinheit  Wasser. 

Vielfach  läfst  man  indes  diesen  Unterschied  fallen,  gebraucht  die  Be- 
zeichnung Dichtigkeit  auch  für  das  specitische  Gewicht  und  trennt  ebenfalls 
nicht  scharf  relatives  und  eigentliches  specilisches  Gewicht  oder  Dichtigkeit. 


§ 24. 

Das  Pendel.  Die  zweite  Anwendung,  welche  wir  von  den  in  den 
frühem  Paragraphen  abgeleiteten  Gesetzen  der  drehenden  Bewegung  machen 
müssen,  ist  die  Untersuchung  der  Bewegung  des  Pendels;  wir  erhalten  da- 


H*.  36. 

0 


F 


durch  zunächst  die  Theorie  des  ge- 
wöhnlichen Pendels,  welches  wir 
zum  Messen  der  Zeit  gebrauchen, 
weiter  aber  benutzen  wir  diese  Sätze 
in  ausgedehntester  W eise  zur  Messung 
von  Kräften,  Trägheitsmomenten  und 
Beschleunigungen. 

Das  Pendel  in  seiner  einfach- 
sten Form  ist  ein  Stab  oder  Faden 
OB  (Fig.  36),  welcher  um  eine  Aie 
O drehbar  ist  und  an  seinem  untern 
Ende  oder  in  der  Nähe  desselben 
ein  Gewicht  B trägt.  In  der  Gleich- 
gewichtslage mufs  der  Schwerpunkt 
des  Pendels  vertikal  unter  der 
Drehungsaxe  sieh  befinden,  das 
Pendel  mufs  also  vertikal  hängen. 


lieben  wir  dasselbe  aus  der  Gleichgewichtslage  nach  der  einen  Beite  heraus, 


etwa  nach  OC,  so  dafs  die  Lage  des  Pendels  mit  der  Gleichgewichtslage 
den  Winkel  A bildet,  und  überlassen  es  dann  sich  selbst,  so  mufs  das 
Pendel  sich  gegen  die  Gleichgewichtslage  hin  bewogen.  Denn  das  im 
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§ 24. 

Schwerpunkte  des  Pendels  angreifende  Gewicht  P,  welches  vertikal  abwärts 
gerichtet  ist,  gibt  demselben  ein  Drehungsmoment,  welches  das  Pendel 
gegen  die  Gleichgewichtslage  hintreibt.  Dieses  Drehungsmoment  ist  gleich 
dem  Produkte  aus  der  zu  OC  senkrechten,  also  der  in  die  augenblickliche 
Bewegungsrichtung  fallenden  Komponente  der  Kraft,  des  im  Schwerpunkt 
angreifenden  Gewichtes  P,  und  dem  Abstande  des  Schwerpunktes  von  der 
Drehungsaxe.  Die  zu  OC  senkrechte  Komponente  der  Kraft  ist  P sin  A ; 
nennen  wir  den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Drehungsaxe  e,  so  ist 
das  Drehungsmoment,  welches  das  Pendel  aus  soiner  augenblicklichen  Lage 
gegen  die  Gleichgewichtslage  hintreibt,  P sin  A • z.  Sowie  nun  aber  das 
Pendel  seine  Lage  OC  verlassen  hat,  und  einen  kleinern  Winkel  a mit  der 
Gleichgewichtslage  bildet,  wird  auch  sofort  das  Drehungsmoment  kleiner, 
es  geht  Ober  in  P sin  a • z,  da  dann  die  Komponente  der  Kraft  nur  mehr 
P sin  a ist.  Die  bewegende  Kraft  wird  somit  stetig  kleiner  mit  sin  a,  um 
gleich  Null  zu  werden,  wenn  a und  damit  sin  a — 0 wird.  Das  Pendel 
mufs  daher  auf  seiner  Bahn  OB  eine  beschleunigte.  Bewegung  erhalten, 
deren  Beschleunigung  mit  Annäherung  an  die  Gleichgewichtslage  aber  immer 
kleiner  wird.  • 

In  der  Lage  OB  angekommen,  besitzt  das  Pendel  eine  gewisse  Winkel- 
geschwindigkeit, es  kann  deshalb  in  dieser  Lage  nicht  verharren,  son- 
dern mufs  vermöge  der  Trägheit  nach  der  andern  Seite  weiter  gehen. 
Sowie  es  aber  an  dieser  mit  der  Gleichgewichtslage  einen  Winkel  a bildet, 
wirkt  wieder  ein  Drehungsmoment  von  der  Gröfse  P sin  a • s auf  dasselbe 
ein,  aber  jetzt  in  entgegengesetzter  Richtung,  da  a jetzt  an  der  andern 
Seite  der  Vertikalen  liegt.  Dasselbe  wirkt  somit  jetzt  gerade  so  verzögernd 
auf  die  Bewegung  ein  wie  vorher  beschleunigend.  Da  nun  die  jetzt  ver- 
zögernden Drehungsmomente  genau  denselben  Wert  haben,  wie  bei  einem 
gleichen  Winkel  a auf  der  andern  Seite  die  beschleunigenden,  so  folgt, 
dals  das  Pendel  sich  nach  dieser  Seite  der  Vertikalen,  bis  durch  die  fort- 
dauernd wirkende  Verzögerung  die  Geschwindigkeit  gleich  Null  geworden 
ist,  durch  genau  denselben  Winkel  BC'  aufsteigend  bewegen  mufs,  als 
der  Bogen  BC  war,  auf  welchem  die  Geschwindigkeit  von  Null  bis  zu  jenem 
Werte  gewachsen  ist,  den  das  Pendel  bei  dem  Passieren  der  Gleichgewichts- 
lage besafs.  In  dieser  Uufsersten  Lage  angekommen  mufs  das  Pendel  einen 
Augenblick  in  Ruhe  sein;  das  dann  aber  wirkende  Drehungsmoment 
P sin  A • e treibt  das  Pendel  zurück,  und  da  das  Pendol  diesen  Rückgang 
unter  genau  denselben  Umständen  beginnt  und  fortsetzt,  so  folgt,  dafs  os 
jetzt  genau  denselben  Bogen  C' BC  und  genau  in  derselben  Weise  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  durchläuft  wie  bei  der  ersten  Bewegung  von  C nach 
V.  Daraus  folgt  , dafs  das  Pendel  unaufhörlich  denselben  Bogen  CBC’ 
einmal  in  der  einen,  dann  in  der  entgegengesetzten  Richtung  durchlaufen 
mufs.  Das  Pendel  nimmt  somit  eine  schwingende  Bewegung  an,  es  voll- 
führt Schwingungen  um  die  Gleichgewichtslage.  Die  Gröfse  des  Bogens, 
durch  welchen  das  Pendel  schwingt,  nennt  man  seine  Schwingungsweite  oder 
Amplitude.  Dieselbe  müfste  nach  unserer  Betrachtung  konstant  sein;  in 
Wirklichkeit  ist  das  indes  nicht  der  Fall,  da  wir  bei  unserer  Ableitung  die 
der  Bewegung  entgegenstehenden  Hindernisse,  als  Reibung  in  der  Auf- 
hängeaxe,  Widerstand  der  Luft,  aufser  Acht  gelassen  haben.  Da  die  Über- 
windung derselben  in  jedem  Momente  etwas  Arbeit  erfordert,  so  wird  die 
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dein  Pendel  durch  die  erste  Hebung  erteilte  Arbeit  allmählich  verbraucht, 
die  Amplituden  werden  kleiner  und  das  Pendel  kommt  allmählich  zur  Kühe. 
Diese  Abnahme  lassen  wir  zunächst  aufser  Acht,  und  nehmen  an,  das  Pendel 
bewege  sich  ohne  Widerstand,  oder,  wie  es  in  unsem  Uhren  der  Fall  ist, 
es  erhalte  jedesmal  in  der  äufsersten  Lage  einen  solchen  Antrieb,  dals  da- 
durch der  zur  Überwindung  der  Widerstände  stattgehabte  Arbeitsverlust 
gerade  ausgeglichen  werde. 

Dann  erkennt  man  weiter,  dafs  die  Zeit,  welche  das  Pendel  zur  Voll- 
führung einer  Schwingung  gebraucht,  seine  Schwingungsdauer,  immer  die- 
selbe sein  mufs,  da  es  immer  denselben  Weg  unter  denselben  Verhältnissen 
zurücklegt.  Gerade  das  macht  das  Pendel  zu  einem  vorzüglichen  Mittel 
der  Zeitmessung,  dafs  es  uns  genau  gleiche  Zeitabschnitte  angibt. 

§ 25. 

Ableitung  der  Schwingungsdauer  des  Pendels.  Die  Untersuchung, 
von  welchen  Umständen  die  Schwingungsdauer  des  Pendels  abhängig  ist, 
könnten  wir  zum  Teil  wenigstens  experimentell  führen;  wir  wollen  indes 
die  Gesetze  der  Pendelbewegung  aus  den  allgemeinen  Bewegungsgesetzen 
ableiten,  da  sie  uns  ein  ausgezeichnetes  Beispiel  der  Bewegung  durch  nicht 
konstante  Kräfte  bietet. 

Wir  sahen  im  vorigen  Paragraph,  dafs  das  Drehungsmoment,  welches 
das  Pendel  in  jedem  Momente  antreibt,  wenn  es  mit  der  Gleichgewichtslage 
den  Winkel  a bildet,  gleich  Pz  sin  a ist.  Setzen  wir  zunächst  voraus,  dafs 
die  Amplitude  so  klein  sei,  dafs  wir  den  Sinus  gleich  dem  Bogen  setzen 
dürfen,  so  können  wir  auch  als  Drehungsmoment  Pzu  setzen.  Dieses  Drehungs- 
moment gibt  uns  nach  § 1 4 die  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehungsaxe 
angreifende  Kraft;  das  heifst  die  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehungs- 
axe angreifende  Kraft  Pzu  ersetzt  die  das  Pendel  wirklich  in  Bewegung 
setzenden  Kräfte. 

Um  die  Beschleunigung  zu  erhalten,  welche  diese  Kraft  dem  Pendel 
in  dem  Momente  erteilt,  in  welchem  es  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  a 
bildet,  müssen  wir  die  Masse  bestimmen,  welche  in  der  Abstandseinheit 
von  der  Drehungsaxe  die  Masse  des  Pendels  ersetzt,  welche  an  Stelle  des 
gegebenen  Pendels  dort  angebracht  durch  die  wirksamen  Kräfte  genau  die- 
selbe Winkelgeschwindigkeit  bekommt,  als  das  Pendel.  Wir  wissen,  dafs 
diese  Masse  durch  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  gegeben  ist.  Setzen 
wir  voraus,  wir  hätten  dasselbe  berechnet  und  gleich  K gefunden.  Damit 
ist  dann  die  Beschleunigung,  die  das  Pendel  in  diesem  Momente  erhält, 
resp.  die  Beschleunigung  des  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehungsaxe 
liegenden  Punktes,  an  dem  die  Kraft  angreift,  und  in  dem  die  Masse  K 

sich  befindet,  r. 

Pza 

K ' 

Für  diese  Beschleunigung  erhalten  wir  andererseits  nach  § 1 resp. 
§ 1 2 den  Quotienten  aus  der  Geschwindigkeitszunahme  dv  und  der  unendlich 
kleinen  Zeit  dt , während  deren  wir  die  Kraft  als  konstant  anseheu  können, 
erhalten  somit  die  Gleichung 

dv  Pza 
~dt  ““  K - 
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Wir  mllssen  in  dieser  Gleichung  indes  fllr  die  rechte  Beite  noch  das 
Vorzeichen  richtig  bestimmen,  da  wir  sahen,  dafs  die  Beschleunigung  bald 
l>ositiv,  bald  an  der  andern  Seite  der  Gleichgewichtslage  negativ  ist.  Da 
das  Pendel  sich  zu  verschiedenen  Zeiten  an  den  entgegengesetzen  Seiten 
der  Gleichgewichtslage  in  gleichen  Abständen  u befindet,  so  müssen  wir,  um 
die  absolut  gleichen  aber  an  entgegengesetzten  Seiten  der  Ruhelage  vor- 
kommenden Lagen  zu  unterscheiden,  dieselben  mit  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen versehen.  Wir  wollen  nun  die  Abstände  von  der  Gleichgewichtslage 
nach  links  hin  mit  dem  positivon,  diejenigen  nach  rechts  hin  mit  dem  nega- 
tiven Vorzeichen  versehen.  Dann  müssen  wir  auch  die  Beschleunigung 
nach  links  hin  als  positive,  die  nach  rechts  hin  als  negative  bezeichnen. 
Nun  ist,  so  lange  das  Pendel  sich  links  befindet,  also  « positiv  ist,  die 
Beschleunigung  nach  rechts  gerichtet,  also  negativ,  so  lange  a negativ  ist, 
das  Pendel  sich  rechts  befindet,  nach  links;  oder  die  Beschleunigung  hat 
immer  die  dem  augenblicklichen  Abstande  a entgegengesetzte  Richtung. 
AVir  müssen  daher  in  unserer  Gleichung  der  rechten  Seite  das  negative 
Vorzeichen  geben,  um  zu  erkennen,  dafs  die  Beschleunigung  immer  der 
Richtung,  nach  welcher  a gerechnet  ist,  entgegengesetzt  ist,  oder  es  ist 

d v Pia 

~dt  K 


Setzen  wir  zur  Abkürzung 


Pi 

K 


**, 


so  wird 


dv 

dt 


= — kJa 


(0 


Wir  erhalten  hier  den  Differentialquotienten  der  Geschwindigkeit  nach 
der  Zeit  nicht  als  eine  Funktion  der  Zeit  angegeben,  sondern  als  eine 
Funktion  der  Lage  des  Punktes  in  seiner  Bahn.  Wir  können  demnach  hier 
nicht  die  in  der  Einleitung  abgeleiteten  Sätze,  nach  denen  wir  aus  dem 
Dift'erentialquotienten  nach  einer  Veränderlichen  die  Funktion  ableiten,  un- 
mittelbar an  wenden.  Wir  gelangen  indes  leicht  dazu,  wenn  wir  mit  Hülfe 
des  im  § 11  abgeleiteten  Satzes,  dafs  die  Arbeit  der  Kraft  gleich  ist  der 
lebendigen  Kraft,  welche  diese  Arbeit  der  Masse  erteilt  hat,  aus  der 
Gleichung  (l)  eine  andere  ableiten.  Wir  gehen  dabei  aus  von  der  äufser- 
sten  Lage  des  Pendels,  in  welcher  es  die  Ablenkung  <*„  und  die  Geschwindig- 
keit o hat.  Fällt  es  dann  herab,  bis  die  Ablenkung  « ist,  so  sei  seine  Ge- 
schwindigkeit in  diesem  Momente  gleich  v , somit  seine  lebendige  Kraft 
gleich  ^ A’t>*.  Diese  lebendige  Kraft  ist  der  Masse  K dadurch  erteilt  wor- 
den, dafs  auf  jedem  AA’egeelement  da  von  o„  bis  a die  Kraft  Pia  gewirkt 
hat.  Da  die  Masse  K sich  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehungsaxe 
befindet,  und  wir  a als  Bogen  in  Bruchteilen  des  Kreisumfanges  2ra  rechnen, 
so  ist  da  im  Längenmafs  der  Weg,  durch  welchen  die  Kraft  Pea  gewirkt 
hat,  somit  Piada  die  auf  dein  Wegeelement  da  geleistete  Arbeit.  Die 
Summen  aller  der  Arbeiten  von  <*0  bis  « genommen  ist  demnach  gleich 
der  überhaupt  geleisteten  Arbeit  oder  gleich  der  gewonnenen  lebendigen 
Kraft,  oder  es  ist  a 

1 AV  = —J  Pza  ,la  . 
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worin  wir  auf  der  rechten  Seite  das  negative  Vorzeichen  setzen  müssen, 
weil  das  Zurüeklegen  des  Bogens  da  , wenn  « positiv  ist,  während  die  Ge- 
schwindigkeit v wächst,  einer  Verminderung  des  Bogens  « entspricht.  Das 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  stehende  bestimmte  Integral  ergibt  sich 
unmittelbar  nach  E 1 und  VIII,  es  ist 

i = - i Pz  («*  - «„*)  = *Pz  («„*  - «*). 

Für  die  Geschwindigkeit  v im  Abstande  u von  der  Gleichgewichtslage 
ergibt  sich  daraus 

•’  = ~ («0*  - «*)  = k'iaj-  «*). 


Dafs  diese  Gleichung  die  Geschwindigkeit  der  schwingenden  Bewegung 
gernüfs  unserer  vorigen  Betrachtung  wiedergibt,  erkennt  man  sehr  leicht. 
Die  Geschwindigkeit  ist  gleich  Null,  wenn  « = u0,  in  der  äulsersten  Lage 
von  wo  aus  die  Bewegung  beginnt;  sie  wächst  mit  abnehmendem  a und 
erhält  ihren  grSfsten  Wert,  wenn  « = 0,  wenn  das  Pendel  die  Gleich- 
gewichtslage passiort.  Nach  Überschreiten  derselben  nimmt  sie  wioder  ab, 
und  hat  für  gleiche  Werte  a auf  beiden  Seiten  der  Gleichgewichtslage  den- 
selben Wert,  da  a2  für  ein  positives  oder  negatives  a denselben  Wert  hat. 
Da  die  Gleichung  für  v 

v = ±k- 

wird,  so  gibt  sie  gleichzeitig  an,  dafs  die  Geschwindigkeit  bei  der  einen 
Schwingung  nach  der  einen,  bei  der  andern  nach  der  entgegengesetzten  ge- 
richtet ist. 

Aus  dieser  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  müssen 
wir  nun  ableiten,  wolehe  Zeit  das  Pendel  braucht,  um  irgend  ein  beliebiges 
Stück  seiner  Bahn  zurückznlegen,  woraus  sich  dann  die  Zeit  ergibt,  welche 
das  Pendel  zum  Durchlaufen  seiner  ganzen  Bahn  gebraucht.  Nach  § 1 
resp.  § 1 1 haben  wir,  wenn  s die  von  dem  Kfirper  in  der  Zeit  t durch- 
laufene Bahn  ist, 

du 
dt 


— v : ds  = v • dt. 


Da  nun  da  die  von  dem  Pendel  in  der  Zeit,  dt  zurückgelegte  Strecke 
ist,  so  wird 

da  — vdt  = — 1;  ■ Ya0~  — a*  ■ dt , 

wo  wir  auf  der  rechten  Seite  das  negative  Vorzeichen  schreiben,  wenn  wir 
die  Bewegung  von  dem  positiven  Werte  «„  aus  verfolgen,  da  die  Ge- 
schwindigkeit, wenn  wir  die  Schwingung  von  -f-  o„  zu  — a0  betrachten, 
nach  der  negativen  Seite  gerichtet,  also  negativ  zu  setzen  ist.  Für  die  Zeit 
dt,  während  welcher  die  Strecke  da  durchlaufen  wird,  ergibt  sich  daraus 

da 

kV«  o"  — 

Die  Bewegung  beginnt  in  dem  Augenblick,  in  welchem  wir  das  Pendel 
in  seiner  äulsersten  Lage,  wo  a = a0,  loslassen;  die  Zeit  f,  welche  es 
braucht,  um  einen  solchen  Bogen  zurückzulegen,  dafs  n0  in  « übergeht,  ist 
die  Summe  der  Zeitelemente  dt,  während  deren  es  die  Wegeelemente  da 
durchlief,  welche  auf  dem  Wege  von  au  bis  er  liegen,  also 


dt  = — 
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oder  auch 


A-./  = 


Der  unter  dom  Integralzeichen  stehende  Differentialausdruck  ist  der 

E 9 abgeleitete,  wie  man  unmittelbar  erkennt,  wenn  man  - = x setzt, 
l . w° 

wonach  dx  — da  wird.  Demnach  wird 

«o 

k t — arc  ( cos  = 

V <*„ 

Der  Bogen,  dessen  Cosinus  gleich  — - , also  gleich  1 ist,  ist  0,  2t, 

oder  Oberhaupt  irgend  ein  Vielfaches  von  2t.  Welchen  Wert  wir  dafllr 
setzen,  ist  gleichgültig,  da  wir  für  t = 0 auch  in  dem  ersten  Oliede  auf 
der  rechten  Seit©  a = a0  zu  setzen  haben,  wir  also  dort  von  demselben 
Werte  ausgehen  müssen,  den  wir  dem  zweiten  beilegen.  Wir  setzen  des- 
halb am  einfachsten  das  Glied  gleich  Null,  und  erhalten 

kt  — arc  (cos  ■=  £ ) • 


) - arc  (cos  = 


Die  Schwingungsdauer  des  Pendels  T erhalten  wir  hieraus,  wenn  wir 
« so  bestimmen,  dafs  die  zurückgelegte  Bahn  der  ganzen  Amplitudo  ent- 
spricht; das  ist  der  Fall,  wenn  a = — a0  wird,  demnach 


somit 


kT  = arc  (cos  — 1 ) = n , 


Da  wir  nun  gesetzt  hatten 


so  folgt  schliefslich 


Jfc*  = 


Pc 


£ 

J 


Die  Schwingungsdauer  des  Pendels  ist  somit  gleich  der  Zahl  n multi- 
pliziert mit  der  Quadratwurzel  aus  dem  Quotienten  des  Trägheitsmomentes 
des  Pendels  und  des  Drehungsmomentes,  welches  die  wirksamen  Kräfte  dem 
Pendel  erteilen,  wenn  a oder  vielmehr,  da  wir  a für  sin  a gesetzt  haben, 
wenn  sin  a = 1 ist,  also  das  Pendel  in  horizontaler  Lage  ist. 

Um  zu  erkennen,  dafs  obige  Gleichung  für  t uns  die  Schwingung  des 
Pendels  so  darstellt,  wie  uns  die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen 
sie  lieferten,  schreiben  wir 


— = cos  kt , a = a.,  cos  kt , 

«o  IUI 
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wofür  wir  auch,  da 


setzen  können 


a — a„  cos  n 


Ist  t = 0,  so  wird  der  Cosinus  gleich  1,  somit  a = o0;  wächst  I,  so 
wird  der  Cosinus  immer  kleiner,  bis  er  für  t — \ T gleich  Null  wird,  das 
Pendel  hat  somit  nach  der  ersten  Hälfte  der  Schwingungsdauer  die  Gleich- 
gewichtslage erreicht-  Wächst  t weiter,  so  wird  der  Cosinus  und  damit  er 
negativ,  das  Pendel  bewegt  sich  auf  die  andere  Seite  der  Gleichgewichtslage, 
bis  für  t — T die  Ablenkung  a = — a0  wird.  Bei  weiterer  Zunahme  von 
t nimmt  der  negative  Wert  des  Cosinus  und  damit  a wieder  ab,  wird  für 
t = \ T gleich  Null,  und  wird  dann  wieder  positiv  und  wächst  bis  »0  für 
t — 2 T u.  s.  f.  Kurz  wir  sehen,  das  Pendel  geht  unaufhörlich  hin  und 
her,  und  legt  jedesmal  in  der  Zeit  T seine  Bahn  zurück. 

Die  abgeleitete  Gleichung  gibt  somit  in  der  Tliat  die  Bewegung  des 
Pendels  gerade  so  wieder,  wie  wir  sie  durch  die  Betrachtung  des  vorigen 
Paragraphen  erkannt  hatten. 


§ 26. 

Mathematisches  und  physisches  Pendel. 

Schwingungsdauer  des  Pendels  erhaltene  Ausdruck 


Der  vorhin  für  die 


nimmt  eine  sehr  einfache  Form  an,  wenn  wir  voraussetzen,  das  Pendel  be- 
stehe aus  einem  gewichtslosen  Faden,  an  dessen  unterem  Ende  sich  ein 
schwerer  Punkt  befände.  Sei  die  Länge  des  Fadens  gleich  l,  das  Gewicht 
des  Punktes  gleich  P,  so  erhalten  wir  für  das  Trägheitsmoment  des  Pendels 


und  für  das  statische  Moment 

Pz  = PI, 

da,  w'enn  der  Faden  gewichtslos  ist  und  das  Gewicht  P ein  schwerer  Punkt 
ist,  die  ganze  Masse  sich  im  Abstande  l von  der  Drehungsaxe  betindet-,  und 
ebenso  der  Schwerpunkt  in  den  Punkt  P fällt.  Die  Schwingungsdauer  wird 
dann 

T-*Vy- 

Ein  solches  Pendel,  welches  man  in  Wirklichkeit  strenge  nicht  her- 
stellen  kann,  nennt  man  ein  mathematisches  Pendel.  Für  dieses  gelangen 
wir  zu  dem  Satze,  dafs  die  Schwingungsdauer  der  Quadratwurzel  aus  der 
Pendellänge  direkt  und  der  Quadratwurzel  aus  der  Beschleunigung  bei  dem 
freien  Fall  umgekehrt  proportional  ist. 

Die  wirklich  herstellbaren  Pendel,  bei  denen  also  die  Masse  an  dem 
ganzen  Pendel  verteilt  ist,  nennt  man  physische  Pendel.  Mit  einem  jeden 
physischen  Pendel  bat  ein  mathematisches  bestimmter  Länge  die  gleiche 
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Schwingungsdauer;  diese  Länge  bezeichnet  man  als  die  Länge  des  physi- 
schen Pendels.  Einen  Ausdruck  für  diese  Länge  gibt  uns  unsere  Gleichung 
ftir  die  Schwingungsdauer  des  physischen  Pendels  unmittelbar,  wenn  wir 
die  Masse  des  Pendels  m einftlhren,  also 


setzen,  denn  dann  wird  der  Ausdruck  für  T 

r = „]/._A' 

r gtni  1 

und  die  Länge  l des  isochron  schwingenden  mathematischen  Pendels  wird 


Den  in  dem  so  bestimmten  Abstande  l von  der  Drehungsaxe  liegenden 
Punkt  des  physischen  Pendels  nennt  man  den  Schwingungspunkt  des  Pendels. 

§ 27. 

Experimentelle  Prüfung  der  Pendelgesetze.  Die  theoretisch  ab- 
geleiteten Gesetze  über  die  Schwingungsdauer  des  Pendels  lassen  sich  in 
doppelter  Weise  experimentell  prüfen.  Zunächst  kann  man  Pendel  her- 
steilen, welche  einem  mathematischen  Pendel  möglichst  nahe  kommen,  indem 
man  einen  möglichst  leichten  Faden  unten  mit  einer  kleinen  aber  möglichst 
schweren  Kugel  belastet.  Für  ein  solches  Pendel  mufs  dann  die  Schwingungs- 
dauer durch  die  Gleichung 


gegeben  sein,  worin  man  für  l ohne  merklichen  Fehler  den  Abstand  des 
Mittelpunktes  der  Kugel  von  der  Drehungsaxe  einsetzen  kann. 

Stellt  man  ein  solches  Pendel  etwa  aus  einem  ganz  feinen  weichen 
Kupferdraht  her,  an  welchem  unten  eine  Bleikugel  befestigt  ist,  so  kann 
man  zunächst  leicht  zeigen,  dafs  bei  kleinen  Amplituden  die  Schwingungs- 
dauer nicht  merklich  von  der  Amplitude  beeinflufst  wird.  Man  versetzt  das 
Pendel  in  Schwingungen,  so  dafs  o0,  der  Anfangsausschlag  nur  etwa  4° 
beträgt.  Wie  wir  schon  bemerkten  werden  wogen  der  verschiedenen  Wider- 
stände, welche  der  Bewegung  des  Pendels  entgegenwirken,  die  Amplituden 
der  Bewegung  immer  kleiner,  ein  solches  Pendel  macht  aber  doch,  ehe  es 
zur  Ruhe  kommt,  einige  hundert  Schwingungen.  Bestimmt  man  nun  die 
Dauer  etwa  der  ersten  hundert,  dann  der  zweiten  etc.  hundert  Schwingungen, 
so  findet  man  die  Zeit  stets  gleich,  trotzdem  die  Gröfse  der  Amplitude  bei 
den  weiter  folgenden  Schwingungen  stets  kleiner  ist  als  bei  den  vorher- 
gehenden. 

Die  Abhängigkeit  der  Schwingungsdauer  von  der  Länge  des  Pendels 
erkennt  man,  indem  man  Fäden  von  verschiedener  Länge  anwendet.  Nimmt 
man  Fäden,  deren  Längen  sich  verhalten  wie  1,  4,  9,  16,  so  findet  man, 
dafs  die  Schwingungsdauern  sich  verhalten  wie  1 : 2 : 3 : 4. 

Eine  vollständigere  experimentelle  Prüfung  der  Pendelgesetze  können 
wir  indes  durch  Herstellung  eines  Pendels  erreichen,  an  welchem  wir  die 
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§ 27. 


A'Q 


?* 


statischen  Momente  und  die  Trägheitsmomente  zu  verändern  imstande  sind. 
An  den  beiden  Enden  AB  (Fig.  37)  eines  dllnwn  und  leichten  Stabes  von 
Tannenholz  befestigen  wir  zwei  schwere  Bleikugeln,  deren  Gewicht  rewp. 
Fig.  37.  P und  P -f-  p ist.  Mittels  einer  in  der  Mitte  0 des 
Stabes  befestigten  Stablschneide  setzen  wir  dann  den 
Stab  auf  eine  feste  Unterlage,  und  erhalten  dann  ein 
Pendel,  dessen  Schwingungsdauer  wir  leicht  berechnen 
können.  Die  bewegende  Kraft  für  dieses  Pendel  ist  nicht 
das  Gesamtgewicht,  sondern  nur  das  Übergewicht  p,  da 
die  beiden  Gewichte  P im  Abstande  + / = OB  = OA 
und  ebenso  die  Gewichte  der  beiden  Stabhälften  sich  voll- 
ständig äijuilibrieren.  Der  Angriffspunkt  der  Kraft  ist 
1 \ der  Punkt  B,  wenn  wir  annehraen,  dafs  dort  der  Schwer- 

punkt des  untern  Gewichtes  sei.  Das  statische  Moment 
unseres  Pendels  ist  somit  gleich  p • l.  Bezeichnen  wir 
j*  das  Trägheitsmoment  des  Holzstahes  mit  K und  die  Ra- 
dien der  beiden  Kugeln  mit  r und  r,,  so  ist  nach  §11) 
und  20  das  Trägheitsmoment  dos  ganzen  Pendels 

M=K+  £ (\  r*+l*)  + (z  r,>  + ,*) 


o\ 

A 


J 


Nehmen  wir  den  Stab  rocht  loicht  und  geben  ihm  eine  Länge  von 
2 Moter,  so  dafs  1=1  Meter  wird,  so  können  wir  ohne  merklichen  Fehler 
die  beiden  ersten  Glieder  vernachlässigen,  da  der  Radius  der  Bleikugeln, 
selbst  wenn  wir  bis  zu  einem  Gewichte  von  2 Kilogramm  gehen,  nur  etwa 
0,035“  beträgt.  Der  Wert  der  beiden  ersten  Glieder  erreicht  dann  noch 
nicht  0,001  des  letzten. 

Dies  vorausgesetzt  erhalten  wir  für  die  Schwingungsdauer 

T = i/TeP  + plP  = i/Ta~P+rD  . 
y gpi  y 9p 

Wählen  wir  nun  als  Kugel  bei  A eine  von  1 Kilogramm  Gewicht  und 
bei  B der  Reihe  nach  Kugeln  von 

1,6666  Kilogr.  1,25  Kilogr.  1,1333  Kilogr., 

wodurch  also 

1>  — } Kilogr.,  | Kilogr.,  ft  Kilogr. 
wird,  so  werden  die  Schwingungsdanem  des  Pendels 


/ 


*-Vt'  •■Vt* 


die  Schwingungsdauern  müssen  also  unter  einander  und  zu  denen  des  ein- 
fachen Pendels  von  der  Länge  l im  Verhältnis  2:3:4  stehen. 

Man  wird  bei  Versuchen  diese  Resultat«  leicht  bestätigt  finden,  um  so 
genauer,  je  leichter  man  den  Pendelstab  gewählt  hat. 

Wir  können  noch  in  andererWeise  die  Beschleunigungen  und  Schwingungs- 
danem variieren  und  damit  gleichzeitig  einen  experimentellen  Beweis  für  die 
Richtigkeit  des  im  § 19  abgeleiteten  Satzes  über  das  Trägheitsmoment 
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liefern.  Wir  nehmen  zwei  Bleikugeln,  jede  vom  Gewichte  P,  und  durch- 
bohren sie  so,  dafs  sie  auf  dem  Stabe  verschiebbar  und  in  verschiedenen 
Abständen  von  der  Drehungsaxe  festgekleramt  werden  können.  Im  Ab- 
stande / unten  am  Ende  des  Stabes  befestigen  wir  dann  eine  Kugel  vom 
Gewichte  p.  Klemmon  wir  dann  die  Kugeln  P einmal  so  ein,  dafs  ihr 
Mittelpunkt  sich  im  Abstande  f l befindet,  dann,  dafs  der  Abstand  der 
Mittelpunkt  wird  $ l,  i l,  so  lassen  wir  die  bewegende  Kraft  und  die  be- 
wegt« Masse  ganz  ungoilndert,  geben  letzterer  aber  eine  andere  Verteilung, 
und  infolge  dessen  mufs  die  Schwingungsdauer  jedesmal  eine  andere  sein. 
Befinden  sich  die  Kugeln  im  Abstand  j I,  so  wird  das  Trägheitsmoment 
des  Pendels 

^ = K + 2 V9  (A  P + \ ,*)  + J <7*  + | r*) , 

wenn  r der  Radius  der  Kugeln  P und  r,  jener  der  Kugeln  p ist.  Nach  der 
vorhin  gemachten  Bemerkung  können  wir  auch  hier  die  nicht  mit  1®  multi- 
plizierten Glieder  vernachlässigen  und  erhalten  dann 


und  für  die  Schwingungsdauer  des  Pendels 

t = n.\/ (18J>  +16jäll  . 

T 16  • gp 

Klemmen  wir  die  beiden  Kugeln  P,  so,  dafs  ihre  Mittelpunkte  sich  in  ^ be- 
finden, so  wird  in  derselben  Weise  berechnet 

, _ „ 1/SZ+Hiö» 

* — *V  fTJ-g  « 

und  wenn  die  Kugeln  in  j l eingeklemmt  werden, 

r 16  ■ pg 

Nehmen  wir  nun  jede  der  Kugeln  P gleich  1 Kilogramm  und  p gleich 
A Kilogramm,  so  werden  diese  Schwingungsdauern 

< = 4,35*1/1:,  3nj/  , 1,732  *]/y, 

Werte,  die  man  leicht  durch  den  Versuch  bestätigt  findet.  Damit  ist  dann 
auch  experimentell  der  Nachweis  geführt,  dafs  das  Produkt  einer  Masse  in 
das  Quadrat  ihres  Abstandes  von  der  Drehungsaxe  ihr  Trägheitsmoment  ist, 
oder  dafs  bei  der  drehenden  Bewegung  Massen  sich  ersetzen,  welche  sich 
umgekehrt  verhalten  wie  die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  Drehungsaxe. 

§ 28. 

Korrektion  wegen  der  Amplitude.  Wir  haben  schon  im  § 24 
darauf  hingewesen,  dafs  unsere  Ableitung  der  Pendelgesetze  die  Voraus- 
setzung machte,  dafs  die  Amplitude  so  klein  sei,  dafs  wir  die  Bögen  für 
die  Sinus  einsetzen  dürfen.  Das  ist  strenge  nur  für  unendlich  kleine  Bögen 
der  Fall.  In  der  That  ist  deshalb  auch  die  Schwingungsdauer  etwas  von 
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§ r>. 


der  Amplitude  abhängig  und  etwas  gröfter,  als  unsere  Gleichung  sie  angibt. 
Die  Berechnung  der  Schwingungsdauer,  wenn  wir  in  der  Gleichung  1 des 
§ 24  sin  « anstatt  u beibehalten,  ist  ziemlich  kompliciert,  ohne  jedoch  im 
Princip  irgendwie  anders  geführt,  zu  werden,  als  wir  sie  führten.  Wir  be- 
gnügen uns  deshalb  hier  damit,  das  Resultat  der  Rechnung  mitzuteilen. 
Ist  a0  der  Ausschlagswinkel  des  Pendels,  so  wird 

T — n j/  p:  (1  + | sin*  Jr  «0  + A sin<  1 «o  H"  1 • ’)• 

Wenn  o0  nur  wenige  Grade  beträgt,  so  bann  man  schon  das  dritte 
Glied  der  Klammer  fort  lassen.  Der  Wert  der  ganzen  Korrektion  beträgt 
erst,  wenn  cr0  = 10°  ist,  etwa  0,2  Procent  der  Schwingungsdauer,  das  heifst, 
ein  Pendel,  welches  mit  dieser  Amplitude  1000  Schwingungen  vollfuhrt, 
würde  mit  unendlich  kleiner  Amplitude  1001,81)  Schwingungen  machen. 
Mit  dieser  Korrektion  erhält  man  aus  der  beobachteten  Schwingungsdauer 
T die  auf  unendlich  kleine  Amplitude  reducierte  T" 


T = 


T 

1 + 1 sin*  1 o0  ’ 


für  welche  somit  die  abgeleitete  Gleichung  für  die  Schwingungsdauer  des 
Pendels  strenge  gilt. 

§ 29. 

Bestimmung  von  g.  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  unserer 
Gleichung  für  die  Schwingungsdauer  des  Pendels 


1 — 71 


worin  l die  vorhin  definierte  Länge  des  physischen  Pendels  bedeutet,  ist  die 
Bestimmung  der  Gröfse  g,  der  Beschleunigung  beim  freien  Fall,  da  diese 
Grüfte  auf  keinem  andern  Wege  mit  einer  ähnlichen  Genauigkeit  bestimmt 
werden  kann,  als  durch  Beobachtung  der  Pendelschwingungen.  Man  beobach- 
tet dazu  mit  möglichster  Genauigkeit  die  Schwingungsdauer  eines  Pendels, 
bestimmt  die  Länge  des  mathematischen  Pendels  bei  gleicher  Schwingungs- 
dauer und  berechnet  dann  g.  Die  einzige  Schwierigkeit  ist  die  Bestimmung 
der  Länge  des  mathematischen  mit  dem  physischen  isochron  schwingenden 
Pendels.  Man  kann  dazu  auf  einem  doppelten  Wege  gelangen;  entweder 
gibt  man  dem  Pendel  eine  geometrisch  bestimmte  Gestalt,  und  sorgt  dafür, 
dafs  die  Masse  des  Pendels  überall  die  gleiche  Dichtigkeit  hat,  so  dafs  man 
das  Trägheitsmoment  des  Pendels  berechnen  kann;  diesen  Weg  schlugen 
Borda,  Arago  und  Biot  sowie  Bessel  bei  ihren  Bestimmungen  von  g ein; 
odf't  man  gibt  dem  Pendel  eine  solche  Form,  dafs  man  an  ihm  experimentell 
dio  Länge  des  mit  ihm  isochron  schwingenden  mathematischen  Pendels  be- 
stimmen kann.  Letztere  Methode  ist  von  Bohnenberger  angegeben  und 
vorzugsweise  von  Kater  ansgeführt  worden. 

Die  Anordnung  der  Versuche,  wie  sie  Borda  und  später  Arago  und 
Biot  anwandten,  zeigt  Fig.  38.  Das  Pendel  li  G besteht  aus  dünnem  l’Iatin- 
draht,  an  welchem  unten  eine  Kugel  von  Platin  befestigt  ist.  Das  Pendel 
ist  befestigt  an  einem  stählernen  Prisma,  das  mit  seiner  untern  scharfen 
Kante  auf  einer  auf  dem  eisernen  Träger  EFG  aufgelegten  in  ihrer  Mitte 
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§39. 

znin  Durchlässen  des  Pendels 
durchbohrten  Platte  von  Stahl 
oder  Achat  aufsteht.  Da  das  Pris- 
ma  und  die  Klemmvorrichtung, 
welche  den  Draht  hält,  an  den 
Oscillationen  teilnehmen  und  ein 
nicht  zu  vernachlässigendes  Ge- 
wicht haben,  so  würde  die  Schwin- 
gungsdauer des  Pendels  auch  von 
der  Verteilung  der  Masse  des  Pris- 
mas abhängen.  Dadurch  würde 
es  schwierig  sein,  durch  Rech- 
nung das  Pendel  auf  ein  mathe- 
matisches .zu  reducieren,  da  man 
der  Aufhängevorrichtung  nicht 
eine  so  einfache  geometrische 
Gestalt  geben  kann,  wie  sie  zur 
Berechnung  des  Trägheitsmomen- 
tes erforderlich  ist.  Zur  Um- 
gehung dieser  Schwierigkeit  rich- 
tete Borda  die  Aufhängevorrich- 
tung so  ein,  dafs  sie  auf  die 
Schwingungsdauer  des  Pendels 
gar  keinen  EinÜufs  batte.  Wegen 
der  unter  dem  Prisma  angebrach- 
ten, zur  Aufnahme  des  Platin- 
drahtes dienenden  Klemmvorrich- 
tung liegt  der  Schwerpunkt  der 
ganzen  Aufhängevorrichtung  un- 
terhalb der  Schneide.  Stellt  man 
daher  das  Prisma  ohne  angehäng- 
tes Pendel  auf  die  Unterlage,  so 
schwingt  es  selbst  als  Pendel  hin 
und  her.  Um  nun  die  Schwingungs- 
dauer dieses  kleinen  Pendels  ver- 
längern zu  können,  ist,  wie  die 
Figur  zeigt,  in  der  Mitte  des 
Prismas,  gewissermafsen  als  eine 
nach  oben  gerichtete  Verlänge- 
rung des  Pendelfadcns , eine 
Schraubenspindel  aufgesetzt,  auf 
welcher  ein  Laufgewicht  auf  und 
nieder  bewegt  werden  kann.  Durch 
eine  Hebung  des  Laufgewichtes 
wird  der  Schwerpunkt  der  Auf- 
hängevorrichtung der  Schneide 
näher  gebracht,  und  damit  wird 
die  Schwingungsdauer  derselben 
eine  gröfsera  Denn  neunen  wir 


Fig.  3S. 
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§ 29. 


die  Masse  der  Aufhängevorrichtung  »»,  den  Abstand  ihres  Schwerpunktes 
von  der  Schneide  a und  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Schneide  k, 
so  ist  die  Schwingungsdauer 


= 1/  T 

r ga  1 


es  wächst  somit  t,  wenn  a kleiner  wird.  Das  Laufgewicht  wurde  nun  so 
gestellt^  dafs  die  Schwingungsdauer  der  Aufhängevorrichtung  für  sich  genau 
gleich  war  der  Schwingnngsdauer  des  ganzen  zusammengesetzten  Pendels. 
Dann  ist  die  Schwingungsdauer  des  ganzen  Pendels  dieselbe,  als  wenn  es 
nur  ans  dem  Aufhängedraht  und  der  unten  angehängten  Kugel  bestände. 
Sei,  um  das  nachzu weisen,  K das  Trägheitsmoment  des  Fadens  und  der 
unten  angehängten  Kugel,  A der  Abst&ud  des  Schwerpunktes  dieser  beiden 
Teile  von  der  Schneide,  und  M die  Masse  von  Faden  und  Kugel.  Ist  nun 
die  Schwingungsdauer  des  ganzen  Pendels  ebenfalls  gleich  t,  so  ist 


k + k 

g(am  + AM) 


da  das  Trägheitsmoment  eines  zusammengesetzten  Körpers  gleich  ist  der 
Summe  der  Trägheitsmomente  der  Bestandteile;  und  das  statische  Moment 
mehrerer  Kräfte  gleich  ist  der  Summe  der  statischen  Momente  der  einzelnen 
Kräfte.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  aber 


und  daraus  unmittelbar 


oder  auch 


k k + K 

g <1  m g ( at»  AM) 

k -f  K __  K 
g (a m A M)  g A M 


1/  K - 

-*-V-gAM 


Bei  den  eigentlichen  Versuchen  zur  Bestimmung  von  g war  die  Kugel 
von  Platin;  um  aber  zu  untersuchen,  ob  der  Wert  von  g für  alle  Substanzen 
genau  derselbe  sei,  wurde  dio  Kugel  zuweilen  gewechselt.  Deshalb  war 
die  Kugel  nicht  direkt,  sondern  durch  ein  ganz  kleines  Ansatzstück  7t, 
welches  unten  konkav  als  Teil  einer  Kugeliläche,  deren  Radius  gleich  dem 
der  anzuhängenden  Kugeln  war,  befestigt.  Die  Kugel  wird  mittels  einer 
ganz  dünnen  Wachsschicht  in  diese  Vertiefung  eingoklebt.  Dadurch  ist 
gleichzeitig  ermöglicht,  die  Kugel  an  verschiedenen  Stellen  ihrer  Ober- 
fläche anzukleben,  um  so  zu  untersuchen,  ob  der  Mittelpunkt  der  Kugel 
auch  der  Schwerpunkt  derselben  ist. 

Das  Pendel  wurde  an  einem  festen  schmiedeeisernen  Träger  EGF 
(Fig.  40)  aufgehängt,  welcher  in  einer  massiven  steinernen  von  belebten 
Strafsen  entfernten  Mauer  derartig  befestigt  und  durch  Streben  E unter- 
stützt war,  dafs  er  weder  durch  äufsere  Stöfse,  noch  auch  durch  die 
Schwingungen  des  Pendels  die  geringste  Bewegung  annahm.  Auf  diesen 
Träger  war  bei  g die  gut  polierte  Platte  von  Stahl  oder  Achat  fest  auf- 
gesetzt, auf  welcher  die  Schneide  der  Aufhängevorrichtung  aufstand. 

Das  Pendel  hing  vor  einer  gut  regulierten  astronomischen  Uhr  herab, 
so  dafs  man  gleichzeitig  die  Bewegung  des  zu  den  Beobachtungen  dienenden 
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§ 29. 

and  de9  Pendels  der  Uhr  tibersehen  konnte.  Scliliefslich  war  Uhr  und 
Pendel  von  einem  Glasgehäuse  umgeben,  welches  etwaige  Luftströmungen 
von  dem  Pendel  abhielt. 

Zur  Bestimmung  von  g bedarf  es  zunilchst  der  Kenntnis  der  Länge 
des  mathematischen  Pendels,  welches  mit  dem  physischen  isochron  schwingt, 
also  des  Wertes  „ 

; =,  _ . 

AM 

Dazu  ist  es  notwendig,  die  Länge  f des  Fadens,  das  Gewicht  des  Fadens 
und  den  Radius,  sowie  das  Gewicht  der  Kugel,  zu  dem  wir  ohne  merklichen 
Fehler  das  Gewicht  des  Ansatzstückes  li  hinzuziehen  können,  zu  messen. 
Die  Länge  des  Fadens,  deren  Bestimmung  vor  Konstruktion  des  Katheto- 
ineters  mit  einiger  Schwierigkeit  verknüpft  war,  ist  mit  Hülfe  dieses  Mefs- 
apparates  leicht  zu  erhalten.  Borda  brachte  eine  genau  horizontale  Platte 
durch  eine  Mikrometerschraube  mit  dem  tiefsten  Punkte  der  Kugel  zur 
Berührung  und  rnafs  dann  mit  Hülfe  eines  Mafsstabes  den  Abstand  der 
Platte  von  der  Schneide.  Jetzt  visiert  man  mit  einem  Kathetometer  einmal 
die  Schneide  und  dann  den  tiefsten  Punkt  der  Kugel,  so  dafs  der  horizon- 
tale Faden  des  Fadenkreuzes  gerade  als  Tangente  der  Kugel  erscheint.  Die 
Differenz  der  Stellungen  des  Kathetometerfemrohrs  gibt  dann  die  Länge 
des  Fadens  plus  dem  Durchmesser  der  Kugel.  Ist  das  Pendel  länger  als  die 
Skala  des  Kathetometers,  so  visiert  man  zunächst  die  Schneide  und  irgend 
einen  zwischen  dem  obem  und  untern  Ende  des  Pendels  liegenden  Punkt, 
setzt  dann  das  Kathetometer  tiefer  und  visiert  dann  von  neuem  den  eben 
visierten  Punkt  und  darauf  den  tiefsten  Punkt  der  Kugel. 

Um  den  Durchmesser  der  Kugel  zu  erhalten,  kann  man  sich  des  Sphäro- 
meters bedienen,  oder  genauer,  man  bestimmt  den  Gewichtsverlust  der 
Kugel  beim  Eintauchen  derselben  in  Wasser  von  bestimmter  Temperatur; 
in  welcher  Weise,  wird  später  hervortreten,  wenn  wir  die  Methoden  zur 
Bestimmung  des  specifisehen  Gewichtes  der  festen  Körper  besprechen.  Die 
Differenz  zwischen  den  Ablesungen  des  Kathetometers  und  dem  Durchmesser 
2 r der  Kugel  gibt  dann  die  Länge  f des  Fadens. 

Da  der  Faden  überall  dieselbe  Dichtigkeit  hat,  so  liegt  sein  Schwer- 
punkt in  dem  Abstande  \ f von  der  Aufhängeaxe;  der  Schwerpunkt  der 
Kugel  liegt  in  ihrem  Mittelpunkte.  Ist  daher  p das  Gewicht  des  Fadens, 
P das  Gewicht  der  Kugel,  so  ist 

A M = -f-  — (/•  + r). 

g 2 1 g v i 

Das  Trägheitsmoment  des  Fadens  erhalten  wir  in  folgender  Weise. 
Sei  q das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Fadens,  so  ist  das  Gewicht  eines 
unendlich  kleinen  Stückchens  von  der  Länge  dx  gleich  q . ilx.  Befindet  sich 
dieses  Stückchen  im  Abstande  x von  der  Schneide,  so  ist  das  Trägheits- 
moment dieses  Stückchens 

— • x*  ■ dx 
9 

nnd  das  Trägheitsmoment  dos  ganzen  Fadens 

/ 

K.  =i-  / x1  dx  = 

' 9J  *9 

0 
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Nun  ist  q • f = p gleich  dem  Gewichte  des  Fadens,  somit 


Das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf  eine  durch  ihrem  Mittelpunkt 
gehende,  der  Schneide  parallele  Axe  ist 


Da  diese  Axe  sich  im  Abstande  f -f-  r von  der  Drehungsaxe  des  Pendels 
befindet,  so  wird  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf  diese  Axe 

*2==i-f{'2 + (/-+'■)’}, 

somit 

*=  + X,  -*{/•+  I y { **  + (f+rm 

und  schliefslich  die  Länge  l des  mathematischen  Pendels 
WPJ-  l P {r1  + (/•+  r)*} 

P { +P{/-+r} 

Da  die  Länge  f des  Fadens  und  der  Radius  der  Kugel  von  der  Temperatur 
abhängig  sind,  so  ändert  sich  auch  die  Länge  l des  Pendels  mit  der  Tem- 
peratur. Ist  daher  die  Temperatur  bei  den  Beobachtungen  nicht  immer 
dieselbe  und  zwar  jene,  bei  welcher  die  Längenmessungen  durchgefükrt 
sind,  so  mufs  man  eine  Korrektion  anbringen,  um  die  fllr  jeden  Versuch 
gültige  Länge  des  Pendels  zu  erhalten.  Ist  Faden  und  Kugel  von  dem- 
selben Metall  und  t die  Temperatur,  bei  welcher  die  Längenmessungeu  vor- 
genommen sind,  tl  die  Temperatur,  bei  welcher  die  Schwingungen  beobachtet 
werden,  so  ist  die  zur  Bestimmung  von  g in  Rechnung  zu  ziehende  Länge  X 

X = l (l  + ß (/,  - 0), 

wenn  ß den  Ausdehnungskoefficienten  des  Metalls  bedeutet.  Die  Werte 
von  ß für  die  verschiedenen  Metalle  werden  wir  im  dritten  Bande  kennen 
lernen  *). 

Um  die  Schwingungsdauer  des  Pendels  mit  gröfster  Genauigkeit  zu 
bestimmen,  vergleicht  man  die  Schwingungen  des  Beobachtungspendels  mit 
denen  des  Uhrpcndels.  Zu  dem  Zwecke  beobachtet  man  dio  Schwingungen 
des  durch  einen  kleinen  Stofs  in  Bewegung  gesetzten  Pendels  mit  Hülfe 
eines  dem  Apparate  gegenüber  in  der  Richtung  DD'  in  einer  Entfernung 
von  mehreren  Metern  aufgestellten  Fernrohrs. 


’)  Genauere»  über  die  Bestimmung  der  Pendellänge  und  insbesondere  über 
den  Einfluf»  der  als  Drehungsaxe  dienenden  Schneide  auf  die  Länge  des  Pendels 
Behe  man:  F,  W.  Besse l , Untersuchungen  über  die  Länge  des  einfachen  Sekunden- 
pendcls.  Aus  den  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  für  1826. 
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Man  sieht  dann,  wenn  man  durch  das  Fernrohr  auf  den  Apparat  hin- 
blickt, das  Pendel  der  Uhr,  auf  welches  man  vorher  einen  leinen  vertikalen 
Strich  gezogen  hat,  und  das  davor  aufgehüngto  Pendel  gesondert  dureh  das 
Gesichtsfeld  gehen.  Da  nun  das  eine  der  Pendel  immer  etwas  rascher 
schwingt  als  das  andern,  nehmen  wir  an,  das  raschere  sei  das  Pendel  GB , 
so  werden  nach  einigen  Schwingungen  die  beiden  Pendel  zugleich  in  das 
Gesichtsfeld  treten  und  sich  decken.  Diesen  Zeitpunkt  einer  Koincidenz 
der  beiden  Pendel  wühlt  man  zum  Ausgangspunkte  der  Beobachtungen.  Um 
ihn  genau  zu  erhalten,  beginnt  man  die  Beobachtungen  schon  etwas  früher; 
man  sieht  dann,  dafs  bei  den  aufeinanderfolgenden  Durchgängen  die  Pendel 
sich  immer  näher  rücken,  bis  sie  endlich  bei  einem  Durchgänge  zur  Ko- 
incidenz kommen.  Bei  den  weiter  folgenden  Schwingungen  eilt  dann 
das  Pendel  GB  vor,  so  dafs  nach  einiger  Zeit  das  Pendel  GB  schon  eine 
rückgängige  Bewegung  bat,  während  das  Uhrpendel  noch  eine  vorwärts- 
gerichtete Bewegung  besitzt.  Dabei  kommt  wieder  ein  Zeitpunkt,  in 
welchem  die  beiden  Pendel  sich  wieder  in  der  Mitte  des  Gesichtsfeldes 
decken,  aber  jetzt  mit  entgegengesetzt  gerichteter  Bewegung.  Dann  hat 
das  Pendel  GB  eine  Oscillation  mehr  gemacht  als  das  Pendel  der  Uhr  von 
dem  als  Ausgangspunkt  der  Bewegung  gerechneten  Zeitpunkt  der  vorigen 
Koincidenz  an.  Weiterhin  eilt  das  Pendel  G B immer  mehr  vor,  es  geht 
bald  wieder  in  gleicher  Richtung  mit  dem  Uhrpendel  durch  das  Gesichts- 
feld und  kommt  dann  wieder  mit  dem  Uhrpendel  zur  Koincidenz  wie  bei 
der  ersten  Beobachtung.  Bei  dieser  zweiten  Koincidenz  hat  das  Pendel 
zwei  Schwingungen  mehr  gemacht,  und  so  bei  jeder  folgenden  Koincidenz 
jedesmal  eine  Schwingung  mehr.  Setzen  wir  nun  voraus,  dafs  das  Uhr- 
pendel genau  Sekunden  schwingt,  und  dafs  man,  während  man  m Koinci- 
denzen beobachtet  hat,  an  dem  Sekundenzeiger  der  Uhr  n Sekunden  abliest, 
so  ist  die  Schwingungsdauer  I gleich 

t = 

n + m 

Diese  Art,  die  Schwingungen  des  Pendels  zu  beobachten,  die  Methode 
der  Koincidenzen,  bietet  eine  Reihe  von  Vorteilen.  Zunächst  leitet  man 
die  Dauer  einer  Schwingung  aus  der  Beobachtung  einer  sehr  grofsen  Zahl 
(n  -(-  m ) Schwingungen  ab;  der  bei  der  Zeitmessung  begangene  Fehler  wird 
deshalb  durch  die  Division  mit  dieser  grofsen  Zahl  beträchtlich  verkleinert. 
Ferner  kann  man  bei  der  Beobachtung  mit  dem  Fernrohr  den  Zeitpunkt 
der  einzelnen  Koincidenz  scharf  beobachten.  Sehliefslich  bedarf  es  nur  einer 
sehr  scharfen  Beobachtung  der  ersten  und  letzten  Koincidenz;  ja  man  kann 
sogar,  nachdem  man  die  zweite  Koincidenz  beobachtet  und  so  jedenfalls  mit 
grofser  Annäherung  die  zwischen  zwei  Koincidenzen  liegende  Anzahl  z von 
Sekunden  erhalten  hat,  die  Beobachtungen  bis  kurz  vor  der  letzten  Ko- 
incidenz unterbrechen , indem  dann  der  Koeflicient  — = m uns  die  Anzahl 
’ z 

der  Koincidenzen  liefert. 

Zur  Berechnung  von  g müssen  die  Schwingungsdauern  auf  unendlich 
kleine  Bögen  reduciert  werden.  Sind  die  Bögen  überhaupt  nur  sehr  klein, 
so  genügt  es,  das  Mittel  aus  der  ersten  und  letzten  Amplitudo  zu  nehmen. 
Man  mifst  zu  dem  Ende  die  Amplituden  an  einem  hinter  dem  Pendel  an- 
gebrachten Gradbogen,  den  man  gleichzeitig  mit  dem  Pendel  im  Fernrohr 

WCLl .««,  Physik  I.  4.  AnH.  9 
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sehen  kann.  Ist  die  erste  Amplitude  er,,  die  letzte  or„,  so  setzt  man  in  der 
Gleichung 

t = „.]/JL(l  -f  ^ sin*  Ja) 

“i  + “» 

“ “ 2 

Will  man  bei  der  Rechnung  strenge  verfahren,  so  hat  man  zu  beachten, 
dafs  die  Dauer  der  einzelnen  Schwingungen  unter  einander  nicht  ganz  gleich 
ist,  und  dafs  der  gefundene  Mittelwert  l nicht  gerade  die  Schwingungs- 
dauer des  Pendels  bei  der  so  bestimmten  Amplitude  a ist.  Es  würde  das 
nur  der  Fall  sein,  wenn  die  Schwingungsdauer  sich  in  einfach  linearor  Weise 
mit  dem  Rogen  änderte,  und  wenn  weiter  die  aufeinanderfolgenden  Bögen 
immer  um  dieselbe  Gröfse  kleiner  würden.  Beides  ist  nicht  der  Fall;  dafs 
ersteres  nicht  der  Fall  ist,  zeigt  unsere  Gleichung  für  die  Schwingungs- 
dauer, und  dafs  letzteres  nicht  der  Fall  ist,  ergibt  die  Beobachtung.  Die- 
selbe zeigt  nämlich,  dafs  nicht  die  Differenzen  der  aufeinanderfolgenden 
Schwingungsbögen  konstant  sind,  sondern  dafs  dieselben  sehr  nahe  in  einem 
konstanten  Verhältnisse  stehen,  oder  dafs  dfe  Schwingungsbögen  sehr  nahe 
eine  geometrische  Reihe  bilden,  um  so  näher,  je  kleiner  überhaupt  dio 
Schwingungen  sind.  Sind  also  aä  • • • a*  die  einzelnen  Bögen,  so  ist 

n,  = C ■ <*,;  cr3  ==  C • a2  = c*  • ir,  • • • «4  = e*—  1 ■ «, , 

wenn  wir  mit  c einen  echten  Bruch  bezeichnen. 

Da  wir  bei  den  hier  vorausgesetzten  kleinen  Bögen  die  Sinus  noch  den 
Bögen  proportional  setzen  können,  so  dürfen  wir  auch  schreibon 

sin  ^ na  = c • sin  ^ er, ; sin  ^ «3  = c*  • sin  ^ ot,  ■ • • sin  ^ or*  = 1 • sin  J «, , 

und  zur  genauem  Berechnung  von  g erhalten  wir  dann  folgende  Gleichungen, 
wenn  wir  mit  f„  • • • t*  die  Dauer  der  ersten,  zweiten  etc.  bis  zur  letzten 
Schwingung,  für  welche  wir  h = m -f-  11  setzen,  bezeichnen: 

'i  = * y'j  C1  + i sins  i «1) 

— * }/~(i  + ***  • sinS  i°>) 

h = n "j/y  (l  + ^ ■ e2*-*  • sin  i a,). 

Die  Summe  aller  dieser  Schwingungsdauern  ist  gleich  der  Dauer  *1  der 
ganzen  Beobachtung.  Bilden  wir  dio  Summe  aller  dieser  Gleichungen,  so 
erhalten  wir  deshalb  auf  der  linken  Seite  n,  und  die  Gleichung  wird 

n — n — { h -j-  J sin*  i o,  (1  -f-  e*  -J-  c4  -(-•••  • c**-3) ) . 

Die  Summe  der  geometrischen  Reihe  ist  bekanntlich 

,**_  1 

1 + c*  + c*  + • • • • c3*-*  = , 
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somit  wird 

n = n j/y  { h -f  l sin*  J , 

worin  c nach  dem  eben  angeführten  Gesetze  aus  zwei  aufeinanderfolgenden 
Amplituden,  oder  aus  der  ersten  und  letzten  Amplitude  gegeben  ist  durch 

sin  4 er, 

(J— 1 _ _ . * h . 
sin  5 et, 

Bei  einer  Bestimmung  von  g darf  man  indes  den  bisher  von  uns  aufser 
Acht  gelassenen  Einflufs  der  Luft,  in  welcher  das  Pendel  schwingt,  nicht 
vernachlässigen.  Dieser  Einfluls  der  Luft  ist  ein  doppelter.  Zunächst  wird 
das  Gewicht  des  Pendels  verkleinert,  somit  das  statische  Moment,  also  die 
bewegende  Kraft  verkleinert.  Diese  Verkleinerung  des  Gewichtes  ist,  wie 
wir  später  nach  weisen  werden,  gleich  dem  Gewichte  der  von  dem  Pendel 
verdrängten  Luft,  wofür  wir  auch  ohne  merklichen  Fehler  das  Gewicht  der 
von  der  Kugel  verdrängten  Luft  einsetzen  dürfen.  Nennen  wir  dieses  Ge- 
wicht P„  so  haben  wir  das  von  dem  Gewichte  P der  Kugel  abzuziehen,  und 
der  Nenner  unseres  Ausdruckes  für  ?,  den  wir  auf  Seite  128  entwickelten, 
geht  dadurch  Uber  in 

i4 +(*-*.)  (/■+*•)• 

Dann  aber  zweitens,  und  darauf  hat  Bessel1)  zuerst  aufmorksam  gemacht, 
wird  die  Bewegung  des  Pendels  durch  den  Widerstand  der  Luft  verzögert; 
das  Pendel  mufs,  indem  es  in  der  Luft  von  einer  Stelle  zur  andern  geht, 
die  Luft  verdrängen,  welche  den  Raum  einnimmt,  in  welchen  das  Pendel 
eintritt,  es  mufs  dazu  eine  gewisse  Arbeit  verwendet  werden,  welche  in 
jedem  Momente  von  der  Beschleunigung  des  Pendels  abzuziehen  ist;  aufser- 
dem  tritt  durch  die  Reibung  in  der  Luft  eine  Verminderung  der  Geschwin- 
digkeit ein,  wie  wir  hei  der  Untersuchung  der  Luftreibung  nach  weisen 
werden.  Diese  beiden  Umstände  kann  man  dadurch  in  Rechnung  ziehen, 
dafs  man  annimmt,  mit  dem  Pendel  bewege  sich  gleichzeitig  nahezu  die 
den  Raum  des  Pendels  ausfüllendo  Luftmenge.  Wir  müssen  demnach  zu 
dem  Trägheitsmoment  des  Pendels  eine  dem  Trägheitsmoment  dieser  Luft- 
menge  nahezu  gleiche  Gröfse  hinzuaddieren.  Bezeichnet  demnach  A"  das 
Trägheitsmoment,  für  das  wir  ohne  merklichen  Fehler  dasjenige  der  von 
der  Platinkngel  verdrängten  Luftkugel  setzen  dürfen,  und  ist  k eine  Zahl 
kleiner  wie  1,  so  wird  der  Zähler  unseres  Ausdruckes  für  l 

K+  kK" 

oder  die  Länge  des  mathematischen  Pendels,  welches  im  luftleeren  Raume 
schwingend  dieselbe  Sehwingungsdauor  hat,  wird 

l A+  • 

p -f-  (P  — J*,)  (f  + r) 

Die  Konstante  k hängt  von  der  Länge  und  Gestalt  des  Pendels  ab;  Bessel 
bestimmte  dieselbe,  indem  er  die  Schwingungsdauer  zweier  Pendel  verglich, 


’)  Bessel , Länge  des  einfachen  Sekundenpendcls. 
1820  p.  32  ff. 


Abhandl.  d.  Berl.  Akad. 
Ü* 
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deren  einziger  Unterschied  darin  bestand,  dafs  bei  dem  einen  die  Kugel  aus 
Mossing,  bei  dem  andern  aus  Elfenbein  hergestellt  war.  Der  Durchmesser  der 
Kugeln  war  bei  beiden  gleich.  Der  Wert  des  Gliedes  k A”  ist  dann  in  beiden 
Fallen  derselbe,  wiihrend  K für  das  Pendel  mit  der  Messingkugel  einen 
erheblich  gröfsom  Wert  hat  als  ftlr  die  Elfenbeinkugel.  Eine  Vergleichung 
der  Sehwingungsdauem  der  Pendel  gestattet  demnach,  dieses  Glied  zu  eli- 
minieren oder  auch  den  Wert  von  k zu  berechnen  und  so  die  Lilnge  l des 
Pendels  zu  berechnen,  welches  im  luftleeren  Raum  die  gleiche  Schwingungs- 
dauer  hat1).  Mit  dem  so  berechneten  l erhalten  wir  dann  den  Wert  von  g 
aus  der  Gleichung 


Der  so  berechnete  Wert  für  g gilt  nur  für  den  Ort,  an  dem  man  die 
Messungen  durchgeführt  hat.  Im  nächsten  Kapitel  wird  sich  ergeben,  dafs  der 
Wert  von  g mit  der  Erhebung  von  der  Erdoberfläche,  resp.  dom  Menres- 
niveau  kleiner  wird;  wir  werden  dort  auch  zeigen,  wie  wir  den  beobachteten 
Wert  auf  das  Meeresnivean  reducieren. 

Borda  erhielt  auf  diese  Weise  für  g in  Paris  unter  48°  50'  14"  n.  Br. 
reduciert  auf  die  Meereshöhe 

g = 9,80882. 

Biot  fand  unter  denselben  Verhältnissen 
g = 9,80896, 

zwei  Werte,  die  sich  nur  um  0,14'"ra  unterscheiden.  Bessel  erhielt  für 
Königsberg  unter  55°  42'  n.  Br.  und  auf  das  Niveau  der  Ostsee  reduciert 

g = 9,81443, 

für  Berlin  unter  52°  30'  16"  n.  Br. 

g = 9,81278. 

Borda  sowohl  als  Bessel  haben  dann  weiter  gezeigt®),  dafs  der  Wert 
von  g identisch  derselbe  ist,  aus  welcher  Substanz  man  auch  die  Kugel  des 
Pendels  wählt;  daraus  folgt,  dann  mit  aller  Strenge,  dafs  die  Schwere  auf 
alle  Körper  gleichmäfsig  wirkt,  dafs  alle  Körper  beim  freien  Fall  dieselbe 
Beschleunigung  erhalten. 

§ 30. 

Bestimmung  von  g mittels  des  Reversionspendels.  Die  im  vorigen 
Paragraphen  besprochene  Methode  zur  Bestimmung  von  g leidet  an  einer 
Unsicherheit,  nämlich  ob,  wie  es  bei  der  Berechnung  des  Trägheitsmomentes 
vorausgesetzt  werden  mufs,  die  Kugel  am  untern  Ende  des  Pendels  auch 
überall  dieselbe  Dichtigkeit  besitzt.  Von  dieser  Unsicherheit  ist  die  zweite 
der  vorhin  erwähnten  Methoden  frei,  welche  dio  Länge  des  mit  dem  physi- 
schen isochronen  Pendels  auf  experimentellem  Wege  bestimmt.  Die  Methode 
wurde  im  Anfänge  dieses  Jahrhunderts  von  dem  Astronomen  Bohnenberger 
zu  Tübingen  vorgeschlagen  und  später  besonders  von  dem  englischen  Natur- 
forscher Kater  zur  Messung  der  Länge  des  Sekundenpendels  benutzt.  Das 

’)  Man  sehe  Bessel  a,  a.  0.  und  O.  E.  Meyer,  Poggend.  Anu.  CXLII. 

s)  Bessel,  Über  die  Kraft  der  Schwere.  Abh.  der  Bcrl.  Akad.  von  1830. 


Digitized  by  Google 


Bestimmung  von  g mittels  des  Bcversionspendels. 


133 


§ 30. 


Verfahren  beruht  auf  einer  besonder»  Eigenschaft  des  Schwingungspunktes 
des  physischen  Pendels.  Führt  man  nämlich  durch  den  Schwingungspunkt 
eines  physischen  Pendels  eine  der  Aufhängeaxe  des  Pendels  parallele  Axe 
und  hängt  dann  an  dieser  als  Drehungsaxe  das  Pendel  auf,  so  ist  die 
Schwingungsdauer  des  Pendels  bei  dieser  Aufhängung  genau  gleich  der- 
jenigen bei  der  frühem  Aufhängung.  Da  nun  der  Abstand  des  Schwingnngs- 
punktes  von  der  Drehungsaxe  gleich  ist  der  Länge  dos  mathematischen 
Pendels,  welches  dieselbo  Schwingungsdauer  hat  wie  das  physische  Pendel, 
so  gibt  uns  der  Abstand  der  beiden  Schneiden  die  Länge  des  mathemati- 
schen Pendels,  mit  der  wir  den  Wert  von  g zu  berechnen  haben. 

Wir  können  diese  Eigenschaft  des  Schwingungspunktes  leicht  nach- 
weisen  mit  Hülfe  des  im  § 20  abgeleiteten  Satzes,  dal's  wenn  das  Trägheits- 
moment eines  Körpers  in  Bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  gelührto 
■ Axe  gleich  ist  M • «*,  dafs  es  dann  in  Bezug  auf  eine  mit  dieser  parallele 
und  im  Abstand  i von  ihr  befindliche  gleich  ist  3f(n*  -(-  zs). 

Ist  nämlich  M die  Masse  unseres  Pendels  und  e bei  der  ersten  Auf- 
hängung der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Drehungsaxe,  so  ist  die 
Länge  des  mathematischen  Pendels  von  gleicher  Schwingungsdauer 


M (z*  -f  a*) 
M . z 


* + 


* 


Soi  hei  der  zweiten  Aufhängung  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der 
Drehungsaxe  gleich  e\  so  ist  der  Abstand  der  beiden  Schneiden  gleich 
e - j-  *'  und  die  Länge  des  mathematischen  Pendels  . 


Ist  nun  die  Schwingungsdauer  in  beiden  Fällen  dieselbe,  so  folgt  auch 

l = r 


oder 


Diese  Gleichung  besteht  erstens,  wenn  z — z ist,  wenn  also  der  Schwer- 
punkt des  Pendels  in  der  Mitto  zwischen  den  beiden  Schneiden  liegt.  Ist 
das  aber  der  Fall,  so  können  wir  aus  der  Gleichheit  der  Schwingungsdauem 
nur  auf  die  Gleichheit  der  beiden  Werte  von  / und  ( sehliefsen,  ohne  dafs 
der  Abstand  der  beiden  Schneiden  z -f-  / gleich  I zu  sein  braucht.  Ist  aber 
z von  z'  verschieden,  so  kann  die  Gleichung  nur  erfüllt  sein,  wenn 


somit  wenn 


l — z -|—  z 


ist.  Liegt  daher  der  Schwerpunkt  nicht  in  der  Mitte  zwischen  beiden  Schnei- 
den, so  folgt  aus  der  Gleichheit  der  Schwingungsdauern,  dafs  die  zweite 
Schneide  durch  den  Schwingungspunkt  geht,  somit  dafs  der  Abstand  der 
beiden  Schneiden  gleich  ist  der  Länge  des  mathematischen  Pendels  mit 
gleicher  Dauer  der  Schwingungen. 

Das  auf  diesen  Satz  basierte  Katersche  Pendel  (Fig.  39)  besteht  aus 
einem  Messingstabo , der  an  seinen  beiden  Enden  mit  Spitzen  versehen  ist, 
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§ 30. 


um  bei  der  Beobachtung  der  Schwingungen  die  in  dem  vorigen  Paragraphen 
besprochene  Methode  der  Koincidenzen  anwenden  zu  können.  Die  beiden 
i?ig.  Schneiden  S und  >S-1  sind  ein  für  allemal  an  dem  Pendel  unver- 
änderlich und  zwar  so  befestigt,  dafs  das  fertige  Pendel  ungefähr 
jede  Sekunde  eine  Schwingung  vollführt.  Unterhalb  der  einen 
Schneide  .S’1  ist  eine  Metalllinse  angebracht,  welche  den  Schwer- 
punkt des  Pendels,  das  im  übrigen  in  Bezug  auf  die  beiden  Schnei- 
den symmetrisch  eingerichtet  ist,  sicher  unterhalb  die  Mitte  von 
SS1  herab,  also  näher  zu  S1  legt.  Zwischen  den  beiden  Schneiden 
ist  auf  dem  Pendelstabe  eine  Masse  m mit  Reibung  verschiebbar, 
und  aufserdem  befindet  sich  an  einer  andern  Stelle  eine  zweite 
Masse  »i,  , welche  durch  eine  in  dem  Ringe  a befestigte  Mikro- 
meterschraubo  eino  kleine  Verschiebung  auf  und  ab  erhalten  kann. 

Man  hängt  das  Pendel  nun  zunächst  an  die  eine  der  Schnei-' 
den,  etwa  .S',  und  beobachtet  in  der  vorher  beschriebenen  Weise 
seine  Schwingungsdauer.  Darauf  hängt  man  das  Pendel  um  und 
bewirkt  durch  eine  Verschiebung  der  Massen  m und  »i, , dafs  bei 
dieser  Aufhängung  die  Schwingungsdauer  ganz  genau  dieselbe  ist. 
Hat  man  das  erreicht,  so  hat  man  nur  mit  dem  Kathetometer  den 
Abstand  der  Schneiden  zu  messen,  und  die  so  gefundene  Länge  in 
die  Gleichung  zur  Berechnung  von  g für  die  Länge  l des  Pendels 
einzusetzen,  also  in  die  Gleichung 

" = + l sin*  4 “i  V-  1 

worin  die  Bedeutung  der  Zeichen  dieselbe  ist  wie  im  vorigen  Para- 
graphen. 

Es  ist  selbstverständlich,  dafs  man  bei  einem  solchen  Pendel 
auch  die  Reduktion  auf  den  luftleeren  Raum  anbringen  mufs,  was 
bei  der  ursprünglichen  Form  des  Reversionspendels  einige  Schwierig- 
keit hat.  Bei  einer  von  Bessel  angegebenen  Form  des  Reversions- 
pendcls  fällt  indes  der  Einflufs  der  Luft  ganz  aus  dem  Resultat 
fort1).  Es  ist  das  der  Fall,  wenn  man  dem  Pendel  in  Bezug  auf 
beide  Schneiden  eino  genau  symmetrische  Gestalt  gibt.  Man  würde 
das  in  Fig.  3!)  mit  hinreichender  Annäherung  erreichen,  wenn  man 
über  der  Schneide  S eine  in  der  äufsem  Form  der  untern  ganz 
gleiche  Linse  anbrächte,  die  indes  hohl  und  überdies  möglichst 
leicht  gearbeitet  wäre.  Durch  diese  symmetrische  Form  wird  näm- 
lich erreicht,  dafs  der  Schwerpunkt  der  verdrängten  Luftmengo 
genau  in  die  Mitte  dor  beiden  Schneiden  fällt,  und  dafs  das  Träg- 
heitsmoment der  verdrängten  Luft  in  Bezug  auf  beide  Schneiden 
genau  denselben  Wert  hat.  Nennen  wir  dann  Ml  die  Masse  der 
verdrängten  Luft,  also  deren  Gewicht  dividiert  durch  g,  r,  den  Abstand 
ihres  Schwerpunktes  von  jeder  der  beiden  Schneiden,  und  A",  das  Trägheits- 
moment dor  verdrängten  Luft,  so  wird  nach  den  Bemerkungen  des  vorigen 
Paragraphen  die  Schwingungsdauer  um  die  Schneide  S 


*’ 


‘)  Bessel,  Länge  des  einfachen  Sekundeupendels.  Abhandl.  der  Berliner 
Akad.  1826.  p.  07. 
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< = * l/i*£  + «*)  + **.. 

V g{Mz  — M,  z,) 

oder  die  Länge  des  mathematischen  Pendels,  welches  mit  dem  gegebenen 
die  gleiche  Schwingungsdauer  hat,  ist 

, Jf(z*  + «*)  + H' 

Atz  - Afj  z, 

Lassen  wir  das  Pendel  um  die  andere  Schneide  schwingen,  so  wird 

= M(-3—  + a,)  + kK< 

1 = Mi  — M\  2, 

Multiplizieren  »vir  beide  Ausdrücke  mit  den  Nennern  und  subtrahieren,  so 
wird 

Ml(z  — i)  =*=  il/(z3  — z'ä) 

1 Z -}-  Z\ 


In  dem  Falle  gibt  uns  also  der  Abstand  der  beiden  Schneiden  die  Länge 
des  mathematischen  Pendels,  welches  im  luftleeren  Raum  dieselbe  Schwingungs- 
dauer hat,  wie  das  Reversionspendel. 

Eine  volle  Übereinstimmung  der  Schwingungsdauern  ist  nur  schwierig 
zu  erreichen;  wenn  man  indes  die  Lage  des  Schwerpunktes  des  Pendels 
bestimmt,  und  die  Schwingungsdauern  so  nahe  gleich  macht,  dafs  man  an- 
nehmen darf,  der  Schwerpunkt  der  verdriingten  Luft  läge  anch  jetzt  in  der 
Mitte  zwischen  beiden  Schneiden,  und  das  Trägheitsmoment  der  verdrängten 
Luft  habe  für  beide  Aufhängungen  denselben  Wert,  so  läfst  sich  aus  der 
Beobachtung  der  beiden  Schwingungsdauern  auch  jetzt  g ableiten,  oder  die 
Schwingungsdauern  des  mathematischen  Pendels  bestimmen,  dessen  Länge 
gleich  ist  dem  Abstande  der  beiden  Schneiden. 


Sei  die  Schwingungsdauer  um  die  Schnoide  S = f, , 
Sl  = so  ist 


'i 


n 


V 


3f(z*  -f  q»)  + kK, 
g{Mi  - Jl/.z,) 


um  die  Schnoide 


, - -1  / *(7* + <.*)  + **, 

* V g(Mi-M,2t)  ' 

Wir  erhalten  dann  zunächst 

g ^l  (Mt  - JWjz,)  = Mz-  -f  Ma*  -f  kK, 
g ln)  (Ms  - 3/,.-,)  — Mi*  -f  Ma*  + kKx 

und  daraus 

, z*—  *’• 

9 — * M 

t,'z  - t,*z'  - («,•-*,») 

und  für  dio  Schwingungsdauer  des  Pendels  von  der  Länge  z -f-  zt 
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Anwendung  des  Pendels  bei  Uhren. 


§ 31. 


Wie  man  sieht,  mufs  man  in  dem  Falle  nur  das  Gewicht  der  verdrängten 
Luft  bestimmen.  La  M,  gegon  M indes  schon  sehr  klein  ist,  darf  man, 
wenn  tx  und  tt  naho  gleich  sind,  das  davon  abhängige  Korrektionsglied 
aufser  Acht  lassen. 

Bei  den  letzteren  Gleichungen  ist  zu  beachten,  dafs  für  f,  und  !a  die 
auf  unendlich  kleine  Schwingungen  reducierten  Schwingungsdauem  zu 
nehmen  sind. 

Mit  einem  solchen  Pendel  erhielt  Kater  ftir  die  Länge  ainos  Pendels, 
welches  in  einer  Sekunde  seine  Schwingung  vollführt,  unter  der  Breite  von 
Paris  und  im  Niveau  des  Meeres 


l = 0,9938606. 

Daraus  ergibt  sich  der  Wert  von  g nach  der  Gleichung 
l — n j/ö.gfeaeöir 

g = jt*  • 0,9938606  = 9,80904, 

eine  Zahl,  welche  mit  der  von  Biot  gefundenen  fast  genau  Ubereinstimmt. 


Fig.  40. 


§ 31. 

Anwendung  des  Pendels  bei  Uhren.  Da  die  Schwingungen  eines 
Pendels  von  gegebener  Länge  eine  ganz  bestimmte  Dauer  haben,  so  kann 
man  sich  derselben  zu  Zeitmessungen  bedienen. 

Deshalb  findet  das  Pendel  seine  ausgedehnteste 
Anwendung  bei  den  Uhren.  Die  Einrichtung  der  Uhren 
ist  im  wesentlichen  folgende.  Um  eine  Walze  Q (Fig.  40) 
ist  ein  Faden  geschlungen,  an  dessen  Ende  sich  ein  Ge- 
wicht P befindet,  welches  beim  Herabsinken  bewirkt, 
dafs  sich  die  Wälze  dreht.  Auf  die  Walze  ist  ein  ge- 
zähntes Rad  H mit  schräg  geschnittenen  Zähnen  auf- 
gesetzt. An  einer  mit  der  Axo  der  Walze  parallelen 
Drehungsaxo  A ist  ein  Pendel  ACli  aufgehängt,  welches 
durch  seine  Schwingungen  einem  Stift  CD  und  einem 
mit  dem  Stift  verbundenen  Doppelhaken  GE  eine  hin- 
und  hergehende  Bewegung  erteilt.  Die  umgebogenen 
Enden  des  Doppelhakens  greifen  in  dio  Zähne  des 
Rades  H.  Bewegt  sich  nun  das  Pendel  und  hebt  sich 
der  Haken  bei  E,  so  sinkt  das  Gewicht  und  die  Walze 
dreht  sich ; während  dessen  senkt  sich  jedoch  die  andere 
Seite  des  Doppelhakens,  greift  in  die  Zähne  des  Rades 
ein  und  hemmt  die  Drehung  der  Walze.  Bei  der  folgen- 
den Schwingung  hebt  sich  nun  diese  Seite,  die  Walze 
FÄH  dreht  sich  wieder,  bis  das  Ende  E neuerdings  in  das 

Rad  eingreift,  aber  nicht  in  denselben,  sondern  in  den 
folgenden  Zahn  des  Rades.  Für  je  zwei  Oscillationen 
des  Pendels  dreht  sich  also  die  Walze  um  einen  Zahn 
weiter.  Die  Walze  dreht  sich  somit  während  gleicher  Zeiten,  die  durch  die 
Schwingungen  des  Pendels  gegeben  sind,  um  gleiche  Winkel;  und  ist  an 
ihrer  Axe  ein  Zeiger  befestigt,  der  sich  vor  einem  Zifferblatte  dreht,  so 
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schreitet  auch  der  Zeiger  in  gleichen  Zeiten  um  gleiche  Bögen  fort.  Hat 
das  Rad  z.  B,  30  Zähne  und  vollfuhrt  das  Pendel  in  der  Sekunde  eine 
Schwingung,  so  wird  der  Zeiger  sich  in  einer  Minute  um  das  ganzo  Ziffer- 
blatt bewegen,  und  ist  der  Umkreis  desselben  in  GO  Teile  geteilt,  so  ent- 
spricht jeder  Teilstrich  einer  Sekunde.  Wie  man  nun  mittels  passend  an- 
gebrachter Räderwerke  die  Bewegung  der  Zeiger  ändern,  Sekunden-  und 
Minutenzeiger  anbringen  kann,  ist  leicht  ersichtlich.  Nur  ist  zu  erwähnen, 
dafs  die  Stellung  der  Zähne  und  Haken  dorartig  ist,  dafs  der  Haken  jedes- 
mal, wenn  er  gehoben  wird,  zugleich  einen  Anstofs  erhält,  wodurch  die 
Bewegung  des  Pendels,  welche  sonst  durch  die  Reibung  aufhören  würde, 
erhalten  wird. 

Um  die  Bewegung  der  Uhr  zu  regulieren,  ist  die  Linse  Ii  an  der 
Pendelstange  verschiebbar  angebracht;  ein  Heraufschieben  beschleunigt,  ein 
Herabziehen  verzögert  die  Bewegung.  Dadurch  ist  es  möglich  zu  bewirken, 
dafs  das  Pendel  gerade  in  der  gewünschten  Zeit  eine  Schwingung  volifllhrt. 

§ 32. 

Allgemeine  Anwendung  der  Fendelgesetze.  Es  wird  im  Laufe 
unserer  Untersuchungen  häufig  unsere  Aufgabe  sein,  Kräfte  zu  messen, 
welche  zwar  den  verschiedensten  Ursprung  haben,  sich  aber  durch  An- 
ziehungen und  Abstofsungen  äufsern.  Wir  haben  dann  zwei  Mittel,  diese 
Kräfte  zu  messen:  entweder  halten  wir  der  Kraft  durch  eine  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  wirkende  an  ihrem  Angriffspunkte  das  Gleichgewicht; 
diese  Methode  gibt  meist  nur  angenähort  richtige  Resultate;  oder  wir  messen 
die  Beschleunigung,  welche  sie  einer  bekannten  Masse  m erteilt.  Bezeichnen 
wir  diese  Beschleunigung  mit  G,  so  ist  nach  § 11  und  12  die  Kraft  i' 
gegeben  durch 

P t=a  G ■ m. 

Zur  Bestimmung  der  Beschleunigung  ist  nun  das  genaueste  Mittel,  ein 
Pendel  unter  dem  Einflüsse  der  Kraft  schwingen  zu  lassen.  Sind  die  Kräfte 
einer  festen  Richtung  parallel,  oder  sind  sie  wie  die  Schwerkraft  naeh  einem 
festen  Centrum  gerichtet,  welches  hinlänglich  weit  entfernt  ist,  so  dafs 
man  sie  in  Bezug  auf  ein  kleines  Pendel  als  parallel  ansehen  kann,  so  be- 
obachtet man  die  Schwingungsdauor,  welche  dasselbe  unter  Wirkung  dieser 
Kräfte  annimmt.  Nach  § 25  ist  dann  diese  Schwingungsdauer  gleich 

/ = « j/J, 

wenn  K das  Trägheitsmoment  des  Pendels  und  D das  Drehungsmoment  be- 
deutet, welches  die  wirksame  Kraft  dem  Pendel  in  einer  zur  Richtung  der 
Kraft  senkrechten  Lage  erteilt.  Die  Beschleunigung,  welche  diese  Kraft 
jener  Masse  erteilt,  die  in  der  Abstandseinheit  von  der  Drehungsaxe  die 
Masse  dos  Pendels  ersetzt,  ist  dann 


und  da  K die  Masse  ist,  der  jene  Beschleunigung  erteilt  ist,  so  erhalten  wir 
für  die  Gröfse  der  Kraft  in  gewöhnlichem  Mafse,  das  heifst  in  Druckeinheiten 

P = GK  = D, 

so  dafs  also  schon  der  Nenner  des  Ausdrucks  unter  dem  Wurzelzeichen  im 
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§ 32. 


Ausdruck  für  die  Schwingungsdauer  uns  die  gesuchte  Gröfse  der  Kraft  gibt, 
indem  wir  den  Ausdruck  für  I nach  I)  auflösen 


Ändert  sich  die  Gröfse  der  Kraft  mit  dem  Abstande  vom  anziehenden 
Mittelpunkte,  so  können  wir  durch  Annäherung  oder  Entfernung  des  Pendels 
von  demselben  auch  das  Gesetz  ableiten,  nach  welchem  die  Kraft  sich  ändert. 

Die  Pendelgesetze  finden  noch  weitere  Anwendung;  wir  werden  noch 
mehrfach  schwingende  Bewegungen  von  Körpern  um  eine  bestimmte  Gleich- 
gewichtslage beobachten,  deren  Schwingungsdauer  von  der  Gröfse  der  Am- 
plitude unabhängig  ist.  Wir  schliefsen  daraus  dann  stets,  dafs  die  Kraft, 
welche  dieso  Schwingungen  veranlafst,  dem  Ausschlagswinkel  proportional 
ist,  oder  dafs  bei  einem  Ausschlagswinkel  a diese  in  der  Abstandseinheit 
von  der  Drehungsaxe  angreifende  Kraft  gleich  F ■ a ist.  Die  Kraft  F, 
welche  das  auf  den  schwingenden  Körper  wirkende  Drehungsmoment  gibt, 
wenn  der  Wert  von  a gleich  1 wird,  also  auch  den  in  dieser  Lage  auf 
die  Masse,  welche  die  Masso  des  Körpers  in  der  Abstandseinheit  von  der 
Drehungsaxe  ersetzt,  wirkenden  Druck  bedeutet,  erhalten  wir  dann  ebenfalls 
aus  der  Beobachtung  der  Schwingungsdauer  t.  Ist  K das  Trägheitsmoment  des 
schwingenden  Körpers,  so  ist  gerade  wie  in  den  vorher  besprochenen  Fällen 


Es  ergibt  sich  das  aus  der  Überlegung,  dafs  die  Kraft  F in  diesem 
Falle  ganz  an  die  Stelle  des  Gewichtes  an  dom  unter  der  Wirkung  der 
Schwere  schwingenden  Pendel  tritt,  indem  ja  bei  diesem  die  Kraft  bei  dem 
Ausschlagswinkel  «,  so  lange  derselbe  nur  klein  ist,  gleich  Pc  • a ist.  Die 
Kraft  F bewirkt  also  in  dem  jetzt  betrachteten  Falle  die  schwingende  Be- 
wegung, wie  die  Kraft  Pc  bei  dom  unter  Wirkung  der  Schwere  schwingen- 
den Pendel;  beide  müssen  also  auf  dieselbe  Weise  aus  der  beobachteten 
Schwingungsdauer  abgeleitet  werden. 

Ebenso  benutzen  wir  die  Pendelgesetze  in  manchen  Fällen  zu  einer 
experimentellen  Bestimmung  der  Trägheitsmomente,  wo  die  Formen  oder 
die  Verteilung  der  Massen  der  schwingenden  Körper  eine  Berechnung  der- 
selben nicht  zulassen.  In  welcher  Weise  das  geschehen  kann,  möge  kurz 
an  einem  Beispiele  angedeutet  werden.  Man  hänge  an  einem  Metalldraht 
einen  Stab  in  seiner  Mitte  so  auf,  dafs  der  Stab  horizontal  schwebt.  Ist 
der  Draht  oben  ganz  fest  eingeklemmt,  so  nimmt  der  Stab  eine  bestimmte 
Lage  an:  stöfst  man  ihn  dann  an,  so  vollführt  er  in  horizontaler  Ebene 
Schwingungen  um  seine  Gleichgewichtslage,  deren  Dauer  von  der  Gröfse 
der  Schwingungen  unabhängig  ist.  Es  ergibt  sich  somit,  dafs  auf  den  Stab 
eine  Kraft  wirkt,  welche  der  Ablenkung  des  Stabes  von  der  Gleichgewichts- 
lage proportional  ist;  dieselbe  rührt,  wie  wir  später  nachweisen  werden, 
daher,  dafs  der  Draht  um  eine  in  ihm  liegende  Axe  gedreht,  dafs  er 
tordiert  ist.  Bezeichnen  wir  diosc  Kraft,  wenn  die  Ablenkung  gleich  eins  ist, 
mit  F und  das  Trägheitsmoment  des  Stabes  und  Drahtes  in  Bezug  auf  die 
Drehungsaxe  mit  K,  so  ist  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung 
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§ 32. 


Um  nun  K experimentell  zu  bestimmen,  hängen  wir  etwa  mit  Hülfe  einer 
Schlinge  von  ganz  feinem  Draht  an  den  Stab  an  jeder  Seite  des  Aufhüngo- 
drahtes  und  in  gleichen  Abständen  r,  von  demselben  ein  Gewicht,  dessen 
Masse  mit  der  der  Drahtschlinge  gleich  M sei.  Da  jetzt  das  Trägheitsmoment 
der  schwingenden  Masse  ein  anderes  ist,  so  wird  auch  die  Schwingungs- 
dauer  eine  andere;  bezeichnen  wir  das  Trägheitsmoment  nach  dem  Anhängen 
der  Gewichte  mit  Kt , so  wird  die  Schwingungsdauer  sein 


Das  Trägheitsmoment  Kl  ist  gleich  dem  frühem  Trägheitsmoment  K 
plus  dem  Trägheitsmoment  der  angehüngten  Gewichte.  Bezeichnen  wir 
das  Trägheitsmoment  jedes  der  angehüngten  Gewichte  in  Bezug  auf  eine 
durch  den  Schwerpunkt  der  Gewichte  gehende  vertikale  Axe  mit  M • <r, 
so  ist  das  Trägheitsmoment  desselben  in  Bezug  auf  die  Drehungsaxe  des 
horizontalen  Pendels  gleich  ü/(a3  -(-  r,3).  Denn  jedes  der  Gewichte  hängt 
sich  so,  dafs  sein  Schwerpunkt  senkrecht  unter  dem  Aufhängepunkt  liegt; 
die  Verbindungslinie  des  Aufhängepunktes  mit  dem  Schwerpunkt  ist  also 
jene  Axe,  in  Bezug  auf  welche  das  Trägheitsmoment  des  Gewichtes  gleich 
Mu1  ist.  Da  diese  Axe  dem  Aufhängedraht  parallel  und  im  Abstande  r, 
von  derselben  befindlich  ist,  so  ist  das  Trägheitsmoment  jedes  der  Gewichte 
in  Bezug  auf  den  Aufhängedraht  gleich  31  (a*  -f-  r,*).  Damit  wird 


und 


*,-Jf+2V(o'  + r,’) 

rc> 


Wir  hängen  dieselben  Gewichte  in  einen  Abstand  rt  von  der  Drehungsaxe 
und  beobachten  die  Schwingungsdauer  l2,  dann  ist 


Die  drei  beobachteten  Schwingungsdauern  liefern  die  Gleichungen 

F-t*  = u?K 

F- t,3  = n \K  + 2 31  a*  + 2Jfr,3) 

F-t/=n\K  -f-  2 31  a*  -f  2 Mr/). 

Subtrahieren  wir  von  der  zweiten  die  dritte  Gleichung,  so  wird 

W - '**)  = ^2 - r/) 

,2  — r»*)  fO 

* 2 t * v ^ h 

I, 

und  wenn  wir  diesen  Wert  von  F in  die  erste  Gleichung  setzen  und  nach 


F — 


K auflösen 


K = f • " 


2 U (r,  * — r,*) 


t ‘ >5 

e,  — iä 


(B). 


Mir  erhalten  somit  den  Wert  von  K ausgedrUckt  in  lauter  bekannten 

. . 1‘ 
Gröl'sen,  da  die  Masse  31  jedes  der  angehängten  Gewichte  1’  gleich  ist  — • 
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Die  Gleichung  (A)  zeigt  gleichzeitig,  dafs  wir  aus  so  geführten  Be- 
obachtungen auch  direkt  die  Gröfsc  der  bewegenden  Kraft  ableiten  können, 
ohne  dafs  wir  den  Wert  des  Trägheitsmomentes  K zu  berechnen  haben. 

Man  sieht  demnach,  wie  das  Pendel  in  der  einen  oder  andern  Form 
für  die  experimentelle  Physik  einer  der  wichtigsten  Apparate  ist;  wir  werden 
fast  stets  zur  Messung  von  Kräften  von  demselben  Gebrauch  machen. 

§ 33. 

Centripetalkraft  und  Centrifugalkraft.  Wir  haben  sowohl  bei  der 
fortschreitenden,  als  bei  der  drehenden  Bewegung  gesehen,  dafs  die  Masse 
eines  Körpers  vermöge  der  Trägheit  dor  Materie  jeder  Änderung  des  Be- 
wegungszustandes ein  Hindernis  entgegensetzt,  welches  durch  die  Wirkung 
der  Kraft  überwunden  werden  mufs.  Demgemäfs  sahen  wir,  dafs  die  Be- 
schleunigung, welche  ein  Körper  erfährt,  abhängig  ist  von  dem  Verhältnis 
der  Kraft  zur  bewegten  Masse.  Bei  den  drehenden  Bewegungen  tritt  die 
Trägheit  der  Materie  in  einer  noch  auffallenderen  Weise  in  einer  andern 
Richtung  hervor. 

Bei  dieser  Bewegung  wird  nämlich  in  jedem  Augenblick  die  Richtung 
des  beweglichen  Körpers  geändert,  indem  die  augenblickliche  Bewegungs- 
richtung stets  mit  der  Tangente  der  Bahn  zusammenfällt,  in  der  sich  der 
Körper  bewegt.  Vermöge  der  Trägheit  hat  dann  der  Körper  das  Bestreben, 
in  der  einmal  angenommenen  Bewegungsricbtung  zu  verharren. 

Soll  der  Körper  seine  Bewegungsrichtung  ändern,  soll  er  in  einer 
kreisförmigen  Bahn  verharren,  so  mufs  auf  ihn  eine  Kraft  wirken,  welche 
ihn  dem  C'entrum  der  Bahn  soviel  nähert,  als  die  Bahn  selbst  von  der 
Tangente  sich  entfernt.  Diese  Kraft,  welche  bei  jeder  drehenden  Bewegung 
vorhanden  soin  mufs,  und  die  den  Körper  stets  nach  dem  Mittelpunkt  seiner 
Bahn  hinzieht,  heifst  die  Centripetalkraft, 

Der  Centripetalkraft  genau  an  Gröfse  gleich  und  ihr  entgegengesetzt 
ist  die  Centrifugalkraft.  Dafs  diese  Kraft  vorhanden  soin  mufs,  und  dafs 
infolge  derselben  der  Körper  auf  den  Mittelpunkt  der  Bahn  einen  genau 
ebensolchen  Zug  ausüben  mufs,  wie  vom  Mittelpunkt  her  auf  ihn  ausgeübt 
wird,  das  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  § 1 1 näher  besprochenen  Princips 
der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegenwirkung.  Wir  nehmen  dieselbe  auch 
bei  jeder  drehenden  Bewegung  wahr.  Ist  der  im  Kreise  bewegte  Körper 
an  einem  Faden  befestigt,  so  ist  es  der  Zusammenhang  des  Fadens,  der  ihn 
nach  dem  Mittelpunkt  hinzieht,  der  Faden  ist  gespannt,  ein  Beweis,  dafs 
der  Körper  einen  ebenso  starken  Zng  auf  den  Mittelpunkt  ausübt,  als  der 
ist,  welcher  ihn  aus  der  geradlinigen  Bewegung  ablenkt.  Reifst  der  Faden, 
so  bewegt  sich  der  Körper  einfach  in  der  Tangente  der  Bahn  weiter. 

Die  Centrifugalkraft  ist  also  weiter  nichts  als  der  Widerstand,  den  der 
träge  Körper  der  Änderung  seiner  Bewogungsrichtung  entgegensetzt;  hört 
die  Centripetalkraft  auf,  so  auch  die  Centrifugalkraft,  indem  der  Körper 
sich  dann  in  der  Richtung  seiner  Bewegung  von  der  Drehungsaxe  entfernt. 

Es  ist  leicht,  aus  den  bisher  gewonnenen  Sätzen  die  Gröfse  der  Cen- 
trifugalkraft oder  Centripetalkraft  abzuleiten. 

Es  bewege  sich  ein  Körper  A mit  der  Masse  in  in  einem  Kreise  um 
den  Mittelpunkt  0 (Fig.  41),  mit  welchem  er  durch  einen  Faden  verbunden 
ist.  Er  habe  beim  Beginn  der  Bewegung  eine  konstante  nach  A B gerichtete 
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Geschwindigkeit  erhalten.  Nach  einer  sehr  kleinen  Zeit  t sei  er  in  M an- 
gekommen; er  hat  den  Bogen  A M beschrieben,  den  wir  so  klein  voraus- 
setzen, dafs  wir  ihn  mit  der  Sehne  AM  zusammenfallen  lassen  dürfen.  Die 
ursprünglich  dem  Körper  erteilte  Geschwindigkeit  hätte  ihn  nach  G gebracht, 
der  Zusammenhang  des  Fadens  hat  ihn  >ig  4( 

in  derselben  Zeit  durch  die  Strecke  

CM  = AD  gezogen,  er  wirkt  also  wie  / 

eine  Kraft,  welche  in  derselben  Zeit  / \ 

den  Körper  nach  D gezogen  hätte;  / \ 

AM  ist  dann  nach  dom  Satze  vom  j o 

Parallelogramm  der  Bewegungen  die  \ \ j 

Diagonale  des  aus  AC  und  AD  kon-  \ I \ j 

struierten  Rechteckes.  Da  wir  A M als  I y 

sehr  klein  voraussetzen,  können  wir  die  .. 

Centipetralkraft  während  der  Zeit  als  " ^ g 

konstant  und  nach  A 0 gerichtet  an- 
nehmen, wir  haben  dann,  wenn  wir  dieselbe  mit  F bezeichnen, 

AD  = l-~  /*; 

andererseits  ist,  wenn  wir  mit  v die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  seiner 
Bahn  bezeichnen,  AM  = v t 

Ferner  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Geometrie 
AM * = 2R-  AD, 

wenn  R den  Radius  des  Kreises  bedeutet.  Setzen  wir  hierin  für  A M und 
AD  ihre  Werte,  so  ist  », 

e»  <s  — Jt  - <* 

m 

und  daraus  , 


Damit  sich  also  der  Körper  im  Kreise  drehe,  mufs  ihn  an  jeder  Stello 
seiner  Bahn  eine  Kraft  nach  dem  Mittelpunkte  ziehen,  die  proportional  ist 
der  Masse  des  Körpers,  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit,  und  die  um- 
gekehrt proportional  ist  dem  Radius  des  Kreises,  in  welchem  der  Körper 
sich  bewegt. 

Mit  gleicher  Kraft  wirkt  die  Centrifugalkraft  entgegen  und  spannt, 
wenn  der  Körper  an  einem  Faden  befestigt  ist,  den  Faden.  Gleitet  der 
Körper  in  einer  Rinne,  so  übt  der  Rand  derselben  auf  ihn  in  jedem  Augen- 

f fl 

blicke  einen  Druck  aus  gleich  — , und  mit  gleicher  Kraft  drückt  der 
Körper  gegen  den  Rand  der  Rinne. 

Man  kann  dom  Ausdrucke  für  die  Centrifugalkraft  eine  manchmal  be- 
quemere Form  geben,  indem  man  beachtet,  dafs  der  Umfang  des  Kreises 
2nD  mit  der  Geschwindigkeit  v in  einer  Zeit  T durchlaufen  wird,  also 

2nR  = v T. 

Setzen  wir  den  hieraus  sich  ergebenden  Ausdruck  für  v in  die  Gleichung 
für  F ein,  so  wird  . _ 

F fi 
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Man  kann  das  Dasein  der  Centrifugalkraft  durch  eine  Menge  sehr  ein- 
facher Versuche  nach  weisen.  Wenn  man  ein  an  einem  Faden  befestigtes, 
mit  Wasser  gefülltes  GefÜfs  sehr  rasch  im  Kreise  der  Vertikalebene  herum- 
schleudert, so  fällt  kein  Tropfen  Wasser  heraus,  weil  bei  der  raschen  Be- 
wegung das  Wasser  gegen  den  Boden  des  GefUfses  mit  einer  Kraft  drückt, 
welche  senkrecht  gegen  den  Kreisumfang  gerichtet  und  stärker  ist  als  das 
Gewicht  des  Wassers. 

Es  gibt  Apparate,  mit  denen  man  diese  Kraft  messen  kann.  Eine 
metallische  Axe  EF  (Fig.  42),  die  vertikal  auf  einem  festen  Tische  steht, 
kann  mittels  einer  Kurbel  M,  deren  Zahnrad  C in  ein  an  der  Axe  befestigtes 

Zahnrad  D eingreift,  in 
Rotation  versetzt  werden. 
Auf  der  Axe  ist  ein  Recht- 
eck TA  B U befestigt, 
dessen  eine  Seite  T U ans 
einem  cylindrischen  Stahe 
besteht , der  beliebig 
herausgenommen  werden 
kann.  Man  kann  auf  die- 
sen Stab  eine  durchbohrte 
Kugel  S schieben,  deren 
Gewicht  gleich  P sei,  und 
zwischen  dio  Kugel  und 
die  Seite  T eine  Feder  Ji 
einsetzen,  die  mit  einem 
Zeiger  versehen  ist,  um 
den  Druck  zu  bestimmen, 
welchen  dieTvugel  auf  sie 
ausübt.  Setzt  man  mittels  der  Kurbel  den  Apparat  in  rasche  Rotation,  so 
beschreibt  die  Kugel  anfangs  eine  Spirale;  bald  aber  drückt  die  Kugel 
gegen  die  Feder  und  drückt  sie  bis  auf  einen  bestimmten  l’unkt  zusammen. 
Dann  beschreibt  sie  einen  Kreis,  und  der  auf  die  Feder  ausgeilbte  Druck 
mifst  die  Centrifugalkraft.  Man  wird  finden,  dafs  der  Druck  mit  dem  vor- 
hin durch  Rechnung  bestimmten  der  gleiche  ist,  dafs 
T,  m c*  P v * 

TT  = 7 ■ K ■ 

Dafs  die  Centrifugalkraft  proportional  dem  Gewichte  der  rotierenden 
Körper  ist,  kann  man  an  einem  sehr  hübschen  Versuche  sehen.  Ersetzt 
man  den  Messingstab  des  vorigen  Versuches  durch  eine  geschlossene  Glas- 
röhre, in  welcher  Luft,  Wasser,  ein  Stückchen  Kork  und  eine  Bleikugel 
eingeschlossen  ist,  so  sieht  man  bei  der  Rotation  des  Apparates  die  Luft 
dom  Centrum  des  Kreises  am  nächsten,  das  Stückchen  Kork  sich  auf  die 
dem  Centrum  zugewandte  Seite  des  Wassers  legen,  und  die  Bleikugel  sich 
bis  ans  Ende  der  Röhre  bewegen,  selbst  wenn  die  Röhre  gegen  den  Mittel- 
punkt des  Kreises  stark  geneigt  ist. 

tj  34. 

Erhaltung  der  Rotationsebene.  In  gleicher  Weise,  wie  ein  Körper 
bei  der  drehenden  Bewegung  der  Änderung  der  Bewegnngsrichlung  in  seiner 


Fig.  M. 

s 
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Bahn  einen  gewissen  Widerstand  leistet,  welcher  sich  in  der  C'entrifugal- 
kraft  äufsert,  so  strebt  auch  ein  rotierender  Körper  in  der  Ebene,  in  welcher  er 
rotiert,  zu  verharren.  Jeder  Teil  des  Körpers  beschreibt  nämlich  bei  seiner 
Bewegung  einen  ebenen  Kreis,  und  in  jedem  Augenblicke  besitzt  derselbe 
eine  nach  der  Tangente  des  Kreises  gerichtete  Geschwindigkeit.  Wenn  man 
nun  den  rotierenden  Körper  so  drehen  will,  dafs  die  Ebene,  in  der  sich 
jeder  Punkt  desselben  bewegt,  mit  ihrer  ursprünglichen  Lage  einen  Winkel 
bildet , so  mufs  ebenfalls  die  Richtung  der  Bewegung  geändert  werden. 

Dazu  bedarf  es  aber  ebenso  einer  Kraft,  wie  zu  der  Ändorung  der 
Bewegungsrichtung  in  der  Rotationsebene.  Wirken  demnach  keine  äufseron 
Kräfte  auf  einen  solchen  rotierenden  Körper  ein,  so  bleibt  er  in  seiner  Lage, 
so  dafs  die  von  den  einzelnen  Punkten  beschriebenen  Kreise  stets  derselben 
Ebene  parallel  bleiben. 

Man  sieht  dieses  sehr  deutlich  an  einem  schmalen  Rade  oder  einer 
schmalen  Scheibe,  welche  sofort  Umfallen,  wenn  man  sie  ruhend  auf  dem 
Rande  vertikal  aufstellen  will,  welche  aber  in  der  vertikalen  Ebene  fort- 


rollen, wenn  man  sie  in  rasche  Drehung  um  eine  horizontale  Axe  versetzt. 


Dasselbe  zeigt  sich  in  dem  Beharren  der 
sogenannten  freien  Axen  rotierender  Körper. 
Dreht  sich  nämlich  der  Körper  um  eine  Axe, 
um  welche  die  Masse  derselben  ganz  sym- 
metrisch verteilt  ist,  so  zwar,  dafs  die 
Schwerpunkte  aller  einzelnen  auf  der  Axe 
senkrechten  Schichten  auf  der  Axe  liegen, 
dann  übt  die  Centrifugalkraft  nach  allen 
Richtungen  hin  einen  gleichen  Zug  auf  die 
Axe  aus,  ihre  Wirkung  hebt  sich  also  auf. 
Eine  solche  Axe,  welche  durch  die  C'entri- 
fugalkraft  gar  keinen  Zug  erfährt,  nennt 
man  eine  freie  Aie.  Dafs  eine  solche  Axe 
ihre  Richtung  im  Raume  beibehält,  sieht 
man  sehr  deutlich  an  dem  Bohnenberger- 
schen  Apparate.  Derselbe  besteht  aus  drei 
in  einander  liegenden  Ringen,  in  deren 
innerstem  eine  Kugel  in  rasche  Rotation 
versetzt  werdon  kann.  Der  äufserste  Ring 
A (Fig.  43)  ist  fest  vertikal  aufgestellt. 
Der  zweite  Ring  B kann  sich  in  dem  ersten 
um  eine  vertikale  Axe  frei  drehen.  Der 


Fig.  43. 


dritte  Ring  C kann  sich  in  dem  zweiten  um  eine  Axe  frei  drehen,  welche 
mit  der  Drehungsaxe  des  zweiten  Ringes  einen  rochten  Winkel  bildet,  und 
die  Kugel  D endlich  ist  um  eine  auf  dieser  senkrechten  Axe  drehbar.  An 
der  Axe  der  Kugel  ist  eine  kleine  Rolle  angebracht,  um  welche  ein  Faden 
vielfach  geschlungen  werden  kann.  Zieht  man  den  Faden  sehr  rasch  ab, 
während  man  den  Ring  festhält,  so  nimmt  die  Kugel  eine  sehr  rasche 


Rotation  um  ihre  Axe  an. 


Man  sieht,  durch  diese  dreifache  Aufhängung  kann  sich  die  Axe  der 
Kugel  ganz  frei  nach  allen  Richtungen  drohen;  rotiert  die  Kugel  nicht,  so 
bringt  auch  der  leiseste  Druck  eine  Drehung  der  Axe  hervor.  Hat  man 


Digitized  by  Google 


144  Fessela  Kotationaapparat.  § 34. 

aber  dio  Kugel  mittels  rasehen  Abziehens  der  Schnur  in  schnelle  Rotation 
versetzt,  so  mag  man  den  Apparat  drehen  und  wenden  wie  man  will,  die 
Axe  der  Kugel  bleibt  sich  immer  parallel.  Sehr  deutlich  sieht  man  das, 
wenn  man  den  Apparat  auf  der  Centrifugalmaschine  befestigt  und  diese 
dann  in  Rotation  versetzt;  die  Richtung  der  Drehungsaxe  wird  dadurch 
nicht  geändert. 

Ganz  dieselbe  Erscheinung  zeigt  sich  bei  dem  bekannten  Kinderspiel- 
zeug, dem  Kreisel.  Wenn  derselbe  nicht  rotiert,  so  fällt  er  auf  die  Spitze 
j,j(f  41  gestellt  sofort  um,  weil  er  sich  dann  im  Zustande  des 

! labilen  Gleichgewichts  befindet.  Rotiert  er  dagegen, 
so  fällt  er  nicht  um,  selbst  wenn  die  Axe  gegen 
die  Vertikale  geneigt  ist,  also  der  Kreisel  durch 
die  Schwerkraft  umgeworfen  würde,  wenn  er  nicht 
rotierte. 

Wie  grofs  der  Widerstand  ist,  den  ein  rotieren- 
der Körper  einer  Änderung  der  Rotationsebene  ent- 
gegensetzt, fühlt  man  sehr  deutlich,  wenn  man  ver- 
sucht, die  Axe  der  rotierenden  Kugel  im  Bohnen- 
bergerschen  Apparat  zu  drehen.  Noch  auffallender  zeigt  es  sich  an  einem 
Versuche,  welcher  den  Mechanikus  Fessel  auf  die  Konstruktion  eines  be- 
vig  45.  sondern  Apparates,  des  Fesselschen 

Rotationsapparates,  führte. 

Wenn  man  eine  an  ihrem  Rande 
mit  einem  starken  Messingwulste  ver- 
selicno  Scheibo  auf  einer  Axe  befestigt, 
welche  wie  die  Bohnenbergersche 
Kugel  in  einem  Ringe  angebracht  ist, 
nun  die  Scheibe  in  sehr  rasche  Ro- 
tation versetzt  und  dann  den  Ring  in 
der  in  Fig.  44  bezeichneten  Weiso  an 
einem  Faden  aufhängt,  so  sinkt  Ring 
und  Scheibe  nicht  sofort  herab,  sondern 
bleibt  frei  schweben,  weil  beim  Herab- 
sinken eine  Änderung  der  Rotations- 
ebene eintreten  würde,  welcher  die 
Rotation  entgegen  wirkt,  obwohl  das 
Gewicht  des  Apparates  wegen  der 
Schwungscheibe  ein  ziemlich  bedeuten- 
des ist. 

Dagegen  sieht  man  an  diesem 
Apparate  sowohl  als  am  Kreisel  eine 
andere  auf  den  ersten  Blick  höchst  auffallende  Erscheinung;  die  Scheibe 
dreht  sich  um  den  vertikalen  Faden  in  einer  der  Rotation  der  Scheibe  in 
ihrem  Ringe  entgegengesetzten  Richtung,  während  ein  langsames  Nieder- 
sinken der  Drehungsaxe  stattfindet. 

Zu  allseitiger  Darstellung  dieser  Erscheinungen  dient  der  Fesselsche 
Rot&tionsapparat  (Fig.  45).  Die  Scheibe  mit  dem  Hinge  von  Fig.  44  ist 
nach  Art  der  Bohnenbergerschen  Aufhängung  in  einem  zweiten  Ringe  be- 
festigt, an  welchem  sich  ein  Stiel  befindet,  welcher  in  der  Gabel  G um 
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eine  horizontale  Axe  drehbar  befestigt  wird.  Die  Gabel  befindet  sich  auf 
einer  vertikalen  im  Fufs  des  Apparates  drehbaren  Axe.  An  der  Verlängerung 
des  Stieles  können  Gewichte  angehängt  werden,  um  die  rotierende  Scheibe 
ganz  oder  zum  Teil  zu  äquilibrieren.  Hängt  die  Scheibe  ganz  frei,  und 
rotiert  sie,  so  sieht  man  eine  Drehung  der  Scheibe  mit  den  Ringen  um 
die  vertikale  Axe  in  dem  eben  bezeichneten  Sinne;  ist  sie  ganz  äquili- 
briert, so  hängt  die  Scheibe  ganz  ruhig,  als  wenn  sie  nicht  rotierte;  ist  da- 
gegen das  Übergewicht  auf  der  andern  Seite  des  Stieles,  so  dreht  sich  die 
ganze  Vorrichtung  in  einer  der  vorhin  angegebenen  entgegengesetzten  Rich- 
tung um  die  vertikale  Axe,  also  in  der  Richtung  der  Rotation  des  Rades. 

Dafs  alle  diese  Erscheinungen  nur  Folge  der  tangentialen  Geschwindig- 
keit der  einzelnen  Teile  der  Scheibe  sind,  hat  Poggendorf  in  sehr  fasslicher 
Weise  gleich  nach  dem  Bekanntwerden  des  Fesselschen  Apparates  gezeigt. 

Wird  nämlich  die  Drehungsaxe  der  rotierenden  Scheibe  zuerst  hori- 
zontal gehalten,  wie  Fig.  44  und  die  Scheibe  in  der  Vertikalebene  rotieren 
gelassen,  so  wird  beim  Loslassen  der  Scheibe,  wenn  sie  nicht  durch  ein 
Gewicht  im  Gleichgewicht  gehalten  wird,  zunächst  die  Schwere  einwirken 
und  die  Vorrichtung  ein  wenig  sinken  machen. 

Durch  dieses  Sinken  tritt  eine  geringe  Drehung  der  Scheibe  um  eine 
horizontale  Axe  ein,  und  dadurch  wird  die  Bewegung  der  Teilchen  der 
Scheibe  vorn,  wo  sie  aufsteigen,  und  hinten,  wo  sie  hinuntersinken,  gestört 
Dieselben  haben  eine  vertikale  Geschwindigkeit,  die  Scheibe  nimmt  dagegen 
eine  etwas  geneigte  Lage  an.  Die  vertikalen  Geschwindigkeiten  der  Teil- 
chen treten  daher  vorn,  wo  sie  aufsteigen,  zur  Rechten,  hinten,  wo  sie  ab- 
steigen,  zur  Linken  aus  der  Scheibe  heraus.  Da  nun  die  Teilchen  der 
Scheibe  ihnen  nicht  mehr  ganz  folgen  können,  so  Üben  sie  einen  Zug  senk- 
recht auf  die  Scheibe  aus,  vom  nach  rechts  hin,  hinten  nach  links  hin. 
Beide  Wirkungen  unterstützen  sich,  und  die  Folge  davon  ist  eine  Drehung 
der  ganzen  Vorrichtung  um  die  vertikale  Axo  und  zwar  von  oben  gesehen 
umgekehrt,  wie  die  Bewegung  eines  Uhrzeigers  stattfindet. 

Sobald  aber  diese  Drehung  der  Vorrichtung  um  die  vertikale  Axe 
beginnt,  wird  auch  die  Bewegung  der  Teilchen  unten,  wo  sie  sich  nach 
vom,  oben,  wo  sie  sieh  nach  hinten  bewegen,  gestört.  Die  augenblickliche 
Geschwindigkeit  derselben  tritt  unten  nach  links  und  oben  nach  rechts  aus 
der  augenblicklichen  Stellung  der  Scheibe  hervor.  Zerlegen  wir  sie  in  zwei 
Komponenten,  eine  in  der  Richtung  der  augenblicklichen  Bewegung  der 
Scheibe  und  eine  darauf  senkrechte,  so  sieht  man  sofort,  wie  dadurch  an 
dem  tiefsten  Punkte  des  Scheibendurchmessers  ein  Zug  nach  links  und  am 
höchsten  ein  Zug  nach  rechts  entsteht.  Beide  Kräfte  zusammen  müssen  die 
Drehungsaxe  der  Scheibe  ein  wenig  heben,  also  in  der  entgegengesetzten 
Richtung  bewegen,  in  welcher  die  Schwere  ursprünglich  das  Bestreben 
hatte,  die  Axe  zu  drehen. 

Ist  dagegen  dem  Gewichte  der  Vorrichtung  durch  ein  gleiches  Gegen- 
gewicht das  Gleichgewicht  gehalten,  so  fehlt  der  erste  Impuls,  der  die 
Scheibe  ein  wenig  dreht,  die  Wirkung  der  Schwöre,  deshalb  tritt  gar  keine 
Bewegung  ein. 

Ist  aber  das  Gegengewicht  schwerer,  so  ist  die  Wirkung  eine  gerade 
entgegengesetzte,  wie  eine  der  vorigen  ganz  analoge  Betrachtung  unmittel- 
bar ergibt. 

WOllxkb,  Phjraik.  I.  4.  Au«.  10 
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Foucaults  Pendelversuch. 


§ 85. 


Die  Bewegung  der  Rotationsaxe  des  Kreisels  auf  einem  Kegel  um 
die  Vertikalriehtung  wird  man  sich  leicht  auf  die  gleiche  Weise  ableiten 
können. 

8 35. 

Foucaults  Pendelversuoh.  Ein  schwingendes  Pendel  hat  ebenso 
das  Bestreben,  stets  in  derselben  Vertikalebene  zu  schwingen,  indem  auch 
an  diesem  die  einzelnen  Teile  in  ebenen  Kurven,  in  Kreisbogen,  sich  be- 
wegen. Wenn  daher  keine  seitliche  Einwirkung  auf  das  Pendel  stattfindet, 
so  wird  es  stets  in  derselben  Ebone  schwingen. 

Diese  Eigenschaft  des  Pendels  hat  der  französische  Physiker  Foueault 
benutzt,  um  einen  experimentellen  Beweis  für  die  Axendrehung  der  Erde 
zu  liefern.  Man  denke  sich  ein  Pendel  gerade  über  dem  Pole  der  Erde, 
z.  B.  dem  Nordpole,  aufgehilngt  und  das  Pendel  gerade  in  einem  Meridian 
schwingen.  Das  Pendel  bleibt  sich  mit  seinen  Schwingungen  stets  parallel, 
der  Meridian  aber,  mit  dem  es  anfänglich  parallel  hin  und  her  sich  bewegte, 
dreht  sich  unter  dem  Pendel  in  24  Stunden  vollständig  im  Kreise  herum. 
Ein  Beobachter  mufs  daher  nach  und  nach  die  Richtung  der  Pendel- 
schwingung von  der  des  Meridians  abweichen  sehen  und.  da  er  die  Drehung 
der  Erde  nicht  wahrnimmt,  glauben,  dafs  sich  die  Pcndelebene  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  drehe.  Es  muls  daher  den  Anschein  haben,  als  wenn  sich 
die  Pendelebene  mit  der  Sonne  drehe. 

An  andern  Orten  der  Erde  ist  das  Verhältnis  nicht  ganz  so  einfach, 
dort  kann  die  Pendelebeno  nicht  ganz  ihre  Lage  beibehalten,  wie  unter  dem 
Pole,  da  mit  der  Rotation  der  Erde  die  Richtung  der  Schwere  sich  än- 
dert; in  wie  weit  dort  eine  Drehung  der  Pendelebene  eintreten  mufs,  gibt 
folgende  Überlegung.  Die  Lage  der  Pendelebene  in  einem  bestimmten 
Momente  ist  bestimmt  durch  die  Richtung  der  Vertikalen  und  durch  die 
Richtung  der  horizontalen  Tangente,  die  wir  an  den  tiefsten  Punkt  des  von 
dem  Pendel  beschriebenen  Kreisbogens  legen,  also  etwa  durch  den  Winkel, 
den  diese  mit  dem  Meridian  bildet.  Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  an, 
das  Pendel  schwinge  in  dem  betrachteten  Moment  in  der  durch  den  Meri- 
dian gelegten  Vertikalebene,  so  würde  OAC  (Fig.  46)  uns  die  Lage  der 
Pendelebcne  darstellen,  wenn  A uns  einen  Ort,  auf  dem  Parallel  ABP, 
und  0 den  Mittelpunkt  der  Erde  bedeutet.  Dreht  sich  nun  die  Erde  um 
CO  als  Axe,  so  ändert  sich  die  Richtung  der  Vertikalen  stetig,  und  mit 
der  Drehung  der  Vertikalen  ändert  sich  die  Lage  der  Pendelebene,  da  das 
Pendel  immer  um  die  augenblickliche  Vertikale  als  die  Gleichgewichtslage 
infolge  der  nach  der  Vertikalen  gerichteten  Wirkung  der  Schwere  hin  und 
her  schwingen  mufs.  Hat  sich  die  Erde  so  weit  gedreht,  dafs  der  Punkt 
A auf  dem  Parallel  APP  bis  B gekommen  ist,  so  hat  sich  die  Vertikale 
um  den  Winkel  AOB  gedreht,  eine  Drehung,  die  wir  indos  nicht  wahr- 
nehmen, da  wir  uns  mit  der  Erde  drehen. 

Auf  die  andere  Richtung  dagegen,  welche  uns  die  Lage  dos  Pendels 
bestimmt,  resp.  auf  die  horizontale  Komponente  seiner  Bewegung  wirkt  gar 
keine  Kraft  ein,  so  dafs  die  horizontale  Richtung,  das  heifst  die  an  den 
tiefsten  Punkt  des  Pendelbogens  gelegto  horizontale  Tangente  im  Raume 
immer  dieselbe  Richtung  beibehalton  mufs.  Denn  ein  Verlassen  dieser 
Richtung  wäre  nur  möglich,  wenn  auf  das  schwingende  Pendel  in  der 
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horizontalen  Ebene  irgend  eine  der  horizontalen  parallele  Kraft  einwirkte. 
Es  mufs  deshalb  im  Punkte  B die  zweite  Richtung,  welche  die  Lage  der 
Pendelebene  bestimmt,  die  an  den  tiefsten  Punkt  des  Pendelbogens  gelegte 
horizontale  Tangente  BD  der  ursprünglichen  Richtung  AC  parallel  sein. 
Wir  setzten  ursprünglich  voraus,  das  Pendel  schwinge  in  der  durch  den 
Meridian  gelegten  Vertikalebene.  Da  nun  diese  Ebene,  resp.  die  Richtung 
des  Meridians  sich  gedreht  hat,  so  mufs  die  an  den  untersten  Punkt  des 
Pendelbogens  gelegte  horizontale  Tangente  mit  der  Richtung  des  Meridians 
im  Punkte  B einen  Winkel  ß bilden,  der,  wenn  <p  die  geographische  Breite 
und  a der  Winkel  AB  ist,  den  der  Punkt  A auf  seinem  Parallelkreis 
durchlaufen  hat,  wie  sich  leicht  zeigen  lüfst,  gegeben  ist  durch 

ß = a • sin  cp. 

Dieser  Ausdruck  für  die  Gröfse  des  Winkels  ß ergibt  sich  unmittelbar 
aus  dem  § 15  bewiesenen  Satze  über  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung 
von  Drehungen.  Wir  können  nämlich  darnach  die  um  die  Erdaxe  OC  statt- 
findende Drehung  der  Erde  in  zwei 
zu  einander  senkrechte  Komponenten 
zerlegen,  und  zwar  in  die  beiden  Kom- 
ponenten, die  wir  auch  oben  gesondert 
betrachtet  haben.  Die  beiden  Kom- 
ponenten sind  die  Drehung  um  eine 
zu  AO  senkrechte  Axe  und  um  A 0 
als  Axe.  Die  erstere  Drehung  bringt 
die  Vertikale  in  die  Richtung  BO, 
oder  bringt  die  Ebene  AOC  in  die 
Lage  DBO.  Die  zweite  Drehung  um 
A 0 oder  B 0 dreht  dann  die  Ebene 
ans  der  Lage  ABO  in  die  Lage  C BO. 

Der  Winkel  CBD , den  die  Pendol- 
ebene  DBO  mit  der  Meridianebene 
CBO  bildet,  ist  demnach  gleich  die- 
ser zweiten  Komponente  der  Drehung. 

Nach  § lö  ist  die  Komponente  einer 
Drehung  um  eine  Axe,  welche  mit 
der  gegebenen  Drebungsaxe  den  Win- 
kel bildet,  gleich  der  gegebenen 
Drehung  multipliziert  mit  cos  ip.  Die  Axe  AO  bildet  nun,  wenn  wir  die 
geographische  Breite  A E des  Beobachtungsortes  mit  cp  bezeichnen,  mit  der 
gegebenen  Drehungsaxe  den  Winkel  90  — cp.  Einer  Drehung  ar  um  die 
Axe  CO  entspricht  also  als  Komponente  der  Drehung  um  die  Axe  AO  der 
Winkel 

ß — a ■ cos  (90  — cp)  = a ■ sin  <p. 

Oder  der  Winkel  der  scheinbaren  Drehung  der  Pendolobene  ist  gleich 
dem  Produkte  des  Winkels,  um  den  sich  die  Erde  in  der  Zeit  gedreht  hat, 
in  den  Sinus  der  Breite. 

Am  Pole  ist  cp  = 90°,  sin  <p  = 1,  ß — a;  am  Pole  dreht  sich  die 
Pendelebene  ebenso  rasch  als  die  Erde,  am  Äquator  ist  qs  = 0,  sin  qp  = 0, 
ß = 0,  dort  dreht  sich  die  Pendelebone  gar  nicht,  wie  sich  auch  unmittel- 

• 10* 
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§ 36. 


bar  daraus  erkennen  lüfst,  dafs  am  Äquator  alle  an  den  Meridian  gezogenen 
Tangenten  der  Erdaxo  und  somit  einander  parallel  sind. 

Für  Berlin  ist  ß — a ■ sin  52°  30'  = 0,793  35  er. 

Für  Bonn  ß = a ■ sin  50°  43'  45"  =»  0,774  16  a. 

ln  24  Stunden  dreht  sich  somit,  da  a dann  gleich  360°  ist,  das  Pendel 
zu  Berlin  um  285°  36', 
zu  Bonn  um  278°  41'  51", 
oder  zu  einer  ganzen  Umdrehung  braucht  das  Pendel 
in  Berlin  30  Stunden  15  Minuten 

und 

in  Bonn  31  Stunden  6 Minuten. 

Genau  ausgefllhrte  Versuche  haben  wirklich  diese  von  der  Theorie  ge- 
forderten Zahlen  geliefert  und  haben  somit  einen  experimentellen  Beweis 
für  die  Axendrebung  der  Erde  gegeben. 

Am  bequemsten  werden  die  Versuche  in  hohen  Räumen  ausgeführt.. 
Man  befestigt  an  einem  langen  feinen  Draht  ein  schweres  Gewicht  und  stellt 
um  den  Punkt,  auf  welchen  das  Pendel  zeigt,  wenn  es  vertikal  herabhängt, 
als  Mittelpunkt  einen  geteilten  Kreis.  Man  sieht,  wie  nach  und  nach  das 
Pendel  auf  immer  andere  Teilstriche  zeigt,  indem  sich  seine  Schwingungs- 
ebene scheinbar  mit  der  Sonne  dreht. 


Drittes  Kapitel. 

Von  der  allgemeinen  Gravitation. 

§ 36. 

Allgemeine  Anziehung.  Kopplers  Gesetze.  In  den  beiden  vorigen 
Kapiteln  haben  wir  mehrfach  gesehen,  dafs  alle  Körper  auf  der  Erde  von 
Kräften  angegriffen  werden,  die  wir  ihr  Gewicht  nannten,  und  welche  an 
jeder  Stelle  senkrecht  gegen  den  Horizont  wirken.  Es  hat  demnach  den 
Anschein,  als  wenn  die  ganze  Masse  der  Erde  auf  die  an  ihrer  Oberfläche 
befindlichen  Körper  eine  Anziehung  ausübe,  welche  überall  merklich  gegen 
den  Mittelpunkt  der  Erde  gerichtet  ist,  und  welche  bis  zu  irgend  einer 
Höhe  Uber  dem  Boden  wirksam  ist.  Durch  Induktion  schliefsen  wir  daraus, 
dafs  sich  diese  Anziehung  über  jene  Grenzen  ausdehnt,  welche  wir  erreichen 
können,  dafs  sie  sich  bis  zu  den  Sternen  erstreckt,  aber  mit  der  Entfernung 
an  Gröfse  abnehmend. 

Andererseits  dürfen  wir  mit  grofser  Wahrscheinlichkeit  annehmen, 
dafs  alle  Gestirno  ähnliche  Erscheinungen  darbieten,  dafs  es  auf  allen  eine 
gegen  ihren  Mittelpunkt  gerichtete  Schwere  gebe,  die  bis  zu  einer  gewissen 
Entfernung  auf  alle  iinderen  Himmelskörper  wirkt.  Diese  Schlüsse  waren 
es,  welche  Newton  dahin  führten,  anzunchmen,  dafs  alle  Gestirne  sich  an- 
ziehen,  dafs  ihre  Bewegungen  durch  die  wechselseitige  Einwirkung  derselben 
auf  einander  bestimmt  seien,  und  dafs  das  ganze  Weltall  durch  Kräfte 
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regiert  werde,  die  aus  einer  oinzigen  Quelle  fliefsen,  aus  der  Anziehung  der 
Materie. 

Ist  dem  so,  so  müssen  die  Bewegungen  der  Gestirne  äufserst  verwickelter 
Natur  sein,  weil  ihre  Zahl  äufserst  grofs  ist,  und  alle  auf  einander  ein- 
wirken. Indes  ist  es  leicht  ersichtlich,  dafs  sich  das  Problem  mit  einer 
ersten  Annäherung  einfacher  stellt.  Die  Himmelskörper  teilen  sich  in  zwei 
Klassen;  die  eine  umfafst  die  Fixsterne,  welche  sich  in  so  grofsen  Ent- 
fernungen von  der  Sonne  und  Erde  befinden,  dafs  man  ihren  Einflufs  ver- 
nachlässigen kann;  die  andern  stehen  sich  näher,  sie  wirken  einer  auf  den 
andern  ein  und  bilden  eine  abgeschlossene,  von  Fixsternen  freie  Gruppe; 
es  sind  dies  die  Sonne  nebst  ihren  Planeten.  Wir  haben  uns  zunächst  nur 
mit  der  Wechselwirkung  dieser  auf  einander  zu  befassen.  Vergleichen  wir 
mm  die  einzelnen  Körper  dieser  Gruppe  mit  einander,  so  erkennen  wir  so- 
fort, dafs  die  Sonne  wegen  ihrer  überwiegenden  Gröfse  in  dem  System  auch 
einen  überwiegenden  Einflufs  haben  mufs,  derart,  dafs  ein  Planet  wie  unsere 
Erde  von  der  Sonne  sehr  stark  angezogen  werden  mufs,  von  den  übrigen 
so  unbedeutend,  dafs  wir  auch  deren  Einflufs  zunächst  vernachlässigen 
dürfen.  Wir  botrachten  daher  die  Sonne  als  den  einzigen  anziehenden 
Mittelpunkt  in  unserem  System  und  nehmen  an,  dafs  die  übrigen  Planeten 
unabhängig  von  einander  sich  nach  denselben  Gesetzen  bewegen,  jeder  so, 
als  sei  er  allein  der  Anziehung  der  Sonne  unterworfen.  Wir  haben  dann, 
um  die  Gesetze  der  Anziehungskraft  zu  erhalten,  nur  die  Aufgabe,  die  Be- 
wegung der  einzelnen  Planeten  um  die  als  fest  betrachtete  Sonne  zu  unter- 
suchen, und  aus  dieser  nach  den  bisher  entwickelten  Gesetzen  auf  diejenigen 
zurückzuschliefsen,  nach  welchen  die  Kraft  wirksam  ist. 

Die  Gesetze,  nach  denen  sich  die  einzelnen  Planeten  um  die  Sonne  be- 
wegen, sind  im  Anfänge  des  17.  Jahrhunderts  von  dem  grofsen  deutschen 
Astronomen  Keppler  aus  den  sorgfältigen  und  langjährigen  Beobachtungen 
Tycho  de  Brahes  abgeleitet  worden  und  werden  daher  nach  ihm  die  Keppler- 
schen  Gesetze  genannt1).  Es  sind  folgende  drei: 

1.  Die  Planeten  bewegen  sich  in  elliptischen  Bahnen  um  die  Sonne, 
welche  in  dem  einen  Brennpunkte  der  Ellipsen  steht. 

2.  Die  von  dom  Radius  vector  jedes  Planeten  beschriebenen  Flächen- 
räume verhalten  sich  wie  die  Zeiten,  in  denen  sie  beschrieben  sind. 

3.  Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  der  verschiedenen  Planeten  ver- 
halten sich  wie  die  dritten  Potenzen  ihrer  mittleren  Abstände  von  der 
Sonne. 

Auf  diese  Gesetze  gründete  Newton  den  Nachweis  von  der  Existenz 
einer  zwischen  verschiedenen  Massen  thätigen,  anziehenden  Kraft  und  die 
Entwicklung  der  Gesetze,  nach  welchen  dieselbe  sich  ändert. 


§ 37. 

Die  Anziehung  ist  gegen  die  Sonne  gerichtet.  Sei  0 (Fig.  47) 
das  G'entruin  der  Sonne,  und  A das  eines  Planeten,  in  einem  bestimmten 
Augenblicke.  Während  einer  sehr  kleinen  Zeit  beschreibt  nun  letzterer  das 


')  Man  sehe  Poggciidorff,  Geschichte  der  Physik.  Leipzig  1879,  p.  161  ff. 
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Entwicklung  des  Anziehungsgesetzes. 


§ 38. 


Stück  A B seiner  Dahn.  Wenn  nun  keine  äufsere  Kraft  auf  ihn  einwirkte, 
so  würde  er  in  einer  der  ersten  gleichen  und  ihr  folgenden  Zeit  das  gleiche 
Stück  BC  in  der  Richtung  seiner  Bewegung  zurücklegen.  Anstatt  dessen 
legt  jedoch  der  Punkt  A in  der  anf  die  erste  folgenden  und  ihr  gleichen 
Zeit  den  Weg  B I)  zurück.  Man  nrafs  daraus  schliefsen,  dafs  auf  ihn  eine 

Kraft  einwirkt,  welche  seine  Bewegungs- 
richtung lindert.  Um  die  Richtung  dieser 
Kraft  zu  erhalten,  bedenken  wir,  dafs  nach 
dem  zweiten  Kepplerschen  Gesetze  die  Fläche 

ABO  = B DO  = CBO 

sein  mufs.  Soll  nun  aber  das  Dreieck  B DO 
gleich  dem  Dreieck  CBO  sein,  welches 
gleich  ABO  ist,  weil  AB  = BC  ist,  und 
die  Spitzen  der  Dreiecke  zusammenfallen, 
so  müssen  die  Spitzen  C und  D der  beiden 
Dreiecke  BDO  und  BCO  auf  einer  mit  BO 
parallelen  Linie  liegen,  da  sie  die  Seite  BO  gemeinsam  haben.  Konstruieren 
wir  nun  das  Parallelogramm  BEDÜ,  so  sehen  wir,  dafs  auf  den  Planeten 
eine  Kraft  wirken  mufs,  welche  ihn  zwingt  den  Kaum  BE  zu  durchlaufen, 
während  er  vermöge  seiner  anfänglichen  Geschwindigkeit  sich  nach  BC  be- 
wegt haben  würde.  Diese  Kraft  ist  aber  nach  dem  Mittelpunkte  0 gerichtet. 
Es  ist  also  bewiesen,  dafs  die  Planeten,  da  sie  sich  in  einer  krummen  Linie 
bewegen,  einer  stetig  wirkenden  Kraft  unterworfen  sind,  und  dafs  aus  dem 
zweiten  Kepplerschen  Gesetze,  nach  welchem  die  von  den  Radien  vectoren 
in  gleichen  Zeiten  beschriebenen  Flärhenräume  gleich  sind,  hervorgeht,  dafs 
diese  Kraft  nach  dem  Centrum  der  Sonne  gerichtet  sein  mufs.  Das  ist  der 
erste  Teil  der  Newtonsehen  Entwicklung. 

§ 38. 

Entwicklung  dos  Anziehungsgesetzes.  Das  erste  Kepplersehe  Ge- 
setz bestimmt  die  Gestalt  der  Planetenbahnen,  es  erklärt  sie  für  Ellipsen, 
deren  Excentricitäten  verschieden  sind.  Nehmen  wir  mm  als  einen  be- 
stimmten Fall  an,  dafs  die  Excentricität  gleich  Null  sei,  dafs  also  die 
elliptische  Bahn  in  eine  Kreisbahn  übergehe.  In  Wirklichkeit  ist  das  zwar 
für  keinen  einzigen  Planeten  der  Fall;  da  jedoch  die  Excentricität  der 
Planetenbahnen  immer  sehr  klein  ist,  so  wird  unsere  Annahme  nicht  weit 
von  der  Wahrheit  abweichen,  und  wir  werden  durch  unsere  Entwicklungen 
eine  erste  Annäherung  erhalten.  Den  gleichen  Weg  schlug  Newton  ein. 

Im  Falle  der  Planet  sich  in  einer  kreisförmigen  Bahn  bewegt,  in  deren 
Mittelpunkt  sich  die  Sonne  befindet,  müssen  die  einzelnen  Bogen,  welche 
der  Planet  in  gleichen  Zeiten  durchläuft,  gleich  sein,  da  diese  Gleichheit 
nach  dem  zweiten  Kepplerschen  Gesetze  für  die  von  den  Radien  beschriebenen 
Räume,  die  Sectoren  bestehen  mufs.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  der 
Planet  sich  in  seiner  Bahn  bewegt,  ist  demnach  eine  gleichförmige  während 
der  ganzen  Umlaufszeit.  Wir  haben  somit  hier  einen  Fall  der  Kreisbewegung, 
wie  wir  ihn  in  dem  Paragraphen  über  die  Centripetalkraft  und  Centrifugal- 
kraft  betrachtet  haben. 


Fig.  47. 
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Für  die  Centripetalkraft  hatten  wir  den  Ausdruck 
F 


m ■ e* 
R 


oder  für  die  von  der  Centripetalkraft  hervorgebrachte  Beschleunigung 
F „ 4 »’lt 

R ==’  T ' ’ 


— = G = 


worin  fi  den  Radius  des  von  dem  bewegten  Körper  beschriebenen  Kreises 
und  T die  Umlaufszeit  bedeutet.  Nehmen  wir  für  R den  Radius  der  Planeten- 
bahn und  für  T seine  Umlaufszeit,  so  haben  wir  also  hier  den  Ausdruck 
für  die  Beschleunigung,  welche  der  Planet  gegen  die  Sonne  erhält,  also 
die  Anziehung  der  Sonne  auf  die  Einheit  der  Masse  des  Planeten,  in  dem 
Abstande  R von  der  Sonne. 

Für  die  verschiedenen  Planeten  in  den  Abständen  R,  IC,  K'  von  der 
Sonne  erhalten  wir  aus  den  Umlaufszeiten  T , T",  T"  für  die  Gröfse  der 
anziehenden  Kraft  der  Sonne  auf  die  Einheit  der  Masse  in  den  Entfernungen 
2J,  Jf',  IC  die  Ausdrücke 

n 4* %R  n, irt'l?  nt,  4jt ' R" 

fj-  sa  ryi*  i vT  'p'  t » ^ 


T* 


Nach  dem  dritten  Kepplerschen  Gesetze  verhalten  sich  die  Quadrate 
der  Umlaufszeiten  wie  die  dritten  Potenzen  der  mittleren  Entfernungen,  so 
dafs  wir  haben 

r*  r*  T"t  v 
1 Ä! 


R‘  ~ Ka  R"s 
also  T*  = K ■ R\  r*  = K-If\ 

Setzen  wir  diese  Werte  in  unsere  Ausdrücke  für  G,  G' 
halten  wir 

4«’  r, 4jij  r„  in'1 

KR*  ’ — KR*  ’ =*  KR"' 


G = — 


T"a  = K ■ R"3. 


em,  so  er- 


oder  in  Worten:  die  von  der  Sonne  in  verschiedenen  Entfernungen  don 
Planeten  erteilten  gegen  die  Sonne  gerichteten  Beschleunigungen,  welche 
die  auf  die  Einheit  der  Massen  ausgeübte  Anziehungskraft  messen,  sind  dem 
Quadrate  der  Entfernungen  umgekehrt  proportional. 

Wollen  wir  aus  der  Beschleunigung  die  anziehende  Kraft  F erhalten, 
welche  die  Sonne  auf  die  verschiedenen  Planeten  ausübt,  so  haben  wir 
F — m • G , also  die  Beschleunigung  G mit  der  Masse  t»  zu  multiplicieren. 
Es  wird  dann 

1 — m • G = gf  • tp, 

wenn  wir  mit  tp  die  Anziehung  der  ganzen  Sonnenmasse  auf  die  Einheit  der 
Planetenraasse  in  der  Einheit  des  Abstandes  bezeichnen.  Da  nun  diese  An- 
ziehung gleich  ist  der  Summe  der  Anziehungen  der  einzelnen  Massenteilchen, 
so  ist  sie  proportional  der  gesamten  Masse  M der  Sonne,  so  dafs  wir 
setzen  können 

<p  = Mf 

und  dann  allgemein 


F = 


m • M 
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Das  Gesetz  der  Massenanziehung  können  wir  daher  ganz  allgemein 
ausdrücken:  „Die  Anziehung  zweier  Körper  auf  einander  ist  proportional 
dem  Produkts;  ihrer  Massen  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  ihres 
.Abstandes.“ 

Wir  haben  bisher  die  der  Wirklichkeit  nicht  entsprechende  Annahme 
gemacht,  dafs  die  Planetenbahnen  Kreise  seien;  es  entsprach  das  unserer 
Absicht,  durch  eine  angenäberte  Methode  zu  zeigen,  wie  Newton  die  Ge- 
setze der  Attraktion  entwickelte.  In  der  theoretischen  Mechanik  werden 
diese  Probleme  jedoch  ohne  diese  Beschränkung  abgehandelt;  man  gelangt 
dann  genau  zu  denselben  Resultaten,  dafs  auf  die  Planeten  eine  gegen  die 
Sonne  gerichtete  Kraft  wirke,  die  mit  dem  Quadrate  ihres  Abstandes  von 
der  Sonne  abnimmt. 

Nachdem  man  die  Gesetze  erkannt  hat,  denen  die  Attraktionskraft  folgt, 
liegt  es  nahe,  sich  die  Frage  vorzulegen,  wodurch  es  dahin  gekommen,  dafs 
die  Planeten  sich  in  diesen  Bahnen  bewegen.  Es  ist  das  eine  rein  mathe- 
matische Aufgabe,  wie  aus  Folgendem  ersichtlich  ist.  Wären  Sonne  und 
Erde  z.  B.  anfänglich  ohne  Bewegung  sich  im  Raume  in  einem  gewissen 
Abstande  gegenttbergestellt,  so  würden  beide  Gestirne  infolge  der  Anziehung 
sich  gegen  einander  bewegt  haben,  bis  sie  sich  berührt  hätten.  Hatte  aber 
die  Erde  anfänglich  eine  Geschwindigkeit  in  anderer  Richtung  als  in  der 
Verbindungslinie  der  beiden  Mittelpunkte  erhalten,  so  mufste  sie  sich  unter 
dem  doppelten  Einflufs  dieser  Anfangsgeschwindigkeit  und  der  Anziehung 
der  Sonne  in  einer  krummlinigen  Bahn  bewegen.  Die  Rechnung  zeigt  nun, 
dafs  diese  Bahn  jedenfalls  ein  Kegelschnitt  sein  mufste  und  zwar,  je  nach 
dem  anfänglichen  Abstande  der  beiden  Körper  und  der  Anfangsgeschwindig- 
keit des  beweglichen,  ein  Kreis,  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel.  Einmal 
auf  dieser  Bahn  bewegt,  mufs  das  Gestirn  dieselbe  unaufhörlich  durch- 
laufen, entweder  wenn  die  Kurve  geschlossen  ist,  seinen  Weg  immer  wieder 
zurücklegend,  wie  es  bei  den  Planeten  der  Fall  ist,  oder  ohne  Wiederkehr 
fortschreitend,  wenn  die  Kurve  eine  nicht  geschlossene  ist.  Letzteres  ist 
für  einige  Kometen  wahrscheinlich. 

Dieses  ist  jedoch  noch  nicht  die  exakte  Lösung  des  Problems  der  Astro- 
nomie; man  kann  die  Gestirne  in  ihrer  Bewegung  nicht  als  unabhängig  von 
einander  betrachten,  denn  jedes  derselben  wird  in  jedem  Augenblicke  von 
der  Sonne  und  allen  andern  angezogen.  Deshalb  sind  die  Bahnen  der  Pla- 
neten nicht  vollkommene  Ellipsen,  als  welche  Keppler  sie  ansah,  sondern 
sehr  verwickelte  Kurven,  welche  infolge  der  Störungen  der  andern  Planeten, 
bald  an  der  einen  bald  an  der  andern  Seite  von  der  Ellipse  abweichen. 
Dadurch  wird  das  allgemeine  Problem  der  Bewegung  der  Gestirne  äufserst 
verwickelt,  und  es  bedarf  zu  seiner  Lösung  schwieriger  mathematischer 
Entwicklungen  und  exakter  Beobachtungen.  Erstero  liefert  die  Mechanik 
des  Himmels,  letztere  die  beobachtende  Astronomie. 

Wir  haben  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  die  zwischen  den  Ge- 
stirnen wirksame  Kraft  als  eine  Anziehung  der  Materie  bezeichnet;  mit 
dieser  Bezeichnung  haben  wir  bereits  den  Boden  der  Tbatsachen  verlassen 
und  uns  auf  das  Gebiet  der  Hypothese  begeben.  Die  Tbatsachen  beweisen 
uns  nur,  dafs  zwischen  den  Gestirnen  ein  Antrieb  zur  Wirksamkeit  kommt, 
welcher  die  Planeten  gegen  die  Sonne  treibt,  und  dafs  dieser  Antrieb  den 
Massen  der  Planeten  direkt,  den  Quadraten  ihrer  Abstände  umgekehrt  pro- 
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portional  ist.  Nach  unserer  Definition  des  Wortes  Kraft,  als  die  Ursache 
eines  Antriebes,  können  wir  ebenso  sagen,  dafs  zwischen  den  WeltkÖrpem 
eine  Kraft  thiitig  ist.  Sowie  wir  aber  als  die  Quelle  dieser  Kraft  eine  durch 
den  Raum  wirkende  Anziehung  der  Materie  bezeichnen,  machen  wir  zur 
Befriedigung  unseres  Kausalitätsbedürfnisses,  zur  Beantwortung  der  Krage, 
woher  rührt  diese  Kraft,  eine  Hypothese.  Ob  Newton  diese  Hypothese 
teilte,  läfst  sich  nicht  mit  Sicherheit  behaupten,  sicher  ist,  dafs  diese  Hypo- 
these zuerst  von  Roger  Cotes  in  der  Vorrede  zu  der  von  demselben  noch 
bei  Lebzeiten  Newtons  veranstalteten  Ausgabe  der  Philosophiae  naturalis 
Principia  mathematica  deutlich  ausgesprochen  wurde. 

Bis  vor  wenigen  Jahren  hat  man  sich  mit  dieser  Hypothese  ziemlich 
allgemein  begnügt,  ln  neuester  Zeit  sucht  man  indes  die  zwischen  zwei 
entfernten  Massen  thätige  Kraft  in  anderer  Weise  zu  erklären,  indem  man 
davon  ausgeht,  dafs  die  Annahme  einer  durch  nichts  weiter  vermittelten 
Anziehung  in  die  Ferne  unserem  Kausalitätsbedürfnisse  nicht  genüge,  oder  mit 
anderen  Worten,  dafs  eine  solche  unvermittelte  Wirkung  in  die  Ferne  ttlr 
uns  nicht  begreiflich  sei.  Man  hat  deshalb  ein  Zwischenmittel  angenommen, 
welches  die  von  den  einzelnen  Massen  ausgehenden  Antriebe  übermittelt, 
und  hat  als  solches  vorzugsweise  den  Äther  angesehen,  auf  dessen  Existenz 
im  sogenannten  leeren  Raume  wir  aus  den  Lichterscheinungen  schliefsen 
müssen.  Man  hat  weiter  verschiedene  zum  Teil  als  abenteuerliche  zu  be- 
zeichnende Vorgänge  ersonnen,  durch  welche  die  Antriebe  und  deren  Über- 
mittelung zwischen  den  Massen  zustande  kommen  sollen1).  Wir  können 
auf  die  verschiedenen  Erklärungsversuche  hier  nicht  eingehen,  kein  einziger 
derselben  ist  haltbar,  entweder  sind  die  Hypothesen,  auf  denen  die  Er- 
klärungsversuche beruhen,  selbst  ebenso  unbegreiflich  als  die  Wirkung  in 
die  Ferne,  welche  sic  erklären  sollen,  oder  sie  stehen  mit  anderweitig  er- 
kannten Principien  oder  Gesetzen  im  Widerspruch. 

Nur  wollen  wir  hier  sofort  schon  bemerken , dafs  alle  diese  Erklärungs- 
versuche eigentlich  müfsig  sind,  so  lange  wir  in  der  Auffassung  der  Natur- 
erscheinungen an  der  atomistischcn  Konstitution  der  Materie  festhalten. 
Vom  Beginne  des  nächsten  Abschnittes  an  werden  wir  nämlich  sehen,  dafs 
wir  in  einer  Erklärung  der  Naturerscheinungen  am  weitesten  kommen,  oder 
um  an  die  Sätze  der  Einleitung  anzuknüpfen,  dafs  wir  die  weitaus  gröfste 
Zahl  von  Naturerscheinungen  aus  einer  einzigen  Hypothese  ableiten  können, 
wenn  wir  annehmen,  dafs  die  Materie  aus  einzelnen  Teilchen,  den  Atomen 
oder  Molekülen  besteht,  welche,  ohne  sich  gegenseitig  zu  berühren,  neben 
einander  gelagert  sind.  Damit  sind  wir  genötigt  Kräfte  anzunebmen,  welche 
zwischen  diesen  Teilchen  thätig  sind,  ohne  dafs  wir  ein  Zwischenmittel  an- 
nehmen können,  welches  die  Wirkungen  von  einem  Molekül  auf  das  andere 
übermittelt.  Zwar  sind  die  Abstände  der  Moleküle  für  uns  unmefsbar  klein. 
Indes  eine  unvermittelte  Fernewirkung  ist  für  kleine  Entfernungen  gerade 
so  schwer  oder  so  leicht  begreiflich  als  für  grofso  Entfernungen.  Klein 
und  grofs  sind  überhaupt  nur  relative  Begriffe.  Zudem  wissen  wir  nicht, 
ob  nicht  der  Abstand  der  Moleküle  im  Verhältnis  zur  Gröfse  derselben  ein 


')  Eine  ziemlich  vollständige  Übersicht  über  die  verschiedenen  Versuche 
zur  Erklärung  der  Fernewirkung  gibt  Dr.  Isekrahe  in  seinem  Buche:  Das  Rätsel 
der  Schwerkraft.  Braunschweig  bei  Vieweg  1879. 
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ebenso  grofser  ist,  als  der  Abstand  der  Weltkörper  im  Verhältnis  zur  Gröfse 
dieser.  Nur  in  einer  solchen  Hypothese  zur  Erklärung  der  Femewirkung 
können  wir  daher  einen  Fortschritt  erblicken,  welche  gleichzeitig  die  so- 
genannten Molekularkräfte  überflüssig  macht,  welche  uns  also  gestattet,  dio 
Materie  als  ein  nicht  aus  diskreten  Teilchen  bestehendes  Kontinuum  auf- 
zufassen. Da  vorläufig  dazu  noch  keine  Aussicht  vorhanden  ist,  halten  wir 
an  der  Hypothese  der  Femewirknng  fest1). 

Ob  wir  indes  eine  Fernewirkung  annehmen  oder  nicht,  das  sogenannte 
Attraktionsgesetz,  das  Gesetz,  nach  welchem  der  zwischen  zwei  Massen  vor- 
handene Antrieb  von  der  Gröfse  und  dem  Abstande  der  Massen  bedingt 
wird,  steht  fest,  und  nur  dieses  Gesetz  ist  es,  welches  unsern  weiteren 
Untersuchungen  zu  Grunde  liegt. 


§ 39. 

Identität  der  Schwere  und  der  allgemeinen  Anziehung.  Machen 
wir  es  uns  jetzt  zur  Aufgabe,  den  Nachweis  zu  liefern,  dafs  die  Ursache, 
welche  auf  der  Erde  die  Körper  fallen  macht,  dieselbe  ist  wie  jene,  welche 
die  eben  betrachteten  Bewegungen  regelt.  Auch  dieses  zuerst  nachgewiesen 
zu  haben  ist  Newtons  Verdienst. 

Die  Erde  besitzt  einen  Trabanten,  den  Mond,  dessen  C'entrum  im 
Mittel  60  Erdradien  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  entfernt  ist.  Astro- 
nomisch gesprochen  ist  dieser  Abstand  sehr  gering,  und  daher  kommt  es, 
dafs  die  Anziehung  der  Erde  auf  den  Mond  viel  gröfser  ist  als  die  An- 
ziehung der  Sonne,  so  zwar,  dafs  man  annehmen  darf,  der  Mond  sei  nur 
der  Anziehung  der  Erde  unterworfen.  Es  ist  dieses  allerdings  nicht  genau, 
aber  eine  ähnliche  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  wie  bei  unserer  vorigen 
Annahme,  dals  die  Planetenbahnen  Kreise  seien.  Der  Mond  wird  deshalb 
um  die  Erde,  letztere  als  ruhend  betrachtet,  eine  Ellipse  beschreiben. 
Nehmen  wir  nun  überdies  an,  dafs  die  Mondbahn  ein  Kreis  sei,  was  bei 
ihrer  geringen  Excentricität  nur  wenig  von  der  Wahrhoit  abweicht,  sowie 
die  Erde  und  der  Mond  seien  vollkommene  Kugeln.  Nach  allen  diesen  An- 
nahmen können  wir  zwar  keine  genauen  numerischen  Daten  erwarten,  je- 
doch für  unsern  Zweck  hinreichende,  da  alle  diese  Annahmen  nur  sehr  wenig 
voiv  der  Wahrheit  abweichen. 

Die  Anziehung,  welche  der  Mond  von  der  Erde  erfuhrt,,  können  wir 
aus  der  centripetalen  Beschleunigung  berechnen,  welche  der  Mond  von  der 
Erde  erfährt;  diese  Beschleunigung  ist  gleich  der  Kraft,  welche  die  Massen- 
einheit des  Mondes  von  der  ganzen  Erde  erfährt.  Bezeichnen  wir  dio  Ura- 
laufszeit  des  Mondes  mit  T,  den  Radius  der  Mondbahn  mit  r,  so  ist  die 
centripetale  Beschleunigung 

_ 4 *>r 

r 

Der  Radius  der  Mondbahn  ist  nun,  w'ie  erwähnt,  gleich  60  Erdradien; 
bezeichnen  wir  letztem  mit  R,  so  wird 

2 7i  R ■ 2 -60  • n 

Cr  = f~t 

’)  Wir  werden  im  4.  Bande  bei  Besprechung  der  Gesetze  der  elektrischen 
Anziehung  Gelegenheit  nehmen  nochmals  auf  dieso  Frage  zurückzukommen. 
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In  diesem  Ausdrucke  ist  2tt J?  gleich  dem  Umfange  der  Erde,  gleich 
40000000  Meter;  die  Umlaufszeit  T des  Mondes  ist  gleich  27  Tage, 
7 Stunden,  43  Minuten  = 39  343  ■ 60  Sekunden.  Demnach  wird  G 
40  000  000  ■ 2 - 60  • JT  40  000  000  jr 
" = (89  343  • 60)’  ““  ■prS48)*'.‘ä» 

G = 0,002706  Meter. 

Diese  Zahl  gibt  uns  die  Beschleunigung,  welche  der  Mond  durch  die 
Anziehung  der  Erde  in  jeder  Sekunde  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde  hin 
erhält,  also  auch  die  Anziehung  in  Krafteinheiten,  in  Kilogrammen,  welche 
die  an  der  Stelle  des  Mondes  befindliche  Masseneinheit  von  der  Erde  erhält. 

Ein  an  der  Erdoberfläche  befindlicher  Körper  erhält  nun  die  Be- 
schleunigung 9,81  Meter,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Erde  zieht  an  ihrer 
Erdoberfläche  die  Masseneinheit  mit  einer  Kraft  von  9,81  Kilogrammen  an. 
Ist  deshalb  die  Schwerkraft  mit  der  allgemeinen  Gravitation  dieselbe  Kraft, 
so  würden  die  in  beiden  Fällen  auf  die  Masseneinheiten  wirkenden  Kräfte 
sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  Quadrate  der  Abstände  derselben  von  dem 
Punkte  der  Erde,  von  welchem  wir  uns  die  Anziehung  der  Erde  ausgehend 
denken  können. 

Um  diese  Vergleichung  durchführen  zu  können,  müssen  wir  deshalb 
zunächst  untersuchen,  von  welchem  Punkte  der  Erde  aus  die  auf  aufserhalb 
der  Erde  befindliche  Massen  ausgeübte  Anziehung  ausgeht,  von  wo  aus  wir 
die  Abstände  der  zu  vergleichenden  Masseneinheiten  zu  rechnen  baben. 

Befindet  sich  die  angezogene  Masse  von  der  Erde  so  weit  entfernt, 
dafs  wir  die  Verbindungslinien  aller  Punkte  der  Erde  mit  dieser  Masse  als 
einander  parallel  ansehen  können,  so  lehrt  uns  schon  der  Satz  vom  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte,  dals  die  Erde  und  die  Masse  sich  gerade  so 
anziehen  müssen,  als  ginge  die  gesamte  Anziehung  von  dem  Mittelpunkte 
der  Erde  aus.  Denn  da  an  allen  Punkten  der  Erde  in  dem  Falle  parallele 
gegen  die  angezogene  Masse  gerichtete  Kräfto  angreifen,  so  befindet  sich 
die  Erde  jener  Masse  gegenüber  gerade  wio  eine  auf  der  Erde  befindliche 
schwere  Kugel.  Wie  nun  letztere  von  der  Erde  gerade  so  angezogen  wird, 
als  wäre  ihr  ganzes  Gewicht  im  Schwerpunkt,  welcher  bei  einer  homogenen 
Kugel  der  Mittelpunkt  ist,  vereinigt,  so  ist  auch  die  Anziehung  der  ent- 
fernten Masse  auf  die  Erde  und  der  Erde  auf  dio  entfernte  Masse  gerade 
so,  als  wenn  die  ganze  anziehende  Masse  der  Erde  in  deren  Mittelpunkt 
vereinigt  wäre. 

Als  Abstand  der  an  der  Stelle  des  Mondes  befindlichen  angezogenen 
Masseneinheit  von  der  Erde  müssen  wir  deshalb  den  Abstand  der  Mittel- 
punkte des  Mondes  und  der  Erde  oder  60  Erdradien  einsetzen. 

Aber  ebenso  wie  auf  entfernte  Massen  wirkt  eine  Kugel  auch  auf 
solche,  die  sich  in  ihrer  Nähe  befinden,  gerade  so,  als  wenn  die  ganze  an- 
ziehende Masse  der  Kugfl  in  ihrem  Schwerpunkte,  also  bei  einer  homogenen 
Kugel  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre.  Zunächst  erkennt  man  leicht, 
dafs  die  Anziehung  einer  Kugel  gegen  den  Mittelpunkt  derselben  gerichtet 
sein  mufs.  Denn  stellt  der  Kreis  (Fig.  48)  den  Durchschnitt  einer  Kugel 
nach  einem  gröfsten  Kreise  vor,  welche  anziehend  auf  irgend  einen  Punkt 
P wirkt,  so  sieht  man  sofort,  dafs  alle  anziehenden  Punkte  der  Kugel  ganz 
symmetrisch  um  die  Verbindungslinie  PC  des  Punktes  P mit  dem  Mittel- 


Digitized  by  Google 


156 


Anziehung  einer  Kugel  auf  aufser  ihr  befindliche  Massen. 


§ 89. 


punkte  verteilt  sind.  Jedem  Punkte  31  oberhalb  PC  entspricht  ein  genau 
so  weit  von  P entfernter  Punkt  unterhalb  PC.  Zerlegen  wir  nun  die  nach 
31  und  A/,  gerichteten  Anziehungen  in  ihre  Komponenten  parallel  zu  PC 
und  senkrecht  zu  PC , so  heben  die  letzteren  sich  auf,  da  die  Winkel  31  PC 

und  Af,  ineinander  gleich 
sind.  Wie  hier,  so  blei- 
ben in  allen  Fällen  nur 
die  gegen  den  Mittel- 
punkt gerichteten  Kom- 
p ponenten  übrig,  es  mufs 
also  die  gesamte  An- 
ziehung gegen  den  Mit- 
telpunkt der  Kugel  ge- 
richtet sein. 

Um  die  Anziehung  der  Kugel  auf  eine  im  Punkte  P befindliche 
Masse  m,  deren  Abstand  vom  Mittelpunkt  CP  gleich  a sei,  zu  berechnen, 
denken  wir  uns  die  Kugel  in  lauter  einzelne  sehr  dünne  Schalen  zerlegt, 
deren  Dicke  gleich  d sei;  stelle  jener  Kreis  den  Durchschnitt  einer  solchen 
Schale  vor.  Die  Dichtigkeit  der  Schale,  das  heifst  die  in  der  Volumeinheit 
enthaltene  Masse  sei  gleich  a.  Führen  wir  nun  durch  die  Kugelschale  zwei 
einander  sehr  nahe  zu  PC  senkrechte  Schnitte  M3ft  und  NNt , so  schneiden 
dieselben  aus  der  Schale  eine  Zone  heraus,  deren  Volumen  gleich  dem  Pro- 
dukte aus  dem  Kreisumfang  3I3t1 , dem  Bogen  31 N und  der  Dicke  d der 
Schale  ist,  wenn  wir  eben  31 N imd  d so  klein  voraussetzen,  dafs  der  Kreis 
31 31,  von  dem  in  der  Mitte  der  Schale  mitten  zwischen  31  und  N gelegten 
Schnitte  nur  unendlich  wenig  verschieden  ist.  Das  Volumen  dieser  Zone 
ist  demnach 

2 nMD  • 31N  • d, 

und  die  in  dieser  Zone  enthaltene  Masse  erhalten  wir,  wenn  wir  das  Volumen 
mit  o multiplizieren.  Nennen  wir  nun  die  Anziehung,  welche  zwei  der  Ein- 
heit gleiche  Massen  in  der  Entfernungseinheit  auf  einander  ausüben,  f,  so 
erhalten  wir  für  die  Anziehung  dor  Kugelzone  auf  die  in  P befindliche 
Masse  m nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Anziehungsgesetze 

2*  • 31 T)  ■ 31 N - 3 ■ a ■ in 
' MP * 


und  die  allein  übrig  bleibende  in  PC  fallende  Komponente,  wenn  wir  obigen 
Ausdruck  mit  cos  CP 31  multiplicieren, 


2*  • MD  ■ MX  J o 
MP' 


• cos  CP3I. 


Bezeichnen  wir  nun  den  Radius  der  Kugolsclmlo  CM  mit  r,  den  Ab- 
stand des  Punktes  P von  der  Zone  3IP  mit  c,  den  Winkel  31CP  mit  ft, 
die  Breite  der  Zone  im  Winkelmafs  oder  MCN  mit  dft,  so  erhalten  wir 


31D  = r • 6in  ft,  3IN  = r • rfft 


cos  CP 31  = 


DP 

e 


a 


r ■ cos  ft 
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zur  Bestimmung  des  Zählers  im  Ausdruck  für  cos  CPM  haben  wir 
MP 4 = MC1  + CP*  — 2MC  • CP  -cos  9 = rs  -f  a*  — 2ar  ■ cos 


r • cos  9 = 


a — r ■ cos  9 = 


r*+  n* — e* 


2a 

a»  + «»-r» 
2a 


Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  den  für  die  Anziehung  der  Kugelzone 
erhaltenen  ein,  so  wird  derselbe 

r 2 n.  • r • sin  9 • r d9  ■ a ■ m a1  -f  «’  — r* 

I ' C*  2ÖU«  ' 

oder,  indem  wir  passender  ordnen, 


* r*  • 3 ■ o • 


sin  ^ d 9 


a«  + e*  — r* 


Um  die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale  auf  m zu  erhalten,  haben 
wir  für  alle  die  Kugel  zusammensetzenden  Zonen  obigen  Ausdruck  zu 
bilden  und  alle  diese  Ausdrücke  zu  addieren.  Wir  erhalten  diese  Werte 
für  die  einzelnen  Zonen,  indem  wir  für  9 nach  und  nach  alle  Werte  von 
0 ■ — Jt  und  gleichzeitig  den  jeder  Zone  entsprechenden  Wert  von  c ein- 
setzen.  Mit  Hülfe  unseres  Wertes  für  e können  wir  bequemer  den  Win- 
kel 9 eliminieren  und  die  Breite  der  einzelnen  Zonen  durch  e ausdrücken. 
Nennen  wir  nämlich  die  Länge  von  e,  wenn  wir  von  dieser  Zone  zur  nächst- 
folgenden übergehen,  deren  Grenze  in  N liegt,  e -j-  de,  so  haben  wir  nach 
E 1 und  E 5 aus 

c*  = a*  -f-  r*  — 2 a r cos  9 , 
da  auf  der  rechten  Seite  nur  9 veränderlich  ist, 

2e  de  <=  2ar  sin  ft  d9, 

und  daraus 

sin  0 d9  = — de. 

ar 


Setzen  wir  diesen  Wert  in  unsern  Ausdruck  ein,  so  erhalten  wir  für 
die  Anziehung  der  ganzen  Kugelzone 


n ■ r ■ 9 ■ e ■ m 
a' 


Lassen  wir  hierin  e nach  und  nach  alle  der  Kugelsclmlo  entsprechenden 
Werte  annehmen,  also  e von  a — r bis  a + r sich  ändern,  so  gibt  uns 
die  Summe  der  unendlich  vielen  Ausdrücke,  die  den  einzelnen  zwischen 
diesen  Grenzen  enthaltenen  Werten  von  e entsprechen,  die  Anziehung  der 
ganzen  Kugelschale. 

Die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale  ist  somit  das  Integral 


a+r 


ß 


triam 


oder,  da  wir  den  nicht  von  e abhängigen  Faktor  vor  das  Integralzeichen 
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schreiben  kiinnen, 


o + r 


itrSem  /*/  . a*  — r1  \ 

r —Ji1  + —)■"■ 


Das  Integral  zerfällt  in  zwei,  von  denen  das  erste  nach  E 1 und  E VIII 

o+r 


Jde  - (•  + r)  — («  — r)  = 2 » 


de 


das  zweite  nach  denselben  Regeln,  da  — p = — d — 


o+r 


/<»*-  r>)  £ («■  — *)  (t}t  - I=r)  - 2'- 

a — r 

Die  Summe  der  beiden  Integrale  ist  somit  gleich  4r  und  damit  der 
Ausdruck  für  die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale 


4r*  * ■ S am 


In  diesem  Ausdrucke  ist  4 r*  n die  Oberfläche  der  mit  dem  Radius  r 
beschriebenen  Kugel,  4rsni  somit  das  Volumen  und  4 r'nS  ■ a die  Masse 
der  Kugelschale.  Bezeichnen  wir  diese  Masse  mit  M , so  erhalten  wir  für 
die  Anziehung  der  Kugelschale  auf  die  im  Abstande  a von  ihrem  Mittel- 
punkte befindliche  Masse  m 

, Mm 


oder  die  Kugelschale  zieht  die  Masse  m gerade  so  an,  als  wenn  die  ge- 
samte Masse  derselben  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Was  nun  für  diese  Kugelschale  gilt,  dasselbe  gilt  für  alle,  in  welche 
wir  uns  die  Kugel  zerlegt  gedacht  haben,  selbst  dann,  wenn  die  einzelnen 
Schalen  eine  verschiedene  Dichtigkeit  haben.  Wir  erhalten  deshalb  ganz 
allgemein  den  Satz,  dafs  die  Anziehung  einer  homogenen  oder  einer  aus 
konzentrischen  Schalen  zusammengesetzten  Kugel,  bei  der  nur  die  einzelnen 
Schalen  Überall  dieselbo  Dichtigkeit  haben,  nach  aufsen  gerade  so  wirkt, 
als  wäre  die  ganze  Masse  derselben  im  Mittelpunkt  vereinigt 

Zur  Vergleichung  der  Anziehung,  welche  der  Mond  von  der  Erde  er- 
hält, mit  der  Schwere  auf  der  Erde,  müssen  wir  also  auch  für  die  auf  der 
Erde  befindlichen  Gegenstände  als  anziehenden  Punkt  den  Mittelpunkt  der 
Erde  ansehen,  als  Abstand  der  Masseneinheit  auf  der  Oberfläche  von  der 
anziehenden  Masse  der  Erde  somit  den  Radius  der  Erde  einsetzen. 

Für  die  auf  die  Masseneinheit  des  Mondes  wirkende  Anziehung  er- 
hielten wir  nun  0,002  706,  für  die  auf  der  Erdoberfläche  wirkende  9,81; 
ist  deshalb  die  Schwere  mit  der  allgemeinen  Massenanziehung  identisch,  so 
müssen  sich  diese  Zahlen  umgekehrt  verhalten  wie  die  Quadrate  der  Ent- 
fernung dieser  beiden  Massen  vom  Mittelpunkt  der  Erde,  oder  es  mufs 

fj  ==  9,81  = 3600  • G = 3600  • 0,002  706 
sein.  Führen  wir  die  angedeutete  Multiplikation  aus,  so  erhalten  wir  aus 
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der  Anziehung  des  Mondes 

9 — 9,742 , 

eine  Zahl,  die  so  nahe  mit  der  aus  der  Pondelbowogung  gefundenen  tlber- 
einstimmt,  dafs  unter  Berücksichtigung  der  gemachten  nicht  ganz  genauen 
Annahmen  dadurch  der  sicherste  Beweis  geführt  ist,  dafs  die  Schwere  mit 
der  allgemeinen  Anziehung  identisch  ist. 

Dieser  Satz,  dafs  die  Schwere  mit  der  allgemeinen  Gravitation  identisch 
ist,  und  dafs  die  Erde  auf  alle  auf  ihr  befindlichen  Gegenstände  gerade  so 
wirkt,  als  wilre  ihre  ganze  Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt,  führt  unmittel- 
bar zu  der  am  Schlufs  von  § 29  erwähnten  Folgerung,  dafs  ein  Pendel 
in  verschiedener  Hohe  Uber  der  Erdoberfläche  eine  verschiedene  Schwingungs- 
dauer haben,  oder  dafs  g in  verschiedenen  Höhen  verschieden  grofs  sein 
mufs.  In  einer  Höhe  h über  der  Erdoberfläche  mufs  der  Wert  von  g nach 
dem  Gesetze  der  Massenattraktion  sich  ergeben  aus  der  Gleichung 

g:g0  = Jfi:  (Ji  -f  A)1 
g(lt  + h)*  = g0R\ 

wenn  g0  die  Beschleunigung  an  der  Erdoberfläche  oder  im  Niveau  des 
Meeres  bedeutet;  es  ist  somit 

R* 

9 " 9°  (Ä  + A)*  » 

oder  mit  hinreichend  grofser  Annäherung,  da  h gegen  H immer  sehr  klein  ist, 
9—9o(l  — 2^)i  ?o  =0  (!  + 2 


A 


C 


\ 

ä 


ein  Ausdruck,  der  uns  gestattet,  aus  den  in  verschiedenen  Höhen  über  der 
Erdoberfläche  oder  dem  Meeresniveau  beobachteten  Werten  von  g den  Wort 
von  g0  für  das  Meeresniveau  zu  berechnen. 

Poisson  hat  darauf  aufmerksam  gemacht1),  dafs  diese  Korrektion  des 
Wertes  g auf  das  Meeresniveau  nur  dann  zulässig  ist,  wenn  man  sich  in 
einem  isolierten  Punkte  in  der  Höhe  h 
über  dem  Meeresniveau  befindet,  nicht  aber, 
wenn  der  Punkt  auf  einem  ausgedehnten 
Festlande  in  der  Höhe  h gegeben  ist.  /k^ 

In  diesem  Falle  wird  nämlich  die  Be-  • / 

schleunigung  g'  gleich  der  soeben  berech- 
neten vermehrt  um  die  Anziehung  des 
Festlandes.  Dieselbe  läfst  sich  in  folgen- 
der Weise  berechnen.  Sei  (Fig.  48a)  C der 
Mittelpunkt  der  Erde,  AMU  das  Moeres- 
niveau,  FM'G  ein  sich  über  demselben  be- 
findendes Festland  und  M'  ein  Punkt  auf 
demselben  in  der  Höhe  h über  M.  Wir 
betrachten  dann  das  Festland  als  einen 
um  die  Vertikale  CM'  gelegten  Cylinder 
von  der  Höhe  h und  dem  Durchmesser  2 c.  Aus  diesem  G'ylinder  denken 
wir  uns  an  irgend  einer  Stelle  einen  unendlich  dünnen  Kreisring  goschnitten, 


Fig.  48  a. 

M' 
L 
M 


H 


*)  Pension , Tratte  de  mdcanique  Bd.  I.  § 256. 
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dessen  Mittelpunkt  auf  der  Aie  CM'  liegt,  dessen  Radius  KL  = y,  dessen 
Breite  gleich  dy  ist,  und  dessen  Abstand  von  der  Oberfläche  L M’  = z , 
dessen  Dicke  dz  ist.  Das  Volumen  des  Ringes  ist  dann 

2 n y dy  dz. 

Ist  a die  Dichte  des  Festlandes,  also  die  Masse  der  Voluineinheit,  so 
wird  gerade  wio  vorhin  die  gegen  C gerichtete  Anziehung  dieses  Ringes 
auf  die  in  M'  befindliche  Masse  tn 


Nun  ist 


f^_ydyd±  cog  KM,L 
LM ' 


KM*  = y*  + z*  ■,  cos  KMfL  — RM. 

Damit  wird  die  Anziehung  des  Ringes 

„ _ , « z dy  dz 

flnem  — t • 

(y’  + **)* 


\ry'  + 


Die  Anziehung  des  Festlandes  ist  die  Summe  der  Anziehungen  aller 
dasselbe  zusammensetzenden  Ringe,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  in  dem 
letzten  Ausdrucke  für  y und  z alle  dem  Festlande  entsprechenden  Werte 
einsetzen.  Zur  Bildung  dieser  Summe  berechnen  wir  zunächst  die  Anziehung 
einer  Platte  von  der  Dicke  dz,  welche  in  der  Tiefe  LM'  = z unter  M’ 
liegt;  diese  ist  die  Summe  der  Anziehungen  aller  Kreisringe,  deren  Radius 
zwischen  y = 0 und  y = c ist,  somit  das  nach  y genommene  Integral  von 
y — 0 bis  y = c 


ln  fe'mz  de  / — - — 


’ f J4r 


Dasselbe  ist,  da  nach  E IV  und  E 1 

ydy  .=d( 

(y'  + zrf  \ Vy'  + z'J 

Infa'tn  zdz  ( 1 1 — ^ • 

. Vc*  + lV 

Die  Anziehung  des  Festlandes  ist  dann  die  Anziehung  aller  Platten, 
die  zwischen  z = 0 und  e = h liogen,  also  das  Integral  des  letztem  Aus- 
druckes von  z = 0 bis  z = h.  Dieses  ist  auf  Grund  derselben  Regeln 

tp  = 2 n f a’m  (/*  -f-  c — -f-  As). 

Ist  die  horizontale  Ausdehnung  des  Festlandes  gegen  die  Höhe  h sehr 
grofs,  so  können  wir  unter  dem  Wurzelzeichen  Ir  gegen  c1  vernachlässigen 
und  erhalten 

q>  = 2 nfe'mh. 

Die  Beschleunigung,  welche  die  Masse  infolge  dieser  Anziehung  er- 
hält, ist 

y = — = 2 n fa’h. 

• m ' 
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Somit  wird 

9 = 9 + y = 9o  (l  — 2 4)  + Vnfo'h. 

Ist  nun  a die  Masse  der  Volumeinheit  unserer  Erde,  dieselbe  als  gleich- 
mäfsig  dicht  vorausgesetzt,  so  ist  die  Masse  der  Erde 

t Ä3*«, 

somit  die  auf  die  Masseneinheit  an  der  Oberfläche  wirkende  Anziehung  oder 
die  derselben  erteilte  Beschleunigung 

9o  f Rt  ixfcR  • 

Damit  wird 


y 2 nfe’h  3 o'h 

9u  ixfoR  “=  2 oR 


und  mit  hinreichender  Genauigkeit 


Die  in  diesem  Palle  anzubringende  Korrektion  ist  also  eine  erheblich 
kleinere,  als  wenn  man  sich  in  einem  isolierten  I bankte  in  der  Höhe  h über 
der  Erde  befindet. 

Ist  ein  Punkt  in  der  Höhe  ti  über  dem  Festlande  gegeben,  so  erhalten 
wir  die  Anziehung  des  Festlandes  auf  denselben,  indem  wir  beachten,  dafs 
die  nächste  Scheibe,  deren  Anziehung  auf  denselben  wirkt,  sich  nicht  im 
Abstande  0,  sondern  im  Abstande  ti  von  demselben  befindet.  Wir  haben 
dann  nur  das  zuletzt  gebildete  Integral  nicht  von  z = 0 bis  z = h,  sondern 
von  z = ti  bis  z = h -f-  ti  zu  nehmen.  Dasselbe  wird 

cp'  = 2nf<s'm  (h  -(-  ti  — ti  -j-  y c*  -f-  ti"  — j/c“  -f-  (/(  -f-  h')’). 

Ist  nun  ti  ebenso  wie  h gegen  c klein,  so  wird  auch  jetzt 

cp'  = 2 nfa'mh. 

Die  Anziehung  des  als  Cylinder  betrachteten  Festlandes  ist  auf  Punkto, 
welche  nicht  weit  Uber  demselben  liegen,  von  dem  Abstande  dieser  Punkte 
amabhängig.  Die  Beschleomigung  g",  welche  ein  Punkt  in  dieser  Höhe  er- 
hält, ist  dann 

!>"  = 9o(^  — + 2*/V/j 

„ /„  2h  . 3a  h 2h' \ , 2h' 

9 — r 4-  g R)’==9  9a  r 

oder 

9 1 - , 2b' 

f , _ So.  äh^  9 R 

9 1 i 

WCU.ru,  Phjiik.  I.  4.  Ana.  11 
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Jolly  hat  diese  Zunahme  der  Anziehung  direkt  beobachtet1).  In  einem 
Turm  zu  München,  der  von  drei  Seiten  frei  stand,  wurde  25  Meter  über 
dem  Boden  eine  empfindliche  Wage  aufgestellt,  an  der  man  bei  einer  Be- 
lastung von  5 Kilo  auf  jeder  Seite  noch  0,01  Milligramm  ablesen  konnte. 
Von  jeder  Wagschale  führte  ein  Draht,  geschützt  durch  eine  Rühre  von 
Zinkblech,  in  den  Turm  hinab.  An  den  unteren  Enden  der  Drähte  waren 
ebenfalls  Wagschalen  aufgehängt.  Der  Abstand  der  unteren  und  oberen 
Schalen  ergab  sich  zu  21,005“. 

Wiegt  man  einen  Körper  in  dem  oberen  Schalenpaar  ab  und  bringt 
ihn  dann  in  die  untere  Schale,  während  die  ihn  äquilibrierenden  Gewichte 
in  der  oberen  Schale  beobachtet  werden,  so  nimmt  das  Gewicht  des  Körpers 


in  dem  Verhältnis  der  Besehleunigungszunalime  zu, 


während  das  Ge- 


wicht der  vorher  ihn  oben  äquilibrierenden  Gewichtsstücke  ungoündert 
bleibt.  Man  mufs  daher  in  die  obere  Wagschale,  um  das  Gleichgewicht 
wieder  herzustellen,  der  Gewichtszunahme  des  nach  unten  gebrachten  Kör- 
pers entsprechend,  Gewichte  hinzulegen.  Ist  m die  Masso  des  Körpers,  so 
ist  sein  Gewicht  oben  Q"  — mg",  unten  Q = mg',  somit 


V 


1 


<j  ih' 

% TT 5 


Diese  Differenz  Q'  — Q ist  also  oben  hinzuzufügen. 

Als  abzuwägender  Körper  wurde  eine  mit  Quecksilber  gefüllte  Glas- 
flasche angewandt.  Um  den  später  zu  besprechenden  Einflufs  des  Gewichtes 
der  verdrängten  Luft  auszusehliefsen,  wurden  zunächst  vier  Glaskolben  von 
gleichem  Volumen  und  gleichem  Gewicht  hergestellt.  Zwei  der  Kolben 
wurden  mit  Quecksilber  gleichen  Gewichtes  gefüllt,  und  alle  Kolben  an 
der  Glasbläserlampe  zugeschmolzen.  Dann  wurden  zunächst  die  beiden  ge- 
füllten Kolben  auf  die  oberen,  die  beiden  leeren  auf  die  unteren  Wag- 
schalen gesetzt,  und  durch  Zulegen  der  erforderlichen  Ausgleichgewichte 
scharf  das  Gleichgewicht  hergestellt.  Dann  wurden  an  der  einen  Seite 
der  leere  Kolben  oben,  der  mit  Quecksilber  gefüllte  unten  hingesetzt,  somit 
das  Quecksilber  dem  Mittelpunkte  der  Erde  um  21,005“  genähert.  Es 
ergab  sich,  dafs  zur  Herstellung  des  Gleichgewichtes  oben  31,686”g  hin- 
zugefügt werden  mul'sten,  oder  dafs  Q'  — Q"  — 31,686rag. 

Das  Gewicht  des  Quecksilbers  oben  war 
q'  = 5 003  450”*. 


Der  Erdradius  Jl  in  der  Breite  von  München  48°  8'  n.  Br.  ist 


11  = 6 365  722“, 

somit  inuis  nach  der  Theorie 


9 2 ■ 21,005 
ff» 


6 009  460 
6 305  72 2 


9 33,069“'' 

n.  1 


sein.  München  liegt  auf  einer  Hochebene  von  515“  Höhe;  nehmen  wir  für 
die  Dichte  o etwa  die  Hälfte  der  mittleren  Dichte  der  Erde,  so  würde 

9 = 0,99989,  somit 

y°  Q'  — q'  = 33,055. 


’)  Jolly,  Abhandlungen  der  Münchner  Akademie.  Bd.  XtV,  11.  Abt. 
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Der  theoretische  Wert  der  Gewichtsdifferenz  ist  also  etwas  gröfser  als 
der  beobachtete.  Jolly  glaubt,  dafs  der  Grund  dieser  Abweichung  der  ist, 
dafs  in  der  Umgebung  des  Turmes  der  Boden  etwas  höher  war  als  der 
Boden  des  Turmes,  so  dafs  von  der  Umgebung  ein  kleiner  nach  oben  ge- 
richteter Zug  ausging. 

§ 40. 

Verschiedenheit  von  g in  verschiedenen  Breiten.  Ist  die  Be- 
schleunigung g eine  Folge  der  Anziehung  der  Erdmasse  auf  dio  an  der 
Oberfläche  befindlichen  Körper,  so  mufs  der  Wert  derselben  an  verschiedenen 
Punkten  der  Erde  verschieden  sein.  Denn  die  Erde  dreht  sich  in  24  Stunden 
um  ihre  Axe,  und  jeder  Punkt  beschreibt  in  dieser  Zeit  einen  Kreis,  dessen 
Radius  gleich  ist  dem  senkrechten  Abstand  desselben  von  der  Erdaxe.  Die 
bei  der  drehenden  Bewegung  auftretende  Centrifugalkraft  sucht  daher 
alle  Punkte  von  der  Erde  zu  entfernen.  Da  aber  diese  Radien  und  somit 
die  Kreise  um  so  kleiner  werden,  je  mehr  wir  uns  den  Polen  nähern, 
so  wird  auch  die  Rotationsgeschwindigkeit  und  mit  ihr  die  Centrifugal- 
beschleunigung  im  quadratischen  Verhältnisse  kleiner.  Die  Centrifugalkraft 
wirkt  aber  auch  nur  unter  dem  Äquator  der  Schwere  gerade  entgegen,  an 
allen  andern  Orten  bildet  ihre  Richtung,  da  sie  senkrecht  zur  Erdaxo  ist, 
mit  der  Richtung  der  nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  gehenden  Anziehung 
einen  Winkel,  der  gleich  ist  der  Breite  des  Ortes.  Nur  die  in  die  Richtung 
der  Schwere  fallende  Komponente,  welche  gleich  dem  Produkte  aus  der 
Centrifugalkraft  in  den  Cosinus  der  Breite  ist,  wirkt  an  diesen  Orten  der 
Schwere  entgegen.  Es  mufs  deshalb  die  Beschleunigung  der  Körper  durch 
die  Schwere  zunehmen,  so  wie  wir  uns  vom  Äquator  zu  den  Polen  ent- 
fernen. 

Andererseits  aber  ist,  wie  uns  geodätische  Messungen  lehren,  die  Erde 
nicht  eine  Kugel,  sondern  ein  an  den  Polen  abgeplattetes  Ellipsoid,  so 
zwar,  dafs  die  Abplattung,  das  Verhältnis  der  Differenz  zwischen  Äqua- 
torial- und  Polarradius  zum  Äquatorialradius  = ‘/3m  ist.  Daraus  folgt  aber, 
dafs  wir  dem  Mittelpunkt  der  Erde  näher  kommen,  wenn  wir  uns  vom 
Äquator  aus  zu  den  Polen  hin  bewegen.  Es  mufs  also  auch  aus  diesem 
Grunde  dio  Beschleunigung  des  freien  Falles  zunehmen,  da,  wio  wir  vorhin 
gezeigt  haben,  die  Erde  alle  auf  ihr  befindlichen  Körper  so  anzieht,  als 
wäre  die  gesamte  anziehende  Masse  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt. 

Mit  diesen  Forderungen  der  Theorie  ist  die  Beobachtung  im  Ein- 
klang, sie  zeigt  uns,  dafs  die  Beschleunigung  vom  Äquator  zu  den  Polen 
hin  zuninmit,  und  dafs  sie  stärker  zunimmt,  als  sie  es  allein  wegen  der 
Abnahme  der  Centrifugalboschleunigung  thun  mtlfste.  Ja  mehr  noch,  die 
theoretische  Mechanik  gibt  uns  an,  in  welcher  Weise  wegen  der  Abplattung 
die  Beschleunigung  wachsen  mufs,  und  gibt  uns  so  ein  Mittel  an  die  Hand, 
aus  der  beobachteten  Bosehleunigungsänderang  die  Abplattung  theoretisch 
zu  berechnen.  Der  so  erhaltene  Wert  stimmt  sehr  nahe  mit  dem  aus  geo- 
dätischen Messungen  abgeleiteten  überein. 

Die  Änderungen  der  Gröl'se  g hat  man  aus  den  Änderungen  der  Länge 
des  Sekundenpendels  bestimmt.  Man  bat 


11* 
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setzen  wir  / = 1 , so  wird 

</  = **•?. 

Es  genügt  also,  die  Länge  des  Sekundenpendels  an  verschiedenen  Orten 
zu  messen,  um  daraus  den  Wert  für  g zu  erhalten. 

Nun  ist  nach  den  Messungen  von  Sabine  reduciert  auf  das  Meeresniveau 


Breite. 

Länge  des  Sekundenpendels. 

9- 

0° 

0m, 990938 

9m,78009 

45° 

0“, 993509 

0m, 80552 

90" 

0m, 996080 

9ra, 83089. 

Diese  Werte  für  g sowie  alle  an  verschiedenen  Orten  beobachteten 
lassen  sich  wiedergeben  durch 

g — 9“  78009  + 0,05080  • sin*  tp, 


wenn  wir  mit  qp  die  Breite  des  Ortes  bezeichnen,  an  welcher  die  Beschleu- 
nigung gleich  g ist. 

In  welcher  Weise  g sich  lindem  müfste,  wenn  nur  die  Centrifugal- 
beschleunigung  es  afficierte,  läfst  sich  leicht  berechnen.  Die  Centrifugal- 
besehlounigung  am  Äquator  ist 


4 n'R 

f* 


2 ir  ■ 40000000 
(24  • 60  • 60)* 


= 0m, 03368. 


Der  Radius  der  Kreise,  in  welchem  sich  die  nicht  unter  dem  Äquator 
liegenden  Punkte  bewegen,  ist  der  senkrechte  Abstand  der  Punkte  von 
der  Drehungsaxe  der  Erde.  Nennen  wir  daher  die  Breite  eines  Ortes  qp,  so 
ist  er  R cos  tp.  Die  Centrifugalbeschleunigung  ist  also  für  einen  Ort  von 
der  Breite  tp  gleich  O”, 03368  cos  qp.  Die  in  die  Richtung  der  Schwere 
fallende  und  ihr  entgegenwirkende  Komponente  ist  demnach  0'“, 03368 -cos*  qp. 
Nennen  wir  G die  Beschleunigung  durch  die  Schwere,  wenn  die  Oentri- 
fugalkraft  nicht  vorhanden  wäre,  so  ist  die  wirklich  stattfindende  Be- 
schleunigung g 

g = G — 0,03368  cos*  qp. 


Nun  ist  für  den  Äquator,  wo  qp  = 0 ist,  nach  Sabine 


G = 9,78009  + 0,03368. 


. Vorausgesetzt,  dafs  nur  die  verschiedene  Centrifugalkraft  die  Be- 
schleunigung ändert,  raufs  dies  aber  auch  die  Beschleunigung  durch  die 
Schwere  an  allen  Orten  der  Erde  sein,  demnach  allgemein  die  um  die 
Centrifugalbeschleunigung  verminderte  und  zu  beobachtende  Beschleu- 
nigung g 

g = 9m, 78009  -f  0m, 03368  — 0,03368  cos*  <p 
g = 9m, 78009  + 0“, 03368  • sin*  <p. 

Nach  unserer  obigen  aus  der  Beobachtung  abgeleiteten  Formel  ist  der 
Koefficiont  von  sin*  qp  grCifser,  so  dafs  also  die  Beschleunigung  g in  der 
That  stärker  zunimmt,  als  sie  es  nur  der  Abnahme  der  Centrifugalkraft 
wegen  thun  würde. 
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Um  aus  der  Beschleunigungsünderung  die  Abplattung  zu  berechnen, 
dient  das  Clairautsche  Theorem '),  nach  welchem  die  Summe  des  Quotienten, 
aus  der  Beschleunigungsdifferenz  am  Pol  und  Äquator  und  der  Beschleu- 
nigung am  Äquator,  und  der  Abplattung  gleich  dem  Zweiundeinlialbfachen 
des  Quotienten  aus  der  Centrifugalbeschleunigung  und  der  Beschleunigung 
durch  die  Schwere  am  Äquator  ist,  oder 


A]L 

9 '» 


+ * 


2,5 


c 


wenn  Jg  den  Unterschied  der  Beschleunigung  an  dem  Pole  und  am  Äqua- 
tor, ga  die  Beschleunigung  am  Äquator,  e die  Abplattung  und  c die  an  dem 
Äquator  statttindende  Centrifugalbeschleunigung  bedeutet.  Wir  erhalten 
daraus  für  die  Abplattung 


e = 2,5 


e 

So 


£g 

So 


oder,  wenn  wir  die  eben  erhaltenon  Zahlenwerte  einsetzen, 


_ 0,03368 

C ~ 9,78009 


0,06080 

9,78009' 


= 0,003415  = 


1 

292  ‘ 


Man  sieht,  dafs  dieser  aus  den  Pendelschwingungen  unter  Annahme, 
dafs  die  nicht  kugelförmige  Anordnung  der  Erdmasse  die  Beschleunigung 
ändere,  berechnete  Wert  fUr  die  Abplattung  sehr  nahe  mit  dem  durch  geo- 
dätische Messungen  erhaltenen  Uberoinstimmt.  Der  Unterschied  kann  nicht 
auffallen,  wenn  man  einerseits  die  Schwierigkeit  der  Messimgen  erwägt  und 
andererseits  bedenkt,  dafs  die  besondere  Bodenbeschaffenheit  eines  Ortes 
auf  die  Pendelschwingungen  von  Einflufs  ist. 


§ 41. 

Versuche  von  Cavendish.  Dafs  die  Bodenbeschaffenheit  auf  die  Be- 
wegung des  Pendels  von  Einflufs  ist,  folgt  direkt  aus  dem  experimentellen 
Nachweis  von  Cavendish  und  Maskelyne,  dafs  die  einzelnen  Körper  auf  der 
Erde  anziehend  auf  einander  wirken.  Cavendish  zeigte,  dafs  eine  grofse 
Bleimasse  eine  metallene  Kugel  anzieht,  Maskelyne  bowies,  dafs  das  Pendel 
in  der  Nähe  grofser  Gebirge  aus  der  Vertikalen  abgelenkt  wurde. 

Beide  Anziehungen  sind  gemessen  und  durch  Vergleichung  mit  der 
Anziehung  der  Erde  dann  die  Masse  der  Erde  bestimmt.  Beginnen  wir  mit 
den  Versuchen  von  Cavendish,  welcher  dieselben  mit  folgendem  von  Michell 
konstruiertem  Apparate  anstellte. 

Ein  leichter  und  gleichmäfsig  gearbeiteter  Hebel  von  Tannenholz  A It 
(Fig.  49)  ist  in  seiner  Mitte  an  einem  sehr  feinen  Metalldrahte  horizontal 
aufgehängt,  welchor  an  dor  Decke  eines  verschlossenen  Zimmers  befestigt 
ist.  An  seinen  Enden  trägt  er  zwei  ganz  gleiche  Kugoln  A und  B und  an 
diesen  zwei  mit  einer  Teilung  versehene  Elfenbeinblättchen  CD  und  C'D'. 


')  Clairaut,  Theorie  de  la  figure  de  la  terre.  Paris  1743.  Das  Theorem 
ergibt  sich  aas  der  Untersuchung,  welche  Gestalt  die  Erde  annehmen  mufste 
unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Erde  fräher  eine  flüssige  Masse  gewesen  sei, 
und  unter  der  Voraussetzung,  dafs  nicht  die  ganze  Masse  der  Erde  homogen, 
sondern  dafs  die  Erde  aus  konzentrischen  homogenen  Schalen  bestehe. 
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Faden  und  Hebel  sind  von  einem  hölzernen  Gehäuse  umgeben,  um  die  Luft- 
strömungen abzuhalten.  Die  Seiten  desselben  bei  A und  B sind  von  Spiegel- 
glas, um  die  Teilungen  CD  und  CD'  beobachten  zu  können.  Die  Beobach- 
tungen der  Teilungen  geschehen  mittels  zweier  mit  Fadenkreuz  versehener 
Fernrohre,  welche  den  Teilungen  gegenüber  in  der  Mauer  des  Zimmers  an- 
gebracht sind. 

Kig.  40. 


Untersuchen  wir,  ehe  wir  mit  der  Beschreibung  des  Apparates  fort- 
l'ahren,  die  Bedingungen,  unter  welchen  dieser  Hebel  im  Gleichgewicht  ist. 
Wir  werden  dazu  einige  Lehren  Uber  die  Elasticität  der  Körper  benutzen 
müssen,  welche"  wir  in  dein  folgenden  Abschnitt«  kennen  lernen  werden, 
deren  Bichtigkeit  wir  demnach  hier  annehmen.  Wenn  wir  den  Hebelarm 
ans  seiner  Gleichgewichtslage  ablenken,  indem  wir  ihn  um  den  Faden  als 
Axe  drehen,  so  erteilen  wir  dadurch  auch  dem  Faden  eine  Drehung  um 
sich  selbst,  eine  Torsion.  Der  Faden  sucht,  sich  selbst  überlassen,  sich 
wieder  aufzudrehen  und  übt  dadurch  ein  Drehungsmoment  auf  den  Hebel 
aus,  den  er  wieder  in  seine  Gleichgewichtslage  zurückbringon  will.  Nennen 
wir  nun  f die  Kraft,  welche  wir  in  dem  Abstande  1 von  dem  Faden  an 
einem  Hebel  anbringen  müssen,  um  ihn  in  der  abgelenkten  Lage  zu  erhalten, 
in  welcher  das  Ende  des  Hebels  von  der  Länge  1 um  einen  Bogen  von  der 
Länge  1 gedreht  ist,  so  zeigt -der  Versuch,  dafs  man  eine  Kraft  f • A an- 
bringen mufs,  um  den  Hebel  um  einen  Bogen  von  der  Länge  A gedreht  zu 
erhalten.  Die  Torsionskraft  des  Fadens  ist  also  proportional  der  Drehung, 
welche  wir  dem  Faden  erteilt  haben.  In  dem  Apparate  von  Cavendish  ist 
also  die  Kraft,  mit  welcher  die  Torsion  des  Fadens,  den  um  einen  mit  dom 
Radius  1 beschriebenen  Bogen  von  der  Länge  A gedrehten  Hebel  zurück- 
fUlirt , gleich  einer  im  Abstande  1 von  der  Mitte  angebrachten  Kraft  f A, 

oder  gleich  einer  Kraft  -j—  an  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  A angebracht, 

wenn  wir  die  halbe  Länge  AB  mit  l bezeichnen. 

Um  die  Kraft  f zu  messen,  haben  wir  nur  den  Hebel  in  Bewegung  zu 
setzen.  Wir  sehen  dann,  dafs  er  in  der  Horizontalebene  Oscillationen  voll- 
ftlhrt,  welche  alle  eine  gleiche  Zeit  dauern.  Auf  diese  Oscillationen  ist 
ohne  weiteres  unser  Ausdruck  für  die  Schwingungsdauer  eines  Bendels  an- 
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zuwenden,  da  wir  hier  wie  dort  eine  Kraft  haben,  welche  nach  den  gleichen 
Gesetzen  wirkt,  deren  Drehungsmoment  um  so  kleiner  wird,  je  näher  der 
Hebel  der  Gleichgewichtslage  kommt.  Die  das  horizontale  Pendel  bewegende 
Kraft  f greift  im  Abstande  1 von  der  Drehungsaxe  an;  in  diesem  Abstande 
ersetzt  eine  Masse  2»nJ*  die  beiden  im  Abstande  l befindlichen  Kugeln,  deren 
jede  die  Masse  m hat.  Wenn  wir  die  Masse  des  Stahes  als  sehr  klein  ver- 
nachlässigen'),  wird  somit  nach  § 32  die  Schwingungsdauer  t des  Pendels: 


= n.y 


2 ml» 

f 


Setzen  wir  anstatt  m = , worin  p das  Gewicht  jeder  Kugel  bedeutet, 

und  lösen  unsere  Gloichung  nach  f auf,  so  wird 


f — 


2ir*p  ■ P 
g t' 


Sind  demnach  p und  l bekannt,  so  bedarf  es,  um  die  Grfifse  der  Kraft  f 
zu  messen,  nur  den  Hebel  in  Schwingungen  zu  versetzen  und  die  Schwingungs- 
dauer zu  beobachten.  Kennt  man  f , so  kann  man  leicht  die  Gröfse  der 
Kraft  erhalten,  die  an  A anzubringen  ist,  um  den  Hebel  im  Gleichgewicht 
zu  halten,  wenn  man  ihn  um  irgend  einen  Bogon  aus  seiner  ursprünglichen 
Lage,  in  welcher  der  Draht  ohne  Torsion  ist,  godreht  hat.  Sei  er  z.  B.  so 
gedreht,  dafs  statt  des  Teilstriches  o der  Teilung  CD  oder  CD'  der  Teil- 
strich « in  der  Visierlinie  des  Fernrohrs  einsteht;  ist  der  Abstand  zweier 
Teilstriche  gleich  o,  so  ist  der  Bogen  A,  welchen  der  um  die  Länge  1 von 
der  Axe  entfernte  Punkt  durchlaufen  hat, 


A = 


na 

"T 


und  die  an  A anzubringende  der  Torsionskraft  gleiche  Kraft 

M _ fna 
I “ P < 


oder,  indem  wir  für  f den  eben  gefundenen  Wert  einsetzen, 

fna  2 a1«  pn 

- 7*-- 

Wir  können  diese  Kraft  halbieren  und  die  eine  Hälfte  in  A,  die 
andere  in  B so  angreifen  lassen,  dafs  sie  der  Torsionskraft  des  Fadens  ge- 
rade so  entgegenwirken  wie  die  eine  im  Punkte  A angebrachte  Kraft  (\ 
auch  dann  ist  das  System  im  Gleichgewicht.  Bezeichnen  wir  jede  dieser 
Hälften  mit  F,  so  ist 

g ' ‘ 

1 

In  dem  Apparate  von  Cavendish  war  die  Konstante  = „ _ , so 

dafs  demnach  3 

F=  — • p”  ■ 

818  <’ 


*)  Genauer  würde  man  in  der  § 32  angedeuteten  Weise  das  Trägheits- 
moment des  ganzen  Horizontalpendels  bestimmen.  Den  vollständigen  Beweis 
für  die  Richtigkeit  der  oben  durchgeführten  Rechnung  liefert  § 51. 
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Wenn  also  durch  Drehung  des  Hebels  dem  Faden  eine  Torsion  erteilt 
ist,  so  wird  dureh  die  Torsionskraft  dom  System  ein  Drehungsmoment  er- 
teilt, welches  es  in  die  Gleichgewichtslage  zurüekzudrehen  strebt,  und 
welches  gleich  ist  dem  Drehungsmomente,  welches  zwei  Kräfte  ihm  er- 
teilen würden,  deren  eine  an  A,  deren  andere  an  B angebracht  ist,  und 

deren  jede  die  Grtifse  F = - ' • — besitzt.  Kennt  man  daher  das  Ge- 
wicht p und  hat  die  Anzahl  Teilstriche  n,  um  welche  das  System  gedreht 
ist,  mittels  der  Fernrohre  beobachtet  und  früher  die  8chwingungsdauer  I 
bestimmt,  so  kann  man  diese  Kräfte  dureh  Rechnung  erhalten. 

Es  befinden  sich  an  dem  Apparate  von  Cavendish  zwei  grofse  Blei- 
kugoln  M und  N,  jedo  158  Kilogramm  schwer.  Dieselben  sind  an  den 
Enden  eines  drehbaren  Stabes  befestigt,  der  von  aufsen  gedreht  wird,  ohne 
dals  der  Beobachter  in  das  zu  den  Versuchen  bestimmte  Zimmer  ointritt. 
Man  kann  den  Stab  senkrecht  zu  Ali  stellen  und  ihm  die  Lage  M N und 
M N'  geben,  die  symmetrisch  sind  zu  der  Gleichgewichtslage  von  A B,  und 
in  denen  der  Stab  festgostellt  werden  kann.  Sind  die  Kugeln  in  der  ersten 
Lage,  so  afficieren  sie  den  Hobel  nicht;  beide  Kugeln  ziehen  sowohl  A als  B 
ganz  gleichmäßig  an  und  können  ihnen  daher  keine  Bewegung  erteilen. 
Der  Beobachter  liest  die  Stellung  der  Teilung  ab  und  notiert  sie  als  die 
Gleichgewichtslage  des  Hebels.  Darauf  bringt  man  die  Kugel  in  die  Lage 
MN.  Jetzt  zieht  -V  die  Kugel  A und  Ar  die  Kugel  B an;  der  Hebel  dreht 
sich  und  erreicht  eine  zw’eite  Gleichgewichtslage,  wenn  die  Anziehung  von 
M auf  A und  N auf  B gleich  ist  den  Kräften  /■’,  mit  denen  die  Torsions- 
kraft des  Fadens  den  Hebel  zurüekzudrehen  sucht  Man  beobachtet  mit 
Hülfe  der  Fernrohre  die  Anzahl  n der  Teilstriche,  um  welche  die  Kugeln 
A und  B abgelenkt  sind,  und  berechnet  dann  die  beiden  Kräfte  F oder 
die  diesen  gleichen  Anziehungen  der  grofson  Kugeln  auf  A und  B mittels 
der  Formel 


Zur  Zeit,  als  man  die  Kugeln  in  dio  Lage  MN  gebracht  hatte,  war 
der  Abstand  der  Mittelpunkte  von  A und  M oder  B und  N gleich  D. 
Ist  in  der  neuen  Lage  das  Gleichgewicht  eingetreten,  so  ist  der  Abstand 
dann  1)'  — I)  — ncr.  Ist  D'  bestimmt,  so  kennen  wir  die  zwischen  den 
Kugeln  thätigen  anziehenden  Kräfte  F und  den  Abstand  D'  der  Schwer- 
punkte der  Kugeln,  in  dem  diese  Kräfte  wirksam  sind.  Darauf  macht  man 
noch  eine  zweite  Messung,  indem  man  dio  Kugeln  in  die  Lago  M'N'  bringt, 
und  nimmt  schliefslieh  aus  den  in  beiden  Fällen  berechneten  Werten  von  F 
und  den  beobachteten  Abständen  I)'  das  Mittel,  um  dann  folgendermaßen 
aus  diesen  Daten  das  Gesamtgewicht  P'  der  Erde  und  ihre  mittlere  Dichtig- 
keit zu  berechnen. 

Da  die  Anziehung  der  Kugel  M auf  A im  Abstande  7/  gleich  F ist, 
so  würde  sie  in  einem  der  Einheit  gleichen  Abstande  F ■ Ifi  sein;  nennen 
wir  andererseits  die  Anziehung  der  Gewichtseinheit  auf  die  Kugel  A in  der 
Abstandseinheit  <p , so  ist  dio  dem  Gewichte  P der  Kugel  M proportionale 
Anziehung  der  ganzen  Kugel  M gleich  P ■ <p.  Wir  haben  demnach 

f-  iy s =~p<p. 
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§ 41. 

Die  Anziehung  der  Erde  auf  die  Kugel  A ist  an  der  Oberfläche  der 
Erde,  also  im  Abstande  R von  dem  anziehenden  Mittelpunkt  gleich  dem 
Gewichte  p dieser  Kugel.  Nennen  wir  P das  Gewicht  der  Erde  und  geben  * 
cp  dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin,  so  haben  wir  ebenfalls 

p • R*  = P’  ■ <p 

und  erhalten  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

y p ■ iv 
p “ Pr-  Pi'  ’ 

und  wenn  wir  den  für  F vorhin  erhaltenen  Wert  einsetzen, 

F _ _l_  n P ■ IV 

p '=  818  ' V = PVD7*"' 

In  dioser  Gleichung  sind  n,  t,  D'  durch  die  Beobachtung  gegeben,  P ist 
das  Gewicht  der  Kugel  M — 158  Kilogr.,  R ist  der  Radius  der  Erde,  man 
hat  daher  in  lauter  bekannten  Griifsen  für  das  Gewicht  P'  der  Erde 

818  ■ P • R%  • V 
1 ~ i» • ß1 

Bezeichnen  wir  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mit  </,  so  ist  P'gleicli 
dem  Produkte  aus  dem  Volumen  der  Erde  und  der  raittlern  Dichtigkeit 

ly—  ^ n R’d 

und  demnach  schliefslich 

613,6  ■ PV 

11  ^iRnß~ ' 

Wir  müssen  in  Bezug  auf  die  Versuche  noch  einen  Umstand  hinzu- 
fligen,  den  wir,  um  den  Gang  der  Entwickelungen  nicht  zu  unterbrechen, 
übergangen  haben.  Wir  sahen,  dafs  wir,  um  « zu  erhalten,  zweimal  den 
Stand  der  Teilungen  CD,  C'D'  beobachten  mufsten,  einmal  in  der  Gleich- 
gewichtslage des  Stabes  AB  vor  der  Einwirkung  der  Kugeln,  dann  in  der 
durch  die  Anziehung  der  Kugeln  bedingten  Gleichgewichtslage.  Cavendish 
fand  nun,  dafs  der  Stab  AII  niemals  in  Ruhe  war,  sondern  stets  um  die 
Gleichgewichtslage,  welche  er  hätte  einnehmen  müssen,  Schwingungen  voll- 
führte. Man  konnte  daher  die*8tellung  des  Stabes  in  der  Gleichgewichts- 
lage nicht  direkt  bestimmen,  sondern  nur,  indem  man  das  Mittel  aus  den 
äufsersten  Lagen  nahm,  welche  er  bei  diesen  Schwingungen  zur  Rechten 
und  Linken  der  Gleichgewichtslago  erreichte. 

Cavendish  wandte  zu  seinen  Versuchen  zwei  Drähte  an.  Bei  An- 
wendung des  ersten,  sehr  feinen,  war  die  beobachtete  Schwingungsdauer 
I = 14  Minuten  und  die  Zahl  n der  Teilstriche,  um  welche  der  Stab  nach 
Einwirkung  der  Kugeln  abgelenkt  wurde,  n ==  16.  In  dem  zweiten  Falle, 
bei  sehr  viel  dickerem  Drahte,  war  t = 7 Minuten,  n = 5,7.  Mit  beiden 
Drähten  erhielt  er  für  d den  gleichen  Wert 

d = 5,48. 

Die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  ist  demnach  5'/*  mal  grfifser  als  die 
des  Wassers. 

In  späterer  Zeit  wurden  die  Versuche  zunächst  von  Reich  in  Freiberg 
wiederholt  im  Jahre  1837.  Er  fand  in  der  letzten  Berechnung  dieser  Ver- 
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suche  im  Jahre  1851  denselben  Wert  wie  Cavendish  d = 5,49.  Später 
unternahm  Baily  zu  London  im  Aufträge  der  königlichen  Astronomischen 
Gesellschaft  eine  grol'se  Reihe  von  Versuchen  und  erhielt  nach  Korrektion 
einiger  Fehler  als  Mittel  aus  mehr  als  2000  Versuchen  d = 5,G7,  also 
etwas  gröfser  wie  Cavondish.  Darauf  bestimmt«  Reich  1852  nochmals  den 
Wert  von  d und  fand  ihn  gleich  5,5832.  Cornu  und  Baille  erhielten  nach 
derselben  Methode  bei  zwei  Versuchsreihen  einmal  den  Wert  5,56,  das 
andere  Mal  5,55. 

Jolly  hat  das  Verfahren  von  Cavendish  in  der  Weise  modificiert,  dafs 
er  direkt  die  Wage  benutzte,  um  die  Anziehung  einer  grofsen  Masse  auf 
eine  andere  zu  messen.  Unter  der  einen  Wagschalc  der  in  § 39  beschrie- 
benen Wage,  auf  dem  Boden  des  Turmes  wurde  aus  passend  geformten 
Bleibarren  eine  Bleikugel  von  1 m Durchmesser  aufgebaut , so  dafs  der 
Mittelpunkt  der  Kugel  vertikal  unter  dem  Aufhängedraht  der  Wagschale 
sich  befand.  Es  wurde  dann  genau  wie  in  § 39  verfahren,  es  wurde  die 
mit  Quecksilber  gefällte  Glaskugel  oben  abgewogen,  dann  die  Kugel  nach 
unten  gebracht,  so  dafs  sich  ihr  Mittelpunkt  vertikal  über  dem  Mittelpunkte 
der  Bleikugel  bofand,  und  nun  das  Zulagegewicht  bestimmt,  welches  er- 
forderlich war,  um  die  Wage  wieder  ins  Gleichgewicht  zu  bringen.  Dieses 
Zulagegewicht  war  gröfser  als  in  dem  § 39  betrachteten  Falle,  weil  jetzt 
aufser  der  Vermehrung  dor  Schwere  die  Anziehung  der  Bleikugel  auf  das 
Quecksilber  zur  Wirksamkeit  kam.  Ist  r der  Radius  der  Bleikugel,  <5  deren 
Dichtigkeit,  a der  Abstand  des  Mittelpunktes  des  Quecksilbers  von  dem 
Mittelpunkte  der  Bleikugel,  so  ist  die  Beschleunigung,  welche  das  Queck- 
silber gegen  den  Mittelpunkt  der  Bleikugel  erfährt, 

Yi  = § xfr*s  -JT  * 

Für  die  Beschleunigung,  welche  das  Quecksilber  von  dor  Erde  erhält, 
erhielten  wir  § 39 


wenn  wir  jetzt  entsprechend  der  in  diesem  Paragraphen  gewählten  Bezeich- 
nung die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mit  d bezeichnen.  Wie  wir  sahen, 
ist  der  in  der  Klammgr  stehende  Ausdruck,  wenn  wir  d — 0,5 d setzen, 
gleich  0,99989,  wir  können  dafür  ohne  weiteres  1 setzen,  da  in  den  hier 
zu  berechnenden  Decimalen  der  Unterschied  ganz  ohne  Einflufs  ist.  Dann 
wird 

Y,  r*d 

9 = Rda'  <J  ’ 

wenn  wir  mit  q das  nach  Anbringen  der  Bleikugel  erfordorlicho  Zulage- 
gewicht,  mit  Q das  Gewicht  des  Quecksilbers  bezeichnen.  Damit  wird 


d 


i 


r'Q 

Jla'q 


Dio  Versuche  ergaben,  dafs  nach  Anbringen  dor  Bleikugel  zur  Her- 
stellung des  Gleichgewichtes  0,589mg  mehr  erforderlich  waren  als  ohne 
dieselbe,  es  ist  somit 

q = 0,589""'. 
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Wie  wir  § 39  bereits  angaben,  war 

Q = 50094  50"* 

B = 6365722“. 

Den  Durchmesser  der  Bleikugel  ergaben  direkte  Messungen  zu  0,995™, 
somit  ist 

r = 0,4975. 

Der  Abstand  a des  Mittelpunktes  der  Quecksilberkugel  von  dem  Mittel- 
punkte der  Bleikugel  ist  gleich  r plus  dem  Halbmesser  der  Quecksilber- 
kugel plus  dem  Abstande  der  beiden  Oberflächen.  Ersterer  war  0,0445™ , 
letzterer  0,0266™;  es  ist  somit 

a = 0,5686™. 

Zur  Bestimmung  der  mittleren  Dichtigkeit  <J  der  Bleikugel  wurde  das  Ge- 
wicht der  ans  115  Stücken  zusammengesetzten  Kugel  bestimmt  und  durch 
das  Volumen  der  Kugel  dividiert.  Es  ergab  sich  in  dieser  Weise 

d = 11,186. 

Durch  Einsetzen  dieser  Zahlenwerte  ergibt  sich 

d = 5,692 

mit  einer  Unsicherheit  von  + 0,068,  so  dals  nach  diesen  Versuchen  die 
mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mindestens  5,624  und  höchstens  5,760  wäre. 
Der  von  Jolly  erhaltene  Wert  ist  dem  von  Baily  erhaltenen  fast  gleich;  als 
Mittel  aller  Versuche  würde  sich  rund  5,6  ergeben. 


§ 42. 

Versuche  von  Maskelyne.  Es  gibt  noch  eine  zweite  Methode,  um 
die  Anziehung  der  einzelnen  Teile  der  Erde  auf  Körper  zu  messen  und 

Fig.  so. 


X X- 


daraus  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  zu  bestimmen,  nämlich  die  Be- 
obachtung der  Ablenkung  des  Lotes  durch  grofse  Gobirgsmassen.  Die 
ersten  Versuche  derart  wurden  von  Bouguer  gemacht;  sie  wiesen  jedoch 
nur  nach,  dafs  das  Lot  wirklich  abgelenkt  wird,  ohne  dafs  sie  messend  ver- 
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folgt  werden  konnten.  Dieses  gelang  zuerst  Maskelyne,  der  an  der  Bergkette 
Sliehallien  in  Portshire  in  Schottland  mit  grofser  Sorgfalt  eine  Reihe  von 
Messungen  ausfUbrte.  Der  Sliehallien  ist  ein  isolierter  von  West  nach  Ost 
sich  erstrecken^r  Gebirgszug,  dessen  geognostische  Zusammensetzung  be- 
kannt ist,  und  der  eine  einfache  Form  hat.  Man  konnte  daher  sein  Volumen, 
sein  Gewicht  und  die  Lage  seines  Schwerpunktes  berechnen.  Maskelyne 
wählte  nun  zwei  Stationen  A und  11  (Fig.  50),  die  nördlich  und  südlich 
von  dem  Berge  in  einer  durch  den  Schwerpunkt  desselben  gehenden 
Ebene  und  auf  demselben  Meridiane  lagen.  Zunächst  wurde  die  Polhöhe 
beider  Orte  bestimmt.  Wenn  der  Gebirgszug  nicht  vorhanden  gewesen 
wäre,  so  hätten  die  beiden  Lote  AP  und  BP'  oinen  Winkel  mit  einander 
gebildet,  der  gleich  der  Breitendifferenz  der  beiden  Orte  ist.  Die  Anziehung 
der  zwischen  beiden  Orten  liegenden  Gebirgsmassen  bewirkt  nun,  dafs  die 
Richtung  der  Lote  AQ  und  BQ'  wird,  oder  dafs  die  Richtung  der  Hori- 
zontalen gegen  den  Berg  hin  sich  erhebt  und  die  Polhöhe  in  B vermehrt, 
in  A vermindert  ist.  Man  mifst  daher  die  Polhöhe  und  leitet  daraus  für 
jede  Station  die  Ablenkung  des  Lotes  her,  indem  man  von  dem  Unter- 
schiede der  Polhöhen  die  vorher  bestimmte  Breitendifferenz  abzieht. 

rig  5l  Wirkt  mm  an  einer  der  Stationen  (Fig.  51) 

A t z.  B.  A die  Anziehung  der  Erde  nach  A 0 mit 

|\  einer  Kraft  gleich  i 80  wirkt  daneben  die 

i \ Anziehung  des  Berges  in  der  Richtung  AG,  die 

“■  wir  als  horizontal  voraussetzen,  mit  einer  Kraft 

\ . gleich  ~ i)T  , wenn  wir  mit  P das  Gewicht  des 

\ Berges  und  mit  I)  den  Abstand  seines  Schwer- 

\ punktes  vom  Orte  A bezeichnen.  Das  Lot  ist 

B 4>c  demnach  von  zwei  auf  einander  senkrechten  Kräf- 

ten angegriffen,  es  wird  sich  in  die  Richtung 
des  Resultierenden  A C stellen  und  mit  OA 
einen  Winkel  o bilden,  der  gleich  ist  der  be- 
o obachteten  Ablenkung  des  Lotes.  Man  hat  daher 

Pf  Pq>  . CB 


und  daher 


:-fc  = AB:CB,  Yß 
P 

Ifl  PB 2 

tang  a p,  p.  jp 

JP 


Setzen  wir  wieder 


so  wird 


$ lt?nd, 


0,1b  P 
nB-  D* 


Maskelyne  erhielt  ans  dem  von  Hutton  bestimmten  Gewicht  P des 
Berges  und  dem  Abstande  T>  des  Schwerpunktes  vom  Pendel  für  d eine 
Zahl , die  nahe  gleich  5 war,  ein  Resultat,  welches  die  Versuche  von 
C'avendish  und  Reich  bestätigt,  da  auf  diese  Weise  nicht  die  Genauigkeit 
erreicht  werden  kann,  wie  nach  der  vorigen  Methode. 
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§ 43. 

Methode  von  Airy.  Noch  eine  dritte  Methode  gibt  es,  um  den  Nach- 
weis der  Massenanziehung  an  den  einzelnen  Teilen  der  Erde  zu  liefern  und 
die  Dichtigkeit  der  Erde  zu  bestimmen,  welche  der  englische  Astronom  Airy 
angewandt  hat.  Dieselbe  beruht  darauf,  dafs  der  Wert  der  Beschleunigung 
ein  anderer  wird,  wenn  man  unter  die  Erdoberfläche  hinabsteigt.  Um  zu 
übersehen,  in  welcher  Weise  diese  Veränderung  von  g stattfindet,  denken 
wir  uns  die  Erde  zerlegt  in  eine  Kugelsehale  von  der  Dicke  x,  der  Tiefe 
der  durchsunkenen  Schicht , und  eine  Kugel  vom  Radius  Rl  = R — x. 

Auf  einen  an  der  Oberfläche  befindlichen  Körper.wirkt  nun  sowohl  die 
Anziehung  der  innem  Kugel  als  auch  der  Kugelschale  gerade  so,  als  wäre 
die  Masse  beider  im  Mittelpunkte  vereinigt,  also  so,  als  befände  sich  die 
Masse  Ml  der  innem  Kugel  und  die  Masse  3/ä  der  Schale  im  Abstande  II 
von  dem  angezogenen  Körper. 

Anders  jedoch,  wenn  wir  uns  auf  die  Oberfläche  der  Kugel  mit  dem 
Radius  R,  begeben,  also  die  Schicht  x hinabsteigen.  Die  Kugel  mit  dem 
Radius  R,  wirkt  nach  dem  Anziehungsgesetz,  da  der  Körper  sich  aufserhalb 
derselben  befindet,  so,  als  wäre  ihre  ganze  Masso  M\  im  Mittelpunkte,  also  in 
der  Entfernung  lil  vom  angezogenen  Körper  vereinigt.  Die  Anziehung  der 
Kugelsehale  x mufs  aber  eine  andere  sein,  da  der  Körper  sich  im  Innern  der- 
selben befindet.  Wir  können  nun  leicht  nach  weisen,  dafs  eine  Hohlkugel  auf 
einen  in  ihrem  Innern  befindlichen  Körper  gar  keine  Anziehung  ausübt,  wenn 
die  Schale  aus  homogenen  konzentrischen  Schichten  besteht;  und  daraus  folgt 
dann,  dafs  in  der  Tiefe  x unter  der  Erdoberfläche  auf  den  Körper  nur  die  Masse 
der  innern  Kugel  aus  der  ihrem  Radius  gleichen  Entfernung  Rt  einwirkt. 

Stelle,  um  diesen  Nachweis  zu  führen,  der  Kreis  (Fig.  62)  einen  Durch- 
schnitt durch  eine  dünne  Schicht  der  Kugel- 
schale vor,  und  der  Punkt  P liege  im  Innem  Flg- 

derselben,  im  Abstande  a vom  Mittelpunkte.  ''\n 

Legen  wir  nun  gerade  wie  in  § 39  durch  die  Z'  / A 

Kugelsehale  zwei  zu  C P senkrechte  unendlich  f / /, ' I \ 

nahe  Schnitte  M Hf , und  KNi , so  erhalten  / //  \ 

wir  für  die  Anziehung  dieser  Kugelzone  auf  j z/  p l, 

den  Punkt  P,  indem  wir  genau  dieselbe  Ent-  91  CP  j 

wicklung  wie  in  § 39  anwenden,  auch  iden-  y I 

tisch  denselben  Ausdruck,  nämlich,  unter  Be-  \ / 

nutzung  derselben  Zeichen,  \ V 


Um  die  Anziehung  der  ganzen  Kugelschale  zu  erhalten,  müssen  wir 
auch  in  diesem  Ausdrucke  für  e alle  möglichen  Werte  einsetzen  und  die 
Summe  aller  einzelnen  Ausdrücke  bilden.  Die  äufserston  Werte,  welche  e 
annehmen  kann,  sind  aber  hier  nicht  a — r und  a -f-  r,  sondern  PO  = r — a 
und  PQ  — r -(-  a.  Summieren  wir  nun  genau  so  wie  im  § 39,  so  wird 
damit  die  Summe  jetzt 

j{ 1 + “(r  + o)  - (r  - «)  + (-7“-—  “+r„)  = 0. 


AA.V 


Digitized  by  Google 


174 


Methode  von  Airy. 


§ 43. 


Da  diese  Summe  gleich  Null  ist,  so  folgt  also,  dafs  eine  solche  Schicht 
auf  einen  in  ihrem  Innern  liegenden  Punkt  gar  keine  Anziehung  austibt, 
und  damit,  dafs  überhaupt  eine  aus  konzentrischen  homogenen  Schichten 
bestehende  Kugelschale  einen  in  ihrem  Innern  liegenden  Punkt  gar  nicht 
anzieht.  - 

Es  folgt  somit,  dafs  der  in  der  Tiefe  x unter  der  Erdoberfläche  be- 
findliche Körper  nur  von  der  inneni  Kugel,  deren  Radius  R,  — R — x ist, 
angezogen  wird.  Suchen  wir  nun  zunächst,  wie  sich  die  Beschleunigungen 
in  der  Tiefe  und  an  der  Erdoberfläche  verhalten  müssen. 

Die  Beschleunigung,  welche  die  innere  Kugel  an  ihrer  Oberfläche  er- 
teilt, sei  gv  Die  Beschleunigung  an  der  Erdoberfläche  ist  dann  gleich  der 
Summe  der  Beschleunigungen,  welche  die  innere  Kugel  an  der  Erdoberfläche, 
also  im  Abstande  R von  dem  anziehenden  Mittelpunkte  erteilt,  und  welche 
die  Kugelschale  von  der  Dicke  x = R — R,  an  ihrer  Oberfläche  erteilt. 

Die  Beschleunigung  g'u  welche  die  innere  Kugel  an  der  Erdoberfläche 
erteilt,  ist  nach  dein  Anziehungsgesetz 

R,’ 

ff 1 = ffi  ‘ jj*  ’ 


Bezeichnen  wir  die  Beschleunigung  an  der  Erdoberfläche  wie  immer 
mit  g,  so  gibt  uns  die  Differenz 

9 — 9 1 

die  Anziehung,  welche  die  äufsere  Schalo  allein  auf  einen  an  ihrer  äufsem 
Oberfläche  befindlichen  Körper  ausübt. 

Die  Anziehungen  der  äufsem  Schale  sowohl  als  des  innem  Kernes  ge- 
schehen so,  als  wären  die  ganzen  Massen  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt; 
sie  sind  daher  proportional  diesen  Massen  selbst  oder  den  Produkten  aus 
deren  Volumen  V und  F,  und  ihren  Dichtigkeiten  I)  und  T)v  Wir  haben 
demnach 

9 ~ ff'i  • ff'i  = FD  : F,  D, 
und,  indem  wir  für  g\  seinen  Wert  einsetzen, 

_ R.» 

9 9*  R* VI)  __  _ R»— R,»  I) 

R,*  — V,I),  j R,  ’ * Z>,  “ R,»  "D, 

9 1 R* 

g R*  — g,  li,*  li'  — XS  D 
ff,  R,1  ” R.3  ' D,  > 

ein  Ausdruck,  den  man  leicht  auf  die  Form 


g R,*  , R»— R.»  T) 

ffT  “ R*  + R'-ß,  ‘ j\ 


Al 

R« 


bringen  kann,  und  der  zu  erkennen  gibt,  dafs  das  Verhältnis  der  Beschleu- 
nigung an  der  Oberfläche  und  in  der  Tiefe  abhängig  ist  von  dem  Verhältnis 
der  Dichten  der  äufsem  Schale  und  in  dgr  Tiefe.  Derselbe  zeigt  aber  gleich- 
zeitig, dafs  wenn  man  gt , R,  und  I)  beobachtet,  D,  sich  berechnen  läfst. 

Hierauf  gestützt,  stellte  Airy  zwei  Pendel  auf,  eines  an  der  Erd- 
oberfläche, eines  auf  dem  Bodon  des  Bergwerkes  von  Harton  in  einer  Tiefe 
von  383  Meter.  Jedes  war,  wie  bei  den  Bordaschen  Versuchen,  vor  einer 
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astronomischen  Uhr  aufgehüngt.  Man  beobachtete  die  Oseillationen  mittels 
der  Methode  der  Koincidonzon  und  bestimmte  ihre  Dauer  durch  die  Angaben 
der  Uhr.  Wenn  nun  aber  die  Veränderung  der  Schwere  die  Dauer  einer 
Oscillation  des  Pendels  verändert,  so  ist  klar,  dafs  sie  auch  den  Gang  der 
Uhr  ändert.  Es  war  deshalb  notwendig,  den  Gang  der  untern  Uhr  mit 
dem  der  obern  zu  vergleichen;  das  geschah  mittels  elektrischer  Signale, 
welche  sich  augenblicklich  fortpllanzten,  und  durch  die  man  die  Zeitangabe 
der  untern  Uhr  korrigierte. 

Die  Beobachtung  ergab,  dafs  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere 
auf  dem  Boden  des  Bergwerkes  grßfser  war,  oder  dafs 

■9l  = t. 00005 2 

y 

war,  ein  Resultat^  aus  welchem  sich  ergibt,  dafs  I),  bedeutend  gröl'ser  sein 
muls  als  I).  Denn  wäre  das  nicht  der  Fall,  so  mUfste  die  Schwere  in  der 
Tiefe  kleiner  werden,  wäre  etwa  D = 2), , so  ergibt  sich 

9 1 

g h ’ 

die  Schwere  müfste  in  demselben  Verhältnisse  abnehmen,  als  der  Radius 
der  innem  Kugel  kleiner  ist  wie  der  Radius  der  Erde. 

Indem  man  den  Inhalt  des  Bodens  Uber  dem  Schachte  untersucht, 
erhält  man  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Schale  in  der  Nähe  des  Ortes,  wo 
die  Versuche  angestellt  wurden.  Dieselbe  ergab  sich  zu  2,75.  Airy  setzt 
nun  diese  Dichtigkeit  als  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Kugelschale  ein,  was 
man  ohne  merklichen  Fehler  thun  darf,  wenn  auch  die  Kugelschale  nicht 
vollständig  homogen  ist,  da  die  nähern  Massen  vorwiegend  einwirken.  Die 
Bestimmungen  Airys  ergaben  ferner,  dafs,  die  Tiefe  des  Hartoner  Schachtes 
gleich  1 gesetzt, 

II  — 16621,7  und  deshalb  if,  ==  16620,7. 

Setzen  wir  dieso  Werte  in  die  Gleichung  für  Dl  ein,  so  erhält  man 

I)l  = 6,566 , 

so  dafs  also  die  Dichtigkeit  des  innem  Kernes,  oder  da  die  Masse  der  obem 
Schale  gegen  die  des  innem  Kernes  verschwindend  klein  ist,  die  mittlere 
Dichtigkeit  der  Erde  ungefähr  6,5  mal  so  grofs  als  die  des  Wassers  wäre. 

Gegen  dio  Berechnung  Airys  hat  Haughton  den  Einwurf  gemacht,  dafs 
Airy  die  Dichtigkeit  der  Erdrinde  erheblich  zu  hoch  genommen  habe,  da 
der  greisere  Teil  des  Harton-  Schachtes  unter  dem  Niveau  des  Meeres  liege, 
er  leitet  deshalb  als  mittlere  zur  Berechnung  in  Betracht  zu  ziehende  Dich- 
tigkeit der  Erdrinde  die  Zahl  2,059  ab.  Mit  dieser  Zahl  ergibt  sich 

I),  = 5,480, 

also  dem  mit  der  Drehwage  und  dem  von  Jolly  gefundenen  Werte  sehr 
nahe  gleich.  , 

Nehmen  wir  für  dio  Dichtigkeit  der  Erde  das  Mittel  aus  den  gefun- 
denen Zahlen  oder  rund  5,6,  so  sind  wir  dadurch  schliefslich  imstande,  die 
Anziehungen  zu  berechnen,  welche  zwei  der  Einheit  gleiche  Massen  auf 
einander  aus  der  Einheit  der  Entfernung  ausüben.  Bezeichnen  wir  die 
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Masse  der  Erde  mit  M,  so  gibt  uns  das  Anziehungsgesetz  für  die  Zahl  g 
die  Gleichung 

, M 

9 ” ? ' R*  ’ 

worin  f wie  früher  die  Anziehung  der  beiden  Masseneinheiten  aus  der  Ent- 
femungseinheit  bedeutet;  demnach  ist 

f ~ 9 ' M ' 

oder,  indem  wir  für  M seinen  Wert  setzen, 

• f~  9 ‘ = °i‘5  • ? ‘ 

Hierin  ist  d die  Masse  der  Volumeinheit,  somit  wenn  wir  die  Länge 
in  Metern  einttiliren,  die  Masse  eines  Kubikmeters.  Uh  das  Kubikmeter 
1000  Kubikdecimeter  hat  und  wir  die  Dichtigkeit  der  Erde  gleich  5,6 

setzen,  so  wird  d = ; lln  ist  der  halbe  Umfang  der  Erde,  somit 

gleich  20  000  000.  Für  g setzen  wir  den  der  Breite  45°  entsprechenden 
Wert  unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Erde  nicht  rotiert,  dann  wird  mit 
g = 9,82236 

/•=  ”’7,r’--g‘  = 0,000  000  000  646  = 6,46  • 10~10. 

1\  n • 5G00 

Die  Zahl  gibt  uns  in  Metern  die  Beschleunigung,  welche  zwei  Massen 
von  je  g Kilogramm  im  Abstande  von  1 Meter  einander  erteilen,  oder  in 
Kilogrammen  den  Zug,  den  diese  Massen  auf  einander  ausüben. 

§ 44. 

Ebbe  und  Flut.  Eine  wichtige  Erscheinung  an  unserer  Erdoberfläche, 
hervorgehend  ans  der  allgemeinen  Massenanziehung  und  zwar  aus  der  An- 
ziehung des  Mondes  und  der  Sonne,  ist  das  täglich  zweimalige  Steigen  und 
Fallen  des  Wassers  in  den  grofsen  Meeren.  Wir  müssen  uns  hier  begnügen, 
die  Erscheinung  in  ihren  Grundzügen  zu  erklären. 

Die  Anziehung,  welche  der  Mond  auf  die  verschiedenen  Punkte  der 
Erde  ausübt,  ist  verschieden,  da  dieselben  von  dem  Monde  verschieden  ent- 
fernt sind.  Ziehen  wir  z.  B.  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  eine  gerade 
Linie  gegen  den  Mond,  so  ist  der  Mittelpunkt  der  Erdo  von  dem  des  Mondes 
um  60,  der  Punkt,  in  welchem  die  dem  Mondo  zugowandte  Erdhälfto  von 
der  Geraden  getroffen  wird,  um  59,  der  entsprechende  Punkt  auf  der  ab- 
gewandten Erdhälfte  61  Erdradien  entfernt.  Nennen  wir  die  Anziehung 
des  Mondes  auf  die  Masseneinheit  in  der  Entfernungseinheit  /',  den  Abstand 
des  Erdmittelpunktes  vom  Monde  d und  den  Radius  der  Erde  li,  so  erhalten 
wir  für  die  Anziehung  auf  jene  drei  Punkto  respektive 

f f f 

d'  ‘ ’ (d  — uy  " ' (d  + üy 

und  als  die  Differenzen  zwischen  den  beiden  letzten  und  der  ersten  Gröfse 

, R 
— d*  ' 
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wenn  wir  die  Glieder  der  Differenzen,  in  denen  höhere  Potenzen  von  d als 
die  dritte  Vorkommen,  vernachlässigen.  Um  diese  Gröfse  wird  also  der  dem 
Monde  zugewandte  Punkt  der  Erdoberfläche  stärker,  der  vom  Monde  ab- 
gewandte Punkt  schwächer  angezogen  als  der  Mittelpunkt  der  Erde. 

Wäre  die  ganze  Erde  fest,  kein  Punkt  derselben  gegen  die  anderen 
verschiebbar,  so  würden  diese  Differenzen  durch  die  festen  Verbindungen  • 
so  übertragen  werden,  dafs  dadurch  nur  ein  Zug  auf  den  Mittelpunkt  der 
Erde  entstände.  Nun  ist  aber  ein  grofser  Teil  der  Erde  mit  Wasser  be- 
deckt, dessen  einzelne  Teile  gegen  einander  und  gegen  die  festen  Teile  der 
Erde  -frei  beweglich  sind.  Das  Wasser  wird  daher  infolge  dieser  verschie- 
denen Anziehungen  eino  Bewegung  annehmen  müssen,  und  zwar  wird  es, 
wenn  jene  Linie  zum  Beispiel  die  Erdoberfläche  an  beiden  Punkten  im 
Meere  schneidet,  sich  an  beiden  Punkten  erheben  und  dafür  an  den  zwischen- 
liegenden fallen  müssen.  Da  nämlich  an  der  dem  Monde  zugewandten  Seite 
das  Wasser  stärker,  an  der  vom  Monde  abgewandten  Seite  schwächer  an- 
gezogen wird  als  der  Mittelpunkt  der  Erde,  so  ist  das  gerade  so,  als  wenn 
an  beiden  Punkten  eine  der  Schwere  entgegengesetzte  Kraft  von  der  Gröfse 
jener  Differenz  angebracht  wäre,  wie  sich  leicht  durch  folgende  Betrachtung 
anschaulich  machen  läfst 

Man  habe  drei  Punkte  A , C,  H\  die  Punkte  A und  II  werden  jeder 
durch  eine  Kraft  gleich  10,  um  ein  Zahlenbeispiel  zu  wählen,  gegen  C hin- 
gezogen. Nun  seien  ferner  an  den  drei  Punkten  nach  gleicher  Richtung, 
z.  B.  nach  rechts  hin,  folgende  Kräfte  angebracht:  au  II  die  Kraft  3,  an  C 
die  Kraft  2 und  an  A die  Kraft  1.  Diese  Punkte  befinden  sich  gewisser- 
mafsen  in  denselben  Verhältnissen  wie  unsere  vorhin  betrachteten  Punkte 
auf  der  Erde.  In  dem  Verhältnis  der  drei  Punkte  zu  einander  wird  nun 
nichts  geändert,  wenn  wir  von  jedem  derselben  die  nach  rechts  hin  ziehende 
Kraft  2 fortnehmen.  Dadurch  ist  der  Punkt  C wieder  wie  anfangs  von 
keiner  Kraft  afficiert.  Am  Punkto  II  bleibt  aber  die  Kraft  1 nach  rechts 
hin,  also  vom  Punkt  C fortziehend  übrig.  An  A zog  ursprünglich  die 
Kraft  10  gegen  C nach  rechts,  es  trat  dann  noch  die  Kraft  1 hinzu,  später 
aber  nahmen  wir  die  Kraft  2 wieder  fort;  es  bleibt  also  nur  die  Kraft  t) 
nach  C hinziehend  übrig,  oder  da  wir  uns  statt  der  Kraft  9 die  Kraft  10 
nach  C hin  und  die  Kraft  1 von  C fortziehend  denken  können,  so  folgt, 
dafs  durch  Anbringen  jener  Kräfte  auch  bei  A gleichsam  eine  von  C fort- 
ziehende Kraft  entsteht,  welche  gleich  ist  der  Differenz  der  von  V und  A 
nach  rechts  hin  wirkenden  Kräfte. 

So  also  auch  bei  der  Erde.  Durch  Anziehung  des  Mondes  entsteht  an 
den  unter  dem  Monde  und  den  ihm  gegenüber  an  der  andern  Seite  der  Erde 
liegenden  Punkten  gleichsam  eine  das  Wasser  vom  Mittelpunkte  der  Erde 
fortziehende  Kraft. 

Das  Wasser  mufs  also  dort  steigen  und  dafür  an  den  mitten  zwischen 
beiden  liegenden  Punkten  der  Erde  fallen.  Dadurch  müssen  also  zwei,  an 
diametral  gegenüberliegenden  Stellen  der  Erde  sich  bildende  Flutwellen 
entstehen,  deren  jede,  da  die  Erde  sich  in  24  Stunden  von  Westen  nach 
Osten  um  ihre  Axe  dreht,  die  Erde  in  24  Stunden  von  Osten  nach  Westen 
umkreisen  mufs. 

In  den  Meeren  mufs  also  täglich  zweimal  Flut  und  Ebbe  entstehen, 
da  sie  jeden  Tag  den  Mond  einmal  im  Zenith,  einmal  im  Nadir  haben. 
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Wegen  der  Eigenbewegung  des  Mondes  in  seiner  Bahn  jedoeh,  wodurch  der 
Durchgang  durch  einen  bestimmten  Meridian  täglich  um  50  Minuten  ver- 
zögert wird,  verzögert  sich  auch  der  Eintritt  von  Ebbe  und  Flut  jeden  Tag 
um  ebensoviel. 

Ebenso  wie  der  Mond  erzeugt  auch  die  Sonno  Ebbe  und  Flut,  jedoch 
viel  schwächer,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  in  unsern  Ausdruck  , 


der  uns  die  von  dem  Mittelpunkte  fortziehende  Kraft  angibt,  die  der  Sonne 
entsprechenden  Gröfsen  einsetzt.  Bezeichnet  M die  Masse  der  Sonne  und 
m die  Masse  des  Mondes,  so  haben  wir  statt  f der  Anziehung  des  Mondes 

in  der  Abstandseinheit  f • — - zu  setzen,  und  anstatt  d die  Entfernung  der 

Sonne  von  der  Erde  tf  = 400  d,  da  die  Sonne  400mal  weiter  von  uns  ent- 
fernt ist  als  der  Mond.  Die  Masse  der  Sonne  M ist  355  OOOmal  gröfser 
als  die  Erde  und  die  der  Erde  gleich  88  m,  also  88mal  gröfser  als  die  des 
Mondes.  Wir  haben  demnach  für  die  Differenz  der  Sonnenanziehung 


'Ifli  ■ 355  000  • 88 
d‘  ■ 400’ 


also  ungefähr  die  Hälfte  des  Unterschiedes  der  Mondanziehung  auf  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  Erde.  Die  Sonnenflut  wird  daher  auch  nur  die 
halbe  Höhe  der  Mondflut  haben.  Durch  die  vereinte  Wirkung  von  Sonno 
und  Mond  wird  nun  die  Fluthöhe  entweder  vergröfsert  oder  verkleinert. 
Stehen  Sonne  und  Mond  an  der  gleichen  Seite  der  Erde,,  zur  Zeit  des  Neu- 
mondes, oder  an  der  entgegengesetzten,  zur  Zeit  des  Vollmondes,  so  ver- 
stärken sie  die  Fluten,  es  treten  die  sogenannten  Springfluten  ein.  Zur 
Zeit  der  Quadraturen,  also  des  ersten  und  letzten  Viertels  tritt  Sonnenflut 
und  Mondobbe  an  der  gleichen  Stelle  auf  und  umgekehrt;  die  Fluten  sind 
dann  als  Nippfluten  die  kleinsten. 

Durch  die  verschiedenen  Tiefen  des  Meeres  und  die  Konfiguration  des 
Festlandes  wird  der  Verlauf  der  Fluten  sowie  das  Gesetz  ihrer  Änderung 
ein  Uufscrst  verwickeltes,  welches  jedoch  La  Place  in  gröfser  Vollständig- 
keit gelöst  hat.  Wir  müssen  uns  hier  begnügen,  darauf  hingewiesen  zu 
haben. 


Litteratur  des  ersten  Abschnittes. 

Die  bisher  vorgetragenen  Leh’ren  Bind  gröfstenteils  so  vielfach  behandelt 
und  in  vortrefflichen  Werken  zusammengestellt,  dal«  eine  Angabe  der  Original- 
iinellen  teils  zu  weit  führen  würde,  teils  nur  ein  gcsebichtliches  Interesse  hat. 
Wir  verweisen  daher  in  Betreff  der  genauem  Kenntnis  der  einzelnen  Lehren  auf 
die  vielen  vorzüglichen  Lehrbücher  der  Mechanik,  von  denen  wir  folgende  nam- 
haft machen. 

1.  Brix,  A,  l’\,  Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper.  Berlin,  1849. 

2.  Broch,  0.  J.,  Lehrbuch  der  Mechanik.  Berlin  und  Christiania,  1854. 

3.  Burg,  A.,  Kompendium  der  populären  Mechanik  und  Maschinenlehre. 
2.  A.  Wien,  1849. 

4.  Belaunay,  Ch.,  Cours  de  Höcanique  rationelle.  2.  öd.  Paris,  1857. 

5.  Duhamel,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik.  Deutsch  v.  Dr.  O.  Schld- 
milcli.  2.  A.  Leipzig,  1858. 
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6.  C.  G.  J.  Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik.  Hevausgegeben  von  Clebscli. 
Berlin,  1866. 

7.  Jolly,  Ph.,  Principien  der  Mechanik.  Stuttgart,  1852. 

8.  Möbius,  Ä.  E.,  Lehrbnch  der  Statik.  Leipzig,  1837. 

9.  Poinsot,  L.,  Elements  de  statique.  9.  öd.  Paris,  1848. 

10.  Poisson,  S.  I).,  Traitö  de  Möcanique.  2.  öd.  Paris,  1833. 

11.  Redtenbacher,  Principien  der  Mechanik  nnd  des  Maschinenbaues.  Mann- 
heim, 1852. 

12.  Jullien,  M.,  ProblemcB  de  Mecanique  rationelle.  Paris,  1855. 

13.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  Leipzig,  1870. 

Des  geschichtlichen  Interesses  wegen  Bei  es  jedoch  gestattet,  die  Autoren 
und  Quellen  vorzuführen,  von  denen  die  verschiedenen  wichtigsten  Lehren  zuerst 
vorgetragen  sind.  Daran  schliefsen  wir  dann  eine  Angabe  der  Littcratur  der 
neueren  Gegenstände,  besonders  der  Lehren  über  Erhaltung  der  Hotations-  und 
Schwingungsebene,  die  in  neuerer  Zeit  durch  den  foucaultschen  Versuch  die 
allgemeine  Aufmerksamkeit  auf  sich  gezogen  haben,  sowie  über  die  Bestimmungen 
von  q und  der  Dichtigkeit  der  Erde. 

Zum  ersten  Kapitel  bemerken  wir,  dafs  die  Fallgesetze  von  Galilei  erkannt 
und  in  seinen: 

„Discorsi  e dimostrazioni  matematiche  intorno  a dne  nuove  scienze  attenenti 
alla  mecanica  cd  i movimenti  locali.  Leiden,  1638.“ 
vollständig  vorgetragen  sind. 

Die  allgemeinen  Folgerungen  aus  diesen  Gesetzen  zog  zuerst  Isaak  Newton. 
Er  legte  sie  in  seinem  Werke: 

„Philosophiae  n&turalis  principia  mathematica.  Lond.,  1687.“ 
der  Behandlung  der  Lehre  von  den  Bewegungen  nnd  Kräften  zn  Grunde.  Die 
drei  Principien,  welche  er  anwandte,  sind 

1)  das  Princip  der  Trägheit,  nur  äufsere  Kräfte  ändern  den  Bewegungs- 
zustand eines  Körpers, 

2)  dafs  die  Änderung  der  Bewegung  proportional  sei  der  wirkenden  Kraft, 

3)  das  von  uns  § 11  erläuterte  Princip  der  Gleichheit  von  Wirkung  und 
Gegenwirkung. 

Unsere  im  § 11  aus  der  Gleichung  für  die  Bewegung  einer  konstant  wirken- 
den Kraft  abgeleiteten  Gleichungen  Mv  = Pt  nnd  Mv*  — Ps , wurden  die 
entere  von  Cartesius  in  seinen  Principiis  philosophiae  abgeleitet  und  dabei  das 
Produkt  Mv  als  das  Mafs  der  bewegenden  Kraft  aufgeBtelltj  die  zweite  ent- 
wickelte Leibnit:  und  glaubte  seinerseits  das  Produkt  M v*  als  Mafs  der  be- 
wegenden Kraft  dem  Cartesischen  gcgeniiberstellen  zu  müssen: 

„Brevis  demonstratio  erroris  memorabilis  Cartesii  et  aliorum.  Acta  eruditorum. 
Leipzig,  1686,  März.“ 

Daran  knüpfte  sich  ein  langer  Streit,  der  vorzugsweise  in  den  Actis  erudi- 
torum geführt  wurde. 

I}' Alenibert  wies  dann  1743  in  seinem  Traite  de  dynamique  nach,  wie  der 
ganze  Streit  nur  ein  Wortstreit  sei  und  durch  eine  präcisere  Begriffsfassung  er- 
ledigt werde. 

Die  im  zweiten  Kapitel  vorgetragenen  Sätze  über  die  statischen  Momente 
und  den  Schwerpunkt  rühren  ursprünglich  schon  von  Archimedes  her: 
„Archimedes  von  Syracus  vorhandene  Werke  aus  dem  Griechischen  übersetzt 
und  mit  erläuternden  und  kritischen  Anmerkungen  versehen  von  Ernst 
Nitie.  Stralsund,  1824.“ 

Theoretische  Beweise  für  das  Hebelgesetz  gaben  zuerst  Cartesius  und  Newton, 
erstercr  im  Tractatus  de  mechanica  in  den  opusculis  postumis  Arastellod.  1701. 
Letzterer  in  den  Principiis  über  I.  Leges  motns,  lex  111. 

Die  Theorie  der  Wage  wurde  zuerst  vollständig  entwickelt  von  Leonhard  Euler 
in  den  Kommentarien  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Peters- 
burg. Tom.  X. 

Die  Pcndelgesetze  wurden  zum  Teil  schon  von  Galilei  entwickelt,  nämlich, 
dafs  Pendel  von  gleicher  Länge  in  gleichen  Zeiten  ihre  Schwingungen  voll- 
fübren,  auch  wenn  die  Gewichte  ungleich  sind,  nnd  dafs  bei  ungleich  langen 
Pendellängen  sich  die  Zeiten  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den  Pendellängen  ver- 
halten. 
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Huyghetts  baute  dann  in  seinem  Werke: 

„Horologium  Oacillatorium  sive  de  motu  pendulorum  ad  horologia  aptato  de- 
monstrationes  geometricae.  Paris,  1673.“ 
die  Theorie  weiter  aus  und  fügte  die  Sätze  hinzu,  dals  nur  unendlich  kleine 
Schwingungen  genau  isochron  sind,  und  dafs  die  Dauer  eines  Hin-  und  Herganges 
des  Pendels  sich  zur  Dauer  des  freien  Palles  durch  die  doppelte  Pendel  länge 
verhalte  wie  die  Peripherieu  eines  Kreises  zu  seinem  Durchmesser,  also 

t:  2 l/J  — « : 1 , 

woraus  dann  die  Zeitdauer  einer  Schwingung,  wie  wir  sie  gefafst  haben,  die 
einmalige  Zurücklegung  des  Bogens  hervorgeht. 

Von  Hwyghens  rührt  die  Unterscheidung  des  einfachen  und  zusammengesetzten 
Pendels  und  die  Zurückführung  des  letztem  auf  das  erstere  her,  wie  wir  sie  vor- 
getragen haben. 

Die  erste  Bestimmung  von  g mittels  dos  Pendels  machte  Huyghens,  er  fand 
g =*»  15  Fufs  und  1 Zoll. 

Die  von  uns  mitgeteilte  Methode  von  Iiorda  befindet  Bich  in 
„Base  du  Systeme  Metrique  etc.  redigde  par  M.  Delambre.  Tome  III.  pag.  337. 
Paris,  1810.“ 

und  mit  Berücksichtigung  des  Gewichtes  des  Fadens 

„Biot  et  Arago:  Ilecueil  d’observations  geodesiques  astronomiques  et  pbysi 
ques  execntees  par  ürdre  du  Bureau  des  Longitndes.  Paris,  1821.“ 

Die  zweite  Methode  wurde  vorgeschlagen  von  Bohnenberger  in  seiner  Astro- 
nomie. Tübingen,  1811. 

Die  Ausführung  von  Kapt.  Kater  ist  beschrieben 
„Philo8ophical  trausactions  of  the  Hoyal  Society  of  London  for  the  year  1818, 
p.  33  ff.“ 

• Die  Gesetze  der  Centrifugalkraft  entwickelte  Huyghens  zuerst  a.  a.  0.,  uud 
ausführlicher  finden  sie  sich  mit  Beweisen  in  den  opusculis  postumis,  Leyden, 
1703,  in  einer  Abhandlung  de  vi  centrifnga,  p.  401  sq. 

Auf  die  Erhaltung  der  Kotationsebene  machte  Bohneuberger  bei  Bekannt- 
machung seines  Apparates  aufmerksam.  Gilbert , Annalen,  Bd.  60,  p.  60. 

ln  neuerer  Zeit  ist  die  Litteratur  über  diesen  Gegenstand  sehr  bedeutend 
angeschwollen,  seit  Foucault  diese  Eigenschaft  der  rotierenden  Körper  zum  Be- 
weise der  Axendrehung  der  Erde  vorschlug.  Man  sehe  unter  andern  aufser  in 
den  Werken  über  Mechanik,  über  die  freien  Axen 

Poinsot,  Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps.  Liouville  Journal  de  ma- 
thematiques  1851.  (Poinsot,  neue  Theorie  der  Drehung  der  Körper,  über- 
setzt von  Sehellbach.  Berlin,  1861.) 

Id.  Foucault , Sur  une  nouvelle  dömonstration  experimentale  du  mouvement 
de  la  terre  foudee  sur  la  fixete  du  plan  de  rotation.  Comptes  Iiendus 
hebdomadaires  des  sdauces  de  l'Acadcmie  des  Sciences.  XXXV,  p.  421. 
Paris,  1852.  Ferner  C.  K.  XXXV.  p.  424,  p.  602. 

Person,  L'appareil  de  Bohnenberger  peut  servir  ä constater  la  rotation  de  la 
terre.  C K.  XXXV.  p.  417,  549  und  753. 

J.  Flucher,  über  die  FesBelsche  Rotationsmaschine,  Poggendorffs  Ann.  Bd.  90. 
J.  C.  Poggcndorff,  Noch  ein  Wort  über  die  Fesselsche  Rotationsmaschine. 

Poggend.  Annal.  Bd.  90,  p.  348.  (Die  von  uns  mitgeteilte  Erklärung.) 

G.  Magnus,  Verbesserte  Konstruktion  eines  Apparates  zur  Erläuterung  ver- 
schiedener Erscheinungen  bei  rotierenden  Körpern.  Poggend.  Ann.  Bd.  91. 

Der  Foucaultsche  Pendelversuch  wurde  zuerst  mitgeteilt  in  der  Abhandlung 
von  Foucault: 

L.  Foucault,  Demonstration  physique  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre 
au  moyen  du  pendnle.  C.  R.  XXXII.  p.  135,  auch  Poggend.  Ann.  82. 

Seitdem  sind  eine  Menge  von  Mitteilungen  erschienen,  welche  teils  Wieder- 
holungen des  Versuches  darstellen,  teils  dazu  dienen,  das  Gesetz,  nach  welchem 
sich  die  Dauer  der  Drehung  unter  verschiedenen  Breiten  ändert,  zu  bestimmen. 

Eine  vollständige  Zusammenstellung  der  Litteratur  über  diesen  und  den 
vorigen  Gegenstand  findet  sich  in  den  Berichten  über  die  Fortschritte  der 
Physik  dargestellt  von  der  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin  in  den  Jahren 
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1850,  1851,  Berlin  1855,  1852,  Berlin  1855,  1853,  Berlin  1856  u.  s.  1. , in  dem 
Abschnitt  über  Mechanik,  Foucaultsche  Versuche. 

Die  im  dritten  Kapitel  vorgetragenen  Lehren  über  die  allgemeine  Attraktion 
hat  Newton  in  dem  bereits  erwähnten  Werke  Principia  etc.  entwickelt. 

Die  drei  Bepplersehen  Gesetze,  auf  welche  Ncuton  seine  Entwicklungen 
stützte,  teilte  Keppler  mit,  die  beiden  ersten  1609  in  seiner  Astronomia  nova 
alviolofrjtit , sive  physica  coelestis  tradita  cnmmentariis  de  motu  stellae  Marti«, 
Pragae  1609;  das  dritte,  welches  er  am  15.  Mai  1618  auffaud,  in  Epitome  astro- 
nomiae  Copemicanae,  Lincii  1618. 

Die  Verschiedenheit  von  g an  verschiedenen  Orten  der  Erde  behauptete 
Netcton  zuerst,  und  der  französische  Astronom  llicher  zeigte  1670,  dafs  das 
Sekundenpendel  in  Cayenne  unter  6”  N.  B.  1,25  Linien  kürzer  sei  als  in  Paris. 

Die  genauem  Messungen  von  g sind  zusammengestellt  in  Gehlere  Physika 
lischem  Wörterbuch  2.  Auflage  von  Brandes,  Munk,  Bfaff,  Littrow,  Gmelin, 
Homer.  Bd.  III.  Artikel  Erde  p.  891  ff.  Neuere  Messungen  unter  andern  von 
Beters  findet  man  in  den  astronomischen  Nachrichten  Jahrgang  1880,  von  Brtthns 
in  den  Publikationen  des  königl.  Proufsischen  geodätischen  Instituts,  Arbeiten 
im  Jahre  1870,  Leipzig  bei  Engelmann  1871.  Man  sehe  anch  die  Besprechung 
der  neuem  PendelmesBungen  von  Ilelmert  in  der  Vierteljahresschrift  der  Astro- 
nomischen Gesellschaft  Bd.  XI,  Heft  1. 

Carendish,  Versuche  über  die  Dichtigkeit  der  Erde  sind  mitgcteilt  in  den 
Philosophical  Transactions  LXXXV1II,  auch  Gilbert  Annalen  Bd.  II. 

Beich,  Versuche  über  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  mit  der  Drehwage. 
Freiberg,  1838. 

Baüg,  Experiments  with  the  Torsion  Kod  for  determining  the  mean  density 
of  the  Earth.  Vol.  XIV.  of  the  Mem.  of  the  Koyal  Astron.  Society. 
London,  1843.  Unter  demselben  Titel  auch  besonders  erschienen. 

Beich , Abhandlungen  der  mathematisch-  physik.  Klasse  der  kgl.  sächsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften.  1.  Bd.  1852. 

Cornu  und  Baille  C.  K.  LXXVI.  p.  954. 

Jolly,  Abhandl.  der  Münchener  Akad.  Bd.  XIV.  II.  Abtl. 

Maskeltftte  und  Hutton,  Philosoph.  Transact.  1776  und  1778. 

Airy,  Philosoph.  TranBact.  1856. 

Die  Erklärung  von  Ebbe  und  Flut  gab  zuerst  Newton  in  Beinen  Principiis 
phil.  nat.  lib.  1.  prop.  66  und  üb.  III.  prop.  24.  36.  37. 

Vollständig  ausgeführt  ist  sie  von  Laplace,  MJcanique  ccIcbIo  livre  IV. 
u.  XIII. 

Man  sehe  Gehlers  Physik.  Wörterbuch  2.  Auflage  Bd.  III.  Artikel  „Ebbe 
und  Flut“. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Von  dem  Gleichgewichte  und  der  Bewegung  der  Körper 
in  ihren  einzelnen  Teilen. 


Erstes  Kapitel. 

Von  den  festen  Körpern. 

§ 45. 

Beschaffenheit  der  Materie.  Bei  unsem  bisherigen  Untersuchungen 
über  die  Wirkung  von  Kräften  auf  die  Körper  haben  wir  die  letztem  als 
absolut  starr  angesehen,  indom  wir  nur  die  Bewegungen  ins  Auge  gefafst 
haben,  wolche  die  Körper  als  solche  unter  der  Wirkung  der  Kräfte  an- 
nohraen.  Untersuchen  wir  die  Einwirkung  der  Kräfte  auf  die  Körper  aber 
genauer,  so  finden  wir  auch  dann,  wenn  die  Körper  keine  Bewegung  an- 
nehmen, dafs  dieselben  durch  die  auf  sie  einwirkenden  Kräfte  Veränderungen 
erfahren.  Wir  sehen,  dafs  die  festen  Körper  verlängert  oder  verkürzt  und 
gebogen  werden  können,  wir  sehen  Bewegungen  in  einer  Flüssigkeitsmasso 
eintreten,  kurz  wir  sehen,  dafs  die  einzelnen  Teile  eines  Körpers  gegen 
einander  verschiebbar  sind. 

Die  Erscheinungen  dieser  Art,  das  übersieht  man  unmittelbar,  werden 
aufser  von  den  äufsem  wirksamen  Kräften  wesentlich  bedingt  sein  von  der 
innem  Struktur  der  Körper,  oder  was  dasselbe  ist,  von  der  innern  Struktur 
dessen,  was  die  Körper  bildet,  der  Materie.  Ehe  wir  deshalb  zur  Unter- 
suchung dieser  Erscheinungen  übergehen,  wird  es  vorteilhaft  sein  zu  unter- 
suchen, ob  wir  nicht  schon  von  anderer  Seite  her  über  diese  Struktur  der 
Materie  einigen  Aufschlufs  erhalten  können,  der  ims  die  Untersuchung  der 
an  den  Körpern  beobachteten  physikalischen  Erscheinungen  erleichtert. 

Die  erste  Erfahrung,  welche  wir  in  Betreff  der  Struktur  der  Körper 
machen,  ist  die  Teilbarkeit  derselben;  es  gibt  keinen  Körper,  der  nicht  in 
Teile  zerlegt,  der  nicht  zerstückt  werden  kann.  Diese  Teilbarkeit  geht  so 
weit,  dafs  es  nicht  möglich  ist,  eine  Grenze  derselben  zu  erreichen  oder  zu 
bestimmen.  Um  sich  davon  zu  überzeugen,  genügt  es  an  ein  Beispiel  zu 
erinnern;  ein  wenig  Moschus  verbreitet  in  dem  Baume,  in  dem  es  auf- 
bewahrt wird,  einen  sehr  starken  Geruch,  weil  es  fortdauernd  in  demselben 
einen  Teil  seiner  Substanz  zerstreut;  dennoch  kann  es  lange  Zeit  in  dem 
Baume  gelassen  werden,  ohne  dafs  sich  sein  Gewicht  vermindert,  denn  die 
Teilchen,  welche  es  ausstöfst,  sind  so  klein,  dafs  sie  sich  jeder  Messung 
entziehen.  Bei  dieser  grofsen  Teilbarkeit  kann  man  zwei  Annahmen  Uber 
die  Konstitution  der  Materie  machen;  man  kann  annehmen,  dio  Materie  sei 
bis  ins  Unendliche  teilbar,  oder  man  kommo  bei  fortgesetzter  Teilung 
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schließlich  anf  Teilchen,  welche  nicht  weiter  geteilt  worden  können,  auf 
Atome.  Macht  man  die  letztere  Annahme,  so  mufs  die  Materie  ans  diesen 
kleinsten  Teilchen  aufgebaut  sein,  die  im  Innern  als  solche  existieren,  sie 
mufs  ein  Aggregat  dieser  einzelnen  Teile,  dieser  Atome  sein,  die  in  mehr 
oder  weniger  grofsen  Abstilnden  neben  einander  gelagert  sind,  ohne  sich  zu 
berühren,  die  sich  anziehen  oder  abstofsen  können,  welche  sich  einander  fest- 
halten,  wie  in  den  festen  Körpern,  oder  gegen  einander  beweglich  bleiben, 
wie  in  den  flüssigen  oder  gasförmigen  Körpern. 

Macht  man  dagegen  die  erstere  Annahme,  ist  die  Materie,  wenn  auch 
nur  ideell,  bis  ins  Unendliche  teilbar,  so  können  in  der  Materie  keine  dis- 
kreten Teilchen  als  solche  existieren,  sondern  jedes  Teilchen  ist  nur  ein 
Teil  des  Ganzen.  Daraus  folgt  dann,  dafs  nach  dieser  Anschauungsweise 
die  Materie  den  Raum  eines  Körpers  kontinuierlich  erfüllen  mufs,  natürlich 
Spalten  und  Poren  in  demselben  ausgenommen.  Denn  sobald  man  innerhalb 
der  Materie  eine  Diskontinuität  zugibt,  hat  eben  das  für  sich  bestehende 
Teilchen  eine  selbständige  Existenz,  es  ist  der  Baustein,  aus  welchem  die 
Materie  zusammengesetzt  ist. 

Schon  die  hierin  gegebene  Fragestellung  beweist,  dafs  es  sich  hier  um 
die  Wahl  einer  von  zwei  möglichen  Hypothesen  über  die  Struktur  der  Ma- 
terie handelt,  somit  auch,  dafs  wir  bei  der  Entscheidung  der  Frage  mit 
aller  der  Vorsicht  verfahren  müssen,  welche  bei  der  Bildung  von  Hypo- 
thesen angewandt  werden  mufs.  Wir  haben  nach  den  in  der  Einleitung  auf- 
gestellten Principien  die  Hypothese  zu  wählen,  welche  die  von  der  Struktur 
der  Materie  abhängigen  Erscheinungen  am  einfachsten  und  ohne  weitere 
Hülfshypothesen  verständlich  macht;  die  Erfahrungen  der  Chemie  sind  es, 
welche  wir  zunächst  ins  Auge  zu  fassen  haben. 

Wir  können  diese  Erfahrungen  in  folgenden  wenigen  Sätzen  zusammen- 
fassen. 

1.  Zwei  verschiedene  Materien  können  sich  zu  einer  dritten  neuen,  deren 
Eigenschaften  von  denen  ihrer  Bestandteile  wesentlich  verschieden  sind, 
verbinden;  so  der  brennbare  Wasserstoff  und  der  die  Verbrennung  unter- 
haltende Sauerstoff’  zu  dem  nicht  brennbaren  Wassor;  das  magnetische 
Metall  Eisen  und  der  brennbare  Schwefel  zu  dem  nicht  magnetischen, 
nicht  metallischen  Schwefeleisen. 

2.  Bei  dem  Übergänge  des  Gemenges  zweier  Materien  in  die  Verbindung 
findet  stets  eine  Änderung  des  Wärmezustandes,  in  .den  meisten  Fullen 
eine  Wärmeentwicklung  statt.  Wasserstoff  und  Sauerstoff  verbinden  sich 
in  passenden  Verhältnissen  gemischt  unter  heftiger  Explosion,  und  die 
Flamme  des  so  mit  Sauerstoff  gemischten  Wasserstoffs,  des  Knallgases, 
erzeugt  eine  der  höchsten  erreichbaren  Temperaturen.  Bei  der  Herstel- 
lung des  Schwefcleisens  kommt  die  ganze  Masse  in  ein  lebhaftes  Glühen. 

3.  Die  Mengenverhältnisse  der  einzelnen  Materien,  welche  in  eine  Verbin- 
dung eingehen,  sind  immer  dieselben.  W asserstoff  und  Sauerstoff  treten 
zu  Wasser  immer  nur  in  dem  Verhältnis  zusammen,  dafs  auf  je  ein  Ge- 
wichtsteil Wasserstoff  acht  Gewichtsteile  Sauerstoff  kommen,  Schwefel 
und  Eisen  zu  Schwefeleisen  nur  so,  dafs  zu  je  einem  Gewichtsteil  Schwefel 
1,75  Gewichtsteil  Eisen  treten,  und  so  in  allon  Fällen. 

4.  Zwei  Materien  können  sich  in  verschiedenen  Verhältnissen  zu  neuen  Ma- 
terien verbinden;  so  kann  Wasserstoff  mit  Sauerstoff  aufser  zu  Wagscr 
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noch  zu  einem  zweiten  Körper  zusammentreten,  zu  Wasserstoffdioxyd ; die 
Menge  des  Sauerstoffs,  die  dann  zum  Wasserstoff  tritt,  ist  gerade  die 
doppelte  der  im  Wasser  vorhandenen,  auf  je  ein  Gewiehtsteil  Wasser- 
stoff kommen  16  Gewichtsteile  Sauerstoff.  Eine  zahlreiche  Reihe  von 
Verbindungen  bildet  z.  B.  der  Stickstoff  mit  dem  Sauerstoff,  die  Verbin- 
dungen sind  Stickoxydul,  Stickoxyd,  Salpetrigsäureanhydrid,  Stickstoff- 
tetroxyd und  Salpetersiiureanhydrid.  Die  Gewichtsmengen  Sauerstoff, 
welche  zu  je  einem  Gewicht  Stickstoff  getreten,  verhalten  sich  in  diesen 
Verbindungen  der  Reihe  nach  wie  1 : 2 : 3 : 4 : 5.  Im  Stickoxydul  tritt 

g 

zur  Gewichtseinheit  Stickstoff  Gewicht  Sauerstoff,  in  den  folgenden 

das  Doppelte,  Dreifache  und  so  fort.  Ähnlich  ist  es  bei  anderen  Körpern; 
so  liefert  das  Metall  Mangan  eine  Reihe  von  Verbindungen,  dieselben 
enthalten: 


l)  Manganoxydul  . . auf  1 

a 

Gewichtsteil  Mangan  — & • 

Sauerstoff 

2)  Mangansnperoxyd  „ 

1 

11 

o. 

” " 27,5 

ii 

ö)  Mangansesejuioxyd  „ 

o 

11 

3 . _JL 

” 0 27,5 

n 

4)  Übermangansaure  „ 

2 

11 

8 

’’  ‘ ' 27,5 

ii 

5 ) Manganoxyduloxyd  „ 

3 

11 

» 4 ' ife 

ii 

Diese  und  eine  Menge  ähnlicher  Erfahrungen  fafst  die  Chemie  nnter 
dem  Gesetze  der  multiplen  Proportionen  zusammen,  wonach  verschiedene 
Verbindungen  je  zweier  Materien  dadurch  entstehen,  dal's  die  einzelnen  Be- 
standteile nach  bestimmten  Gewichtsmengen  oder  nach  einfachen  Vielfachen 
dieser  Gewichtsmengen  zusammentreten. 

Bezeichnen  wir,  um  die  Sauerstoffmengen  und  die  Manganmengen, 
welche  in  den  verschiedenen  Verbindungen  zusammentreten,  durch  die  klein- 
sten ganzen  Zahlen  auszudrücken,  5ä  Gewichtseinheiten  Mangan  mit  Mn  , 
und  16  Gewichtseinheiten  Sauerstoff  mit  0,  so  können  wir  die  sämtlichen 
Manganverbindungen  darstellen  durch 

Mn  0,  MnOt,  M 03,  J/«2  0. , il/n,  0t. 

Ebenso  können  wir  auch  die  Verbindungen  des  Stickstoffs  mit  dem 
Sauerstoff  darstellen;  bezeichnen  wir  die  Gewichtsmenge  14  des  Stickstoffs 
mit  iV,  so  sind  die  fünf  Stickstoffverbindungen 

A's  0,  WO,  Ws  0S,  N0t , IV,  0S, 

worin  auch  hier  das  Zeichen  O die  Gewiehtsmenge  16  Sauerstoff  bezeichnet. 
Schliefslich  lassen  sich  ebenso  die  Wasserstoffverbindungen  als  II,  O und 
II t O,  bezeichnen,  wenn  die  Gewichtsmenge  1 Wasserstoff-  mit  II  be- 
zeichnet wird. 

Bezeichnen  wir  ganz  allgemein  jene  Gewichtsmenge  irgend  einer  Ma- 
terie, welche  selbst  oder  von  der  ein  Vielfaches  mit  16  Gewichtsteilen 
Sauerstoff  oder  mit  einem  Vielfachen  derselben  Zusammentritt,  mit  A,  so 
können  wir  jede  Sauerstoffverbindung  darstellen  durch  die  Formel 

mA  -}-  n ■ 0, 

worin  m und  n stets  ganze  und  zwar  nicht  grofse  Zahlen  sind. 
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Diese  Gewichtsmengen  A sind  die  Mischnngsgewichte  der  einzelnen 
Materien  in  Bezug  anf  Sauerstoff;  die  Chemie  bezeichnet  dieselben  durch 
die  Anfangsbuchstaben  der  lateinischen  Kamen  der  Elemente. 

5.  Die  so  bestimmten  Mischungsgewichte  haben  aber  noch  eine  woitere  Be- 
deutung. Die  verschiedenen  Materien  verbinden  sich  nicht  nur  mit  dem 
Sauerstoff,  sondern  auch  unter  einander  nach  den  beiden  angegebenen 
Gesetzen,  dem  Gesetze  der  festen  Verhältnisse  und  dem  der  multiplen 
Proportionen.  Die  Untersuchung  der  Gewichtsmengen,  nach  welchen  die 
verschiedenen  Materien  zusammentreten,  zeigt  dann,  dafs  dieselben  Zahlen, 
welche  die  Mischungsgewichte  fllr  die  Sauerstoffverbindungen  angeben, 
auch  gelten  fllr  die  Verbindung  der  Körper  unter  einander.  Bedeutet  S 
die  Gewichtsmenge  32  Schwefel,  so  sind  die  Verbindungen  des  Schwefels 
mit  Sauerstoff  wieder  mS  nO.  Die  Verbindungen  des  Schwefels  mit 
Wasserstoff  sind  dann  mS  -J-  nH,  mit  Mangan  mS  -J-  nMn.  Bedeutet 
das  Zeichen  CI  die  Gewichtsmenge  35,5  Chlor,  so  sind  die  Sauerstoff- 
verbindungen des  .Chlor  gegeben  durch  mCl  -J-  nO.  Die  Verbindung 
des  Chlors  mit  dem  Wasserstoff  ist  dann  Ut  Clt , die  Verbindungen  des 
Chlors  mit  Schwefel  wieder  mCl  -f-  nS , die  des  Chlors  mit  Mangan 
mCl  -f-  nMn,  wo  immer  m und  « ganze  nicht  grofse  Zahlen  sind. 
Kurz  sind  A und  B die  Mischungsgewichte  irgend  zweier  Materien  für 
die  Sauerstoffverbindungen,  so  sind  immer  mit  derselben  Bedeutung 
von  m und  n,  mA  + n B die  Verbindungen  dieser  beiden  Körper.  Auch 
dann,  wenn  3,  4 und  mehrere  Elemente  zusammentreten,  bleibt  immer 
dieselbe  Beziehung  bestehen,  sind  A,  B,  C,  D die  Mischungsgewichte 
von  vier  Materien,  so  sind  alle  ihre  Verbindungen  dargestellt  durch 

m • A -f-  nB  -f-  pC  -+-  qD , 

worin  m,  «,  p,  q ganze  nicht  grofse  Zahlen  sind. 

Gehen  wir  dazu  über,  diese  Erfahrungen  der  Chemie  mit  den  beiden 
möglichen  Hypothesen  Uber  die  Struktur  der  Materie  zusammenzustellen. 
Jene  derselben  haben  wir  als  die  für  uns  wahrscheinliche  zu  wählen,  welche 
die  oben  experimentell  gefundenen  Gesetze  am  ungezwungensten  aus  sich 
entwickeln  läfst,  welche,  einmal  aufgestellt,  dieselben  als  notwendige  Folge- 
rungen erkennen  läfst. 

Die  Wahl  kann  uns  in  diesem  Falle  nicht  schwer  fallen.  Ist  die  Ma- 
terie etwas  den  Raum  stetig  Erfüllendes  und  nicht  ein  Aggregat  selbständig 
existierender  in  gewissen  Abständen  neben  einander  gelagerter  Atome,  so  ist 
der  Vorgang  der  Verbindung  selbst  ein  höchst  dunkler.  Die  einzige  Mög- 
lichkeit ist  dann,  dafs  die  Materien  sich  gegenseitig  durchdringen;  nehmen 
wir  das  aber  an,  warum  durchdringen  sich  die  Materien  nur  in  ganz  be- 
stimmten, unveränderlichen  Verhältnissen?  Wir  sehen  z.  B.,  dafs  die  Ge- 
wichtsmenge 14  Stickstoff  mit  8,  16,  24  • • Sauerstoff  sich  verbinden  kann, 
dafs  also  diese  Menge  Stickstoff  mehr  wie  8 Sauerstoff  aufnehmen  kann, 
warum  nun  gerade  nur  die  doppelte,  dreifache  etc.  Menge  ? Besonders  aber 
warum  durchdringen  sich  die  verschiedenen  Materien  gerade  in  dem  Ver- 
hältnis, in  welchem  sie  mit  dem  Sauerstoff  zusammentreten?  Alle  diese 
Gesetze  folgen  aus  dieser  Hypothese  über  die  Konstitution  der  Materie  nicht, 
jedes  derselben  verlangt,  um  mit  derselben  in  Einklang  gebracht  zu  wer- 
den, eine  neue  der  Materie  beizulegende  Eigenschaft;  so  die  Eigenschaft, 
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dal»  eine  Materie  in  die  andere  eindringen  kann,  die  Eigenschaft,  durch 
eine  ganz  bestimmte  Menge  oingedrungenor  Materie,  aber  auch  durch  die 
doppelte,  dreifache  Menge  gesiittigt  zu  werden  u.  s.  f.;  kurz  inan  sieht,  jede 
dieser  Thatsachen  bedarf  zu  ihrem  Verständnis  eine  besondere  Eigenschaft 
der  Materie,  die  wir  ihr  aber  lediglich  infolge  der  beobachteten  Thatsacbe 
beilegen.  Das  aber  ist  gerade  das  Charakteristische  einer  schlechten  Hypo- 
these, dafs  sie  allein  nicht  hinreicht,  die  mit  ihr  in  Verbindung  stehenden 
Thatsachen  zu  orklären,  dafs  jede  neue  Thatsache  eine  neue  Hlilfshypothese 
verlangt. 

Wie  anders  zeigt  sich  dagegen  die  zweite  Hypotheso;  nehmen  wir  an, 
dafs  die  Materie  aus  Atomen  bestehe,  so  ergeben  sich  die  beobachteten 
Thatsachen  und  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Sätze  als  so  unmittelbare  Folgen, 
dafs  man  sofort  diese  Erscheinungen  als  im  Wesen  der  Materie  begründet 
erkennt. 

Zunächst  ergibt  sich  unmittelbar,  worin  die  Verbindung  zweier  Körper 
besteht,  und  worin  sie  sich  von  dem  Gemenge  unterscheidet.  In  dem  Ge- 
menge sind  die  einzelnen  Materien  ungeändert,  jede  mit  ihren  charakte- 
ristischen Eigenschaften  enthalten,  die  atomistische  Hypothese  sagt  uns, 
dafs  der  Grund  der  ist,  dafs  in  einem  solchen  Gemenge  die  Atome  der  ein- 
zelnen Materien  neben  einander,  jedes  für  sich  existierend,  bestehen.  Ver- 
wandelt sich  das  Gemenge  in  eine  Verbindung,  so  treten  die  Atome  der 
einzelnen  Materien  zusammen,  sie  lagern  sich  fest  an  einander  und  existieren 
nur  mehr  als  verbundene  Moleküle.  Im  Wasser  existiert  nicht  mehr  das 
Wasserstotfatom  oder  das  Sauerstoffatom,  sondern  jedes  Sauerstoffatom  ist 
mit  zwei  Wasserstoffatomen  unauflöslich  verbunden,  und  die  Verbindung 
dieser  Atome  bildet  das  Atom  Wasser. 

1)  Im  Augenblicke,  wo  diese  Atome  zusammentreton,  mufs  jedenfalls 
eine  sehr  lebhafte  Bewegung  derselben  eintreten,  indem  Atom  an  Atom 
anprallt  und  nun  die  Atome  als  Atomgmppon  oder  Moleküle  weiter  existieren; 
wir  sehen  die  lebhafte  Bewegung  in  den  Wiirmeerscheinungen,  welche  jede 
chemische  Verbindung  begleitet. 

2)  Da  in  der  Verbindung  die  Atome  der  einzelnen  Materien  nicht  mehr 
als  solche  existieren,  so  müssen  die  Eigenschaften  der  Verbindungen  ganz 
andere  sein  als  diejenigen  der  Materien,  ans  welchen  sie  sich  bilden.  Denn 
da  die  Materie  aus  den  Atomen  aufgebaut  ist,  sind  auch  die  Atome  die 
Träger  der  Eigenschaften,  die  wir  an  der  Materie  wahrnehmen;  dio  Atome 
der  Verbindung  sind  aber  ganz  andere  als  jene  der  getrennten  Materien,  es 
müssen  deshalb  auch  ihre  Eigenschaften  und  somit  auch  die  der  Verbindung 
ganz  andere  sein  als  die  der  Bestandteile. 

3)  Die  Atome  der  einzelnen  Materien  haben  eine  unveränderliche  Gröfse 
und  ein  festbestimmtes  Gewicht,  welches  für  die  verschiedenen  Materien 
verschieden  ist.  Wenn  nun  in  einer  Verbindung  je  ein  Atom  der  einen 
Materie  sich  an  je  ein  Atom  der  andern  anlegt,  oder  wenn  sich  je  m Atome 
der  einen  an  je  n Atome  der  andern  anlegen,  so  ist  damit  auch  das  Ver- 
hältnis der  Gewichte,  in  welchem  die  Materien  in  eine  Verbindung  ein- 
gehen,  ein  ganz  festes  und  bestimmtes;  es  mufs  entweder  das  Verhältnis 
der  Gewichte  der  einzelnen  Atome  selbst,  oder  das  Verhältnis  der  Gewichte 
von  m Atomen  der  einen  zu  n Atomen  der  andern  Materie  sein.  Das  ex- 
perimentell bewiesene  Gesetz  der  Verbindung  nach  festen  Verhältnissen  ist 
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der  thatsächliche  Ausdruck  dieser  aus  der  Struktur  der  Materie  gezogenen 
Folgerungen. 

4)  Ebenso  folgt  unmittelbar  das  Gesetz  der  multiplen  Proportionen. 
In  einer  Verbindung  können  die  Materien  Atom  ftlr  Atom  zusammentreten, 
es  können  aber  auch  mit  je  einem  Atom  der  einen  2,  3,  4 • • n Atome  der 
andern  zusammentreten  oder  auch  2,  3 • • ■ m Atome  der  einen  mit  « Atomen 
der  andern,  wo  aber  m und  n,  da  die  Atome  nicht  teilbar  sind,  immer 
ganze  Zahlen  sein  müssen.  Das  ist  aber  das  Gesetz  der  multiplen  Propor- 
tionen, nach  dem  jede  Verbindung  zweier  Materien  nach  Vielfachen  der 
Mischungsgewichte  derselben  erfolgt. 

5) , Sind  aber  die  Mengenverhältnisse,  in  welchen  die  Materien  zusam- 
mentreten, die  Gewichtsverhältnisse  ihrer  Atome,  so  folgt  schliefslich  auch, 
dafs  dieselben  Verhältniszahlen,  die  für  die  Verbindungen  einer  Gruppe 
mafsgebend  sind,  es  für  alle  sein  müssen.  Denn  sind  A und  B die  Ge- 
wichtsmengen zweier  Materien,  welche  sich  mit  der  Menge  C einer  dritten 
zu  den  Verbindungen  AC  und  BC  verbinden,  so  können,  da  A und  B uns 
die  Gewichte  der  Atome  dieser  beiden  Materien  repräsentieren,  sie  selbst 
auch  nur  in  den  Verhältnissen  niA  und  nB  zusammentreten.  Das  fünfte 
der  vorhin  abgeleiteten  Gesetze  zeigt,  dafs  es  in  der  That  sich  so  verhält. 

Schon  diese  Erfahrungen  zeigen  also  die  bedeutende  Überlegenheit 
der  atomistisehen  Hypothese;  sie  zeigen,  dafs  dieselbe  jene  Eigenschaften 
besitzt,  welche  wir  von  einer  Hypothese  fordern,  wenn  wir  sie  in  den  Natur- 
wissenschaften zulassen,  nämlich  dafs  sie  einen  einfachen  obersten  Grund- 
satz bilde,  aus  welchem  die  mit  ihr  verknüpften  Thatsachen  unnfittelbar 
folgen. 

Die  Erscheinungen  der  chemischen  Verbindungen  sind  indes  immer 
noch  ein  einseitiges  Gebiet,  und  es  genügt  nicht,  um  eine  Hypothese  zu- 
zulassen,  welche  eine  so  allgemeine  Bedeutung  hat,  dafs  sie  sich  auf  einem 
solchen  bewähre,  sie  mufs  sich  auch  auf  anderen  Gobieten,  die  von  der  Be- 
schaffenheit der  Materie  bedingt  sind,  als  ebenso  stichhaltig  bewähren. 
Wenden  wir  uns  zu  solchen,  und  zwar  zunächst  zu  den  Erscheinungen  der 
chemischen  Zersetzung. 

Wenn  wir  einen  zusammengesetzten  Körper,  z.  B.  Wasser,  chemisch 
zerlegen,  so  erhalten  wir  aus  ihm  immer  die  Bestandteile,  welche  wir  zu 
seiner  Zusammensetzung  verwandten,  also  immer  Sauerstoff  und  Wasserstoff 
genau  in  den  zur  Zusammensetzung  des  Wassers  erforderlichen  Gewichts- 
verhältnissen, immer  auf  einen  Gewichtsteil  Wasserstoff  acht  Gewichtsteilo 
Sauerstoff.  Diese  Thatsache  ist  nur  verständlich,  wenn  wir  das  Wasser 
nicht  als  einen  Körper  betrachten,  aus  welchem  unter  gewissen  Umständen 
Wasserstoff  und  Sauerstoff  entstehen  kann,  sondern  wenn  wir  annehmen, 
dafs  diese  Bestandteile  wirklich  als  solche  und  zwar  in  den  angegebenen 
Gewichtsverhältnissen  im  Wasser  vorhanden  sind.  Dann  aber  müssen  diese 
beiden  Stoffe,  wenn  auch  noch  so  innig  verbunden,  so  doch  räumlich  ge- 
trennt sein.  Wenn  wir  nun  die  Teilung  des  Wassers  immer  weiter  fort- 
gesetzt denken,  so  müssen  wir  schliefslich  auf  Wasserteilchen  kommen, 
deren  nochmalige  Teilung  die  Bestandteile  d’es  Wassers  von  einander  trennt, 
deren  nochmalige  Zerlegung  -also  bowirkt,  dafs  die  geteilte  Substanz  auf- 
hört, als  solche,  wie  sie  war,  zu  existieren.  Diese  letzten  Teilchen  sind  es, 
die  wir  Atome  nennen. 
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Man  sieht,  dafs  wir  den  Gesetzen  der  chemischen  Zerlegung  zufolge 
auf  das  Dasein  der  Atome  ge  fuhrt  wurden , durch  den  aus  jenen  Gesetzen 
gezogenen  Schlufs,  dafs  in  den  Verbindungen  die  Bestandteile,  wenn  auch 
nicht  mehr  isoliert,  so  doch  noch  als  solche  existieren.  Dieser  Schlufs,  der 
vielleicht  auf  den  ersten  Blick  nicht  ganz  exakt  erscheinen  mag,  wird  durch 
einige  andere  chemische  Thatsachen  zur  unabweisbaren  Notwendigkeit. 

Die  organische  Chemie  lehrt  uns  verschiedene  Körper  kennen,  welche 
bei  genau  gleicher  Zusammensetzung  sich  doch  ganz  verschieden  verhalten, 
es  sind  die  sogenannten  isomeren  Körper  im  weitesten  Sinne  des  Wortes. 
Unter  diesen  isomeren  Körpern  gibt  es  eine  Gruppe,  die  metameren,  welche 
bei  ganz  identischer  elementarer  Zusammensetzung  unter  ganz  gleicher  Be- 
handlungsweise dennoch  ganz  verschiedene  Zorsetzungsprodukte  liefern. 

So  gibt  es  z.  B.  zwei  Verbindungen,  welche  nach  der  Formel  C6  //ia  0, 
zusammengesetzt  sind,  das  valeriansaure  Methyl,  welches  aus  der  Einwir- 
kung von  Valeriansäure  auf  Holzgeist  entsteht,  und  das  buttersauro  Äthyl, 
entstanden  aus  der  Einwirkung  von  Buttersäure  auf  Weingeist;  in  beiden 
sind  mit  72  Gewichtsteilen  Kohlenstoff  12  Gewichtsteile  Wasserstoff  und 
32  Gewichtsteile  Sauerstoff  verbunden. . Beim  Einwirken  von  Ätzkali  auf 
diese  beiden,  genau  aus  den  gleichen  Elementen  bestehenden  Substanzen 
ist  das  Resultat  aber  sehr  verschieden;  die  eine  liefert  nach  dem  Schema 
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valeriansaures  Kali  und  Methylalkohol,  die  andere  nach  dem  Schema 
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C,hJ  II\  ” - K 
buttersaures  Kali  und  Äthylalkohol. 

Aus  einem  Körper  von  genau  gleicher  Zusammensetzung  treten  also 
bei  genau  gleicher  Behandlung  ganz  verschiedene  Körper  hervor.  Diese 
Thatsache  ist  unbegreiflich,  wenn  wir  nicht  annehmen,  dafs  in  der  auf  ver- 
schiedenen Wegen  dargostellten  Verbindung  C(lIIl2Oi  bereits  die  Bestand- 
teile der  Körper,  in  dio  sie  zerfallen  können,  also  einmal  die  Atomgrnppen 
Cs  H,j  0 und  C IJS  , das  andere  Mal  die  Atomgruppen  C4  H-  0 und  C\  IF,t 
wirklich  als  solche  vorhanden  sind.  Dann  aber  müssen  sie  räumlich  ge- 
trennt sein;  und  eine  fortgesetzte  Teilung  mufs  auf  Elemente  fuhren,  deren 
weitere  Zerteilung  die  Substanz  in  ihre  Bestandteile  auflöst,  auf  Atome. 

Diese  Deduktion ')  aus  den  Gesetzen  der  Zerlegung  der  Körper  bezieht 
sich  allerdings  zunächst  nur  auf  die  zusammengesetzten  Körper,  wir  werden 
sie  aber  auf  die  sogenannten  einfachen  Körper  ausdehnen  müssen.  Denn 
zunächst  sind  wir  nicht  berechtigt,  diese  Körper,  welche  uns  zu  zerlegen 
noch  nicht  gelungen  ist,  wirklich  als  einfache  Körper  zu  betrachten,  dann 
aber  besteht  zwischen  ihnen  und  den  nachweisbar  zusammengesetzten  Sub- 
stanzen nicht  ein  solcher  Unterschied,  dafs  wir  annehmen  dürfen,  sie  seien 
von  wesentlich  verschiedener  Natur.  Zudem  aber  lehrt  uns  auch  Uber  dieso 
die  Chemie  Thatsachen  kennen,  welche  nicht  zu  verstehen  sind  ohne  die 
Annahme  von  Atomen. 


')  Kopp,  Lehrbuch  der  physikalischen  u.  theoretischen  Chemie  als  1.  Bd. 
des  Lchrb.  d.  Chemie  v.  Graham- Otto.  2.  Aufl. 
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Die  Chemie  zeigt  uns  nämlich  eine  Reihe  von  einfachen  Körpern  in 
verschiedenen,  den  sogenannten  allotropen  Modifikationen,  in  denen  dieselben 
Körper  ganz  verschiedene  Eigenschaften  haben,  ohne  dafs  zu  ihnen  etwas 
hinzugetreten  oder  etwas  von  ihnen  fortgenommen  wäre.  So  kommt  die 
Kohle  krystallinisch  in  zwei  ganz  verschiedenen  Formen  vor,  als  Diamant 
und  als  Graphit:  beide  Formen  sind  reiner  Kohlenstoff,  denn  die  Ver- 
brennung gleicher  Gewichtsmengen  beider  liefert  genau  die  gleiche  Menge 
Kohlensäure.  Trotzdem  sind  die  beiden  Körper  ganz  und  gar  verschieden.  Der 
Diamant  ist  ein  klarer  durchsichtiger  Körper,  härter  wie  irgend  ein  anderer, 
der  Graphit  schwarz  undurchsichtig  und  so  weich,  dafs  er  auf  dem  Papiere 
abfärbt;  er  ist  das  Material  unserer  Bleistifte.  Der  Schwefel  ist  in  einer 
ganzen  Reihe  verschiedener  Formen  bekannt1),  er  kommt  vor  als  Rhom- 
benoktaeder krystallisiert,  und  in  klinorhombischen  Prismen,  bald  ist  er  hart, 
bald  weich  wie  Kautschuk,  bald  ist  er  in  Schwefelkohlenstoff  löslich,  bald 
unlöslich,  der  eine  ist  hellgelb,  der  andere  durchsichtig  imd  braun.  Es  ist 
in  allen  Formen  nichts  als  Schwefel,  denn  verbrennen  wir  ihn,  in  welcher 
Form  es  sei,  wir  bekommen  aus  allen  Formen  nichts  als  schwefligo  Säure, 
und  bei  Verbrennung  gleicher  Gewichte  immer  dieselbe  Menge. 

Ähnliches  gilt  vom  Selen,  welches  als  metallisches  und  als  glasartiges, 
vom  Arsen,  welches  als  metallisches  und  graphitartiges  vorkommt,  vom 
Phosphor  u.  s.  f. 

In  der  Natur  findet  sich  der  Schwefel  in  Rhombenoktaedern  krystalli- 
siert, und  in  diese  Form  lassen  sich  alle  übrigen  durch  gewisse  Manipula- 
tionen zurückführen.  Bei  dieser  Überführung  zeigt  sich  aber  dann  im 
Augenblicke  der  Verwandlung  eine  plötzliche  spontane  Erwärmung,  wie 
Regnault  gezeigt  hat*).  Aus  dem  metallischen  Selen  erhält  man  das  amorphe 
glasartige,  indem  man  es  schmilzt  und  dann  tropfenweise  in  kaltes  Wasser 
fallen  läfst  oder  auf  einem  kalten  Bleche  ausgiefst,  überhaupt  es  rasch  er- 
kaltet Erwärmt  man  dann  das  amorphe  Selen  auf  94°C.,  so  geht  es  plötz- 
lich in  metallisches  Uber.  Dabei  zeigt  es  dann  eine  sehr  beträchtliche 
Wärmeentwicklung,  die,  wie  Hittorf3)  zuerst  gezeigt  hat,  das  Selen  auf  eine 
Temperatur  von  über  200°  erwärmt.  Gleichzeitig  tritt  dabei  eine  ganz  be- 
trächtliche Verdichtung  ein,  indem  das  specifische  Gewicht  von  4,28  auf 
4,80  steigt 

Diese  Tbatsachen  führen  uns  unabweislich  darauf,  auch  für  die  einfachen 
Körper  die  atomistische  Hypothese  zu  wählen;  denn  ist  die  Materie  ein 
Kontinuum,  so  können  wir  es  absolut  nicht  verstehen,  wie  ein  und  dieselbe 
Materie  sich  verschieden  verhalten  kann;  besteht  sie  aber  aus  Atomen,  so 
sind  die  verschiedenen  Zustände  leicht  erklärlich.  Die  Atome  müssen  in 
den  Körpern  eine  gewisse  Gruppierung  haben,  und  die  physikalischen  Eigen- 
schaften, Durchsichtigkeit,  Härte,  Dichtigkeit  werden  nicht  nur  von  der 
Beschaffenheit,  sondern  auch  von  der  Gruppierung  der  Atome  abhängen.  Die 
allotropen  Zustände  sind  dann  nichts  als  verschiedene  Lagerung  der  Atome. 

Werden  die  Substanzen  aus  einer  Modifikation  in  die  andere  überge- 
führt, so  muf8  eine  Bewegung  der  Atome  eintretcn,  wir  haben  sie  wahr- 

’)  Man  sehe  über  diese  verschiedenen  Modifikationen:  Graham-Otto,  Lehrb. 
der  Chemie.  Bd.  II. 

’)  Regnault,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  UI.  Ser.  T.  1. 

*)  Hittorf,  Poggeml.  Ann.  Bd.  84. 
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genommen  in  den  Würmeerscheinungen , welche  bei  dieser  Überführung  sich 
zeigen. 

Wir  erhalten  somit  von  der  Chemie  eine  ganze  Reihe  von  Thatsachen, 
welche  von  den  beiden  möglichen  Hypothesen  über  die  Struktur  der  Materie 
die  eine  als  durchaus  unzulässig  erkennen  lassen.  Wir  sind  dadurch  jeden- 
falls berechtigt,  unseren.  Untersuchungen  über  die  an  der  Materie  beobach- 
teten physikalischen  Erscheinungen  die  atomistisebe  Hypothese  zu  Grunde 
zu  legen.  Dabei  wird  die  Fruchtbarkeit  dieser  Hypothese  erst  recht  her- 
vortreten, wenn  wir  sehen,  dals  die  vorwiekeltsten  Erscheinungen  im  Lichte 
dieser  Hypothese  sich  einfach  und  ungezwungen  erklären  lassen.  Ja  wir 
werden  eine  ganze  Reihe  von  Erscheinungen  finden,  die  sich  ebenso  wie  die 
Isomerie  und  die  Allotropie  überhaupt  nur  verstehen  lassen  unter  der  An- 
nahme, dafs  die  Materie  ein  Aggregat  diskreter  Teilchen  ist,  welche  sich 
in  Abständen  von  einander  befinden,  die  mit  gewissen  genau  messbaren 
Gröfsen,  der  Länge  der  Lichtwellen  vergleichbar  sind. 

Ehe  wir  nun  zur  Besprechung  der  einzelnen  Erscheinungen  übergohen, 
worden  wir  noch  die  Frage  zu  beantworten  haben,  wie  wir  uns  die  Atome 
denn  eigentlich  zu  denken  haben.  Die  Erfahrung  gibt  uns  darüber  direkt 
nichts  an;  bei  der  Besprechung  dieser  Frage  begeben  wir  uns  ganz  auf  das 
Gebiet  der  Spekulation,  welche  nur  den  Zweck  haben  kann,  den  scheinbaren 
Widerspruch,  dafs  eine  gegebene  Menge  Materie,  das  Atom  unteilbar  sein 
soll,  zurückzuweisen. 

Für  die  zusammengesetzten  Körper  konnten  wir  vorhin  bereits  den 
Begriff  des  Atomes  feststellen,  wir  nannten  die  Atome  solcher  Körper  jene 
Teilchen,  welche  als  die  letzten  dieser  Substanz  anzusohon  sind,  deren 
weitere  Teilung  die  Substanz  in  ihro  Elemente  zerfallen  läfst.  Für  diese 
ist  somit  das  Atom  nicht  etwas  absolut  Unteilbares,  sondern  nur  etwas 
relativ  Unteilbares,  es  ist  also  noch  ein  Teilchen,  das  eine,  wenn  auch 
äufsorst  kleine,  so  doch  immerhin  noch  ideell  mefsbare  Ausdehnung  bat, 
da  in  demselben  die  Atome  der  Bestandteile  räumlich  getrennt  sind. 

Für  die  einfachen  Körper,  für  jene,  die  wir  chemisch  nicht  zerlegen 
können,  liegt  der  Begriff'  des  Atoms  nicht  so  unmittelbar  vor;  indes  dürfen 
wir  auf  Grand  der  Erfahrungen  über  Isomerie  und  Allotropie  ihn  doch  wohl 
ähnlich  fassen.  Wir  worden  nämlich  vermuten  dürfen,  dafs  die  chemisch 
verschiedenen  Elemente  in  der  That  nicht  ebenso  viele  verschiedene  Materien 
sind,  dafs  es  vielmehr  überhaupt  nur  eine  Materie  gibt,  und  dals  die  ver- 
schiedenen Stoffe  nur  Modifikationen  dieser  Materie  sind.  Das  physische 
Atom,  mit  dem  wir  es  überhaupt  zu  thun  haben,  ist  dann  auch  ftlr  die 
einfachen  Körper  nicht  etwas  absolut  Unteilbares,  sondern  es  ist  auch  noch 
der  Teilung  fähig,  es  ist  indes  das  letzte  Teilchen,  auf  welches  wir  bei 
der  Teilung  eines  Stoffes  gelangen,  dessen  weitere  Teilung  diesen  Stoff 
nicht  mehr  existieren  läfst.  Aus  solchen  einzelnen  Teilchen  müssen  wir  die 
unserer  Untersuchung  unterworfenen  Stoffe  aufgebaut  annehmen,  zwischen 
diesen  sind  die  Kräfte  thätig,  deren  Wirkungen  wir  beobachten.  Das  hier- 
nach definierte  kleinste  Teilchen  der  Materie  ist  also  das  letzte,  welchem 
wir  eine  selbständige  Existenz  zuschreiben;  die  Chemie  bezeichnet  dasselbe 
als  Molekül,  um  anzudeuten,  dafs  sie  diese  Teilchen  noch  wohl  für  teil- 
bar hält.  Eine  solche  Teilung  nimmt  die  Chemie  für  die  Moleküle  der  ein- 
fachen Stoffe  noch  an,  wenn  dieselben  mit  anderen  Stoffen  in  Verbindung 
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treten.  So  besteht  nach  den  jetzigen  Anschannngen  das  MolekOl  freien 
Wasserstoffs  aus  zwei  Atomen,  ebenso  das  Molekül  Chlor.  Verbinden  sich 
die  beiden,  so  spalten  sich  ihre  Moleküle,  und  die  Elemente  treten  Atom 
für  Atom  aneinander.  Treten  wir  dieser  Auffassung  des  Atoms  bei,  so  gilt 
natürlich  auch  für  dieses  unsere  vorige  Definition  des  Atoms  ganz  ebenso, 
nur  dafs  damit  dem  einzelnen  Atom  als  solchem  nicht  immer  mehr  eine 
selbstündige  Existenz  zukommt,  dafs  auch  bei  einfachen  Stoffen  dieselben 
ebenso  zu  zwei  oder  mehr  verbunden  sein  können,  wie  bei  zusammen- 
gesetzten. 

Von  den  so  definierten  Atomen  und  chemischen  Molekülen  können  wir 
noch  das  physikalische  Molekül  unterscheiden,  welches  aus  einer  Zusaminen- 
lagerung  mehrerer  chemischer  Moleküle  bestehen  kann,  welches  sich  also 
zum  chemischen  Molekül  verhillt,  wie  dieses  zum  Atom.  Diese  physikali- 
schen Moleküle  würden  dann  die  nüheren  Bestandteile  der  einzelnen  Körper 
bilden.  Zu  dieser  Annahmo  führen  uns  hauptsächlich  die  allotropen  Modi- 
fikationen der  einfachen  Körper;  denn  auf  diese  Weise  können  wir  uns  am 
besten  die  vorhin  erwähnte  verschiedene  Lagerung  der  Atome  denken, 
welche  die  Verschiedenheit  in  den  Eigenschaften  der  allotropen  Modifikationen 
bedingt.  Das  Atom  und  das  chemische  Molekül  des  Graphits  mufs  dasselbe 
sein  wie  des  Diamants,  da  wir  in  beiden  chemisch  denselben  Körper  haben; 
das  physikalische  Molekül  des  Graphits  unterscheidet  sich  aber  von  dem 
des  Diamanten,  indem  bei  der  einen  dieser  Formen  der  Kohle  eine  gröfsere 
oder  geringere  Zahl  von  Atomen  zu  einem  Molekül  vereinigt  und  in  diesem 
Molekül  dann  verschieden  gelagert  sind. 

Physikalisch  sind  wir  hiermit  an  der  Grenze  angolangt,  zu  der  wir 
durch  induktorische  Schlüsse  kommen  können,  philosophisch  ist  der  Begriff' 
des  Atoms  und  somit  derjenige  der  Matorio  noch  nicht  erfaßt.  Denn  dazu 
wäre  die  Frage  noch  zu  erledigen:  Wie  ist  denn  nun  das  physikalische 
Atom  weiter  beschaffen,  was  entsteht,  wenn  wir  es  weiter  zerlegen?  Dafs  das 
Atom  nach  dem  Vorigen  selbst  wieder,  wenn  ich  so  sagen  darf,  atomistisch 
gefafst  werden  muß,  leuchtet  ein;  denn  nur  dann  ist  die  Verschiedenheit 
der  physikalischen  Atome  faßbar,  wenn  wir  sie  als  Modifikationen  einer 
Materie  ansehen.  Ob  aber  dann  die  Grundlage  der  physikalischen  Atome, 
das  philosophische  Atom,  als  etwas  Ausgedehntes,  oder  ob  es  als  einfacher, 
materieller  Punkt  aufzufassen  ist,  das  ist  eine  Frage,  welche  lediglich  der 
Spekulation  angehört,  die  zu  besprechen  deshalb  hier  nicht  der  Ort  ist1). 

Da  das  physikalische  Atom  eine  bestimmte  Quantität  Materie  enthält, 
so  besitzt  es  ein  bestimmtes  Gewicht;  es  ist  nicht  möglich,  das  Gewicht  des- 
selben für  die  verschiedenen  Stoffe  in  Grammen  anzugeben,  sein  relatives 
Gowicht,  das  heißt  das  Verhältnis  zwischen  den  Gewichten  der  einzelnen 
Atome  läßt  sich  bestimmen.  Nennen  wir  das  Gewicht  des  Atoms  Wasser- 

*)  Man  sehe  über  die  Frage  rach  der  Beschaffenheit  der  Atome:  Fechncr , 
Atomenlchre,  2.  Aufl.  Leipzig,  1864.  Fechner  entscheidet  sich  dort  für  die  Ein- 
fachheit des  philosophischen  Atoms;  seine  Deduktion  scheint  mir  indes  nicht 
gegen  alleh  Widerspruch  sicher  zu  sein.  Aul'serdem  sehe  man  die  philosophische 
Einleitung  in  die  Encyklo|>ädie  der  Physik  (herausgegeben  von  G.  Karsten ) von 
Harms,  in  welcher  man  die  verschiedenen  Anschauungen  von  dem  Wesen  der 
Materie  zusammengestellt  findet.  So  interessant  es  auch  wäre,  so  verbieten  doch 
die  Grenzen  dieses  Werkes,  auf  die  verschiedenen  Theoriecn  einzugehen;  ich  habe 
deshalb  oben  die  dynamische  Anschauung  nicht  einmal  erwähnt. 
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Stoff  eins,  so  werden  wir  nach  dieser  Einheit  das  des  Chlors,  das  des  Stick- 
stoffs etc.  messen  können.  Eine  Verbindung  des  Chlors  und  Wasserstoffs 
wird  sich  dann,  wenn  wir  das  Gewicht  der  beiden  Atome  mit  cl  und  h be- 
zeichnen, darstellen  lassen  durch  m • h -(-  « ■ cl  oder,  da  wir  h gleich  1 
setzen,  durch  m -f-  n ■ cl,  wo  m und  « ganze  Zahlen  sind  und  die  Anzahl 
der  Atome  geben,  die  bei  dieser  Verbindung  zusammentreten.  Das  Verhält- 
nis der  Atomgewichte  des  Wasserstoffs  und  Chlors  wird  dann  sein  tn  : n • cl 

oder  1 : ” • cl.  Die  chemische  Analyse,  welche  uns  das  Misehungsgewieht 
des  Chlors,  jene  Menge,  welche  sich  mit  einem  Gewichtsteil  Wasserstoff 
verbindet,  liefert,  bestimmt  somit  die  Gröfse  ” • cl  oder  das  Atomgewicht 

multipliziert  mit  dem  Quotienten  " • 

Wären  uns  daher  die  Zahlen  m und  m bekannt,  so  lieferte  uns  die- 
selbe Analyse,  welche  das  Mischungsgewicht  des  Chlors  ergibt,  auch  das 
Atomgewicht  desselben.  Man  hat  aber  kein  direktes  Mittel,  diese  Zahlen  zu 
bestimmen;  denn  man  weifs  niemals,  wieviel  Atome  bei  einer  Verbindung 
zu  einem  zusammentreten.  In  welcher  Weise  die  Chemie,  durch  gewisse 
Erscheinungen  geführt  die  Atomgewichte  aus  den  Äquivalenten  ableitet, 
das  zu  besprechen  würde  hier  zuviel  Baum  einnehmen;  wir  verweisen  des- 
halb auf  die  Lehrbücher  der  Chemie1)  und  begnügen  uns  hier  die  von  der 
Chemie  jetzt  angenommenen  Atomgewichte  mitzuteilen,  da  wir  die  Zahlen 
an  mehreren  Stellen  benutzen  müssen. 


Tabelle  der  Atomgewichte  der  einfachen  Körper, 

bezogen  auf  H =■  1. 


Aluminium  . . . 

...  Al  = 27,4 

Jod 

. . .J 

= 

127,0 

Antimon  .... 

. . . Sb  = 122,0 

Kalium 

. . . Ka 

= 

39,1 

Arsen 

. . . As  =•  75,0 

Kobalt 

...  Co 

= 

58,7 

Barium 

. . . Ba  = 137,0 

Kohlenstoff . . . 

. . . c 

= 

12,0 

Beryllium  . . . 

...  .Be  = 9,3 

Kupfer 

...  Cu 

= 

63,5 

Blei 

...  Pb  = 207,0 

Lanthan 

. . . La 

= 

92,0 

Bor 

. . . B = 11,0 

Lithium 

...  Li 

7,0 

Brom 

. . . Br  = 80,0 

Magnesium  . . . 

...Mg 

= 

24,0 

Cadmium  .... 

...  Cd  = 112,0 

Mangan 

. . . Mn 

= 

55.0 

Caesium 

. . . Cac  = 133,0 

Molybdän  .... 

...  Mo 

= 

96,0 

Calcium 

...  Ca  = 40,0 

Natrium 

. . . Na 

= 

23,0 

Cerium 

...  Ce  = 92,0 

Nickel 

...  Ni 

= 

58,7 

Chlor 

...  CI  — 35,5 

Niobium  .... 

...  Nb 

= 

94.0 

Chrom 

...  Cr  = 52,2 

Osmium 

. . . Os 

= 

199,2 

Didym 

...  Di  — 95,0 

Palladium  . . . 

...  Pa 

= 

106,6 

Eisen 

...  Fe  «=  56,0 

Phosphor  .... 

. . . P 

= 

31,0 

Erbium 

. . . Er  = 112,6 

Platin  

...  Pt 

= 

197,5 

Fluor  

. . . Fl  = 19,0 

Quecksilber.  . . 

■■■Bg, 

= 

200,4 

Gold 

. . . Au  = 197,0 

Rhodium  .... 

. . . Ith 

= 

104,4 

Indium 

....  In  = 37,8 

Rubidium  .... 

. . . Bb 

= 

85,4 

Iridium 

. . . Ir  = 198,0 

Ruthenium  . . . 

. . . Ru 

== 

104,0 

')  Man  sehe:  Lothar  Meyer,  Die  modernen  Theoricen  der  Chemie.  Breslau  1864. 
Kekule,  Lehrbuch  der  Chemie.  1.  Bd.  1869. 
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Sauerstoff .... 

. . . . 0 

= 

16,0 

! Titan 

. . . Ti 

= 50,0 

Schwefel  .... 

S 

= 

32,0 

Uran 

...  U 

= 120,0 

Selen 

Se 

= 

79,6 

Vanadium  . . . . 

. . . Va 

= 51,3 

Silber 

• ...  . Ag 

= 

108,0 

Wasserstoff.  . . . 

. . . H 

= 1 

Silicium 

Si 

= 

28,0 

i Wismuth 

. . . Bi 

= 210,0 

Stickstoff  .... 

. ...  N 

= 

14,0 

Wolfram 

. . . W 

= 184,0 

Strontium  . . . 

Sr 

= 

87,5 

Yttrium 

. . . Y 

— 61,7 

Tantal 

. ...  Ta 

= 

182,0 

Zink 

. . . Zn 

= 65,2 

Tellur 

. ...  Te 

= 

128,0 

Zinn 

= 118,0 

Thallium  .... 

. ...  TI 

= 

204,0  I 

Zirconium  . . . . 

. . . Zi 

= 89,6 

Thorium  .... 

Th 

= 

231,6  1 

§ 46. 

Die  Aggregatzustände.  Die  in  dem  letzten  Paragraphen  mitgeteilten 
Erfahrungen  berechtigen  uns,  jeden  Körper  als  ein  Aggregat  neben  einander 
liegender  Moleküle  zu  betrachten,  welche  einen  äufserst  kleinen  Raum  ein- 
nehmen, so  dafs  wir  sie  als  mit  ihrem  Schwerpunkt  zusammenfallend  an- 
sehen  dürfen.  In  welcher  Weise  diese  Moleküle  gruppiert  sind,  das  wissen 
wir  nicht;  das  aber  mufsten  wir  annehmen,  dafs  sich  die  einzelnen  Mole- 
küle nicht  berühren,  dafs  sie  in  gewissen,  wenn -auch  sehr  kleinen,  aber 
doch  mit  andern  in  der  Physik  vorkommenden  Gröfsen  vergleichbaren  Ent- 
fernungen von  einander  abstehen,  welche  sich  bei  einer  Ausdehnung  des 
Körpers  vergrüfsem,  bei  einer  Volum  Verminderung  verkleinern. 

Da  alle  materiellen  Körper  einer  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Schwer- 
punkte wirkenden  Kraft  unterworfen  sind,  welche  sie  einander  zu  nähern 
sucht,  wie  auch  ihr  Abstand  und  innere  Beschaffenheit  sein  mag,  so  müssen 
wir  annehmen,  dafs  auch  die  Moleküle  einer  jeden  Substanz  mit  einer  in 
der  Verbindungslinie  ihrer  Schwerpunkte  wirkenden  Kraft  gegen  einander 
getrieben  werden,  welche  wegen  der  sehr  kleinen  Abstände  der  Moleküle 
sehr  grofs  sein  mufs.  Wir  bezeichnen  diese  Kraft  als  eine  Anziehung  der 
Moleküle  gerade  so,  wie  wir  die  zwischen  den  Weltkörpern  thätigen  Kräfte 
als  eine  Anziehung  der  Massen  bezeichnet  haben.  Diese  anziehendo  Kraft 
mufs  das  Bestreben  haben,  die  Moleküle  einander  zu  nähern,  und  zwar  um 
so  mehr,  je  kleiner  die  Abstände  derselben  sind.  Daraus  würde  nun  aber 
folgen,  dafs  die  Körper  in  ihrem  Innern  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein 
könnten,  wenn  die  einzelnen  Teile  sich  berühren,  dafs  also  die  Körper 
nicht  porös  sein  könnten.  Dem  widerspricht  indessen  die  unmittelbare  An- 
schauung; denn  es  gibt  Körper,  in  denen  wir  die  Poren  direkt  sehen  können. 
Es  mufs  deshalb  zwischen  den  Molekülen  noch  eine  andere  Kraft  thätig 
sein,  welche  verhindert,  dafs  sie  sich  bis  zur  Berührung  annähern,  welche 
wir  also  als  eine  die  Moleküle  gegenseitig  abstofsende  bezeichnen  müssen, 
und  welche  zunimmt,  wenn  der  Abstand  der  einzelnen  Teile  abnimmt,  so 
zwar,  dafs  unter  Wirkung  dieser  beiden  einander  entgegengesetzten  Kräfte 
die  Moleküle  bereits  in  einem  gewissen  Abstande  von  einander  in  den  Zu- 
stand des  stabilen  Gleichgewichts  eintreten. 

Wir  haben  zunächst  aus  der  allgemeinen  Massenanziehung  den  Schlufs 
gezogen,  dafs  die  Moleküle  sich  anziehen  müssen,  und  aus  der  Porosität, 
dafs  zwischen  denselben  auch  abstofsende  Kräfte  thätig  sein  müssen.  W Urdon 
wir  die  letztem  analog  den  ersten  betrachten,  so  inüfsten  wir  schliefsen, 
WCura,  Phjlik.  I.  4.  Aull  13 
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daß  die  Grfifse  dieser  abstofsenden  wie  die  der  anziehenden  nur  von  dem 
Abstande  der  Moleküle  und  ihrer  Masse,  nicht  von  der  Natur  derselben 
abhängig  sei.  Dieser  Ansicht  von  der  Natur  der  zwischen  den  Molekülen 
thfttigen  Kräfte  widerspricht  aber  eine  Reihe  bekannter  Erfahrungen.  Die 
Masse  eines  Körpers  ist  nämlich  seinem  Gewichte  proportional,  diejenige 
eines  gegebenen  Volumens  demnach  um  so  gröfser,  je  gröfser  das  Gewicht 
desselben  ist.  Da  die  Körper  nun  ans  Molekülen  bestehen,  so  müsse?!  in 
einem  gegebenen  Volumen  um  so  mehr  Moleküle  oder  Moleküle  von  um  so 
gröfserer  Masse  sein,  je  dichter  der  Körper  ist.  Unter  beiden  Annahmen 
müfste  aber  der  dichtere  Körper  zugleich  der  festere  sein,  das  heifst,  es 
müfsten  seine  Moleküle  um  so  stärker  Zusammenhalten,  da  sowohl  mit  der 
gröfseren  Annäherung  der  Moleküle  als  auch  mit  ihrer  größeren  Masse  die 
anziehenden  Kräfte  gröfser  werden.  Man  weifs  aber,  dafs  das  nicht  der 
Fall  ist;  die  Teile  aller  flüssigen  Körper  stellen  einem  Versuche,  sie  zu 
trennen,  einen  weit  geringem  Widerstand  entgegen  als  die  der  festen  Kör- 
per; viele  feste  Körper  sind  aber  weniger  dicht  als  flüssige,  wie  z.  B.  das 
Wasser  dichter  ist  als  die  meisten  Holzarten,  das  Quecksilber  dichter  als 
die  meisten  Metalle.  Man  könnte  dagegen  behaupten,  dafs  mit  der  gröfseren 
Annäherung  der  Moleküle  auch  die  abstofsenden  Kräfte  wachsen  müssen, 
dafs  somit  je  nach  dem  Gesetze,  nach  welchem  diese  Kräfte  sich  mit  der 
Entfernung  oder  der  Masse  ändern,  die  dichteren  Körper  nicht  gerade  die 
festeren  sein  müfsten.  Würde  aber  die  Gröfse  der  Molekularkräfte  nur  von 
der  Entfernung  und  Masse  der  Moleküle  abhängig  sein,  so  müfsten  alle 
Körper  gleicher  Dichtigkeit  auch  dieselbe  Festigkeit  zeigen,  da  in  diesen 
die  einzelnen  Moleküle  wenigstens  nicht,  sehr  verschiedene  Masse  und  Ab- 
stände haben  können.  Aber  auch  dem  widerspricht  die  Erfahrung,  da  wir 
feste  Körper  herstellen  können,  welche  genau  dieselbe  Dichtigkeit  haben 
wie  Flüssigkeiten. 

Wir  müssen  deshalb  schliefsen,  dafs  die  zwischen  den  Molekülen  tkü- 
tigen  Kräfte  nicht  lediglich  von  der  Masse  und  den  Abständen  der  Moleküle, 
sondern  auch  von  der  Natur  derselben  abhängig  sind.  Ob  diese  Abhängig- 
keit von  der  Beschaffenheit  der  Moleküle  den  anziehenden  Kräften  zukomme, 
die  dann  nicht  mit  denen  der  allgemeinen  Gravitation  zusammenfallen  wür- 
den, oder  den  abstofsenden  Kräften,  oder  beiden,  das  läßt  sich  nicht  ent- 
scheiden. Indem  man  das  unentschieden  läßt,  spricht  man  nur  die  in  der 
Natur  sich  zeigenden  Thatsachen  aus,  wenn  man  den  einzelnen  Teilen  der 
Körper  je  nach  ihrer  Natur  eine  verschiedene  Kohäsion  beilegt,  indem  man 
ganz  unbestimmt  jene  Kräfte,  welche  den  Zusammenhalt  der  Körper  be- 
dingen, unter  dem  Namen  der  Kohäsion  oder  der  Kohäsionskräfte  zu- 
sammenfaßt. 

Je  nach  der  verschiedenen  Kohäsion  der  einzelnen  Körperteilchen  unter- 
scheidet man  drei  Aggregatzustände  und  zwar 

1)  Die  festen  Körper.  Dieselben  haben  ein  selbständiges  Volumen  und 
eine  selbständige  Gestalt;  ihre  einzelnen  Teilchen  verschieben  sich  nicht 
leicht  gegen  einander,  sondern  es  bedarf  einer  mehr  oder  weniger  bedeu- 
tenden Kraft,  diese  zu  verschieben  oder  zu  trennen;  einmal  getrennt,  lassen 
sie  sich  nicht  wieder  durch  Zusammenlogen  vereinigen. 

2)  Die  flüssigen  Körper.  Sie  haben  ein  vollständiges  Volumen  ohne 
selbständige  Gestalt.  Die  geringste  äußere  auf  sie  einwirkende  Kraft  kann 
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eine  Verschiebung  und  selbst  eine  Trennung  derselben  bewirken.  Nach  der 
Trennung  fügt  sie  aber  ein  einfaches  Zusammenbringen  wieder  zusammen. 

3)  Die  gasförmigen  Körper  haben  weder  eine  selbständige  Gestalt  noch 
ein  selbständiges  Volumen,  sie  verbreiten  sich  durch  jeden  ihnen  dargebotenen 
Raum,  bis  sich  ein  iiufseres  Hindernis  ihnen  entgegenstellt. 

Wir  beschäftigen  uns  in  diesem  Kapitel  mit  den  festen  Körpern. 

§ 47.  * 

Elastioität.  Unter  Wirkung  der  Kohäsion,  unter  der  wir  die  sämt- 
lichen, die  einzelnen  Teile  des  Körpers  zusammenhaltenden  Kräfte,  anziehende 
wie  abstofsende,  zusammenfassen,  sind  die  einzelnen  Teile  der  Körper  im 
stabilen  Gleichgewicht,  wenn  sie  in  ihrem  natürlichen' Zustande  sich  selbst 
überlassen  sind.  Wirken  äufsere  Kräfte  auf  den  Körper  ein,  so  ist  klar, 
dafs  der  Gleichgewichtszustand  der  Moleküle  gestört  werden  mufs. 

Betrachten  wir  z.  B.  einen  auf  einer  unver- 
änderlich festen  horizontalen  Unterlage  stehen- 
den Cylinder  (Fig.  53).  Wir  können  ihn  als 
zusammengesetzt  ansehon  aus  einer  Reihe  über 
einander  lagernder  horizontaler  Schichten  AB, 

Ä ff  von  Molekülen,  die  durch  sehr  kloino 
Zwischenräume  getrennt  sind.  Legen  wir  auf 
AB  ein  Gewicht,  so  wird  dieses  die  Schicht 
A B gegen  A'  B'  treiben , den  Abstand  der 
Schichten  verändern  und  dadurch  notwendig  das 
Gleichgewicht  stören.  Die  abstofsende  Kraft 
wird  dann  die  anziehende  der  Schichten  über- 
steigen und  zunebmen,  bis  die  Differenz  beider 
gleich  ist  dem  Drucke  des  Gewichtes  P.  Diese 
zwischen  den  Schichten  A B und  A'  ff  thätige  abstofsende  Kraft  wirkt 
auf  AB  von  unten  nach  oben,  um  dem  Gewichte  P das  Gleichgewicht  zu 
halten,  und  von  oben  nach  unten  auf  die  Schicht  A'  ff,  welche  sich  dadurch 
in  denselben  Umständen  befindet,  als  stände  das  Gewicht  unmittelbar  auf 
ihr.  Die  Schicht  A'  ff  nähert  sich  dadurch  der  folgenden  Schicht  und  übt 
auf  diese  einen  ebensolchen  Druck  aus  wie  AB  auf  A'  ff-,  gleiches  gilt  für 
alle  folgenden  Schichten,  und  die  letzte  drückt  dadurch  auf  die  Unterlage 
ebenso,  als  wenn  das  Gewicht  unmittelbar  auf  ihr  stände. 

Es  hat  demnach  eine  gleiche  Annäherung  aller  einzelnen  Schichten 
stattgefunden  und  folglich  eine  Verkürzung  des  Cylinders,  die  proportional 
ist  der  Anzahl  der  Schichten,  d.  h.  der  Länge  des  Cylinders;  diese  An- 
näherung hat  aber  gleichzeitig  zwischen  je  zwei  Schichten  CD,  C'  ff  eine 
abstofsende  Kraft  hervorgerufen,  welche  gleich  ist  dem  Drucke  des  Gewichts. 

Hätte  man,  anstatt  auf  den  Cylinder  einen  Druck  auszuüben,  denselben 
an  seinem  obem  Ende  befestigt  und  an  seinem  untern  ein  Gewicht  wirken 
lassen,  so  würden  sich  die  einzelnen  Schichten  von  einander  entfernt,  gleich- 
zeitig aber  auch  infolge  der  gröfsera  Entfernung  einander  angezogen  haben; 
das  Gleichgewicht  tritt  in  dem  Falle  ein,  wenn  der  Überschufs  der  anziehen- 
den über  die  abstofsenden  Kräfte  gleich  dem  am  untern  Ende  des  Cylinders 
wirkenden  Zuge  geworden  ist. 

13* 
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Dafs  in  der  That  in  den  boiden  eben  besprochenen  Fällen  zwischen  den 
genäherten  oder  entfernten  Molekülschichten  abstofsende  oder  anziehende 
Kräfte  wirksam  sind,  das  läfst  sich  sofort  erkonnen,  wenn  wir  die  änfsem 
Kräfte  aufhören  lassen  zu  wirken,  denn  wir  nehmen  sofort  eine  Bewegung 
der  Molekülschichten  gegen  ihre  ursprüngliche  Gleichgewichtslage  wahr,  der 
komprimierte  Cylinder  dehnt  sich  wieder  aus,  der  ausgedehnte  zieht  sich 
wieder  zusammen.  Diese  Eigenschaft  der  Körper,  das  Bestreben,  ihre  ur- 
sprüngliche Gestalt  und  das  ursprüngliche  Volumen  wieder  anzunehmen, 
wenn  die  Kraft,  welche  kleine  Formänderungen  an  ihnen  hervorgebracht 
hat,  aufhört  zu  wirken,  bezeichnet  man  mit  dem  Namen  der  Elasticität. 

Die  Existenz  dieser  Eigenschaft  gibt  uns  einen  weitern  Aufschlufs  über 
die  Natur  der  zwischen  den  Molekülen  thütigen  Kräfte;  sie  zeigt,  dafs  die 
abstofsenden  Kräfte  mit  zunehmender  Entfernung  der  Moleküle  weit  rascher 
abnebmen  als  die  anziehenden  Kräfte.  Denn  wenn  die  Moleküle  in  der 
Gleichgewichtslage  sind,  sind  die  anziehenden  und  abstofsenden  Kräfte  ein- 
ander gleich.  Mit  Änderung  der  Abstände  müssen  sich  nun  sowohl  die  an- 
ziehenden als  auch  die  abstofsenden  Kräfte  in  demselben  Sinne  ändern.  Da 
nun  aber  eine  grüfsero  Annäherung  Abstofsung,  eine  gröfsere  Entfernung 
Anziehung  hervortreten  läfst,  so  folgt,  dafs  bei  Verringerung  des  Abstandes 
die  abstofsenden  Kräfte  rasche*  wachsen,  bei  Vergröl'serung  des  Abstandes 
rascher  abnehmen  als  die  anziehenden  Kräfte. 

Die  besprochenen  beiden  Fälle  sind  nicht  die  einzigen,  bei  denen  sich 
die  Elasticität  der  festen  Körper  zeigt,  sie  zeigt  sich  ebenso,  wenn  wir  einen 
Stab  biegen  oder  ihn  um  eine  in  ihm  befindliche  Axe  zu  drehen  suchen, 
während  sein  eines  Ende  festgehalten  wird,  wenn  wir  ihn  tordieren.  Wir 
werden  indes  sehen,  dafs  wir  die  elastischen  Kräfte  in  diesen  Fällen  auf  die 
zuerst  besprochenen  zurUckfUhrcn  können. 

Die  Untersuchung  der  Elasticität  fester  Körper  ist  eine  der  schwierig- 
sten auf  dem  ganzen  Gebiete  der  Physik;  um  die  Gosetze  derselben  voll- 
ständig zu  übersehen,  bedarf  es  der  kompliziertesten  mathematischen  Ent- 
wicklungen und  der  feinsten  Versuche.  Wir  müssen  uns  deshalb  hier  darauf 
beschränken,  die  Resultate  der  Untersuchungen  vorzuführen,  indem  wir 
gleichzeitig,  so  weit  es  möglich  ist,  den  innern  Zusammenhang  derselben 
darlegen1). 

§ 48.  ' 

Elasticität  beim  Zuge.  Der  einfachste  Fall  aller  Probleme  über 
Elasticität  ist  der,  dafs  man  oinen  dünnen  soliden  Stab,  der  an  seinem 
einen  Ende  befestigt  ist,  durch  einen  Zug  oder  Druck  in  seiner  Längs- 
richtung ausdehnt  oder  zusammendrückt.  So  lange  die  Veränderungen, 
welche  die  wirksame  Kraft  hervorbringt,  klein  genug  sind,  raufs  die  durch 

')  Die  wichtigsten  allgemeinen  Untersuchungen  über  Elasticität  finden  sich  in : 

Poisson,  Memoire  snr  les  mouvementa  des  corps  ölaatiqnes.  Mcmoirea  de 
l’Acadt'mie  des  Sciences.  Paris.  T.  VIII. 

Cauchy,  Sur  leB  equations  qui  expriment  les  conditions  d'equilibre  d un  eorps 
solide.  Exercicea  des  Mathematiques  T.  II  und  111. 

Lami,  anfser  einer  Reihe  von  Abhandlungen  besonders  in  seinen  Le^ons 
sur  la  thdorie  mathematique  de  lY-lasticitc  des  corps  solides.  II.  ddit.  Paris  1866. 

Ktrchhoff,  Abhandlangen  über  Elasticität.  Grelles  Journal  Band  40  und  Bd.  66. 

Clebech,  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper.  Leipzig  1862. 


Digitized  by  Google 


Gesetze  der  Zugelaaticität. 


197 


§ 48. 


Fig.  54. 


ein  gegebenes  Gewicht  beim  Zusammendrucken  hervorgebrachte  Verkürzung 
gleich  sein  der  durch  dio  Ausdehnung  bewirkten  Verlängerung;  es  genügt, 
daher,  den  Fall  der  Ausdehnung  zu  betrachten  und  die  Beziehungen  aufzu- 
suchen, welche  zwischen  der  Belastung  und  der  eintretenden  Verlängerung 
stattfinden.  Die  einfachste  Methode  der  Untersuchung  ist  die  von  Wertheim 
angewandte.  Derselbe  befestigte  an  einer  festen  Mauer  ein  Kniestück  von 
sehr  starkem  Eisen  B (Fig.  54).  Dasselbe  endigt  in  einer  ebenen  vertikalen 
Fläche  von  gehärtetem  Stahl , gestreift  wie 
eine  Feile,  gegen  welche  eine  Platte,  eben- 
falls von  Stahl  und  an  der  einen  Seite  ebenso 
gestreift,  pafst  und  mittels  Schrauben  C an- 
gedrückt  werden  kann.  Diese  beiden  Stücke 
dienen  als  Backen  eines  starken  Schraub 
Stocks,  und  zwischen  ihnen  wird  der  Draht, 
dessen  Elasticität  man  untersuchen  will,  durch 
einen  sehr  starken  Druck  befestigt. 

An  dem  untern  ffnde  des  Drahtes  wird 
mittels  einer  gleichen  schraubstockartigen 
Vorrichtung  ein  Haken  befestigt  und  an  diesen 
eine  Wagschale  JE  angehängt,  welche  die 
ziehenden  Gewichte  aufnimmt.  Sind  die  Ge- 
wichte hinreichend  schwer,  so  dehnt  sich  der 
Draht  merklich  aus,  verkürzt  sich  aber  wieder 
zu  seiner  früheren  Länge,  wenn  man  die  Ge- 
wichte fortnimmt.  Zur  Messung  der  Ver- 
längerung bedarf  es  gewisser  Vorsich tsmafs- 
regeln. 

Wenn  man  dio  Gewichte  in  die  Wag- 
schale  sehr  rasch  einsetzt,  so  erteilt  man 
dem  Apparat  Stfifse,  durch  welche  man  den 
Draht  zerreifsen  kann.  Um  diese  zu  ver- 
meiden, ist  die  Wagschale  mit  drei  langen 
Fufsstellschrauben  1111  versehen,  welche  man 
vor  Beginn  des  Versuches  so  weit  hinab- 
schraubt, dafs  sie  den  Boden  berühren  upd 
somit  die  Wagschale  tragen;  dann  wird  die 
Schale  belastet,  und  dann  erst  hebt  man  die 
Schrauben  sehr  langsam,  um  allmählich  das 
Gewicht  seine  ziehende  Wirkung  ausüben  zu 
lassen.  Dabei  hat  man  keine  Stöfse  zu  be- 
fürchten. Bei  der  Beobachtung  hat  man  sich 
dann  noch  vor  einem  leicht  zu  begehenden 

Irrtume  zu  schützen.  Wählt  man  nämlich  feine  Drähte,  so  sind  diese  stets 
an  vielen  Stellen  gebogen  und  gekrümmt.  Ein  Anhängen  der  Gewichte 
bewirkt  nun  zunächst  ein  Geradestrecken  und  dadurch  scheinbar  ein  Ver- 
längern des  Drahtes.  Um  diese  Täuschungen  zu  vermeiden,  ist  es  not- 
wendig, anfänglich  ein  kleines  Gewicht  in  die  Schale  zu  legen,  welches  hin- 
reicht, den  Draht  gerade  zu  machen  und  dann  erst  allmählich  die  Schale 
starker  zu  belasten.  Von  da  an  zählt  man  dann  auch  erst  die  Gewichte. 
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Die  Verlängerungen  des  Drahtes,  welche  immer  sehr  klein  sind,  milst 
man  mit  dem  Kathetometer;  man  stellt  dasselbe  dem  Drahte  ein  für  alle- 
mal fest  gegenüber  und  visiert  mit  dem  Fernrohr  desselben  auf  zwei  feine 
an  den  Enden  des  Drahtes  angebrachte  Marken  T und  T'.  Der  Unterschied 
der  Femrohrstellungen  des  Katbetometers  liefert  dann  in  allen  Fällen  die 
Länge  des  Drahtes,  sowohl  vor  als  nach  der  Belastung;  die  Differenz  zwischen 
den  beobachteten  Längen  vor  und  nach  der  Belastung  gibt  dann  die  infolge 
der  Belastung  eintretende  Verlängerung.  Mit  Hülfe  dieser  Methode  hat 
Wortheim1)  zunächst  die  schon  früher  von  Hooke2),  S'Gravesande 3), 
Th.  Young4)  u.  a.  aufgestellten  Gesetze  der  Elasticität  bestätigt.  Die- 
selben sind: 

1)  Die  Verlängerungen  eines  Drahtes  sind  bei  demselben  angehängten 
Gowicht  der  Länge  des  Drahtes  proportional.  Um  das  Gesetz  nachzuweisen, 
hat  man  auf  dem  Drahte  nur  mehrere  Marken  in  gleicher  Distanz  zu  ziehen; 
man  findet  dann  nach  der  Belastung,  dafs  der  Abstand  der  verschiedenen 
Marken  sich  gleich  viel  vergröfsert  hat.  Da  nun  die  Verlängerung  des  ganzen 
Drahtes  gleich  der  Summe  der  Ausdehnungen  seiner  einzelnen  Teile  ist,  so 
folgt,  dafs  dieselbe  der  Länge  des  Drahtes  proportional  ist. 

2)  Die  Verlängerung  eines  gegebenen  Drahtes  ist  der  Gröfse  des  span- 
nenden Gewichtes  direkt  proportional.  Aus  diesem  Satze  folgt,  dafs  die 
durch  kleine  Verschiebungen  der  Moleküle  hervorgerufenen  elastischen 
Kräfte  den  Verschiebungen  selbst  proportional  sind.  Denn  wenn  unter 
Wirkung  des  spannenden  Gewichtes  Gleichgewicht  eingetreten  ist,  so  be- 
weist das,  dafs  die  von  einander  entfernten  Molekülschichten  sich  mit  der 
dem  spannenden  Gewichte  gleichen  Kraft  anziehen.  Da  nun  die  Verschiebungen 
der  Moleküle  dom  spannonden  Gewichte  proportional  sind,  so  folgt  auch, 
dafs  die  elastischen  Kräfte  den  Verschiebungen  proportional  sind. 

3)  Die  Verlängerung  verschieden  dicker  Drähte  ist  hei  gleichen  span- 
nenden Gewichten  dem  Querschnitt  der  Drähte  umgekehrt  proportional,  von 
der  Gestalt  des  Querschnittes  aber  unabhängig.  Dioser  Satz  folgt  auch 
schon  unmittelbar  aus  der  Überlegung,  dafs  wir  einen  Stab  nfacher  Dicke 
als  aus  «Stäben  einfacher  Dicke  bestehend  ansehen  können;  damit  deshalb 
ein  solcher  Stab  dieselbe  Verlängerung  erhalte,  bedarf  er  ein  «mal  so  grofses 
Gewicht  als  der  einfache  Stab. 

4)  Schliefslich  ist  die  Verlängerung  abhängig  von  der  Natur  des 
Drahtes,  den  wir  belasten. 

Fassen  wir  diese  vier  Sätze  in  einen  Ausdruck  zusammen,  so  können 
wir  die  Verlängerung  v,  welche  ein  Draht  von  der  Länge  l und  dem  Quer- 
schnitte q durch  ein  Gewicht  p erhält,  darstellen  durch  die  Gleichung 


worin  c eine  für  jede  Substanz  besondere  Konstante  ist,  welche  die  Verlänge- 

*)  Wertheim,  Annalea  de  chim.  et  de  phys.  III.  Ser.  t,  12.  Foggend.  Annal. 
Ergänzungaband  II. 

*)  Hooke,  Philoaophical  traota  and  Collectiona.  London  1679. 

*)  S'Gravesande,  Physicae  elementa  mathematica.  T.  I. 

*)  Th.  Young,  Courae  of  lecturea  on  natnral  Philoaophy.  London  1807. 
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rang  bedeutet,  welche  ein  aus  ihr  verfertigter  Stab  durch  die  Gewichts- 
einheit erhält,  wenn  seine  Länge  und  sein  Querschnitt  der  Einheit  gleich 
ist.  Als  Einheit  des  Gewichtes  nimmt  man  das  Kilogramm,  als  Einheit  der 
Länge  das  Meter,  als  Einheit  des  Querschnittes  das  Quadratmillimeter. 

Die  Gröfse  p gibt  uns  nach  2)  gleichzeitig  die  bei  einer  Verlängerung 
v zwischen  den  Molekülschichten  auftretende  elastische  Kraft;  lösen  wir  die 
Gleichung  nach  p auf,  so  erhalten  wir 


P 

t 


1 v 
c l 


Der  Quotient  ^ gibt  uns  die 


in  der  Querschnittseinheit  auftretende 


elastische  Kraft,  der  Quotient  ^ 


die  Verlängerung  dos  Stabes,  gemessen  in 


Bruchteilen  seiner  ursprünglichen  Länge,  oder  die  Verlängerung  der  Längen- 
einheit. Setzen  wir  diese  Quotienten  gleich  p0  und  S,  so  erhalten  wir 


Pu  = 


Den  reciproken  Wert  des  Koefficienten  c bezeichnet  man  als  den 
Elasticitätskoofficienten  oder  den  Elasticitütsmodulus;  setzen  wir  denselben 
gleich  E,  so  wird  schliefslich 

- d , 

oder  die  in  der  Querschnittseinheit  bei  kleinen  Veränderungen  auft rotende 
elastische  Kraft  ist  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Elasticitätsmodul  und  der 
nach  Bruchteilen  der  ursprünglichen  Längo  gemessenen  Verlängerung. 

Der  soeben  eingeführte  Elasticitätsmodul  einor  Substanz  ist  der  reciproke 
Wert  der  Verlängerung,  welche  die  Längeneinheit  eines  Stabes  der  be- 
treffenden Substanz  durch  die  auf  die  Querschnittseinheit  beim  Zuge  wir- 
kende Gewichtseinheit  erhält.  In  dieser  Weise  wird  derselbe  auch  bestimmt; 
man  kann  denselben  indes  auch  anders  definieren.  In  der  Gleichung 

P0  = E- 6 

wird  p0  = E,  wenn  d gleich  eins  wird.  Der  Elasticitätskoefticient  ist  also 
auch  das  Gewicht,  welches  einem  Stab  der  betreffenden  Substanz  vom  Quer- 
schnitt eins  eine  der  Einheit  gleiche  Verlängerung  gibt,  welche  also  die 
Länge  des  Stabes  oder  den  Abstand  der  Molekülscbichten  in  demselben  ver- 
doppeln würde,  vorausgesetzt,  dafs  die  für  kleine  Änderungen  geltenden 
Gesetze  soweit  giftig  wären.  Dieser  Definition  entsprechend  drückt  man 
den  Elasticitätsmodul  einer  Substanz  auch  gewöhnlich  durch  Gewichte  aus. 

Wertheim  hat  nach  der  angegebenen  Methode  eine  Anzahl  Elasticitäts- 
koefficienten  bestimmt1),  wir  lassen  dieselben  hier  folgen. 


')  Wertheim,  Poggend.  Annal.  Ergänzungsband  II. 
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Tabelle  der  Elasticitülskoefficienten  verschiedener  Metalle  bei 
verschiedenen  Temperaturen. 


Metalle 

Koefticienten  bei 

16° — 20°C.  100°C.  | 

200°  C. 

Koefticienten  aus  den 
Longitudinaltflnen 
bestimmt 

Blei  gezogen  ...... 

1883 

2278 

„ angelassen  .... 

1727 

1630 

— 

2146 

Gold  gezogen 

8131 

8599 

,,  angelassen  .... 

5584 

5408 

5482 

6372 

Silber  gezogen 

7357 

7576 

„ an  ge  lassen  .... 

7140 

7274 

6374 

7242 

Zink  gezogen 

8734 

9555 

Knpfer  gezogen ...... 

12449 

12536 

„ angelassen  .... 

10519 

9827 

7862 

12540 

Platin  gezogen 

17044 

17165 

„ angelassen  .... 

15518 

14178 

18964 

15611 

Eisen  gezogen 

20869 

19903 

„ angelassen  .... 

20794 

21877 

17700 

19926 

Gufsstahl  gezogen  . . . 

19549 

19823 

„ angelassen  .... 

19561 

19014 

17926 

19828 

Engl.  Stahl  gezogen  . . 

18809 

19145 

„ angelassen  .... 

17278 

21292 

19278 

19200 

Die  Zahlen  der  letzten  Kolumne  gelten  ebenfalls  für  die  Temperatur 
15" — 20° C. , die  Methode,  nach  welcher  sie  erhalten  wurden,  werden  wir 
später  besprechen1). 

Obigo  Zahlen  zeigen,  dnfs  die  Elasticitätskoefüeienten.  nicht  nur  für  ver- 
schiedene Metalle,  sondern  auch  für  ein  und  dasselbe  Metall  verschieden  sein 
kfinnen,  je  nachdem  dasselbe  als  gezogener  Draht  oder  nach  vorhergegangenen! 
Erhitzen  untersucht  wird. 

Die  in  obiger  Tabelle  erhaltenen  Zahlen  liefern  uns  nicht  nur  die 
elastische  Kraft  bei  Verlängerung  eines  Stabes,  sondern  auch  bei  einer  Ver- 
kürzung durch  auf  die  Endflächen  des  Stabes  angebrachte  Drucke,  da  nach 
der  im  Anfänge  dieses  Paragraphen  gemachten  Bemerkung  die  Gesetze,  der 
bei  solchem  Drucke  stattfindenden  Verkürzungen  mit  denen  der  Verlängerung 
zusaimnenfallen,  so  lange  wir  nur  kleine  Veränderungen  in  Betracht  ziehen. 

§ 49. 

Volumveränderung  während  des  Zuges.  Wir  haben  bishor  nur 
die  Veränderungen  in  der  Länge  eines  Stabes  betrachtet,  welche  auftrelen, 
wenn  man  einen  Stab  ausdehnt  oder  zusammendruckt;  man  sieht  aber  leicht, 
dafs  auch  der  Querschnitt  eines  solchen  Stabes  bei  der  Ausdehnung  oder 
Zusammendrückung  nach  der  Längsaxe  sich  ändern  mufs.  Es  ist  ferner  wahr- 
scheinlich, dafs  der  Querschnitt  kleiner  werden  mufs,  wenn  man  den  Stab  ver- 
längert. Man  kann  dieses  auch  sehr  leicht  mittels  eines  einfachen  Versuches 
nachweisen,  den  Wertbeim  *)  angestcllt  hat.  Er  nahm  sehr  sorgfältig  gearbeitete 

')  Man  sehe  § 161  dieses  Bandes. 

*)  Wertheim,  Annales  de  chim.  et  de  pbys.  III.  Ser.  T.  XXIII.  Poggend. 
Annal.  LXXVII1. 
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Kautschnkstreifen  (Fig.  55)  von  ungefähr  300  Millimeter  Länge.  Dieselben 
hatten  die  Gestalt  von  Prismen  mit  quadratischer  Grundfläche.  Die  Länge 
einer  Seite  war  zwischen  9 und  47  Millimeter.  An  ihron  beiden  Enden  ver- 
sah er  sie  mit  eisernen  Ansätzen  A und  B,  in  denen  die  Kaut- 
schukstreifen fest  angebracht  waren.  Die  Ansätze  hatten  Haken; 
mittels  des  einen  wurde  der  Kautschukstreifen  vertikal  aufgehängt; 
an  dem  andern,  B,  wurde  das  ziehendo  Gewicht  P angebracht. 

Da  der  Kautschuk  sich  äufserst  leicht  ausdehnt,  so  verlängerte 
sich  der  Streifen  sehr  bedeutend;  die  Verlängerung  wurde  gemessen. 

Da  der  Querschnitt  des  Streifens  ferner  sehr  grofs  war,  so  konnte 
man  ihn  mittels  eines  Zirkels  messen  und  so  die  Veränderungen 
des  Querschnittes  bestimmen,  welche  durch  die  Verlängerung  der 
Streifen  entstanden.  Man  beobachtete,  was  vorausgesehen  war, 
dafs  der  Querschnitt  des  Kautschukstreifens  kleiner  wurde. 

Bezeichnen  wir  nun  die  ursprüngliche  Länge  eines  Drahtes 
mit  L,  so  wird  durch  die  Einwirkung  irgend  eines  Gewichtes  diese 
Länge  in  L (l  -f-  <J)  übergehen,  wo  ö wieder  die  Verlängerung  der 

Längeneinheit  darstellt  und  gleich  ist.  Der  Querschnitt  des 

Stabes,  dessen  Breite  B,  dessen  Dicke  V war,  wird  nach  der  Be- 
lastung dann  sein  B ■ D (l  — f i ■ <5)*,  wenn  wir  die  Verkürzung 
des  Querdurchmessers  des  Stabes,  die  jedenfalls  der  Verlängerung 
des  Stabes  proportional  sein  mufs,  mit  p<5  bezeichnen.  Ent- 
wickeln wir  den  Ausdruck  für  den  Querschnitt  nach  der  Belastung, 
so  können  wir,  da  S immer  nur  sehr  klein  ist,  ps  <5*  vernach- 
lässigen und  erhalten  dann  für  den  Querschnitt  des  Stabes 

BD{  1 — 2p<5) 

und  fär  das  Volumen  desselben  nach  dem  Zuge 

J,.BD(1  -M)(l  — 2p<J), 
oder  auch,  wenn  wir  das  sehr  kleine  Glied  2pdä  wiodor  aufser  Acht  lassen 
LBD(1  -f  5—  2p<5). 

Je  nach  dem  Werte  von  p kann  deshalb  eino  Vergrölserung  oder 
Verkleinerung  des  Volumens  eintreten.  Es  hat  sich  nun  aus  sämtlichen 
in  der  Richtung  angestellten  Versuchen  ergeben,  dafs  in  der  That  eine 
Vergrölserung  des  Volumens  eintritt,  somit  dafs  2pd  <C  S oder  dafs  p •<  0,5, 
aber  gröfser  als  Null  ist. 

Welches  indes  der  wirkliche  Wert  von  p innerhalb  dieser  Grenzen 
ist,  darüber  herrscht  wegen  der  grofsen  Schwierigkeit,  diese  Gröfse  zu  be- 
stimmen, noch  einige  Unsicherheit.  Navier1),  Poisson2),  Lame  und  Cla- 
peyron3)  gelangen  in  ihren  theoretischen  Untersuchungen  über  Elasticität 
zu  dem  Resultate,  dafs  p = ^ sei,  ein  Resultat,  welches  Poisson4)  durch 
Versuche  von  Cagniard  de  Latour  bestätigt  fand.  Derselbe  befestigte  auf 

')  A’orter,  Mdmoires  de  l’Academie  des  Sciences.  T.  VII. 

’)  Poisson,  Memoires  de  l’Academie  des  Sciences.  T.  VIII. 

*)  Lami  und  Clapeyron,  Crelles  Journal  ffir  Mathematik.  Bd.  VII. 

*)  Poisson  teilt  diesen  Versuch  mit  Annales  de  chim.  et  de  phys.  T.  XXXVI. 
Poggend.  Annal.  Bd.  XII. 
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einem  festen  Fnfsbrett  (Fig.  56)  einen  Metalldraht,  so  dafs  derselbe  senk- 
recht aufstieg;  das  obere  Ende  des  Drahtes  wurde  an  einem  Arme  eines 
ungleicharmigen  Hebels  L befestigt,  dessen  anderer  Arm  mit  einem  Ge- 
wichte P beschwort  wurdo.  Die 
Flg-  Länge  des  unbelasteten  Drahtes, 

sie  betrug  2,n,  war  genau  bestimmt, 
und  es  wurde  dann  die  Verlän- 
P gerung  beobachtet,  welche  durch 
[ dio  Belastung  des  Hebels  ointrat. 
Die  letztere  wurdo  so  weit  ge- 
steigert, dafs  die  Verlängerung 
des  Drahtos  6"””  betrug.  Der 
Draht  war,  wie  die  Figur  zeigt, 
von  einer  engen,  unten  geschlos- 
senen und  mit  Wasser  gefüllten 
Bohre  umgeben,  der  Durch- 
messer der  Röhre  und  des  Drahtes 
waren  genau  gemessen.  Im  Augen- 
blicke nun,  in  dem  sich  der  Draht 
durch  den  Zug  zu  verlängern  bo- 
gann,  sah  man  das  Niveau  des 
Wassers  in  der  Böhre  von  AB  bis  A'  B'  sinken;  ein  Beweis,  dafs  in  der 
That  bei  der  Verlängerung  des  Drahtes  eine  Verminderung  des  Querschnittes 
eintritt.  Die  Niveaudifferenz  vor  und  nach  dem  Zuge  wurde  genau  gemessen. 
Darauf  wurdo  der  Draht  unten  am  Fufsbrett  gelöst,  in  die  mit  Wasser  gefüllte 
Röhro  eingesetzt,  so  dafs  sein  unteres  Ende  den  Boden  der  Röhre  gerade 
berührte,  und  das  Niveau  des  Wassers  wieder  beobachtet.  Darauf  wurde 
der  Draht  so  weit  emporgezogen,  dafs  das  obere  Ende  6n,m  aus  dem  Wasser 
emporragte,  dafs  also  ein  ebenso  grofses  Stück  des  Drahtes  aus  dem  Wasser 
emporragte  als  bei  dem  vorigen  Versuche.  Da  dann  das  Volumen  des  in 
das  Wasser  tauchenden  Drahtes  um  das  herausgezogene  Stück  kleiner  war, 
so  mufste  das  Niveau  des  Wassers  wieder  sinken,  und  es  ergab  sich,  dafs 
es  jetzt  doppelt  so  tief  sank  als  bei  dem  vorigen  Versuch,  somit  dafs  die 
Volumvermindenmg  des  jetzt  noch  in  das  Wasser  tauchenden  Drahtes 
doppelt  so  grofs  war  als  bei  der  Verlängerung  des  Drahtes.  Der  Wert 
von  p ergibt  sich  daraus  auf  folgende  Weise:  bezeichnen  wir  den  Radius 
des  cylindrischen  Drahtes  mit  r,  so  nimmt, Venn  wir  die  Verlängerung  der 
Längeneinheit  mit  <5  bezeichnen,  bei  der  Ausdehnung  des  Drahtes  das  noch 
in  das  Wasser  tauchende  Stück  des  Drahtes  das  Volumen 

I • r®«  (1  — 2 pd) 

ein,  da  wir,  ohne  einen  merklichen  Fehler  zu  begehen,  voraussetzen  dürfen, 
dafs  die  Länge  deB  eintauchenden  Stückes  nicht  geändert  ist.  Das  Volumen 
des  Stückes  ist  dann  nur  kleiner  geworden,  weil  der  Querschnitt  des  Drahtes 
im  Verhältnis  1:1  — 2p<5  verkleinert  ist. 

Das  Volumen  des  in  das  Wasser  eintauchenden  Drahtes  ist  nach  dem 
zweiten  Versuche  dasselbe,  wenn  der  Draht  ohne  Dehnung  um  die  Hälfte 
der  Verlängerung  aus  dem  Wasser  hervorgezogen  wird.  Das  Volumen  des 
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dann  noch  im  Wasser  befindlichen  Drahtstückes  ist 

l • r*n  (1  — ^ d)  ; 

somit  erhalten  wir 

l r%n  (l  — 2pd)  = I rs»(l  — i d) , 

oder 

2fitJ  = i <J , 

f*  = i- 

Dieser  Versuch  gibt  also  für  die  Verminderung  dos  zur  Zugrichtung 
senkrochten  Durchmessers  eines  Drahtes  ein  Viertel  der  Verlängerung,  ent- 
sprechend der  Theorie  von  Navier  und  Poisson. 

Weder  die  theoretischen  Entwicklungen,  aus  welchen  der  Wert  p = 0,25 
geschlossen  wurde,  noch  auch  der  denselben  bestätigende  Versuch  sind  ein- 
wurfsfrei. Was  zunächst  den  Versuch  von  Cagniard  de  Latour  angeht,  so 
kann  man  aus  demselben  mit  Sicherheit  kaum  mehr  schliei'sen,  als  dafs  bei 
der  Verlängerung  eine  Qnerkontraktion  eintritt;  genaue  Messungen  sind  bei 
der  angewandten  Methode  nicht  möglich.  Denn  zunächst  ist  die  Änderung 
des  Wasserniveaus  in  der  Röhre,  welche  einen  den  Durchmesser  des  Drahtes 
weit  Ubertreffenden  Durchmesser  hat,  bei  der  an  dem  Draht  überhaupt 
stattfindenden  äufserst  kleinen  Ändorung  des  Volumens  so  unbedeutend, 
dafs  die  geringste  Ungenauigkeit  beim  Ablesen  das  Resultat  wesentlich  be- 
einträchtigen mufs,  und  eine  solche  Ungenauigkeit  ist  um  so  weniger  zu 
vermeiden,  da  das  Wasser  die  Innenwand  der  Röhre  niemals  ganz  gleich- 
mäfsig  benetzt.  Dazu  kommt  ferner,  dafs  der  Draht  beim  Emporziehen  aus 
der  Flüssigkeit  immer  Flüssigkeit  mit  sich  heraushebt,  deren  Menge  zudem 
bei  den  verschiedenen  Versuchen  verschieden  ist,  schon  aus  dem  Grunde, 
weil  der  Umfang  des  herausgezogenen  Drahtes  verschieden  ist.  So  klein 
auch  die  Fehler  sind,  bei  der  Kleinheit  der  zu  messenden  Gröfsen  wird  die 
Sicherheit  des  Resultates  dadurch  wesentlich  beeinträchtigt. 

Spätere  theoretische  Untersuchungen  haben  dann  auch  gezeigt,  dafs 
das  aus  den  Untersuchungen  von  Navier  und  Poisson  sich  ergebende  Resultat 
durch  specielle  nicht  notwendige  Annahmen  erhalten  ist;  die  Untersuchungen 
von  Cauchy1),  Lame8)  und  Kirchhoff*)  haben  vielmehr  gezeigt,  dafs  die 
Theorie  der  Elasticität  nur  zu  dem  vorhin  bereits  angedeuteten  Resultate 
ftthrt,  dafs  der  Wert,  von  u zwischen  0 und  ^ liegt,  dafs  der  Versuch  in 
jedem  Falle  über  den  Wert  von  p innerhalb  dieser  Grenzen  entscheiden  mufs. 

Cauchy  und  in  ganz  ähnlicher  Weise  Lame  gehen  von  folgender  An- 
nahme aus.  Denken  wir  uns  ein  rechteckiges  Parallelepiped , welches  nach 
allen  Richtungen  gleiche  Elasticität  besitzt;  dasselbe  erhalte  auf  zwei  gegen- 
überliegenden Flächen,  und  zwar  senkrecht  zu  denselben  solche  Ziehungen, 
dafs  die  Flächeneinheit  den  Zug  pt  erhält.  Dieser  Zug  hat  dann  eine  Ver- 
längerung des  Parallelepipeds  in  der  Zugrichtung  zur  Folge,  welche  filr  die 
Längeneinheit  des  Parallelepipeds  gleich  ä,  sei;  in  den  zur  Zugrichtung  senk- 
rechten Richtungen  findet  dann  ebenfalls  eine  Veränderung  der  Seiten  des 

')  Cauchy,  Exercicea  de  Matbematiques.  T.  III.  p.  182  und  p.  205  ff. 

*)  Lame,  Le^ong  aur  la  tbeorie  math^matique  de  l’elaaticiW  des  corps  so- 
lides. II.  6d.  p.  65  ff. 

*)  Kirchhoff,  Grelles  Journal.  Bd.  XL  und  LVI. 
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Parallelepipeds  statt,  so  dafs  die  Breite  desselben  7i(l  -{-  pd,)  und  die 
Dicke  (l  -f-  pd,j  wird.  Ob  diese  letztere  Veränderung  eine  Verlängerung 
oder  Verkürzung  'sein  wird,  hängt  dann  von  dem  Vorzeichen  von  p ab;  ist 
p positiv,  so  ist  die  seitliche  Veränderung  von  derselben  Art  wie  d,  ist  es 
negativ,  so  ist  die  seitliche  Veränderung  jener  in  der  Zugrichtung  statt- 
tindenden  entgegengesetzt.  Das  Volumen  des  Parallelepipeds  ist  dadurch 
geworden 

F(1  + d,  + 2pd,). 

Die  Volumeinheit  hat  sich  somit  um  d,  -f-  2pd,  verändert.  Setzen 
wir  diese  die  Volumeinheit  treffende  Änderung  gleich  t>,  so  nehmen  Cauehy 
und  Lame  an,  dafs 

Pi  — *d,  + Kv, 

worin  k und  K zwei  von  der  Natur  der  Substanz  des  Parallelepipeds  ab- 
hängige Konstante  sind;  sie  machen  also  die  Annahme,  dafs  man  die  durch 
den  Zug  p,  im  Innern  hervorgebrachte  der  Zugrichtung  parallele  Spannung 
der  parallel  der  Zugrichtung  eintretenden  Veränderung  und  der  infolge 
dieses  Zuges  stattfindenden  Volumänderung  proportional  setzen  könne. 

Werden  nun  die  drei  Flächenpaare  des  Parallelepipeds  gleichzeitig 
durch  Ziehungen  p, , ps,  pa  angegriffen,  so  werden  die  jeder  Zugrichtung 
parallelen  Veränderungen  d,,  d2 , d3  sein,  und  das  Volumen  des  Parallel- 
epipeds  V wird  übergehen  in 

F(l  + (d,  + d2  + <?,)), 

so  dafs  also  die  Veränderung  der  Volumeinheit  v wird 

« = d,  + d2  -f 

Diese  drei  Drucke  j>, , plt  pa  oder  die  ihnen  gleichen  elastischen 
Spannungen  sind  in  dem  Falle  nach  obiger  Annahme  gegeben  durch  die 
drei  Gleichungen: 

p j — Ad,  — (-  Kv ; pt  — ki.,  -f-  Kv ; p}  = ki3  -(-  Kv. 

Diese  drei  Gleichungen  behalten  ihre  Gültigkeit,  wolches  auch  die 
Drucke  pt,  p, , ps  sein  mögen;  also  auch  für  den  Fall,  dafs  zwei  derselben, 
pt  und  p3  gleich  Null  werden,  dafs  also  das  betrachtete  ParaJlelepided  nur 
nach  einer  Richtung  einen  Druck  oder  einen  Zug  erfährt,  sie  behalten  ihre 
Gültigkeit  für  den  Fall,  den  wir  untersuchen.  In  dem  Falle  sind 

A da  — | — Kv  **=  kö3  -j-  Kv  *==  0 (a) 

d*  “==  = pd, , 

und  die  Volum  Veränderung  wird  dann 

v = d,  + d,  + =*  d,  (1  + 2f»). 

Eine  der  beiden  Gleichungen  (a)  liefert  nun 
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also 

<*i  (x  + 2f*)  ==  — ^ ' f**i ; 
K -f-  2Kp  — — kp\ 

K 1 

2A-+*  = k_  ' 

*+  K 


Es  ergibt  sieh  somit  zunächst,  da  das  Vorzeichen  von  u negativ  ist, 
dafs  die  seitlicho  Veränderung  immer  derjenigen  in  der  Druckrichtung  ent- 
gegengesetzt ist,  dafs  also  beim  Zuge  eine  Querkontraktion,  beim 
Drucke  eine  Querdilatation  eintritt.  Ferner  ergibt  sich,  dafs  der  Fi*  r’7- 
Wert  von  p kleiner  als  ^ ist;  welcher  Wert  dem  Koefficienten 
aber  zukommt,  das  hängt  von  dem  Verhältnis  der  beiden  Kon- 
stanten k und  K ab.  Der  von  Navier  und  Poisson  gegebene  Wert 
ja  = J ergibt  sich,  wenn  k = 2 A'  ist,  eine  Beziehung,  die  sich 
indes  theoretisch  nicht  folgern  läfst.  Überhaupt  gibt  die  Thoorie 
der  Elasticität  über  die  Beziehung  zwischen  diesen  beiden  Kon- 
stanten keinen  weitern  Aufschlufs,  sie  läfst  es  selbst  unentschieden, 
ob  diese  Beziehung  für  alle  Substanzen  dieselbe  ist,  oder  ob  sie 
für  verschiedene  Substanzen  verschieden  sein  könne. 

Wertheim1)  schliefst  aus  seinen  Versuchen  das  erstere,  er 
findet  bei  seinen  Versuchen  mit  Kautschuk,  Glas  und  Messing 
nämlich,  dafs 

f*  = — 

somit  dafs  k = K ist,  und  glaubt  deshalb,  dafs  diese  Beziehung 
ganz  allgemein  das  Verhältnis  der  beiden  Konstanten  wiedorgebe. 

Die  Versuche  mit  Kautschuk  haben  wir  vorhin  bereits  erwähnt;  j|A 
so  lange  S nur  etwa  ^ beträgt,  findet  sich  in  der  That  p ziemlich 
genau  gleich  -J. 

Zu  den  anderen  Versuchen  wandte  er  auf  einen  Vorschlag  von 
Regnault  ohne  Naht  gezogene  Röhren  von  Messing  oder  Glasröhren 
A (Fig.  57)  an,  welche  mit  ihren  Enden  an  andere  kurze,  aber 
weitere  Röhren  B ' If  befestigt  waren.  Die  untere  war  unten  ver- 
schlossen, die  obere  an  beiden  Seiten  offen,  und  an  ihrem  obern 
Ende  mit  einer  Fassung  versehen,  durch  welche  eine  sehr  enge 
Glasröhre  F mit  dem  Innern  der  Röhre  konununicierte.  IJiese  so 
vorgerichteten  Röhren  wurden  mit  Wasser  bis  zur  Marke  F der 
Glasröhre  gefüllt.  Man  befestigte  die  Röhre  an  ihrem  obern 
Ende,  so  dafs  sie  vertikal  herabhing,  und  belastete  sie  an  ihrem 
andern  Ende  mit  einem  Gewichte  p.  Sie  dehnte  sich  dann  gerade 
so  aus  wie  ein  solider  Metallstab  von  derselben  Substanz. 

Man  mafs  einerseits  die  Verlängerungen  dieser  Vorrichtung, 
andererseits  das  Herabsinken  der  Flüssigkeit  in  der  Glasröhre  F. 

Der  Versuch  ergab  somit  sowohl  die  Verlängerung  <5  für  die 
Längeneinheit  als  auch  andererseits  die  Vergröfserung  d(l  — 2 p) 
des  Volumens  für  die  Volumeinheit,  und  man  hatte  diese  nur  zu  vergleichen. 
Man  fand  nun  in  Übereinstimmung  mit  den  Versuchen  am  Kautschuk,  dafs 

l)  Wertheim,  Annalea  de  ebim.  et  de  phys.  III.  Ser.  T.  XX 1 1 1 . Pogaend, 
Annal.  Bd.  LXXVIII. 
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d (1  — 2 fi)  = \ 6 , also  fi  = ^ war,  dafs  also  die  Änderung  des  Durch- 
messers für  die  Längeneinheit  $ S war. 

Die  nach  dieser  Methode  von  Wertheim  erhaltenen  Zahlen,  zusammen- 
gestellt mit  den  nach  dem  Poissonschen  und  dem  Wertheiraschen  Werte 
von  fi  aus  der  beobachteten  Verlängerung  berechneten  Werte  der  Volum- 
vermehrung enthält  folgende  kleine  Tabelle. 


No.  der  Röhren 

F-  <1(1  — 2g) 

berechnet 
mit  fi  = } 

beobachtet 

berechnet 
mit  fi  = } 

Messing  I 

0,81047 

0,52017 

0,54032 

II 

0,87866 

0,54363 

0,58578 

III 

0,88949 

0,56104 

0,59299 

Glas  I 

5,3650 

3,8613 

3,5767 

II 

4,0639 

2,4217 

2,7093 

III 

1,5282 

1,1472 

1,0188 

IV 

1,1938 

0,7786 

0,7959 

Für  Glas  ergehen  diese  Versuche  ziemlich  genau  den  Wert  fi  = da 
die  damit  berechneten  Werte  der  Volumveränderung  bald  gröfser  bald 
kleiner  als  die  beobachteten,  und  die  Abweichungen  nicht  zu  grofs  sind; 
für  Messing  ist  dagegen  trotz  der  ziemlich  guten  Übereinstimmung  zwischen 
Rechnung  und  Beobachtung  dieser  Wert  zweifelhaft,  da  mit  fi  — alle  be- 
rechneten Zahlen  zu  grofs  werden;  für  Messing  würde  man  aus  diesen 
Beobachtungen  fi  = 0,315  ableiten. 

Man  würde  deshalb  schon  aus  Wertheims  Resultaten  eher  den  Schlufs 
ziehen,  dafs  fi  für  verschiedene  Substanzen  verschieden  sein  kann,  als  dafs  es 
stets  denselben  Wert  hat,  ein  Schlufs,  den  auch  die  Versuche  von  Kirch- 
hoff  zu  bestätigen  scheinen.  Kirchhoff1)  bestimmte  den  Wert  von  fi,  indem 
er  an  verschiedenen  Stäben  durch  bestimmte  Gewichte  gleichzeitig  Biegung 
und  Torsion  hervorbrachte;  gerade  wie  nämlich  der  Elasticitätskoefficient, 
wenn  man  ihn  durch  k und  K ansdrücken  will,  den  Wert  von  fi  enthält, 
so  ist  auch  auf  J'orsion  und  Biegung  die  Querkontraktion  von  Einflufs,  so 
dafs,  wenn  man  beide  beobachtet  hat,  sich  daraus  fi  berechnen  läfst.  Die 
Versuche  sind  gemacht  an  drei  Stäben  von  glashartem  Stahl  und  an  einem 
Stabe  von  hartgezogenem  Messing.  Für  die  ersten  drei  Stäbe  fand  er  im 
Mittel  fi  — — 0,294,  nämlich 

für  den  ersten  Stab  fi  = — 0,293 , 

„ „ zweiten  „ fi  — — 0,295  , 

„ „ dritten  „ u = — 0,294. 

Für  den  Messingstab  erhielt  er  dagegen  fi  — — 0,387,  einen  Wert 
also,  der  den  für  Stahl  gefundenen  und  auch  den  von  Wertheim  allgemein 
angenommenen  nicht  unbeträchtlich  übersteigt.  Kirchholf  glaubt  dem  für  das 
Messing  gefundenen  Worte  fi  nicht  dieselbe  Bedeutung  beilegen  zu  können, 

’)  Kirchhoff,  Poggend.  Amial.  Bd.  CVI11.  p.  869  ff. 
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da  das  gezogene  Messing  parallel  der  Zugrichtung  eine  andere  Elasticität 
haben  könne  als  senkrecht  dazu;  indes  wird  man  wohl  kaum  den  grofsen 
Unterschied  zwischen  Messing  und  Stahl  lediglich  dieser  Verschiedenheit  im 
Messing  zuschreiben  können. 

Dieselbe  Methode,  welche  Kirchhoff  anwandte,  hat  später  Okatow1)  be- 
nutzt, um  die  Querkontraktion  einer  Anzahl  verschiedener  Stahlstäbe  zu 
untersuchen;  es  ergab  sich  dabei,  dafs  der  Wert  von  ft  sowohl  für  ver-* 
schiedene  Stahlarten  von  demselben  Zustande  als  auch  für  dieselbe  Stahl- 
art in  verschiedenen  Zuständen  verschieden  ist.  Er  erhielt  z.  B.  folgende 
Werte  für  ft 


Stricknadelstäbchen. 

a)  ursprünglicher  Zustand  p = — 0,27  50 

b)  in  01  gehärtet  p — — 0,2969 

c)  ausgeglüht  und  langsam 

abgekühlt  p = — 0,3037 


Glatter  runder  engl.  Stahl 
p = — 0,2989 
ft  = — 0,3280 

ft  = — 0,3281. 


Die  für  den  glatten  runden  englischen  Draht  angegebenen  Werte 
wurden  fast  ganz  übereinstimmend  an  Drähten  verschiedener  Dimensionen 
gefunden,  die  Dicken  waren  etwa  4,  5 und  6mm.  Okatow  glaubt,  dafs  der 
ganz  weiche  Stahl  der  vollen  Gleichheit  nach  allen  Richtungen  am  nächsten 
kommt;  deshalb  spricht  die  Verschiedenheit  von  p für  die  verschiedenen 
Stahlsorten  auch  in  diesem  Zustande  dafür,  dafs  der  Wert  des  Verhält- 
nisses von  Querkontraktion  und  Verlängerung  nicht  für  alle  Körper  der- 
selbe ist. 


Für  eine  Anzahl  von  Stäben  aus  glattem  runden  Stahl,  deren  Länge 
bis  zu  1 Meter,  deren  Durchmesser  bis  zu  2om  betrug,  erhielt  Schneebeli*) 
nach  einer  Methode,  welche  wir  im  dritten  Abschnitt  § 144  besprechen 
werden,  als  Wert  von  ft  = — 0,296,  als  die  Stäbe  federhart,  und  ft  = — 0,303, 
als  die  Stäbe  ganz  weich  waren;  Werte,  welche  mit  denen  von  Kirchhoff 
und  von  Okatow  für  die  erste  Stahlart  erhaltenen  vortrefflich  Uberein- 
stimmen. 


Gegenüber  der  hier  ausgesprochenen  Ansicht,  dafs  der  Wert  von  p 
für  die  verschiedenen  Körper  verschieden  sei,  hat  kürzlich  Comu5)  wieder 
die  Ansicht  verteidigt,  dafs  für  wirklich  nach  allen  Richtungen  gleieh- 
mäfsig  elastische  Körper  der  Wert  von  ft  — — 0,25  sein  müsse.  Er  glaubt, 
dafs  Glas  diesem  gleichmäfsig  elastischen  Zustand  am  nächsten  kommt,  und 
findet  für  dieses  nach  einer  Methode,  deren  Princip  wir  im  § 53  andeuten 
können,  in  der  That  Werte,  welche  nur  wenig  von  0,25  abweichen;  sie 
liegen  bei  6 Glasprismen  zwischen  p = — 0,224  und  — 0,257. 

Es  ist  indes  wohl  anzunehmon,  dafs,  wie  Okatow  hervorhob,  ein  durch 
langsame  Abkühlung  ganz  weich  gewordener  Stahl  ebenso  vollkommen  nach 
allen  Richtungen  gleich  elastisch  ist  als  Glas,  und  dann  würden  die  Ver- 
suche Comus  eher  für  die  eben  ausgesprochene  Ansicht,  dafs  p nicht  für 
alle  Körper  denselben  Wert  hat,  ein  Beleg  sein. 


')  Okatotc , Poggend.  Ann.  Bd.  CXIX. 

’)  Schneebeli,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXL. 

*)  Cornu,  Coinptea  Reudus.  Bd.  LXIX.  pag.  383. 
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Kubische  Zusammendrückbarkeit  der  festen  Körper.  Die  in  Jen 

beiden  letzten  Paragraphen  besprochenen  Konstanten,  der  Elasticitätskoeffi- 
cient  und  die  Querkontraktion  bedingen  alle  Erscheinungen,  welche  durch 
die  Elasticität  der  festen  Körper  hervorgerufen  werden;  sind  diese  beiden 
Gröfsen  bekannt,  so  kann  man  alle  Veränderungen,  welche  durch  äufsere 
Kräfte  an  dem  Körper  hervorgebracht  werden,  berechnen.  Umgekehrt  kann 
man  aber  auch  aus  derartigen  Beobachtungen  die  eine  oder  die  andere 
Konstante  ableiten.  Da  wir  nun  aus  den  longitudinalen  Änderungen,  sei  es 
durch  direkte  Beobachtung,  sei  es  durch  die  im  dritten  Abschnitt  ausführ- 
licher zu  besprechenden  longitudinalen  Schwingungen,  den  Elasticitäts- 
koefficienten  mit  grofser  Sicherheit^  ableiten  können,  so  können  wir  die 
meisten  elastischen  Veränderungen  gleichzeitig  benutzen,  um  den  Wert 
von  (i  zu  bestimmen. 

Wir  betrachten  zunächst  die  kubische  Zusammendrückbarkeit  der  Körper, 
das  heifst  die  Volumverminderung  eines  festen  Körpers,  wenn  er  von  allen 
Seiten  ganz  gleichmäfsig  durch  Kräfte,  welche  an  jedem  Punkte  der  Ober- 
fläche normal  zu  derselben  wirken,  zusammengedrückt  wird.  Bei  derartig 
wirkenden  Kräften  verändern  sich  die  Dimensionen  des  Körpors  alle  in  dem- 
selben Verhältnisse,  seine  Gestalt  bleibt  sich  immer  ähnlich,  und  es  tritt  nur 
eine  Verminderung  seines  Volumens  ein.  In  welcher  Weise  diese  Volum- 
verminderung von  den  beiden  Konstanten,  dem  Elasticitätskoefficienten  und 
dem  Querkontraktionskoeffieienten  abhängt,  ergibt  sich  auf  folgende  Weise. 

Für  ein  rechteckiges  Parallelepiped  hatten  wir  nach  Cauchy  ganz  all- 
gemein 

p = ki  -f-  Kv (l), 


wenn  p den  auf  die  Flächeneinheit  ausgeübten  normalen  Druck,  <5  die  diesem 
Druck  entsprechende  lineare  der  Druckrichtung  parallele  Änderung,  v die 
dabei  stattfindende  Änderung  des  Volumens,  und  k und  K zwei  Konstante 
bezeichnen. 

Für  den  Fall  nun,  dafs  die  Kraft  p nur  an  den  Endflächen  des  Stabes 
wirkt,  wird,  wie  wir  sahen, 

t>  = i (1  — 2 g) 

und  p gleich 


K 

**  “ 2 K + k ' 


wenn  wir  jetzt  mit  p den  Zahlenwert  der  Querkontraktion  bezeichnen. 

Hieraus  folgt  dann  für  r,  die  Voluraänderung,  die  bei  dem  Zuge 
eintritt, 

• Setzen  wir  diesen  Wert  für  v in  die  Gleichung  (l)  ein,  so  wird 

p — fc  • d (l  + -TJT+  k) 


P 


3A'+1' 


i 


(2). 
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Wir  haben  vorhin  als  Elasticitätskoefficienton  jene  Kraft  definiert,  welche 
an  den  Enden  eines  Parallelepipeds  wirkend  die  Länge  desselben  in  der  Zug- 
richtang  verdoppeln  würde,  welche  somit  6=1  macht.  Die  Gleichung (2)  liefert 
uns  deshalb  den  Elasticitätskoefficienten  in  den  beiden  Konstanten  K und  k 

j5=Aj+i..  ...(3), 

2*  +l 

Der  reciproke  Wert  des  Elasticitätskoefficienten  gibt  uns  die  lineare 
Ausdehnung  des  Parallelepipeds  oder  seine  Verkürzung,  wenn  die  an  den 
Endflächen  wirkende  Kraft  der  Einheit  gleich  ist,  oder  den  linearen  Aus- 
dehnnngskoeffieienten,  mit  dem  wir  in  jedem  Falle  die  wirksame  Kraft 
multiplicieren  müssen,  um  die  Verlängerung  oder  Verkürzung  des  aus- 
gedehnten Parallelepipeds  oder  Cylinders  zu  erhalten.  Bezeichnen  wir  diesen 
Quotienten  mit  C',  so  ist  derselbe 

2X+1 

° 3 K + k 

Wird  nun  das  Parallelepiped  von  allen  Seiten  ganz  gleichmäfsig  zu- 
sammengedrückt oder  ausgedehnt,  so  ist  6 nach  allen  drei  Richtungen 
dasselbe,  und  damit  wird  die  Volumsvoründerung  e = 36  oder  die  dami 
nach  einer  Richtung  stattfindende  Linearänderung  gleich  ^ v.  Damit  erhalten 
wir  aus  der  Gleichung  (1),  indem  wir  6 durch  v ausdrilcken, 

V = i + Kv  = — j-1—  ■ v , 


1 T if+7 

Der  Koefficient  der  kubischen  Kompressibilität,  der  Koefficient,  mit 
dem  wir  den  auf  der  Flächeneinheit  normal  zu  derselben  wirkenden  Druck 
multiplicieren  müssen,  um  für  das  Parallelepiped  die  Änderung  der  Volum- 
einheit zu  erhalten,  ist  somit 

= Yk  + k (4)’ 

wie  man  sieht,  hängt  derselbe  wesentlich  ab  von  dem  Verhältnis  der  beiden 
Konstanten  K und  k. 

Kennt  man  filr  eine  Substanz  den  Wert  von  K oder  C,  und  beobachtet 
dann  den  kubischen  Kompressionskoefficienten  C, , so  kann  man  aus  beiden 
den  Wert  des  Verhältnisses  K und  k ableiten.  Dividieren  wir  nämlich  beide 
durch  einander,  so  wird 

<?, S _ 

° •?+*’ 

K _ 3 C — C, 
k~  2 C, 

Wir  können  aber  auch  direkt  C\  sowie  K und  k durch  C oder  E und  p 
ansdrücken. 

Die  Gleichung  (3)  liefert 

15  (2  £ + 1 ) — 3*+* (3a), 

WCLL.XKR,  Physik  I.  4.  Aufl.  14 
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oder  da  1 — 2u  — - ....  13b') 

1 2K  + k ' > ' 

in  Verbindung  mit  Gleichung  (4) 

E 3 

1-8  p = C, 

r»  = 3 “3C!(1  -2^ 

Die  Gleichungen  ( 3 a)  und  (3  b)  liefern  ferner 

JL-  T.  (*_ , ^ 

(i-irt(i  + i0  ’ 1+m' 

Ebenso  wie  man  hiernach  aus  den  bekannten  Werten  von  E und  p 
den  Wert  von  Ct  erhalten  kann,  läfst  sich  auch  der  Wert  von  fi  aus  den 
Beobachtimgen  von  C\  und  E ableiten. 

Über  die  Kompression  fester  Körper  bat  Regnault  bei  Gelegenheit 
seiner  Untersuchung  über  die  Kompression  der  Flüssigkeiten  einige  Ver- 
suche angestellt1).  Er  benutzt«  zu  diesen  Versuchen  Gefiifse,  deren  Form 
und  Substanz  genau  bestimmt  waren,  entwoder  Kugeln  von  Kupfer  oder 
Messing,  deren  innerer  und  ilufserer  Durchmesser  mit  gröfster  Genauigkeit 

gemessen  war,  und  mit  deren  Innern  eine 
lange  Glasröhre  in  Verbindung  stand;  oder 
er  nahm  oin  Glasgcfäfs  A (Fig.  58),  dessen 
innere  Kapacitiit  und  dessen  äufseres  Volumen 
mit  gröfster  Sorgfalt  bestimmt  war.  Die 
Gefiifse  füllte  er  bis  zu  einer  Marke  C mit 
Wasser,  welche  sich  auf  der  Glasröhre  CD 
dem  Halse  des  GefUfses  befindet.  Darauf 
senkte  er  das  Gefüls  in  einen  ringsum  fest 
geschlossenen  mit  Wasser  gefüllten  Behälter 
Ulf  und  übte  auf  das  Wasser  dos  Behälters 
einen  Druck  P aus,  indem  er  aus  einem  Be- 
hälter durch  die  Röhrenleitung  FO  bei  ge- 
schlossenem Hahn  E auf  die  Oberfläche  des 
Wassers  in  B komprimierte  Luft  wirken  liefs. 
Auf  diese  Weise  drückte  er  das  Gofäfs  A von 
allen  Seiten  ganz  gleichmäfsig  zusammen,  das 
Volumen  desselben  verminderte  sich  um  eine 
dem  Druck  proportionale  Gröfse,  und  man 
sah  das  Wasser  in  der  Röhre  übor  C herauf- 
steigen; die  Steighöhe  mifst  man  an  einer 
auf  dem  Rohre  angebrachten  Teilung.  Man 
kann  nun  die  durch  den  äufsem  Druck  hervor- 
gebrachte Volumverminderung  aus  der  Steig- 
höhe des  Wassers  ableiten,  wenn  man  die  Kapacität  der  Röhre  im  Ver- 
hältnis zum  Volumen  des  ganzen  Gefllfses  kennt.  Dieses  Verhältnis  wurde 
durch  Wägung  genau  bestimmt.. 

’)  Regnault,  Relation  des  experiencea  etc.  Memoire«  de  l'Academie  des 
«ciencea  de  l'lnstitut  de  France.  T.  XXI. 
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§ 60. 


Aus  den  Beobachtungen  der  Volumverminderung  von  Hohlräumen  läfst 
sich  nicht  unmittelbar  auf  den  kubischen  Kompressionskoefficienten  des 
Materials  schliefsen,  aus  welchem  die^Vandung  des  Hohlraumes  gefertigt  ist, 
da  die  Volum  Verminderung  des  Hohlraumes  eine  andere  sein  mufs  als  jene 
eines  massiven  Körpers,  welche  den  Hohlraum  ausfüllen  würde.  Dafs  das 
der  Fall  sein  mufs,  ergibt  sich  aus  der  einfachen  Überlegung,  dafs,  wonn 
der  Hohlraum  mit  demselben  Material  angefüllt  ist,  durch  die  Kompression 
im  Innern  desselben  eine  Spannung  entstehen  mufs,  welche  den  kompri- 
mierenden Kräften  entgegenwirkt,  welche  Spannung  fortfällt,  wenn  der  innero 
Raum  leer  ist  oder  eine  Flüssigkeit  enthält,  welche,  wie  bei  den  Versuchen 
von  Regnault,  aus  dem  Hohlraum  infolge  der  Verminderung  des  Volumens 
austritt.  Die  Theorie  der  Elasticität  gestattet  aber  auch  in  diesem  Falle, 
die  durch  die  Kompression  eintretende  Volumverminderung  zu  berechnen. 

Durch  den  auf  die  äufsere  Kugelfläche  wirkenden  Druck  werden  die 
Radien  der  Kugel  verkleinert;  bezeichnen  wir  den  Radius  der  innern  Kugel- 
fläche vor  der  Kompression  mit  R„,  so  wird  derselbe  nach  der  Kompression 
Rü  (l  — <p0),  wenn  wir  mit  $>„  einen  sehr  kleinen  gleich  zu  bestimmenden 
Bruch  bezeichnen.  Der  Hohlraum  der  Kugel,  welcher  vor  der  Kompression 
$ i?0s jt  war,  wird  deshalb  nach  der  Kompression  $ R3  (1  — qp0)  3n  oder, 
da  <plt  nur  sehr  klein  ist,  $ 7i0s  (l  — 3 <p0)  n.  Die  stattgefundene  Volum- 
verminderung ist  deshalb 

4 V = 4 Ra*  — i Ro3*  (1  — 3<Po)  ==  I RoSn  ' 39o 

oder  in  Bruchteilen  des  ursprünglichen  Volumens  V 

y = o q>0. 

Die  Theorie  der  Elasticität  ergibt  nun1),  dafs  bei  einer  Hohlkugel, 
welche  auf  ihrer  äufsern  Fläche  gleichmäfsig  zusammengeprefst  wird,  die 
Verkürzung  cp  der  Radien  einer  in  der  Kugelschale  liegenden  Kugelfläche 
vom  Radius  r gegeben  ist  durch  die  Gleichung 

. b 

<P  ~ c + - > i 

worin  c und  b zwei  Konstante  sind,  welche  abhängig  sind  von  dem  Drucke, 
den  die  Kugel  erfährt,  und  den  Radien  der  äufsern  und  innern  Fläche  der 
Hohlkugel.  Sind  diese  beiden  Radien  Itl  und  R0,  und  ist  der  Druck,  der 
auf  die  Flächeneinheit  der  äufsern  Fläche  wirksam  ist,  gleich  P,,  der  auf 
die  Flächeneinheit  der  innern  Fläche  wirkende  gleich  P0,  so  erhält  man  für 
diese  beiden  Konstanten  den  Wert 


1 

3 K-\-k 


P.-R,1'- 

Bi*- 


• Pp  fi) 
■R„a 


b = 


2/t 


(P,-P„) 


oder,  wenn,  wie  bei  den  Versuchen  von  Regnault  P0,  der  Druck  auf  die 
innere  Fläche  der  Hohlkugel  gleich  0 ist, 


1 *,* 

8Jf  + k B,*— Ra 


•P,;  6 = 


1 

Yk 


B,»— B„* 


pi- 


’)  Man  sehe  Lame,  theorie  mathematique  de  l’elasticitd  des  corps  solides 
p.  211  ff.  Clebsch,  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper  § 18.  p.  60  ff 

1t* 
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Daraus  folgt  dann  für  <p 

7>  I 1 . P\  ’ i * V ' ^i*  1 

v — 1 läÄ+t  “r  2t  r‘  (R, 3 — R0*)  ] 

Es  folgt  somit,  dafs  in  diesem  Palle  die  Radien  der  verschiedenen  in 
der  Hohlkugel  liegenden  Kugelflächen  nicht  in  demselben  Verhältnisse  ver- 
kürzt werden,  dafs  die  Verkürzung  vielmehr  eine  relativ  kleinere  ist,  je 
näher  die  Kugelflächo  der  üul'sem  Grenzfläche  der  Hohlktigel  liegt.  Die 
relativ  grüfste  Verkürzung  erhält  der  Radius  der  die  Hohlkugel  nach  innen 
begrenzenden  Kugelfläche,  für  welche  r den  kleinsten  Wert,  nämlich  R0, 
hat.  Setzen  wir  diesen  Wert  von  r in  die  Gleichung  für  <p  ein,  so  erhalten 
wir  <p0 , dessen  dreifacher  Wert  die  Volum  Verminderung  des  Hohlraumes 
ist,  oder 

..  Jv  _ o ( 1 i 1 1 R,*  p 

J9,n=»  v — •>  jsA+iT  jjU,.— 


Drücken  wir  hierin  K und  k durch  E und  p aus,  so  wird 


J V 
V 


= * 


1 

E 


B * 

1 • P 

R,9— R* 


Die  Kompression  einer  massiven  Kugel  erhalten  wir  aus  den  obigen 
Ausdrücken,  indem  wir  den  Radius  der  innem  Hohlkugel,  also  R0  gleich  0 
setzen.  Damit  wird  b gleich  0,  und  wir  bekommen 


f = T 


3A'-f  k 


Py 


und  die  Volumverminderung  einer  in  der  massiven  Kugel  gedachten  Kugel 
von  gleichem  Volum  wie  die  Hohlkugel 


V 


3 A'  + k 


I — 2(i 

E 


Py  = °y  ‘ Py 


Es  ergibt  sich  also  auch  auf  diesem  Wege,  dafs  die  Kompression  einer 
massiven  Kugel  gerade  wie  die  eines  massiven  Parallelepipeds  gleich  ist. 
dem  Produkto  aus  dem  Kompressionskoeflicienten  und  dem  auf  die  Flächen- 
einheit der  Kugel  wirkenden  normalen  Drucke,  dafs  dagegen  die  Volum- 
verminderung der  Hohlkugel  eine  stärkere  ist;  das  Verhältnis  beider  ist 

s »-P  Pt* 

JV,  5 l_2(i  R,9-A09' 

Dor  Ausdruck  für  J Y läfst  aber  erkennen,  dafs  wir  aus  der  beobach- 
teten Volumverminderung  des  Hohlraumes,  wenn  E bekannt  ist,  p und  C, 
berechnen  können.  Bezeichnen  wir  den  direkt  aus  der  Beobachtung  der 
Volumverminderung  der  Kugel  sich  ergebenden  Kompressionskoeflicienten 
mit  Ct , 

S-P  =6«> 

so  wird 

(,=  1 -ICfE. 

Folgende  Tabelle  enthält  die  von  Regnault  an  einer  Hohlkugel  von 
Kupfer  ausgeführten  Versuche.  Bei  dieser  Kugel  waren 


R,  = 29ra",il;  R0  = 29mm,106;  V = 109“, 11. 
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J V 
V 

Ct 

0,000112556 

2,8017 

0,000003  1 23 

0,000177  533 

4,3687 

0,000003156 

0,000233944 

5,6753 

0,000003140 

i 0,000265  950 

6,4502 

0,000003  224 

0,000329  544 

7,8202 

0,000003273 

Die  Drucke  P,  sind  in  Atmosphären  angegeben;  die  Einheit  des  Druckes 
ist  dabei,  wie  wir  später  nachweisen  werden,  0,010  333  Kilogramm  auf  das 
Quadratmillimeter;  um  den  Wert  Cä  für  ein  Kilogramm  zu  erhalten,  müssen 
wir  daher  die  oben  angeführten  Werte  mit  0,010  333  dividieren. 

Die  beiden  letzten  Beobachtungsreihen  weichen  von  den  drei  ersten 
so  bedeutend  ab,  dafs  wir  annehmen  müssen,  es  habe  dort  beroits  oine 
bleibende  Deformation  der  Kugel  stattgefunden.  Nehmen  wir  das  Mittel 
aus  den  drei  ersten  Zahlen,  so  wird 

C',  = 0,000003  139  oder  iür  1 Kilogramm  = 0,000  303  9. 

Für  weiches  Kupfer  erhielt  Wertheim  (§  48) 

E=  10519 

aus  der  direkten  Beobachtung  der  Verlängerung.  Damit  wird 
p = 1 — 0,7103  = 0,2897 
C,  = 1,2618  ■ C = 0,000  1 19  9. 

Der  kubische  Kompressionskoefficient  ist  hiernach  etwa  j des  linearen, 
und  der  Wert  von  p würde  etwa  dem  des  harten  Stahles  gleich  sein. 

Die  Versuche  mit  der  Messingkugel  finden  sich  in  der  folgenden  Tabelle 
zusammengestellt;  für  diese  Kugel  war 

/?,  = 29mm,45  ; R0  = 28mm,73  ; V = 102“, 71. 


a V 
V 

Pi 

c t 

0,000074569  ! 

1,5834 

0,000003370 

0,000112  723 

2,4282 

0,000003325 

0,000150909 

3,2233 

0,000003350 

0,000190904 

4,0254 

0,000003392 

0,000222  921 

4,7319 

0,000003371 

0,000262613 

5,5724 

0,000003372 

0,000299431 

6,3860 

0,000003  355 

0,000335  997 

7,1860 

0,000003  345 

0,000396031 

8,4119 

0,000003  369 

0,000433301 

9,1515 

0,000003  387 

Die  Konstanz  der  Werte  von  C2  beweist.,  dafs  hier  auch  bei  den 
stärksten  Drucken  die  Elasticitätsgrenze  noch  nicht  überschritten  ist;  als 
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Mittel  ergibt  sieh  aus  den  zehn  Beobachtungen 

C'j  = 0,000003  363  oder  für  ein  Kilogramm  0,000  325  6. 

Der  Wert  von  E für  Messing  ist  nach  Wertheims  Bestimmungen1) 

E = 9271  und  daraus  C = 0,000  107  8. 

Somit  wird 

H = 1 — 0,6708  «=  0,3292 
C,  «=  1,025  • C «=  0,000 1106. 

Der  Wert  von  p entspricht  somit  hier  ziemlich  genau  dem  vonWertheim 
angenommenen,  der  kubische  Komprossionskoefficient  ist  demzufolge  fast 
genau  gleich  dem  linearen. 

Aufser  diesen  Versuchen  hat  Regnault  auch  die  Kompression  einer 
Glasröhre  bestimmt,  welche  die  Form  eines  Cylinders  mit  halbkugelförmigen 
Endflächen  besafs.  Um  die  Kompression  eines  solchen  Gefäfses  zu  berechnen, 
hat  man  dasselbe  in  zwei  Teile  zerlegt  zu  denken,  in  den  Cylindor  mit  ge- 
raden Endflächen  und  in  die  aus  den  beiden  Halbkugeln  zusammengesetzte 
Kugel.  Wird  jeder  dieser  Teile  unter  denselben  Umständen  für  sich  zu- 
samroengedrückt,  so  ist  die  Summe  der  Kompressionen  gleich  der  Kompression 
des  zu  diesen  Versuchen  benutzten  Gefäfses.  Es  folgt  das  aus  der  Über- 
legung, dafs  der  Druck  auf  die  zur  Längsaxe  senkrechten  Endflächen  des- 
selben durch  Vermittlung  der  Halbkugeln  gerade  so  wirkt,  wie  wenn  er 
direkt  auf  die  Endflächen  wirken  würde,  da  diese  Endflächen  gröfste  Kreise 
der  aus  den  Halbkugeln  gebildeten  Kugel  sind. 

Bezeichnen  wir  die  Radien  der  Halbkugeln  wie  vorhin  mit  Jl„  und  Ilt , 
den  auf  der  Flächeneinheit  der  äufsem  Fläche  wirkenden  Druck  mit  P, , so 
erhalten  wir  zunächst  für  die  Volumverminderung  der  Kugel  wie  vorhin 

J V “ 3 { 8jf+*  + 2*  ) P,s-P„>  ’ P'  V' 
oder,  wenn  wir  K und  k durch  p und  E ausdrüekon, 


A y — a 1 ÜL  . p v 

* E R.'—R,,1  1 ’ 


wenn  V das  Volumen  der  Kugel  bezeichnet. 

Die  Volum  Verminderung  des  Cylinders  erhalton  wir  auf  folgende  Weise. 
Ist  II  die  Höhe  des  Cylinders,  R0  der  Radius  desselben,  so  ist  das  Volumen 
desselben  vor  der  Kompression 

Fj  = P0S  ■ //. 

Geht  nun  durch  die  Kompression  die  Höhe  desselben  über  in  //( 1 — d), 
der  Radius  in  P0(l  — 9>0),  so  wird 

Vt  - A Vt  — /f0*7t//(l-  d)  (1  — q,»)*  = RjnH^  - d - 2Vo) 
und  daraus 

4^  - + 29V 

r i 


')  Wertheim,  Annalen  de  chim.  et  de  phy».  III.  Serie.  T.  XII.  p.  598. 
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Für  die  Verkürzung  <5  der  Liingsaxe  liefert  die  Theorie  der  Elasticität 
den  Wert1) 

1 BSP, -PS Pc 


d = 


3A'  + k 


wo  II, , B0  die  Radien  der  innem  und  äufsem  Cylinderfiäche,  welche  bei 
den  Versuchen  von  Regnault  denen  der  Halbkugel  gleich  sind,  und  I\ , P0 
die  auf  die  Flächeneinheiten  der  äufsern  und  innern  Fläche  wirkenden 
Drucko  sind.  Da  auch  bei  diesen  Versuchen  P0  = 0 ist,  so  wird 

, L_  P,'P, 

0 3K+k  ' PS— PS  ‘ 

Fiir  die  Verkürzung  <p  eines  Radius  der  Cylinderschale  erhält  inan  ganz 
analog  wie  bei  der  Kugel 

. b 

v = c + 7»  i 

also  für  die  Verkürzung  des  Radius  der  innern  Cylinderfiäche,  für  welche 
r = B0  ist, 

, b 

Wo  = c r p » " 

Die  beiden  Konstanten  c und  b erhalten  hier  folgende  Werte 

. _ _L  A‘p*  - A*A  . ,,  _ i bsbsip,  - pS 

L 3K  + k ' BS-Bf  ’ ° ~ k ' Bt'-BS  ’ 

oder,  wenn  wie  bei  den  Versuchen  von  Regnault  P0  = 0, 

c=  _J V 

c 3A'+fc  iJ.’-A.1 

Daraus  folgt 

90  = \ 3K  + k 

und  schliefslich 

V,  d 

Ersetzen  wir  auch  hier  K und  k durch  p und  E,  so  wird 
z»F,  _ 5-4j ^ JR,» 

V,  E ' BS-RS 

Für  die  Voluniverniinderung  des  ganzen  Hohlraumes  erhalten  wir 
darnach 


. p . h — i.  . 

PS  PS 

Gr 

j 

. + 11  A 

— • P 

^ * j S/-B0 

i -M  > 

3 +11 
\ 3 K+k  ^ k ) 

PS 

PS- PS 

Pv 


Pt. 


oder 


B,* 


PS -PS 


P,F  + 


6 — 4(1 


E 


Bt* 

PS -ns 


PiV, 


JV+JV,  |fll  — (1  -R,a  „ . 5—4(1 
(V+V,).P,  E B,’-B,‘  1 T-  E 


A* v 1 — - — 

B>’-«S  ’JF+F, 

Wäre  das  der  Kompression  ausgesetzte  Gefüfs  massiv,  also  Bn  = 0, 
so  würde,  da  die  Konstante  6 für  Kugel  und  Cylinder  dann  gleich  Null  wird, 


*)  Man  sehe  Lamt  a.  a.  0.  p.  188  ff. 
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die  Kompression  des  dem  Hohlraum  gleichen  Volumens  auch  jetzt  wieder 


jy  + JV,  _ 1 

»'  + V,  " ö E ' 1 


C P 

v 


Man  sieht  somit,  dafs  auch  jetzt  gemäls  unserer  vorigen  Bemerkung 
die  Kompression  eine  stärkere  ist. 

Um  aus  dieser  Beobachtung  u zu  berechnen,  haben  wir  nur  obige 
Gleichung  nach  p aufzulösen.  Setzen  wir,  um  abzukllrzen, 


JV+JV,  B,‘ 

(F+K,).P,  “a;  *,*-*„• 


B 1 

3/  . _J — v 

B,'  — i?0‘ 


so  erhält  man  leicht 

$AT  ■ V+  6 MV,  -a(K  + V,)  ■ E 
i KV  + 4 .1/  V, 


Bei  den  Versuchen  von  ltegnault  waren 


/?,  = 12n”",128  ; H„  = 10mm.728  ; H = 2080,,n,7  ; 

V,  = 75«, 499  ; V = 5«, 167  ; V -f  V,  = 80“, 666. 

Als  Mittel  aus  10  Versuchsreihen,  in  denen  I\  von  2,5  bis  10,5 
Atmosphären  zunahm,  ergab  sich  für  1\  — 1 Atmosphäre 


„ = 0,000028  289, 
somit  ftir  1\  — 1 Kilogramm 

„ = 0,002  739. 


Ferner  gibt  Wertheini  als  Kosultat  der  Ausdehnungsversuehe  für  Glas1) 


E = 60 10  ; C = lj7  = 0,000  165  5. 

Damit  wird 

p = 0,319  ; • C,  = lfi~  — = 0,000  179. 


Dio  Versuche  von  Regnault  bestätigen  die  am  Schlüsse  des  vorigen 
Paragraphen  ausgesprochene  Ansicht,  dafs  der  Wert  von  ft  tür  die  ver- 
schiedenen Stoffe  verschieden  ist. 


§ 51. 

Torsionselasticität.  Bisher  haben  wir  vorausgesetzt,  dafs  die  auf 
einen  festen  Körper  wirkenden  Kräfte  stets  normal  gegen  die  Oberfläche 
gerichtet  waren,  so  dafs  nur  Verlängerungen  oder  Verkürzungen  der 
Dimensionen  des  Körpers  eintraten.  Wir  können  aber  die  Kräfte  auch  in 
anderen  Richtungen  wirken  lassen,  so  dafs  neben  den  Veränderungen  der 
Dimensionen  des  Körpers  auch  Verschiebungen  der  Moleküle  gogen  einander 
verkommen.  Bei  der  Untersuchung  der  dann  eintretenden  Änderungen  be- 
schränken wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  einfachsten  Fälle,  wir  beginnen 
mit  der  experimentellen  Untersuchung  der  elastischen  Kräfte,  welche  auf- 
treten,  wenn  wir  die  einzelnen  Schichten  eines  Stabes  dadurch  gegen  einander 
verschieben,  dafs  wir  alle,  die  einen  mehr,  die  andern  woniger  um  eine  im 
Innern  des  Stabes  liegende  Axe  drehen. 


*)  Wertheim , Annales  de  chim.  et  de  phys.  III.  Serie.  T.  XIX.  p.  137. 
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Wir  erreichen  das  auf  die  einfachste  Weise,  wenn  wir  einen  Stab  oder 
einen  Draht  an  seinem  einen  Ende  befestigen,  an  seinem  andern  Ende  einen 
zur  Längsrichtung  des  Stabes  senkrechten  Hebelarm  anbringen  und  an  dem 
Hebel  eine  Kraft  wirken  lassen , welche  den  Stab  um  seine  Längsaxe  dreht. 
Es  entwickelt  sich  dann  in  dem  Stabe,  durch  die  Verschiebung  der  dem 
untern  Ende  näher  liegenden  Schichten  gegen  die  entfernteren  eine  der 
Drehung  entgegenwirkende  Kraft,  welche  wächst  mit  dem  Winkel,  um 
welchen  *man  das  untere  Endo  des  Stabes  gedreht  hat. 


Fi*.  i'J. 


Nennen  wir  das  Drehungsmoment  des  Gewichtes  P , welches  wir  an 
gebracht  haben,  p,  so  dreht  sich  der  Stab  so  lange,  bis  zu  einem  solchen 
Winkel  co,  dafs  das  Drehungsmoment,  welches  die  Gegenwirkung  des  Stabes 
atistibt,  um  ihn  zurUckzudrehen , gleich  ist  dom  Drehungsmoment  p.  Es 
treten  demnach  bei  der  Torsion  eines  Stabes  oder  Drahtes  immer  zwei 
Drehungsmomente  auf,  welche,  unter  sich  gleich,  sich  das  Gleichgewicht  halten. 
Das  rückwirkende  Drehungsmoment  des  Drahtet  bezeichnet  man  mit  dem 
Namen  der  Torsionskraft;  es  ist  unsere  Aufgabe,  zu  untersuchen,  welche 
Beziehung  zwischen  dieser  und  dem  Drehungswinkel  besteht. 

Die  ausgedehntesten  Versuche  zur  Beantwortung  dieser  Frage  hat 
Wertheim1)  angestellt;  er  bediente  sich  dazu  des  Apparates  Fig.  59. 


’)  Wertheim,  Annales  de  chiui.  et  de  phys.  III.  Ser.  t.  60.  p.  202  ff. 
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Derselbe  besteht  aus  einer  schweren  eisernen  Bank,  auf  welcher  sich  zwei 
Aufsätzo  befinden,  ähnlich  denen  einer  Drehbank.  Der  erstere,  B ist  be- 
weglich, er  dient  dazu,  das  eine  Ende  des  Stabes  U,  den  man  untersuchen 
will,  festzuhalten.  Zu  dem  Ende  trägt  er  ein  durchbohrtes  Stück,  durch 
welches  der  Stab  hindurchgesteckt  wird,  und  in  welchem  er  mittels  einer 
Druckschraube  N festgeklemmt  wird. 

Es  ist  notwendig,  dal's  dieses  Ende  U des  Stabes  während  der  Ver- 
suche ganz  fest  ist;  um  sich  davon  zu  überzeugen,  ist  an  ihm  ein  Zeiger  C 
angebracht,  dossen  Ende  immerfort  auf  eine  am  Apparat  angebrachte  Marke 
hinzeigen  mufs. 

Das  vordere  Endo  T des  Stabes  ist  in  gleicher  Weise  in  die  hohle  Aie 
.1/  eingesteckt  und  dort  festgoklemmt.  Diese  Aie  kann  sich  in  zwei  hori- 
zontalen Lagern  drehen;  sie  trägt  eine  Rolle  JE,  um  welche  zwei  Schnüre 
gelegt  sind.  Die  erste  ist  an  dem  Haken  bei  E befestigt  und  trägt  das 
Gewicht  P,  die  zweite  ist  an  der  andern  Seite  der  Rolle  befestigt,  steigt 
von  dort  zur  Rolle  Jt  auf,  ist  um  diese  herumgelegt  und  trägt  an  ihrem 
andern  Ende  ein  Gewicht  <S',  welches  gleich  P ist.  Es  ist  klar,  dafs  diese 
beiden  Gewichte  die  Rolle  E in  gleichem  Sinne  zu  drehen  und  somit  dem 
Stabe  eine  Torsion  zu  erteilen  streben. 

Um  die  erteilte  Drehung  zu  messen,  ist  die  eine  Seite  der  Rolle  E 
mit  einem  geteilten  Kreise  zu  versehen,  auf  den  ein  unbeweglicher  Zeiger 
1)  eingestellt  ist.  Man  bemerkt  die  Stellung  des  Kreises  vor  der  Drehung, 
imd  neuerdings,  wenn  die  Gewichte  wirken;  die  gemessene  Drehung  des 
Kreises  ist  gleich  dem  Torsionswinkel  a>.  Wir  haben  nun  zu  untersuchen, 
welche  Beziehung  zwischen  dem  Winkel  cd  und  der  Wirkung  der  beiden 
Gewichte  P besteht. 

Das  Drehungsmoment  der  beiden  Gewichte,  2 Pp,  wenn  wir  den  Radius 
der  Rolle  gleich  p setzen,  sei  gleich  F. 

I.  Untersucht  man  zunächst  die  Abhängigkeit  des  Torsionswinkels  von 
der  Gröfse  des  Drehungsmomentes  F,  so  zeigt  sich,  dafs,  wenn  wir  Firn 
Verhältnis  von  1,  2,  3,  4 • • • ändern,  die  Torsions winkel  in  demselben 
Verhältnis  co,  2aj,  3 eo,  4 cd  • • werden.  Da,  wie  wir  sahen,  die  gegen- 
wirkende Torsionskraft  gleich  dem  drehenden  Momente  F ist,  so  folgt  der 
wichtige  Satz,  dafs  die  Torsionskraft  dem  Torsionswinkel  proportional  ist. 

II.  Wenden  wir  Stäbe  derselben  Substanz,  aber  verschiedener  Länge 
an,  so  dafs  die  Längen  im  Verhältnis  1,  2,  3,  4 • • stehen,  so  findet  man 
bei  Anwendung  demselben  Kraft,  dafs  die  Torsionswinkel  co . 2 cd,  3 cd,  4« 
sind.  Die  Torsionswinkel  sind  demnach  bei  gleicher  tordierender  Krall  der 
Länge  der  tordierten  Stäbe  direkt  proportional. 

III.  Wendet  ‘man  cylindrische  Stäbe  an,  deren  Radien  sich  verhalten 
wie  1,  2,  3,  4,  so  werden  bei  Anwendung  derselben  Krall  die  Torsionswinkel 

bei  zunehmendem  Radius  kleiner,  und  zwar  findet  man  sie  co  ^ • 

lO  ol  iÖD 

Es  sind  also,  da  1,  16,  81,  256  gleich  sind  l4,  24,  34,  44,  bei  Anwendung 
derselben  drehenden  Kraft  die  Torsionswinkel  umgekehrt  proportional  den 
vierten  Potenzen  der  Radien  der  Stäbe. 

IV.  Wenn  man  bei  gleichen  Dimensionen  und  gleichen  Kräften  ver- 
schiedene Substanzen  anwendet,  so  findet  man  die  Torsionswinkel  verschie- 
den. Um  deshalb  aus  den  beobachteten  Dimensionen  des  Stabes  und  den 


Digitized  by  Google 


§ 61. 


Methode  von  Coulomb. 


219 


drehenden  Kräften  die  Torsionswinkel  /.»erhalten,  bedarf  es  eines  gewissen 
Ihr  die  verschiedenen  Substanzen  verschiedenen  Koeffieienten  ,j,  • 

Wir-  erhalten  demnach  Ihr  den  Torsionswinkel  den  Ausdruck 

1 Fl 


Die  Torsionskraft  des  Stabes  ist  gleich  der  Kraft,  welche  dem  Stabe 
die  Torsion  erteilt,  denn  der  Stab  dreht  sich  so  lange,  bis  die  gegenwirkende 
Kraft  desselben  gleich  ist  der  drehenden  Kraft.  Wir  erhalten  daher  die 
Torsionskraft,  welche  der  Stab  bei  einer  Drehimg  um  den  Winkel  ca  ent- 
wickelt, wenn  wir  die  soeben  erhaltene  Gleichung  nach  F auflösen.  Wir 
erhalten 


oder  die  Torsionskraft  ist  proportional  dem  Torsionswinkel,  der  vierten  Po- 
tenz des  Radius  des  tordierten  Stabes  und  umgekehrt  proportional  der  Länge 
desselben,  außerdem  ftlr  jede  Substanz  noch  proportional  einem  besondern 
Koeffieienten,  dem  sogenannten  Torsionskoeflicienten.  Die  physikalische  Be- 
deutung dieses  Koeffieienten  ist  leicht  zu  erhalten.  Setzen  wir  r = 1 und 
/ = 1,  so  wird  fhr  einen  Draht  von  der  Einheit  des  Radius,  lmm,  und 
der  Einheit  der  Länge,  fhr  welche  wir,  um  im  Zähler  und  Nenner  des  Aus- 
druckes fhr  F die  gleichen  Längeneinheiten  zu  haben,  auch  lmm  einsetzen, 

F = uT. 

Nun  wird  der  Torsionskraft  das  Gleichgewicht  gehalten  durch  ein  am 
Hebelarm  p angreifendes  Gewicht  P,  so  dafs  wir  setzen  können 

F = P- p = o)  • T, 

woraus 

P • — ==  T. 

(0  • 

Und  machen  wir  schließlich  p = &> , so  wird 

P = T. 

Der  Torsionskoefficient  T gibt  uns  also  das  Gewicht  an,  welches  am 
Ende  eines  mit  dem  Stabe  von  der  Länge  l1"“1  und  dem  Radius  lmm  ver- 
bundenen Hebelarmes  von  der  Länge  p wirken  muß,  um  der  Torsionskraft 
das  Gleichgewicht  zu  halten,  wenn  wir  den  Stab  um  einen  Winkel  ca  ge- 
dreht haben,  so  daß  der  von  dem  Ende  des  Hebelarms  durchlaufene  Bogen 
die  Länge  des  Radius  erreicht  hat;  oder  er  ist,  wenn  wir  p gleich  dem 
Radius  des  8tabes,  gleich  lmm  setzen,  gleich  jener  Kraft,  welche,  an  dem 
Umfange  des  Stabes  wirkend,  den  Stab  so  stark  tordiert,  daß  der  End- 
punkt des  Radius  einen  Bogen  von  lmm  zurllcklegt. 

Die  soeben  beschriebene  Methode  von  Wertheim  eignet  sich  besonders 
zur  Untersuchung  der  Torsion  an  Stäben  von  großen  Dimensionen.  Um 
die  wegen  ihrer  vielen  Anwendungen  weit  wichtigem  Gesetze  der  Torsion 
an  feinen  Fäden  oder  Drähten  zu  untersuchen,  wandte  Coulomb  eine  andere 
Methode  an1),  die  sogenannte  Methode  der  Oscillationen.  Wir  befestigen 

')  Coulomb,  Mcmoires  de  l’Acad.  de«  Science«.  Pari«  1784. 
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einen  Faden  mit  seinem  oborn  Emlo  an  einem  festen  Haken  A (Fig.  60) 
lind  billigen  an  sein  unteres  Ende  einen  schworen  Körper,  z.  B.  eine  metal- 
lische Kugel.  Hängt  die  Kugel  vertikal  herab,  so 
dreht  man  dieselbe  um  die  vertikale  Axo  um  einen 
beliebigen  Winkel  und  tlberläfst  sie  dann  sich 
selbst.  Infolge  der  durch  die  Drehung  entstan- 
denen Torsionskraft  wird  dann  der  Faden  sich 
wieder  aufdrehen  und  dabei  die  Kugel  um  die  ver- 
tikale Axe  mit  steigender  Geschwindigkeit  rotieren 
machen,  da  die  Torsionskraft  kontinuierlich  wirkt. 
Nach  einiger  Zeit  wird  sich  der  Faden  in  der 
Lage  befinden,  welche  er  cinnabm,  bevor  er  tor- 
diert  war.  Aber  in  diesem  Augenblicke  ist  auch 
die  Rotationsgeschwindigkeit  am  gröfsten  ge- 
worden, die  Bewegung  wird  wegen  der  erlangten 
Geschwindigkeit  fortdauem  und  der  Faden  eine 
entgegengesetzte  Torsion  erhalten.  Dadurch  wird 
nach  und  nach  die  Bowegung  verzögert,  und 
sie  wird  gleich  Null,  wonn  der  Winkel  der  ent- 
gegengesetzten Torsion  gleich  dem  ursprünglichen 
Torsionswinkel  geworden  ist.  Dann  wird  sich  die 
Bewegung  umkehren,  wieder  über  die  Gleichge- 
wichtslage hinausgehen  u.  s.  f. , so  dafs  sie  die- 
selben Änderungen  zeigt  wie  das  Pendel;  es  wird 
eine  hin-  und  herdrehende  Bewegung  eintreten 
mit  abnehmender  Amplitude,  weil  Reibung,  Wider- 
stand der  Luft  und  die  unvollkommene  Elastieitüt  des  Drahtes  eine  un- 
gehemmte Fortdauer  verhindern. 

Es  ist  nun  klar  erstens,  dafs,  wenn  die  Torsionskraft  des  Fadens 
wirklich  proportional  ist  dem  Torsionswinkel,  dafs  dann  die  Oscillationen 
dieselbe  Zeit  dauern,  welches  auch  ihre  Ausdehnung  sei,  ob  sie  mehrere  ganze 
Umdrehungen  umfassen  oder  nur  wenige  Bruchteile  eines  Grades.  Denn 
dann  wird  in  demselben  Verhältnisse,  als  die  Drehung  aus  der  Gleich- 
gewichtslage gröl'ser  wird,  auch  die  Drehungsgeschwindigkeit  gröfser, 
welche  die  Torsionskraft  dem  Faden  erteilt;  wenn  aber  die  Geschwindigkeit 
immer  der  Drohung  proportional  ist,  der  doppelten  Drehung  die  doppelte, 
der  dreifachen  die  dreifache  Geschwindigkeit  entspricht,  so  müssen  alle 
Drehungen,  alle  Oscillationen  in  gleichen  Zeiten  zurückgelegt  werden.’ 

Zweitens  aber  ist  umgekehrt  klar,  dafs,  wenn  dieser  Isochronismus  der 
Oscillationen  stattfindot,  dafs  dann  auch  die  Proportionalität  zwischen  Tor- 
sionskraft und  Torsionswinkel  besteht.  Es  genügt  daher,  um  das  erste  der 
aufgestellten  Gesetze  für  diesen  Fall  zu  beweisen,  zu  zeigen,  dafs  die  Oscilla- 
tionen isochron  sind. 

Um  diese  Beobachtung  mit  der  notwendigen  Genauigkeit  zu  machen, 
verfährt  man  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  bei  Pendelbeobachtungen.  Man 
hängt  den  Faden  an  einem  Widerhalt  A auf  (Fig.  60),  befestigt  unter  dor 
Kugel  B einen  möglichst  leichten  Zeiger  C und  stellt  zur  Messung  der 
Oscillationsweiten  einen  geteilten  Kreis  darunter,  so  dafs  dessen  Mittel- 
punkt von  dem  verlängerten  Faden  getroffen  wird.  Der  Beobachter  stellt 


co. 
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sich  in  einer  gewissen  Entfernung  mit  einem  Fernrohr  so  auf,  dafs  er  den 
Zeiger  visieren  und  eine  Sekundenuhr  beobachten  kann,  die  er  zu  arretieren 
und  loszulassen  imstande  ist.  Im  Augenblick,  in  welchem  nun  der  Zeiger 
das  Gesichtsfeld  des  Fernrohrs  passiert,  setzt  er  die  Uhr  in  Gang.  Nach 
Zählung  von  n Oscillationen  mit  der  Amplitude  A bestimmt  er  dann  die 
verflossene  Zeit.  Dieselbe  Beobachtung  wird  dann  mit  kleineren  oder  gröfseren 
Oscillationsweiten  gemacht;  der  Versuch  zeigt  dann  die  Gleichheit  der 
Oscillationsdauer,  welches  auch  die  Amplituden  sind.  Es  folgt  also,  dal's 
die  Torsionskraft  dem  Torsionswinkel  proportional  ist.  Bei  einigen  Metallen 
ist  jedoch  nach  Versuchen  von  Warburg1)  diese  Proportionalität  nicht  vor- 
handen; er  fand  nämlich,  dafs  die  Schwingungsdauer  eines  Kupferdrahtes 
bei  einer  Amplitude  vou  7°  schon  im  Verhältnis  von  1,0023  : 1 gröfser  als 
bei  ganz  kleinen  Amplituden. 

Bezeichnet  man  nun  mit  f die  Torsionskraft  für  die  Einheit  der  Drehung, 
oder  die  Kraft,  welche,  an  einem  Hebelarme  von  der  Länge  eines  Milli- 
meters angebracht,  der  Torsion  des  Fadens  das  Gleichgewicht  hält,  wenn 
die  Drehung  so  grofs  war,  dafs  das  Ende  des  Hebels  einen  Bogen  von  lmm 
Länge  zurücklegte  — man  könnte  sie  als  den  Torsionskoefficienten  dieses 
bestimmten  Drahtes  bezeichnen  — , so  hat  man  für  die  Kraft  F, , welche 
eine  Drehung  um  einen  Bogen  co  bewirkt, 

F=  f-  m. 

Man  sieht  nun  leicht  ein,  dafs  die  Torsionskraft  ihren  Sitz  nur  in  dem 
Faden  selbst  hat,  und  dafs  sie  nicht  von  der. Natur  tmd  dem  Gewicht  der 
Kugel  B abhängt.  Indes,  da  es  die  Torsionskraft  ist,  welche  die  Kugel  in 
Bewegung  setzt,  so  wird  die  derselben  erteilte  Geschwindigkeit  und  die 
Oscillationsdauer  von  der  Masse  der  Kugel  abhängig  sein.  Es  ist  nicht 
schwierig,  diese  Abhängigkeit  zu  erhalten. 

Der  Torsionskraft  hält  bei  der  Drehung  um  einen  Bogen  co  die  im  Ab- 
stande 1 von  dem  Faden  angebrachte  Kraft  f co  das  Gleichgewicht,  die  Be- 
wegung erfolgt  also  gerade  so,  als  wenn  der  Faden  keine  Drehungskraft 
hätte,  sondern  im  Abstande  1 von  der  Drehungsaie  eine  Kraft  f co  dem 
System  eine  Drehung  in  demselben  Sinne  erteilen  würde,  wie  es  die 
Torsionskraft  thut  Diese  Kraft  folgt  ganz  denselben  Gesetzen  wie  jene, 
welche  die  Bewegung  des  Pendels  veranlafste.  Denn  beim  Pendel  hatten 
wir,  wenn  das  Gewicht  des  schweren  Punktes  am  Ende  des  Pendels  p war, 
für  einen  Ausschlagswinkel  a als  bewegende  Kraft  den  Wert  pl  • sin  a ; 
oder  da  für  die  kleinen  Schwingungen,  für  welche  unser  Ausdruck  für  die 
Schwingungsdauer  galt,  sin  a = o gesetzt  werden  kann,  für  die  bewegende 
Kraft  plu;  also  auch  eine  bewegende  Kraft,  welche  dem  Ausschlagswinkel 
proportional  ist.  Wie  wir  nun  beim  Pendel  als  Ausdruck  für  die  Schwingungs- 
dauer hatten,  wenn  wir  mit  m die  Masse  des  bewegten  Gewichtes  be- 
zeichneten, 


so  ist  klar,  dafs,  wenn  im  Abstande  1 von  unserem  Faden  ein  schwerer 

')  Warburg,  Berichte  der  naturwissenschaftl.  Gesellschaft  zu  Freiburg  im 
Breisgau.  Bd.  VII.  1880.  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  neue  Folge  (Wiedem. 
Annal.)  Bd.  X. 
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Punkt  von  der  Masse  m wäre,  der  Ausdruck  für  die  Schwingungsdauer  sein 
würde 


Anstatt  des  Punktes  von  der  Masse  m im  Abstande  1 haben  wir  aber 
die  um  den  Faden  verteilte  Masse  Jlf  der  schweren  Kugel  und  des  Zeigers. 
Bezeichnen  wir  nun  aber  mit  Mk*  das  Trägheitsmoment  der  Masse  M in 
Bezug  auf  die  vertikale  Drehungsaxe,  so  ist  dieses  gleich  der  Masse  m, 
welche  im  Abstande  1 von  der  Drehungsaxe  die  rings  verteilt  liegenden 
Massenteilchen  ersetzt.  Wir  erhalten  demnach  für  die  Schwingungsdauer 
in  unserem  Falle 


Zur  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  der  schwingenden  Masse  kann 
man  hier  die  § 32  besprochene  Methode  anwenden,  bei  welcher  wir  eine 
der  jetzigen  ähnliche  Anordnung  des  Versuches  vorausgesetzt  haben.  Man 
hätte  nur  als  Zeiger  an  der  Kugel  der  Fig.  60  einen  leichten  Stab  zu  wählen, 
der  in  seiner  Mitte  unten  an  der  Kugel  befestigt  ist,  und  diesen  in  der 
§ 32  angegebenen  Weise  zu  belasten.  Am  besten  versieht  man  dazu  den 
Stab  in  genau  gemessenen  und  an  beiden  Seiten  gleichen  Abständen  rlt  r„ 
mit  Spitzen,  welche  nach  oben  hervorstehen,  und  hängt,  auf  diese  an  kleinen 
Ringen  die  Gewichte.  Die  Rechnungen  sind  dann  genau  so  zu  führen,  wie 
es  § 32  angegeben  ist. 

Ist  aber  die  Masse  des  Drahtes  gegenüber  derjenigen  der  Kugel  sehr 
klein,  und  benutzt  man  als  Zeiger  einfach  eine  auf  der  Kugel  gezogene  Marke, 
so  kann  für  das  Trägheitsmoment  der  schwingenden  Masse  einfach  das  der 
Kugel  eingesetzt  werden.  Ist  der  Radius  der  Kugel  gleich  a,  so  ist  das 
Trägheitsmoment  derselben  bezogen  auf  die  mit  einem  vertikalen  Durch- 
messer der  Kugel  zusammenfallende  Rotationsaxe  nach  § 19 

Affr*  — l • Jlf  a! ; 

somit  erhalten  wir  für  die  Dauer  einer  Oscillation  unserer  Kugel  infolge 
der  Torsionskraft  des  Fadens 

V- ff  • 


Will  man  nun  zwei  Fäden  verschiedener  Länge,  verschiedener  Dicke 
und  verschiedener  Substanz  mit  einander  vergleichen,  so  hängt  man  sie  nach 
einander  an  demselben  Punkte  A auf  und  befestigt  an  ihnen  dieselbe  Kugel. 
Ist  ihre  Oscillationsdauer  verschieden,  gleich  I und  so  kann  das  nur  daher 
rühren,  dafs  ihre  Torsionskräfte  verschieden  sind.  Wären  dieselben  f und 
f , so  hat  man 


t 


% 


V 


8 Ufa’ 

5 f ' 


t’  71  j/ 


2 M a’ 
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und  daraus 


f f* 
t'  ‘ 

Man  sieht,  dafs  die  Werte  für  die  Torsionskraft  umgekehrt  propor- 
tional sind  den  Quadraten  der  Schwingungsdauern.  Mifst  man  nun  diese 
Zeiten , so  findet  man  unsere  früheren  Gesetze,  nämlich  1)  /"ist  direkt  pro- 
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portional  der  vierten  Potenz  des  Radius  des  Drahtes,  2)  f ist  umgekehrt 
proportional  der  Länge  des  Drahtes,  3)  f ist  direkt  proportional  einem  für 
die  verschiedenen  Substanzen  verschiedenen  Koefficienten. 

Es  ist  somit 


r— 


Tr 1 
J ’ 


oder  das  zu  einer  Drehung  um  den  Winkel  ca  erforderliche  Drehungs- 
moment F 


wie  wir  es  schon  aus  den  Versuchen  von  Wertheim  ableiteten. 

Wir  haben  oben  bemerkt,  dafs  die  Torsionskraft  des  Fadens  unab- 
hängig sei  von  dem  Gewichte  der  Kugel;  Coulomb'  hat  dieses  bei  seinen 
Versuchen  für  Metalldrähte  direkt  nachgewiesen  und  Warburg1)  bestätigt. 
Für  zusammengesetzte  Seidenfäden  ist  das  nach  den  Beobachtungen  von 
Gauss1)  indes  nicht  mehr  der  Fall,  für  diese  nimmt  die  Torsionskraft  mit 
dem  spannenden  Gewichte  zu. 


§ 52. 

Beziehung  zwischen  dem  Torsions-  und  ElastioitatskoefQoienten. 

Die  bei  der  Torsion  eines  Stabes  oder  Drahtes  auftretende  elastische  Kraft 
ist  nur  eine  andere  Form  der  bei  der  Ausdehnung  oder  Kompression  auf- 
tretenden Kraft,  da  auch  sie  durch  eine  Verschiebung  der  Moleküle  gegen 
einander  geweckt  wird.  Ein  etwas  näheres  Eingehen  auf  die  molekularen 
Vorgänge  bei  der  Torsion  wird  uns  in  den  Stand  setzen,  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  verschiedenen  Äufserungen  der  Elasticität  zu  erkennen. 

Denken  wir  uns  einen  vertikalen  Cylinder,  den  wir  durch  eine  an 
seinem  untern  Ende  angebrachte  Kraft  tordieren,  so  wird  dadurch  jeder 
Querschnitt  des  Cylinders  um  seinen  Mittelpunkt  gedreht,  und  zwar  um  so 
mehr,  je  näher  derselbe  dem  untern  Ende  des  Cylinders  liegt.  Die  Ver- 
bindungslinie zweier  Punkte  in  unter  einander  liegenden  Querschnitten,  welche 
vor  der  Torsion  vertikal  war,  bildet  daher  jetzt  mit  seiner  frühem  Richtung 
den  Winkel  cp,  oder  eine  vor  der  Torsion  mit  der  Axe  parallele  Faser  des 
Cylinders  bildet  nach  der  Torsion  eine  Schraubenlinie,  welche  überall  um 
den  Winkel  <p  gegen  die  Vertikale  geneigt  ist.  Die  Gröfse  dieses  Winkels, 
der  die  Verschiebung  der  Moleküle  gegen  einander  mifst,  und  den  Clebsch 3) 
deshalb  den  Verschiebungswinkel  nennt,  kann  man  aus  der  Gröfse  des 
Torsionswinkels  ableiten.  Ist  nämlich  der  unterste  Querschnitt  um  den 
Winkel  m gedreht,  so  wird  beim  Abwickeln  von  dem  Cylinder  die  erwähnte 
Schraubenlinie  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  eine 
Kathete  dio  Länge  l des  Cylinders,  dessen  andere  Kathete  der  von  dem 
untern  Ende  der  Schraubenlinie  beschriebene  Bogen,  also,  wenn  wir  den  Ab- 
stand der  Faser  von  der  Axe  des  Cylinders  mit  r bezeichnen,  gleich  r • co 
ist.  Der  Winkel  tp  ist  der  in  diesem  Dreiecke  der  Seite  r • c o gegenüber- 
• 

')  Warburg , a.  a.  0. 

*)  Gauss,  Intensitas  vis  magneticae  terrestris.  Göttingen  1833.  Poggendorffs 
Annalen.  Bd.  XXVIII. 

*)  Clebsch , Theorie  der  Elasticität.  p.  8. 
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liegende  Winkel.  Zur  Bestimmung  von  cp  haben  wir  daher 

r ■ co 

lang  cp  = —j—  , 

oder,  da  cp  immer  nur  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist, 


9 


Der  Verschiebungswinkel  ist  demnach  der  Grdfse  der  Torsion  propor- 
tional; da  nun  die  Torsionselasticitüt  der  Grüfse  der  Torsion  proportional 
ist,  so  ist  sie  auch  diesem  Verschiebungswinkel  proportional.  Nennen  wir 
die  in  der  Flächeneinheit  des  untersten  Querschnittes  durch  einen  der  Ein- 
heit gleichen  Versehiebungswinkel  erzeugte  Torsionskraft  C,  so  kfinnon  wir 
die  in  dem  Flächenelement  des  untersten  Querschnittes  Je/,  dessen  Gröfsc 
gleich  dem  Querschnitte  der  betrachteten  Faser  ist,  durch  die  Torsion  er- 
zeugte Kraft  deshalb  setzen 

P — Ccpdq ; 


denn  die  einzelnen  Punkte  dieses  Flächenelements  sind  gegen  die  Punkte 
des  darüber  liegenden  Querschnittes  alle  um  denselben  Winkel  cp  verschoben. 

Die  Kraft  P wirkt  in  dem  untersten  Querschnitt  der  Richtung  der 
drehenden  Kraft  entgegen.  Den  Wert  der  Konstanten  C können  wir  nach 
Clebsch  in  folgender  Weise  ableiten1).  Denken  wir  uns  einen  Würfel,  aus 
derselben  Substanz  wie' den  betrachteten  Cylinder,  an  einer  Fläche  befestigt 
und  an  der  gegenüberliegenden  durch  eine  Kraft  gezogen,  deren  Gröfse 
für  die  Flächeneinheit  gleich  K sei.  Durch  den  Zug  geht  der  Würfel  in 
ein  Parallelepiped  über,  indem  die  der  Zugrichtung  parallele  Kante  o in 
u (l  -f-  <5)  oder,  wenn  wir  den  Elastieitätskoefficienten  des  Würfels  mit  F. 

bezeichnen,  in  a (l  -f-  y ) übergeht,  die  beiden  anderen  Kanten  aber  in 
o ( l — p übergehen,  wenn  wir  den  Koefficienten  der  Querkontraktion  * 


mit  p bezeichnen. 

Flg.  61. 


tang 


Die  der  Zugrichtung  parallelen  Seiten  des  Würfels 
A BC1)  (Fig.  Gl)  werden  dadurch  Parallelogramme 
A,  Bl  C,  Z>,,  deren  Diagonalen  C\  B,  und  A,  I), , 
welche  vor  dem  Zuge  zu  einander  senkrecht  waren, 
jetzt  einen  Winkel  ^ n — ip  mit  einander  bilden. 
Ziehen  wir  von  dem  Punkte  0,  in  dem  die  Diagonalen 
sich  schneiden,  eine  Senkrechte  OK  auf  die  zur  Zug- 
richtung senkrechte  Kante  Bt  I),  des  Parallelepipeds, 
so  erhalten  wir  ein  rechtwinkliges  Dreieck  OED, , 
dessen  eine  Kathete  0E<=  ■+■  d),  dessen  an- 

dere ED,  — % a (1  — pö),  und  in  welchem  der  der 

letztem  Kathete  gegenüberliegende  Winkel  ^ ( * — ip) 
ist;  zur  Bestimmung  von  ip  haben  wir  daher 
tang  * - tang  -f-  « (l  - P *) 


1 + tang 


hm« 


ET), 

OE 


■(*+#) 


‘)  Clebsch , a.  a.  0.  p.  8 ff. 
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oder,  da  tang  = 1 und  ij>  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist, 


♦ 

2 


1 - 


X 

JE 


1 + 


$ 


l'+ 


K 

E 


und  schließlich  mit  Vernachlilssigung  sehr  kleiner  Gröfsen 

♦ 


x 0 + »*)• 


Der  so  bestimmte  Winkel  y ist  aber  gleichzeitig  der  Verschiebungs- 
winkel der  einer  Diagonale  des  Würfels  parallelen  Diagonalfiäclien  gegen 
einander,  welche  infolge  des  Zuges  eingetreten  ist.  Denn  denken  wir  uns 
den  Würfel  vor ‘dem  Zuge  durch  eine  Schar  Ebenen  geteilt,  welche  der 
einen  der  beiden  besprochenen  Diagonalen  ÄD  und  der  ihr  entsprechenden 
auf  der  gegenüberliegenden  Seite  des  Würfels  parallel  ist,  so  verbindet  eine 
der  zweiten  Diagonale  CB  parallele  durch  den  Mittelpunkt  des  Würfels 
gelegte  Gerade  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Ebenen  mit  einander;  diese  Ge- 
rade ist  normal  zu  der  Ebenenschar.  Nach  dem  Zuge  ist  die  Lage  dieser 
Ebenen  parallel  ■AlI)1  geworden,  die  Mittelpunkte  derselben  liegen  auch 
jetzt  wieder  auf  einer  der  zweiten  Diagonale  ClBl  parallelen  Linie,  welche 
in  einer  die  Normale  der  Ebenenschar  aufnehmendon  Ebene  mit  den  Ebenen, 
wie  vorher  abgeleitet  wurde,  den  Winkel  90°  — H>,  mit  der  Normale  selbst 
also  den  Winkel  tfi  bildet.  Die  Mittelpunkte  und  damit  alle  entsprechend 
liegenden  Punkte  der  Ebenenschar  sind  also  so  gegen  einander  verschoben, 
dafs  der  Verschiebungswinkel  nach  der  gegebenen  Definition  gleich  ip  ist. 
Infolge  dieser  Verschiebung  mufs  in  dem  Parallelepiped  eine  jener  Ebenen- 
schar parallele  Kraft  geweckt  sein,  welche  den  Ebenen  parallel  wirkt,  und 
deren  Gröfse  für  die  Flächeneinheit 

-§■•(!  + p) 


ist,  eine  Kraft,  welche  die  Ebenen  in  ihre  frühere  Lage  zurückzuziehen  strebt. 

Dieser  Kraft  hält  die  der  Ebenensehar  parallele,  aber  entgegen- 
gesetzt gerichtete  Komponente  der  Zugkraft  K das  Gleichgewicht.  Da  die 
Kraft  A",  welche  der  Seite  des  Würfels  parallel  ist,  mit  der  Diagonale  einen 
Winkel  von  45°  bildet,  so  ist  die  der  Flächeneinheit  der  Würfelttäche  parallel 
der  Diagonale  wirkende  Kraft  K • cos  45°  = A'  • j/  Jf.  Diese  Kraft  wirkt 
auf  das  der  Flächeneinheit  der  Würfelfläche  entsprechende  Stück  der  Dia- 
gonalüäche;  da  nun  die  Diagonalfläche  zur  Würfelfläche  sich  verhält  wie 
V 2:1,  so  ergibt  sich  für  die  auf  die  Flächeneinheit  der  Diagonalfläche 
parallel  derselben  wirkende  Kraft 


Da  diese  Kraft  der  durch  die  Verschiebung  geweckten  Kraft  das 
Gleichgewicht  hält,  so  ist  schliefslich 


P = 


nnd  daraus 


K 


C‘ 


<?•-§-(  1 + fO 

E 

f*r 


WOLtm,  Phjtik.  I.  4.  Aufl. 
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Die  Konstante  C somit,  mit  der  wir  bei  einer  Verschiebung  der  Mole- 
külschichten gegen  einander,  wie  sie  bei  der  Torsion  eintritt,  den  Ver- 
schiebungswinkel multiplicieren  müssen,  um  die  durch  diese  Verschiebung 
geweckte  elastische  Kraft  zu  erhalten,  ist  durch  die  beiden  die  Elasticität 
einor  Bubstanz  bedingenden  Konstanten,  den  Elasticitätskoefficienten  und 
den  Koefticienten  der  Querkontraktion  vollständig  bestimmt,  sie  ist  gleich 
dem  Quotienten  aus  dem  Koefficienten  der  Elasticität  und  dem  doppelten 
des  um  eins  vermehrten  Kontraktionskoefficienten. 

Diesen  Wert  von  C haben  wir  auch  in  den  am  Anfänge  dieses  Para- 
graphen für  die  Torsionskraft  unseres  Cylinders  abgeleiteten  Ausdruck  ein- 
zuseten;  derselbe  wird  damit 

r,  E , E r ■ to 

P 2(l  + p)  - 2(l  + p)  ‘ l ‘ Jq- 


Um  aus  diesem  Werte  den  Torsionskoefficienten  nach  unserer  früheren 
Definition  abzuleiten,  haben  wir  hieraus  zunächst  das  Drehungsmoment  zu 
berechnen,  welches  der  tordierte  Stab  infolge  der  Torsion  um  tu  erhält. 
Der  Wert  von  P ist  die  Torsionskraft  in  dem  Flächeneleilfcnte  Jq  des 
untersten  Querschnitts,  welches  im  Abstande  r von  der  Axo  liegt.  Das 
daraus  hervorgehende  Drehungsmoment  ist 


= f' 


E 

2 (1  + #*) 


r ■ r • Jq. 


Um  hieraus  das  Drehungsmoment  des  ganzen  untersten  Querschnitts 
zu  erhalten,  haben  wir  für  alle  Flächenelemente  desselben  das  Drehungs- 
moment f in  der  angegebenen  Weise  zu  bilden  und  alle  diese  einzelnen 
Drehungsmomente  zu  summieren.  Zu  dom  Zwecke  können  wir  zunächst 
für  das  Flächenelement  J q den  unendlich  schmalen  Ring  2 nrdr  ein- 
setzen,  der  sich  im  Abstande  r von  der  Axo  befindet,  da  ttir  alle  Ele- 
mente des  Ringes  das  Drohungsmoment  denselben  Wert  hat,  und  haben 
dann  die  Summe  für  alle  Ringe  zu  bilden,  deren  Radius  zwischen  0 und  q 
liegt,  wenn  p der  Radius  des  Cylinders  ist.  Damit  wird 


F = 


E 

2(1  +f*) 


und  dieses  Integral  ist  nach  E 1 und  E VIII: 

■p  _ E n mV 

2(l  + f*)  ' 2 ‘ » ’ 

ein  Ausdruck,  der  sich  von  dem  im  vorigen  Paragraphen  experimentell  ab- 
geleiteten nur  dadurch  unterscheidet,  dafs  an  die  Stelle  des  dort  benutzten 
Torsionskoefficienten  T hier  der  Wert  desselben  durch  den  Elasticitäts- 
koefficienten E und  durch  den  Kontraktionskoefficienten  g gegeben  ist;  für 
den  Torsionskoefficienten  T erhalten  wir  somit 


T 


E 

2 (1  + g) 


‘)  Es  ist  wohl  zu  beachten,  dafs  diese  Berechnung  des  Torsionskoefficienten 
nur  für  cylindrische  Stäbe  gilt;  denn  bei  Stäben  von  anderer  Form  findet  bei  der 
Torsion  nicht  nur  eine  Verschiebtmgfder  unter  einander  liegenden  Querschnitte, 
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Sind  E und  fi  bekannt,  so  gestattet  uns  diese  Relation,  sofort  den 
Wert  des  Torsionskoefficienten  zu  berechnen;  kennt  man  E und  T,  so  kann 
man  aus  beiden  auch  den  Wert  von  p ableiten. 

Es  liegen  einige  Versuche  von  Coulomb1),  Savart2)  und  Wertheim3) 
vor,  welche  in  Verbindung  mit  den  von  Wertheim  gegebenen  Werten  für  E 
den  Wert  von  p abzuleiten  gestatten. 

Coulomb  findet  ftlr  einen  Eisendraht  von  243mm,63  Liinge  und  0mm, 07481 
Radius  F = 0,001545  nach  der  vorhin  besprochenen  Schwingungsmothode. 
Die  vorhin  mitgeteilte  Gleichung  gibt  daraus 


E 

2(1  + 8) 


= 7651. 


Der  Elasticitiitskoeflicient  ist  nach  Wertheim  E = 20869.  Man  orhiilt 
daraus  p = 0,363. 

Savart  erhlllt  nach  einer  der  Wortheimschen  llhnlirhen  Methode  ftlr 
cylindrische  Kupferdrähte  zwischen  1 und  4mm,5  Dicke 


E 

2 (1  + f*) 


= 4213. 


Der  Wert  von  E ist  nach  Wertheim  10519.  Man  erhält  daraus 
f»  = 0,25,  ein  Wert,  welcher  ziemlich  gut  mit  dem  aus  den  Regnaultschen 
Kompressionsversuchen  abgeleiteten  Uboreinstimmt. 

Wertheim  untersuchte  eine  Reihe  von  Stäben,  an  denen  or  direkt  den 
Elasticitätskoefficienten  durch  Verlängerung  bestimmte.  Die  von  ihm  ge- 
fundenen Werte  enthält  folgende  kleine  Tabelle: 


Substanzen 

Radius  der 
Cylinder 

2 (1  + f») 
aus  d.  Torsion 

aus  d.Verläng. 

8 

mm 

Eisen 

Eisen 

8,220 

5,501 

6836,6 

6677,2 

J 17805 

0,317 

j Engl.  Gufsstahl . . 

5,055 

7458,4 

19542 

0,310 

Kupfer 

5,031 

3611,7 

9395 

0,300 

Glas 

3,535 

2383,1 

6200 

j 0,321 

Glas 

3,4225 

2308,3 

»1 

Man  erhält  also  auch  hier  wieder  ftlr  u je  nach  den  Substanzen  dor 
Stäbe  verschiedene  Werte;  die  Werte  für  Glas  und  Kupfer  weichen  nur 
sehr  wenig  von  den  früher  ans  den  Regnaultschen  Kompressionsversuclicn 
abgeleiteten  ab,  welche  für  Glas  0,315,  ftlr  Kupfer  0,291  waren. 

• sondern  auch  eine  Verschiebung  der  einzelnen  Punkte  jedes  Querschnittes  gegen 
einander  statt.  Der  Verschicbungswinkel  ist  somit  an  den  verschiedenen  Stellen 
der  Querschnitte  verschieden,  und  nicht  wie  bei  dem  Cylinder  für  alle  Punkte, 
welche  gleich  weit  von  der  Drehungsaxe  entfernt  sind,  derselbe. 

')  Coulomb,  Memoires  de  l'Academie.  1784.  Biot,  traite  de  physique.  T.  1. 
p.  492. 

*)  .S'arort,  Annales  de  chirn.  et  de  phys.  T.  LX1. 

*)  Wertheim , Annalos  de  chim.  et  de  phys.  III.  Ser.  T.  L. 
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Kohlrausch  und  Loomis1)  fanden  bei  ihren  Versuchen,  welche  den 
Zweck  hatten,  die  Abhängigkeit  des  Elasticitätskoefficienten  von  der  Tem- 
peratur zu  bestimmen,  und  bei  denen  sie  nach  der  Coulombschen  Methode 
die  Schwingungsdauer  dünner  Drähte  bei  verschiedenen  Temperaturen  be- 

E 

obachteten,  die  Werte  von  „ , — r- 

2 (1  + ft) 

für  Eisen  gleich  6940 
„ Kupfer  „ 3900 

„ Messing  „ 3200. 

Die  Werte  von  E erhielten  sie  aus  Bestimmungen  der  Schwingungs- 
dauern 

fllr  Eisen  E = 20310 
„ Kupfer  „ = 12140 
„ Messing  „ = 9810. 

Daraus  würden  sieh  für  ft  die  Werte  ergehen,  für  Eisen  0,45,  für 
Kupfer  0,55,  für  Messing  0,53,  im  Mittel  also  fast  genau  0,5,  eine  Zahl, 
welcho  bedeuten  würde,  dafs  bei  einfachem  Zuge  gar  keine  Änderung  des 
Volumens  eintrlite,  die  indes  gegenüber  allen  sonstigen  Beobachtungen  zu 
grofs  ist  und  vermuten  läfst,  dafs  die  Bestimmung  der  Torsionskoeffieienten 
fehlerhaft  ist. 

Für  die  Abhängigkeit  der  Torsionskoeffieienten  oder  auch  der  ihnen 
proportionalen  Elasticitätskoefficienten  von  der  Temperatur  ergab  sich,  dafs 
die  Koeffieienten  mit  steigender  Temperatur  kleiner  werden,  wie  es  sich 
schon  aus  den  Beobachtungen  Wertheims  (§  48)  ergab.  Bezeichnet  man 
den  Elasticitätskoefficienten  bei  0°  mit  E0 , so  ist  derselbe  bei  der  Tempe- 
ratur 1°  fllr  Eisen 

E = E0  (1  — 0,000  483  t — 0,000  000  12  f!), 

für  Kupfer 

E = Ei}  (1  — 0,000  572  I — 0,000  000  28  /*),  , 
fllr  Messing  > 

E = E0  (1  — 0,000  485  t — 0,000  001  86  tT). 

Es  nehmen  die  Elasticitätskoefficienten  bei  einer  Erwärmung  von  der 
Temperatur  des  gefrierenden  bis  zu  der  des  siedenden  Wassers  um  5 bis 
6 Procent  ab. 


§ 53. 

Biegungselastioität.  Aufser  durch  Ausdehnung  und  Torsion  kann  die 
elastische  Kraft  fester  Körper  noch  auf  eine  dritte  Art  geweckt  werden, 
nämlich  durch  Biegung.  Bei  der  grofsen  Schwierigkeit,  welche  der  elemen- 
taren Behandlung  der  Biegung  entgegensteht,  müssen  wir  uns  damit  be- 
gnügen, den  einfachsten  Fall  etwas  näher  zu  betrachten.  Wenn  ein  Stab  . 
A Ji  (Fig.  62)  mit  dem  einen  Ende  in  einem  Schraubstock  festgeklemmt  ist, 
und  man  hängt  an  sein  anderes  freies  Ende  B ein  Gewicht  1\  so  biegt  er 
sich  und  nimmt  die  Gestalt  einer  Kurve  an,  bis  er  im  Gleichgewicht  ist. 
Dann  hält  die  elastische  Kraft  des  Stabes  dem  Gewichte  P das  Gleich- 

')  Kohlrausch  and  Loomis,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXId. 
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§ 63. 


gewicht.  Man  sieht,  dafs  bei  dieser  Bewegung  die  oliere  horizontale  Fläche 
des  Stabes  sieh  ausdehnt,  während  die  untere  Seite  des  Stabes  zusammen- 
gedrückt wird,  und  dafs  durch  diese  Verschiebung  der  Moloküle  sieb  Kräfte 
entwickeln  müssen,  welche  den  Stab  in  seine  frühere  Lage  zurückfuhren 
werden,  sobald  das  Gewicht  abgenommen  ist 

Um  diese  Erscheinung 
zu  untersuchen,  kann  man 
die  Enden  A und  C oder 
vielmehr  auf  diesen  ge- 
zogene Marken  mit  dem 
Kathetometer  visieren ; man 
legt  die  zu  untersuchenden 
Stäbe  anfänglich  horizon- 
tal, belastet  sie  an  ihrem 
Ende  C mit  einem  Gewichte 
P und  mifst  dann  die  Länge 
er,  um  welche  die  Marke 
von  C nach  ü herabsinkt. 

Dieser  Länge  er,  welche  man 
den  Pfeil  dor  Biegung  nennt,  und  die  immer  sehr  klein  ist,  können  wir  den 
von  der  Marke  beschriebenen  Bogen  gleich  setzen.  Eine  ähnliche  Methode 
wandte  Gerstner  zu  seinen  Versuchen  an1). 

Bei  einer  Durchführung  dieser  Versuche  lindet  man  nun  zunächst,  dafs 
der  Pfeil  der  Biegung  der  Gröfe  des  biegenden  Gewichtes  proportional, 
somit  auch,  dafs  die  bei  der  Biegung  auftretende  Elasticität  der  Biegung 
proportional  ist,  wie  sie  bei  der  Ausdehnung  der  Verlängerung  proportional 
ist  Die  Gröfse  des  Biegungspfeiles  hängt  aber  aufserdem  von  den  Dimen- 
sionen des  Stabes,  der  Gestalt  seines  Querschnittes  und  dem  Elasticitäts- 
koefficienten  ab. 

Für  den  einfachsten  Fall,  den  eines  rechteckigen  Stabes,  dessen  hori- 
zontale Seite  gleich  b,  dessen  vertikale  gleich  e und  dessen  Länge  von  dem 
Punkte  der  Einklemmung  bis  zur  Stelle,  wo  das  Gewicht  hängt,  gleich  l 
sei,  können  wir  diese  Abhängigkeit  aus  einer  genauem  Betrachtung  des 
Vorganges  der  Biegung  in  folgender  Weise  ableiten.  Die  Biegung  kommt 
dadurch  zustande,  dafs  an  der  obern  Seite  des  Stabes  seine  Lüngsfasem 
ausgedehnt,  an  der  untem  Seite  dagegen  zusammengedrückt  werden;  im 
Innern  des  Stabes  mufs  es  daher  eine  Faserschicht  geben,  welche  weder 
ausgedehnt  noch  zusammengedrückt  wird,  und  wenn  der  Stab  ganz  homogen 
ist,  mufs  diese  Schicht  gerade  die  mittlere  Schicht  des  Stabes  sein.  Stelle 
(Fig.  63)  A U einen  Längsdurchschnitt  durch  den  gebogenen  Stab  dar, 
A sei  der  Punkt  der  Einklemmung,  11  der  Aufbängepunkt  des  Gewichtes  P 
und  MN  der  Durchschnitt  durch  die  nicht  verlängerte  Faserschicht.  Nun 
sei  pq  ein  Querschnitt  des  Stabes,  der  von  dem  Anfänge  des  Stabes  um  x 
entfernt  sei,  und  rs  ein  zweiter  von  dem  ersten  um  die  unendlich  kleine 
Strecke  dx  entfernter  Querschnitt.  Während  in  der  Gleichgewichtslage  die 
beiden  Schnitte  parallel  sind,  ist  nach  der  Biegung  durch  die  Verlängerung 
der  über  mn  und  die  Verkürzung  der  unter  mn  liegenden  Fasern  der  zweite 


')  Gerstner,  Handbuch  der  Mechanik.  Bd.  I. 
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Querschnitt  gegen  den  ersten  um  einen  Winkel  cp  gedreht.  Legen  wir 
durch  den  I’unkt  n,  in  welchem  rs  die  nicht  verlängerte  Faser  schneidet, 
p'q  ||  pq,  so  können  wir  die  Biegung  an  dieser  Stelle  als  eine  Drehung  des 
Querschnittes  rs  um  die  durch  n gelegte  Horizontale  als  Drehungaxe  auf- 
fassen, deren  Gröfse  jenem  Winkel  cp  gleich  ist.  Damit  sind  wir  dann  auch 
sofort  imstande,  die  Gleichgewichtsbedingung  für  den  gebogenen  Stab  auf- 
zustellen; die  Bedingung 
ist,  dafs  dem  gedrehten 
Querschnitt  durch  die 
elastischen  Kräfte  ein 
ebenso  grofses  Drehungs- 
moment  nach  rückwärts 
erteilt  wird,  als  ihm 
durch  das  Gewicht  P 
nach  entgegengesetzter 
Richtung  gegeben  wird. 
Wir  können  nun  das 
System  rmN  als  einen 
Winkelhebel  ansehen,  an 
dessen  einem  Arm  nN 
im  Punkte  N das  Ge- 
wicht P angreift,  dessen 
anderer  Arm  durch  den  Querschnitt  rs  gegeben  ist,  an  dessen  sämtlichen 
Punkten  Kräfte  angreifen,  welche  ihn  in  soino  frühere  Lage  zurückziehen. 
Das  aus  der  letztem  resultierende  Drehuugsmoment  erhalten  wir  folgender- 
mafsen.  Es  sei  t>  der  Durchschnitt  durch  ein  Element  des  Schnittes  rs, 
welches  um  y von  n entfernt  sei,  und  dessen  Höhe  dy  sei,  so  dafs  sein 
Querschnitt  b ■ dy  ist.  Die  dieses  Element  mit  )>q  verbindenden  Fasern  tv 
sind  um  tv  — mti  = y ■ tp  verlängert.  Die  Kraft,  mit  der  dieses  Element 
gegen  t infolgedessen  gezogen  wird,  ist  dann,  wenn  wir  mit  E den  Elasticitäts- 
koefficienten  des  Stabes  bezeichnen, 


Fig.  «s. 


// 

/ 


C 


E ■ 


y<p 

dx 


bdy. 


und  das  infolgedessen  dem  Schnitte  ertoilte  Drehungsmoment 


y-E- 


yv 

dx 


• bdy 


<fdy. 


Ein  ebensolches  Drehungsmoment  enthält  der  Schnitt  für  jedes  Element 
bdy , die  Summe  derselben  ist  das  ganze  Drehungsmoment  des  Schnittes. 
Wir  erhalten  diese  Summe,  indem  wir  in  jenem  Ausdrucke  für  y nach  und 

c c 

nach  alle  Werte  setzen  für  y von  0 bis  und  von  0 bis  — y oder  kurz 


von  - { 


bis 


Die  gesuchte  Summe  ist  demnach  das  bestimmte 


Integral 


3 2 
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btp 

dx 


• y3dy  = 


K 

12 


6es 
dx  q*' 


Diesem  Drohnngsmomente  hält  das  des  Gewichtes  oder  nN  ■ P das 
Gleichgewicht.  Für  nN  können  wir  setzen  n,  JS,  = l — (x  -(-  dx)  oder,  da 
dx  gegen  x verschwindond  klein  ist,  gleich  l — x.  Damit  wird  die  Gleich- 
gewichtsbedingung des  Schnittes 


E be* 

12  dx  ^ 


P(l-x) 


• 5 • e3tp  = P (I  — x)dx 

Den  in  diesem  Ausdrucke  auftretenden  Winkel  tp  können  wir  durch 
das  Element  des  Biegungspfeiles  Bl  B ausdrücken;  legen  wir  durch  r eine 
Tangente  an  den  Stab  und  ziehen  durch  r ebenfalls  eine  Linie  parallel  der 
Tangente  des  Stabes  bei  p,  so  bilden  diese  beiden  Linien  den  Winkel  tp  mit 
einander.  Aus  dem  Biegungspfeil  schneiden  dieselben  dann  das  Element  uw, 
und  indem  wir  das  als  den  zu  tp  gehörigen  mit  nL  B^  oder  (I  — x)  be- 
schriebenen Bogen  ansehen,  könnon  wir  schreiben 

, , uto 

<p(l  — x)  = uw,  tp  = j-_ 

Damit  wird  die  Gleichgewichtsbedingung,  wenn  wir  schliefslich  das 
Element  uw  des  Biegungspfeiles,  entsprechend  der  dem  letztem  gegebenen 
Bezeichnung  a mit  da  bezeichnen, 

^ • 6 • t?da  = P(J  — xYdx. 

Dieselbe  Bedingung  gilt  fllr  jeden  Schnitt,  den  wir  ebenso  wie  den 
betrachteten  durch  den  Stab  legen;  die  Gleichgewichtsbedingung  des  ganzen 
Stabes  erhalten  wir  demnach,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  die  Summe  der 
für  jeden  einzelnen  Querschnitt  geltenden  Ausdrücke  bilden.  Auf  der  linken 
Soito  geschieht  das,  indem  wir  die  Summe  aller  Elemente  dos  Biegungs- 
pfeiles bilden,  also  einfach  statt  da  schreiben  «,  auf  der  rechten,  indem 
wir  nach  und  nach  für  x alle  Werte  von  0 bis  l einsotzcn  und  wie  oben 
summieren.  Diese  Summation  gibt  dann 

^■b-C3a  = $P.l3 
oder  - 

4P  l » 

“=  E ' b es  ’ 

oder  die  durch  den  Pfeil  der  Biegung  gemessene  Biegung  ist  der  dritten 
Potenz  der  Länge  direkt,  jener  der  Höhe  und  der  ersten  Potenz  der  Breite 
sowie  dem  Elasticitätskoefficienten  umgekehrt  proportional. 
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Ist  der  Querschnitt  des  Stabes  ein  anderer,  so  erhillt  man  für  a andere 
Worte1),  immer  aber  findet  man,  dafs  die  Biegung  der  Gröfse  des  biegenden 
Gewichtes,  oder  dafs  die  Gröfse  der  erregten  Elasticität  der  Biegung  pro- 
portional ist.  Letzteres  ist  auch  dann  der  Fall,  wenn  der  Stab  in  anderer 
als  der  oben  vorausgesetzten  Weise  befestigt  ist,  wenn  er  an  beiden  Enden 
festgeklemmt  oder  nur  aufgelogt,  oder  wenn  er  an  einem  Ende  festgeklemmt 
und  an  dem  andern  aufgelegt  ist.  Es  folgt  daraus  nach  den  Gesetzen 
der  Pendelschwingungen,  dafs  auch  in  diesem  Falle  der  Stab  isochrone 
Schwingungen  um  seine  Gleichgewichtslage  macht,  wenn  man  ihn  aus  der- 
selben bringt  und  dann  sich  selbst  Uberläfst;  wir  werden  diese  Schwingungen 
an  einer  andern  Stelle  genauer  betrachten. 

Die  Biegung  einos  Stabes  nach  seiner  Längsaxe  mufs  auch  eine  Biegung 
nach  der  Breitendimension  zur  Folge  haben,  so  dafs,  wenn  wir  voraussetzen, 
dafs  der  Stab  nach  unten  gebogen  ist,  wie  in  Fig.  63,  die  untere  Fläche  des 
Stabes  in  ihrer  Breitendimension  konvex,  die  obere,  welche  nach  ihrer  Länge 
konvex  ist,  nach  der  Breite  konkav  wird.  Ist  also  AB  CD  (Fig.  64)  der 
Querschnitt  des  imgebogenen  Stabes,  so  wird  AiBl  C,  Dx  jener  des  gebogenen 
Stabes.  Dafs  eine  derartige  Biegung  des  Querschnittes  eintreten  mufs,  lilfst 

sich  leicht  erkennen.  Wie  vorhin  ent- 
wickelt wurde,  hat  die  Biegung  eine  Ver- 
längerung der  oberhalb  der  ungeänderten 
D,  Faserschicht,  eine  Verkürzung  der  unter- 
halb derselben  liegenden  Fasern  zur  Folge. 
Diese  Verlängerung  der  obem  Schichten  hat  eine  Kontraktion  nach  der 
Breit«'  zur  Folge,  so  dafs,  wenn  die  Verlängerung  gleich  d ist,  die  Kon- 
traktion gleich  p <5  ist.  Die  Verkürzung  der  untern  Faserschichten  hat  eine 
Ausdehnung  nach  der  Breite  zur  Folge,  welche  ebenso  grofs  ist  als  die 
Verkürzung  oben.  Zu  diesen  Ausdehnungen  und  Verkürzungen  parallel  J IM 
treten  solche  parallel  A D.  Oberhalb  der  ungeänderten  Schicht  MM  tritt 
in  dieser  Richtung  eine  Kontraktion,  unterhalb  MM  eine  Ausdehnung  ein. 
Man  sieht  leicht,  dafs  die  vorher  ebenen  Flächen,  welche  den  Stab  oben 
und  unten  begrenzen,  infolge  dieser  Kontraktionen  der  obem  und  Aus- 
dehnungen der  untern  Hälfte  des  Stabes  sich  krümmen  müssen,  oder  dafs 
der  Stab  parallel  AB  so  gebogen  werden  mufs,  dafs  die  obere  Fläche 
konkav,  die  untere  konvex  wird*). 

Legen  wir  einen  Stab,  dessen  Länge  gegen  den  Querschnitt  beträcht- 
lich ist,  auf  zwei  gleich  weit  von  der  Mitte  entfernte  Stützen  und  biegen 
ihn  dann  dadurch,  dafs  wir  seine  beiden  über  die  Stützen  herausragenden 
Enden  mit  gleichen  Gewichten  belasten,  so  ist  «1er  der  Längsrichtung  des 
gebogenen  Stabes  parallele  Schnitt  der  oberen  konvexen  Fläche  ein  Kreis- 
bogen; ein  zur  Längsrichtung  senkrechter,  also  parallel  ABCD  durch  dio 
obere  Fläche  geführter  Schnitt  ist  dann  ebenfalls  ein  Kreisbogen;  und  die 
Radien  dieser  Kreisbögen  verhalten  sich  wie  die  Längendilatation  zur  Quer- 
kontraktion. Setzen  wir  also  den  Radius  «Aes  der  primären  Biegungsebeno 
parallelen  Bogens  gleich  1,  so  wird  der  Radius  des  Bogens  A , Bl  gleich  ft. 

*)  Clebsch,  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper,  p.  87  ff.  und  p.  363  ff. 

*)  De  Saint  Venant,  Memoire  sur  la  flexion  des  prismes  etc.  Journal  des 
mathämatiquei  pures  et  appliquöes  par  Liouville.  II.  Sdrie.  T.  I.  185G. 
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Eine  Bestimmung  dieser  Krümmungsradien  kann  also  ebenfalls  dazu 
dienen,  das  Verhältnis  der  Liingendilatation  zur  Querkontraktion,  also  den 
Wert  von  u zu  bestimmen. 

Die  im  § 49  angeführten  Versuche  von  Comu1)  beruhen  auf  diesem 
Satze.  Er  bestimmte  nach  einer  optischen  Methode,  die  wir  im  zweiten 
Bande,  bei  Besprechung  der  Interferenz  dos  Lichtes  mit  grofsen, Gang- 
unterschieden kennen  lernen  werden,  die  Krümmungen  der  obern  Flächen 
verschiedener  Glasprismen,  und  erhielt  im  Mittel  für  p den  Wert  0,25. 

§ 54. 

Elastische  Nachwirkung.  Bei  der  bisherigen  Besprechung  der  elasti- 
schen Eigenschaften  der  festen  Körper  haben  wir  vorausgesetzt,  dafs  die 
dureh  Wirkung  äufserer  Kräfte  hervorgebrachten  Änderungen  der  Körper 
momentan  oder  doch  in  einer  für  uns  unmefsbar  kleinen  Zeit  erfolgen,  das 
heifst  also,  dafs  etwa  bei  einer  Dehnung  durch  Zug  die  Verlängerung  sofort 
eintritt,  wenn  das  ziehende  Gewicht  an  dem  Körper  angebracht  ist  und  wir 
zur  Vermeidung  von  Schwingungen  den  Körper  allmählich  in  die  neue 
Gleichgewichtslage  übergehen  lassen.  Wir  haben  dann  die  so  eintretende 
Verlängerung  gemessen  und  aus  dieser  den  Elasticitütskoefficienten  oder 
den  linearen  Dehnungskoefficienten  abgeleitet. 

Die  eintretenden  Änderungen  beschränken  sich  indes  nicht  immer  auf 
dieso  momentanen  Änderungen,  ja  in  der  Regel  treten  im  Laufe  der  Zeit 
bei  fortdauernd  wirkenden  äufsem  Kräften  noch  mehr  oder  weniger  grofse 
Änderungen  in  demselben  Sinne  ein,  wie  die  momentanen.  Die  erste  Be- 
obachtung dieser  Art  wurde  von  W.  Weber  an  Seidenfilden  gemacht  und 
von  demselben  als  elastische  Nachwirkung  bezeichnet*).  Ein  horizontal 
ausgespannter  Seidenfaden  wurde  durch  ein  passend  angebrachtes  Gewicht 
gedehnt  und  seine  sofort  eingetretene  Verlängerung  gemessen.  Bei  fort- 
dauerndem Wirken  des  dehnenden  Gewichtes  ergab  sich  dann,  dafs  die 
Länge  des  Fadens  noch  stetig  zunahm,  und  zwar  wurde  eine,  mit  wachsen- 
der Zeit  für  gleiche  Zeitintervalle  abnehmende,  Zunahme  bis  2168,79  Mi- 
nuten, also  länger  als  36  Stunden  nach  Vornahme  der  ersten  Dehnung 
beobachtet. 

Ebenso  ergab  sich,  dafs  ein  Fadon,  der  längere  Zeit  gedehnt  gewesen 
war,  nach  Fortnahme  des  dehnenden  Gewichtes  nicht  sofort  wioder  dio  dem 
ungedehnten  Zustande  entsprechende  Länge  annahm,  dafs  vielmehr  ein 
grofser  Teil  der  Verkürzung  orst  nach  und  nach  eintrat,  die  Verkürzung 
wurde  1233  Minuten,  also  20,5  Stunden  nach  Fortnahme  des  delmenden 
Gewichtes  beobachtet. 

Diese  von  W.  Weber  an  Seidenfüden  beobachtete  elastische  Nach* 
Wirkung  fand  dann  F.  Kohlrausch  auch  an  Metalldrähten  und  Glasfäden;  er 
zeigte  gleichzeitig  in  einer  Reihe  von  Experimentaluntersuchungen'1),  dafs 
bei  allen  diesen  Substanzen  die  elastische  Nachwirkung  wesentlich  den- 


')  Cornu , Comptcs  Rendas.  T.  LXIX.  p.  333. 

W.  Weber,  Poggend.  Ann.  Bd.  XXXIV  und  LIV. 

’)  F.  Kohlrausch,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXIX.  CXXV1II.  CLVI11.  CLX. 
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selben  Gesetzen  folgt.  Kohlrausch  benutzte  bei  seinen  Beobachtungen  vor- 
wiegend die  Torsion. 

Entsprechend  der  Beobachtung  Webers,  dafs  bei  konstantem  spannen- 
den Gewichte  dio  Verlängerung  stetig  noch  hinge  Zeit  zunimmt,  zeigte 
Kohlrausch  bei  Glasfiiden  zunächst,  dafs  das  zu  einer  konstanten  Torsion 
erforderliche  Drehungsmoment  mit  wachsender  Zeit  abnimmt.  Zur  Messung 
des  Drehungsmomentes  wurde  ein  Magnet  benutzt.  An  einen  sehr  feinen, 
etwa  35”"“  langen,  in  einem  drehbaren  Gehäuse  hängenden  Glasfaden  wurde 
ein  kloiner  Magnet  befestigt,  so  dafs  derselbe  horizontal  schwebte.  Ein 
solcher  Magnet  hat,  wie  wir  im  vierten  Bande  kennen  lernen  werden,  das 
Bestreben,  in  einer  bestimmten  horizontalen  Richtung,  der  Richtung  des 
sogenannten  magnetischen  Meridians  zu  verharren.  Bringt,  man  ihn  um 
einen  Winkel  a aus  dieser  Lage  heraus,  so  wirkt  auf  ihn  ein  Drehungs- 
moment 

d = D • sin  «, 

welches  ihn  in  den  Meridian  zurückzubringen  sucht.  Es  wurde  nun  durch 
eine  Drehung  des  Gehäuses  dem  Faden  eine  Torsion  erteilt;  der  Magnet 
folgt  dann  der  Torsion  so  weit,  bis  das  ihn  von  der  Richtung  des  Meridians 
fortdrohende  Drehungsmoment  der  Torsion  gleich  ist  dem  magnetischen 
Drohungsmomont , welches  ihn  in  den  Meridian  zurückzufähren  strebt. 
Durch  eine  Torsion  von  drei  ganzen  Umdrehungen  wurde  so  die  Nadel 
nahezu  senkrecht  zum  magnetischen  Meridian  gestellt.  Es  zeigte  sich  dann, 
dafs  die  Nadel  nicht  in  dieser  Lage  verharrte,  dafs  sie  vielmehr  stetig  dem 
Meridiane  sich  näherte.  Daraus  folgt,  dafs  das  dem  Faden  durch  drei  Um- 
drehungen erteilte  Torsionsmoment  nicht  mehr  ausreicht,  um  die  Magnet- 
nadel in  der  ihr  zunächst  gegebenen  Lage  zu  halten,  dafs  das  magnetische 
Drehungsmoment  gröfser  war.  Es  wurde  nun  durch  Zurückdrehen  des 
Gehäuses  die  durch  Annäherung  des  Magnets  an  den  Meridian  eintretende 
Zunahme  der  Torsion  aufgehoben  und  so  der  Faden  stets  um  genau  drei 
Umdrehungen  tordiert  gehalten.  Dabei  wurde  zunächst  von  Minute  zu 
Minute  später  in  gröfsoren  Zeitintervallen  der  Stand  der  Magnetnadel,  also 
dor  Winkel  u beobachtet.  Dem  Sinus  des  so  beobachteten  Winkels  war 
dann  jedesmal  das  Drehungsmoment  proportional,  welches  zu  der  betreffen- 
den Zeit  dem  durch  drei  Umdrehungen  des  Fadens  bewirkten  Torsions- 
drehungsmoment das  Gleichgewicht  hielt.  Die  so  zur  Zeit  t Minuten  nach 
Herstellung  der  Torsion  beobachteten  Drehungsmomente  x liefsen  sich 
durch  eine  Gleichung  folgendermafsen  darstellen 

* *=  *a  + , 

•vorin  e die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems,  xu,  c,  a und  m vier 
aus  den  Versuchen  zu  berechnende  Konstanten  sind. 

In  folgender  Tabelle  sind  einige  der  von  Kohlrausch  in  dieser  Weise 
beobachteten  und  nach  jener  Gleichung  mit  den  Konstanten 

*0  - 0,8970;  c = 0,04054;  a = 0,35272;  m = 0,25 

berechneten  Werte  von  x zusammengestellt..  Die  Drehungsmomente  x sind 
einfach  durch  die  Sinus  der  beobachteten  Ablenkungswinkel  a gegeben. 
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Zeit 

Minuten 

X 

Zeit 

Minuten 

X 

Beob. 

Berechn. 

Beob. 

Berechn. 

1,25 

0,9247 

0,9249 

35 

0,91-Jö 

0,9142 

1,92 

0,9238 

0,9238 

50 

0,9138 

0,9129 

2,50 

0,9231 

0,9230 

110 

0,9120 

0,9099 

3,32 

0,9218 

0.9217 

160 

0,9079 

0,9086 

5,25 

0,9211 

0,9208 

206 

0,9071 

0,9077 

7,58 

0,9197 

0,9196 

300 

0,9054 

0,90G3 

9,67 

0,9188 

0,9188 

452 

0,9051 

0,9050 

12 

0.9181 

0,9180 

1310 

0,9042 

0,9019 

18 

0,9168 

0,9166 

1780 

0,8995 

0,9011 

25 

0,9154 

0,9154 

2760 

0,8995 

0,9001 

Dio  Zahlen  zeigen,  wie  gut  sich  die  allmähliche  Abnahme  des  Torsions- 
drelmngsmomentes  durch  jene  Gleichung  darstellen  läfst.  Nach  der  Gleichung 
würde  x0  den  Wert  des  Torsionsdrehungsmomentes  bedeuten,  welchem  sich 
dasselbe  bei  konstant  erhaltener  Torsion  von  drei  Umdrehungen  mit  wachsen- 
der Zeit  immer  mehr  annähert,  denn  setzt  man  in  der  Gleichung  die  Zeit  t 
unendlich  grofs,  so  wird  x = x„. 

Entsprechend  der  zweiten  Beobachtung  Webers  zeigte  Kohlrausch,  dals 
ein  tordierter  Draht  nicht  sofort  nach  Aufheben  der  Torsion  in  seine  frühere 
Gleichgewichtslage  zurUekkehrt,  sondern  dafs  er  eine  nur  sehr  allmählich 
sich  verlierende  Torsion  beibehält.  Ja,  er  fand,  dafs  es  keineswegs  einer 
lange  dauernden  Torsion  bedarf,  damit  sich  diese  Nachwirkung  zeige,  dafs 
schon  eine  Torsion  von  wenigen  Sekunden  ausreicht,  um  eine  deutliche 
Nachwirkung  hervorzumfen.  Bezeichnet  man  den  Winkel,  um  welchen  der 
Draht  zur  Zeit  t Minuten  nach  Aufheben  der  ihm  ursprünglich  erteilten 
Torsion  noch  aus  seiner  Gleichgewichtslage  gedreht  bleibt,  mit  ar,  so  läfst 
sich  derselbe  allgemein  darstellen  durch  die  Gleichung 


worin  e wie  immer  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems,  C,  « und  n 
Konstanten  bedeuten.  Die  Konstanten  hängen  bei  gegebener  Temperatur 
von  der  Gröfso  und  Dauer  der  ursprünglich  dem  Drahte  erteilten  Torsion 
ab.  Sind  dio  anfänglich  dem  Drahte  erteilten  Torsionen  nicht  zu  grofs  und 
übersteigt  die  Dauer  derselben  nicht  3 Minuten,  so  lassen  sich  die  Winkel  x 
durch  die  einfachere  Gleichung 

1 

x — c — 

t“ 

darstellen,  worin  c von  der  Gröfso  und  Dauer  der  ursprünglichen  Torsion, 
sowie  von  dem  Material  und  der  Temperatur  des  Drahtes,  « dagegen  bis  zu 
Temperaturen  von  22°  C.  nur  von  dem  Material  des  Drahtes  abhängig  ist*). 

*)  Kohlrausch , Poggend.  Ann.  CXXVI1I  p.  418. 
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Für  einen  Silberdraht  fand  Kohlrausch  für  die  Gröfso  c,  wenn  der 
Draht  T Minuten  um  den  Winkel  <j o Grad  tordiert  war  und  die  Temperatur 
des  Drahtes  r°  C.  betrug, 

c = (0,000021  9 <p  -f  0,000  000  018  7 p1)  7'0'59  (t  + 21,5). 

Die  Konstante  u war  für  Silber  gleich  0,3875.  Für  einen  Messing- 
dvaht  fand  sich  a — 0,1643,  für  einen  Glasfaden  berechnete  Kohlrausch1) 
aus  Versuchen  Boltzmanns1),  wenn  die  Torsion  180"  betrug  und  nicht 
länger  als  ‘/s  Minute  dauerte,  a = 0,968  und  0,923.  Für  einen  Kautschuk- 
faden  ergab  sich  dagegen  a schon  bei  kleinen  nur  '/t  Minute  dauernden 
Torsionen  wesentlich  von  der  Gröfsei  <p  der  ursprünglichen  Torsion  ab- 
hängig. 

Cm  ein  Bild  von  der  Gröfse  und  dem  Gange  der  elastischen  Nach- 
wirkung zu  geben,  sind  in  folgender  Tabelle  einige  Beobachtungen  von 
Kohlrausch  an  dem  Silberdrahte,  an  welchem  obige  Konstanten  erhalten 
sind,  mitgeteilt.  Der  Silberdraht  hat  eine  Länge  von  125  Millimeter.  Die 
Torsionen  wurden  mittels  der  Gauss-Poggendorffschen  Spiegelablesung  ge- 
messen, welche  wir  wegen  ihrer  ausgedehnten  Anwendung  zu  ähnlichen 
Messungen  hier  schon  beschreiben  wollen.  Die  Methode  ist  die  genaueste, 
um  kleine  Drehungswinkel  scharf  zu  messen. 

Man  befestigt  zu  dem  Zwecke  an  die  Drehungsaxe  des  drehbaren 
Körpers,  hier  also  an  dem  untern  Ende  des  Fadens,  einen  kleinen  ebenen 
Spiegel,  so  dafs  die  Spiegelebene  s s (Fig.  65)  der  Drehungsaxe  parallel, 

hier  also  vertikal  ist.  In  einiger 
Entfernung  ist  dem  Spiegel  ein 
Fernrohr  A o gegenübergestellt, 
unter  o.der  über  welchem  ein 
Mafsstab  m m so  angebracht  ist, 
dafs  er  dom  ungedrehten  Spiegel 
parallel  steht,  und  dafs,  wenn 
der  Spiegel  in  der  Ruhelage  sich 
befindet,  der  durch  das  Fernrohr 
blickende  Beobachter  am  Faden- 
kreuz des  Fernrohrs  das  Spiegel- 
bild des  Nullpunktes  der  Teilung 
erblickt,  welcher  sich  unmittelbar 
unter  dem  Fomrobr  bei  o be- 
findet. Dreht  sich  dann  der  Spiegel 
um  irgend  einen  kleinen  Winkel,  so  sieht  man  durch  das  Fernrohr  das 
Spiegelbild  eines  andern  Teilstriches  a der  Skala  am  Fadenkreuz.  Hat 
man  den  Abstand  der  Skala  vom  Spiegel  gemessen,  so  erhält  man  aus  dem 
Abstande 'oo  des  beobachteten  Skalenteils  den  Winkel  o,  um  welchen  sich 
der  Spiegel  gedreht  hat,  in  folgender  Weise. 

Da  man  in  der  Ruhelage  des  Spiegels  den  am  Fernrohr  befindlichen 
Nullpunkt  der  Teilung  erblickt,  so  folgt,  dafs  die  Axe  des  Fernrohrs  senk- 
recht zur  Ebene  des  Spiegels  ist,  wenn  derselbe  in  der  Ruhelage  ist,  oder 


l)  Kohl  rausch , I’oggend.  Ann.  Bd.  CLVI1I. 

*)  Boltzmann , Wiener  Berichte  Bd.  LXX.  Poggend.  Ann.  Erg.-Bd.  VII. 


Flg.  65. 


m 
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die  Richtung  soA  ist  senkrecht  zu  der  Spiegelebene  in  der  Ruhelage. 
Sieht  man  nach  der  Drehung  des  Spiegels  in  dem  Fernrohr  den  Teil- 
strich a,  so  beweist  das,  dafs  der  von  a ausgehende  Lichtstrahl  as  am 
Spiegel  nach  der  Richtung  soA  reflektiert  wird.  Nach  dem  Reflexions- 
gesetz wird  ein  einfallender  Strahl  a s stets  so  reflektiert , dafs  der 
reflektierte  Strahl  mit  der  zum  Spiegel  senkrechten  Richtung  TT,  dem 
Einfallslot,  denselben  Winkel  bildet,  wie  der  einfallende  Strahl.  Nennen 
wir  also  den  Reflexionswinkel  osT  =»  a,  so  ist  der  Winkel  aso  = 2«. 
Da  nun  in  der  Ruhelage  das  Einfallslot  in  die  Richtung  sO  fiel,  ist  a der 
Winkel,  um  welchen  sich  der  Winkel  gedreht  hat.  In  dem  rechtwinkeligen 
Dreieck  aos  liegt  die  Kathete  ao  dem  Winkel  2 a gegenüber,  somit  ist 

tang  2 a = — , 

Die  Länge  ao,  der  Abstand  des  in  der  abgelenkten  Lage  gespiegelten 
Skalenteils  von  dem  Nullpunkte  der  Skala  dividiert  durch  den  Abstand  der 
Skala  von  dem  Spiegel  gibt  uns  also  die  Tangente  des  doppelten  Drehungs- 
winkels des  Spiegels.  Da  man  auf  diese  Weise  immer  nur  kleine  Winkel 
mifst,  kann  man  die  Tangente  des  doppelten  Winkels  noch  gleich  der 
doppelten  Tangente  des  einfachen  Winkels  setzen,  oder 

. , ao 

tang«  = *— . 

In  don  meisten  Fällen  kann  man  sogar  die  Tangente  mit  dem  Ilogen 
vertauschen,  und  setzen 


oder  auch  kurz,  indem  man  os  in  Skalenteilen  mifst,  wenn  der  Abstand 
ao  gleich  n Skalenteilen  ist,  schreiben 

a =•  k ■ n, 

wo  man  durch  passende  Bestimmung  der  Konstanten  k sofort  « in  Bogen- 
minuten oder  auch  Graden  aus  der  beobachteten  Ablenkung  n erhält. 

In  dieser  Weise  erhält  man  in  folgender  Tabelle,  in  welcher  die  Ab- 
lenkungen x in  Skalenteilen  angegeben  sind,  den  Wert  derselben  in  Bogen- 
minuten durch  Multiplikation  mit  0,70G. 


Zeit  nach  der 
Torsion  t in 
Minuten 

I 

X 

H 

X 

III 

* 

Beob. 

Berechn. 

Beob. 

Berechn. 

Beob. 

Berechn. 

0,166 

38, 

41,5 

— 



74 

74,8 

0,33 

33,6 

34,0 

53,5 

54,6 

65,9 

66,7 

1,0 

24,3 

24,2 

41,3 

40,6 

53,4 

53,0 

2,0 

19,3 

19,3 

33,6 

32,8 

44,8 

44,4 

5 

13,9 

14,0 

23,8 

23,8 

33,7 

33,7 

10 

11,0 

10,9 

17,9 

18,1 

26,0 

26,2 

20 

7,9 

8,3 

13,4 

13,4 

19,6 

19,7 

50 

8,9 

8,5 

12,6 

12,5 

80 

7,2 

6,6 

10,5 

9,5 
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Die  Greise  der  bei  diesen  Beobaehtungsreihen  stets  angewandten 
primären  Torsion  betrug  180°,  die  Dauer  bei  der  ersten  Reihe  2,  bei  der 
zweiten  5,  bei  der  dritten  10  Minuten. 

Die  Zahlen  zeigen,  dafs  schon  bei  kur/,  dauernder  Torsion  die  Nach- 
wirkung merklich  ist,  und  wie  die  Nachwirkung  mit  der  Dauer  der  Torsion 
wächst;  bei  der  Torsionsdauer  10  Minuten  ist  die  Nachwirkung  nach  einer 
sechstel  Minute  schon  fast  1°.  Bei  einer  Torsionsdauer  von  9 Stunden  und 
einer  Torsion  von  585°  betrug  dio  Nachwirkung  gleich  nach  Aufheben  der 
primären  Torsion  30°,  also  fast  ein  Zwanzigstel  des  ursprünglichen  Torsions- 
winkels. 

Kohlrausch  hat  ebenfalls  die  elastische  Nachwirkung  bei  der  Dohnung 
und  Biegung  näher  untersucht;  mit  Metall-  oder  Glasstreifen  war  in  den 
Fällen  die  Nachwirkung  zu  gering,  um  genau  verfolgt  werden  zu  können, 
er  beobachtete  daher  die  Nachwirkung  bei  der  Dehnung  an  Kautschukfäden 
und  die  bei  der  Biegung  an  Stäben  aus  Hartkautschuk  (Ebonit) l).  Er  fand 
in  beiden  Fällen,  dafs  die  Gesetze  der  elastischen  Nachwirkung  im  wesent- 
lichen dieselben  waren  wie  bei  der  Torsion.  Wir  verweisen  wegen  des 
Specielleren  auf  die  Arbeit  von  Kohlrausch.  Nur  sei  hier  noch  des  merk- 
würdigen Verhaltens  der  Körper  Erwähnung  gethan,  wenn  man  sie  nach 
einander  verschiedenen  Änderungen  unterworfen  hat.  Wie  wir  sahen,  nimmt 
die  Nachwirkung  bei  der  Torsion,  und  so  ist  es  bei  allen  übrigen,  mit  der 
Gröfse  und  Dauer  der  primären  Torsion  sowohl  an  Gröl’se  als  Dauer  zu, 
immer  aber  ist  die  Annäherung  an  den  Gleichgewichtszustand  anfänglich 
eine  erheblich  raschere  als  später.  Wenn  man  nun  einem  Körper  zunächst 
eine  starke  länger  dauernde  Torsion  in  einem  Sinne  erteilt,  und  dann, 
während  er  nach  Aufheben  derselben  sich  allmählich  der  Gleichgewichts- 
lage nähert,  ihm  eine  kurz  dauernde  Torsion  im  entgegengesetzten  Sinne 
gibt,  so  zeigt  sich,  dafs  die  einzelnen  Nachwirkungen  sich  superponieren, 
das  heifst,  man  findet,  dafs  nach  der  zweiten  kürzern  entgegengesetzten 
Torsion  sich  der  Draht  zunächst  der  Lage  nähert,  aus  welcher  man  ilm 
tordiert  hatte,  dann  einen  Augenblick  zur  Ruhe  kommt,  und  dafs  er  dann 
wieder  der  Nachwirkung  von  der  ersten  Torsion  folgend  sieb  wieder  seiner 
ursprünglichen  Gleichgewichtslage  nähert.  So  wurde  ein  Kautschukfaden 
einen  Tag  lang  um  drei  Umdrehungen  tordiert.  Losgelassen  zeigte  der- 
selbe eine  sehr  starke  Nachwirkung  und  in  der  ersten  Zeit  näherte  er  sich 
etwa  10°  in  der  Sekunde  seiner  ursprünglichen  Gleichgewichtslage.  Nach 
10  Minuten  hatte  er  sich  um  mehr  als  180°  derselben  genähert,  und  er 
drehte  sich  in  der  Sekunde  nur  mehr  etwa  zurück.  Nun  drillte  man 
den  Draht  während  40  Sekunden  nach  der  entgegengesetzten  Richtung; 
nach  Aufheben  dieser  Torsion  zeigte  der  Faden  zunächst  eine  Nachwirkung 
im  Sinne  derselben.  Der  Faden  ging  nicht  sofort  in  die  Lage  zurück,  aus 
der  man  ihn  das  zweite  Mal  tordiert  hatte,  sondern  näherte  sich  derselben 
stetig  während  3,5  Minuten.  Ehe  er  indes  dieselbe  erreicht  hatte,  kehrte 
sich  der  Sinn  dor  Bewegung  um,  das  beifst  der  Körper  näherte  sich  wioder, 
wie  wenn  die  zweite  Torsion  nicht  stattgefunden  hätte,  der  ursprünglichen 
Gleichgewichtslage. 

Die  Thatsache,  dafs  dio  elastischen  Änderungen  eines  Körpers  unter 
')  A 'uhlrausch,  Poggend.  Ann.  lid.  CLV111. 
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Wirkung  äufscrer  Kräfte  oder  nach  Aufkören  dieser  Wirkung  nicht  voll- 
ständig augenblicklich  erfolgen,  dafs  sie  zum  Teil  sehr  langsam  erfolgon 
beweist,  dafs  die  der  ganzen  Elasticitätslehre  zu  Grundo  liegendo  Annahme, 
nach  welcher  die  augenblickliche  Lage  der  Moleküle  im  Innern  eines  Kör- 
pers durch  die  augenblicklich  wirkenden  Kräfte  bostimmt  wird,  einor  Modi- 
fikation bedarf.  Es  haben  allerdings  die  Moleküle,  sobald  bestimmte  äufsere 
Kräfte  auf  einen  Körper  wirken,  nur  eine  Gleichgewichtslage,  indessen  kann 
das  Eintreten  in  diese  Gleichgewichtslage  eine  sehr  lange  Zeit  dauern.  Wir 
müssen  daraus  «chliefsen,  dafs  der  Bewegung  der  Moleküle,  sobald  sie  nicht 
zu  weit  aus  ihrer  Gleichgewichtslage,  wie  sie  den  augenblicklich  wirksamen 
Kräften  entspricht,  gebracht  sind,  ein  Widerstand  entgegensteht,  der  ihre 
Bewegung  verlangsamt.  Es  mui's  das  aber  ein  Widerstand  ganz  eigentüm- 
licher Art  sein,  wie  wir  ihn  sonst  bei  Bewegungen  nicht  finden.  Bei  allen 
sonstigen  Bewegungen  können  wir  den  Widerstand  in  Rechnung  ziehen,  in- 
dem wir  einfach  von  der  bewegenden  Kraft  eine  gewisse  Gröfse  abziehen, 
der  Quotient  aus  dieser  Differenz  und  der  zu  bewegenden  Masse  gibt  uns 
dann  die  Beschleunigung.  Da  bei  den  elastischen  Änderungen  die  Kraft, 
welche  die  Moleküle  gegen  die  Gleichgewichtslage  treibt,  dem  Abstand 
der  Moleküle  von  der  Gleichgewichtslage  proportional  ist,  so  ist  bei 
gleicher  Verschiebung  die  bewegende  Kraft  dieselbe;  da  nun  bei  gleicher 
Lagerung  der  Moleküle  auch  der  Widerstand  derselbe  sein  mül'ste,  so  mtifste 
bei  gleicher  Verschiebung  auch  die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Moleküle 
sich  der  Gleichgewichtslage  näheru,  stets  dieselbe  sein.  Das  ist  aber,  wie 
wir  sahen,  keineswegs  der  Fall.  Die  in  der  letzten  Tabelle  mitgeteilten 
Beobachtungen  zeigen,  dafs  hei  einer  Torsion  von  180°,  welche  2 Minuten 
dauerte,  nach  10"  dio  Drillung  des  Silberdrahtes  bis  auf  27'  verschwunden 
ist,  als  dagegen  dieselbe  Torsion  10  Minuten  gedauert  hatte,  war  in  10" 
die  Drillung  erst  bis  auf  ;'»2'  verschwunden,  und  es  dauerte  fast  5 Minuten, 
bis  sie  auf  27'  verschwunden  war.  Im  ersten  Falle  geht  sie  dann  in  20'  bis 
auf  etwa  5'. zurück,  im  zweiten  ist  sie  nach  80  Minuten  erst  auf  etwa  8' 
zurückgegangen.  Ja,  hat  man  eine  stärkere  ursprüngliche  Torsion  an- 
gewandt, und  diese  Stundenlang  dauern  lassen,  so  kann  die  langsame  Rück- 
kehr in  die  Gleichgewichtslage  schon  beginnen,  wenn  die  Drillung  noch 
viele  Grade  beträgt,  wir  erwähnten  den  Versuch  von  Kohlrausch,  wo  sie 
noch  30°  betrug;  erst  in  130  Tagen  ging  sie  da  auf  27'  zurück. 

Noch  räthselhafter  wird  der  Vorgang  durch  die  erwähnte  von  Kohl- 
rausch nachgewiesene  Superposition  der  elastischen  Nachwirkung.  Hat 
man  einen  Faden  tordiert,  so  dafs  er  Nachwirkung  zeigt,  so  werden  durch 
eine  entgegengesetzte  Torsion  die  Moleküle  nicht  in  derselben  Weise  ver- 
schoben, wie  wenn  man  dem  ungedrillten  Faden  dieselbe  Torsion  erteilt 
hätte,  sondern  nach  Aufhören  der  neuen  Torsion  und  der  von  ihr  herrühren- 
den  Nachwirkung  tritt  die  erstere  wieder  hervor.  Man  kann  also  dio  Nach- 
wirkung nicht  etwa  aufheben,  indem  man  durch  eine  äufsere  Kraft  den 
Faden  in  die  untordierte  Lage  bringt.  Selbst  wenn  man  ihn  in  dieser  eine 
nicht  zu  lange  Zeit  festhält,  geht  er  aus  dieser  wieder  heraus  in  die  durch 
die  frühere  Torsion  bedingte  Lage,  um  dann  ganz  allmählich  in  die  un- 
gedrillte  Lage  zurückzukohren. 

Es  ist  deshalb  auch  noch  nicht  gelungen  oinc  Theorie  der  elastischen 
Nachwirkung  zu  geben,  das  heifst  sie  auf  dio  molekularen  Vorgänge  im 
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Innern  der  Körper  zurückzutÜhren  ‘).  Wir  begnügen  uns  daher,  hier  kurz 
die  Betrachtungen  mitzuteilen,  welche  W.  Weber*)  und  F.  Kohlrauech3) 
zur  Ableitung  der  obigen  die  elastische  Nachwirkung  darstellenden 
Gleichung  geführt  haben4). 

Beide  Physiker  gehen  eben  davon  aus,  dafs  bei  jeder  elastischen  Ver- 
schiebung die  Moleküle  den  wirksamen  Kräften  nicht  frei  folgen  können, 
dafs  sich  also  ein  Widerstand  dem  Eintritt  in  die  neue  durch  die  gerade 
wirksainon  Kräfte  bedingte  Gleichgewichtslage  entgegenstellt.  Nennen  wir 
den  Abstand  der  Moleküle  von  dieser  Gleichgewichtslage  x,  so  setzt  W.  Weber 
die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Moleküle  in  dieselbe  hinbewegen, 
irgond  einer  Potenz  des  Abstandes  * proportional.  Kohlrausch  dagegen 
führt  auch  die  Zeit  ( ein,  welche  seit  dem  Beginn  des  Wirkens  der  die 
neue  Gleichgewichtslage  bedingenden  Kräfte  verstrichen  ist,  also  z.  B.  die 
Zeit,  welche  seit  dem  Aufheben  der  primären  Torsion  verstrichen  ist.  Kr 
setzt  dann  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Moleküle  zur  Zeit  / sich 
der  Gleichgewichtslage  nähern,  dem  Abstand  x direkt  und  irgend  einer 
Potenz  der  Zeit  i umgekehrt  proportional.  Da  wir  nun,  wie  wir  sahen, 
diese  Geschwindigkeit  stets  als  den  ersten  Differentialquotienten  des  Weges 
nach  der  Zeit  schreiben  können,  liefert  die  Annahme  von  Kohlrausch  die 
Gleichung 

dx  x 


wo  wir  links  das  negative  Vorzeichen  schreiben  müssen,  weil  die  Bewegung 
eine  Abnahme  der  * hervorhringt,  also  der  Richtung  entgegengesetzt  ist, 
nach  welcher  x als  positiv  gerechnet  ist.  Bei  nicht  grofson  kurz  dauernden 
primären  Änderungen  kann  man  n gleich  X setzen,  und  erhält  dann 

dx  x 

dt  ~ “ T ' 

Diese  Gleichung  lftfst  sich  schreiben 

dx  dt 

x a t 

Den  zur  Zeit  t vorhandenen  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  er- 
halten wir  dann,  wenn  wir  den  zu  einer  bestimmten  Zeit  /,  nach  Aufhören 
der  primären  Änderung  vorhandenen  Abstand  mit  x,  bezeichnen,  durch  Bil- 
dung der  Summe  aller  Werte  auf  der  linken  Seite  von  x,  bis  x,  auf  der 
rechten  Seite  von  f,  bis  t,  oder  durch  Bildung  der  bestimmten  Integrale 


s I 


«1  1 1 


')  Man  sehe  dahin  gerichtete  Versuche  von  0.  E.  Meyer , Poggend.  Ann. 
Bd.  CLI,  Poggend.  Ann.  CLIV.  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  neue  Folge 
(Wiedem.  Ann.)  Bd.  IV.  Keesen,  Poggend.  Ann.  CLV1I. 

»)  W.  Weber,  Poggend.  Ann.  Bd.  LIV. 

*)  Kohlrauech,  Poggend.  Ann.  Bd.  CX1X,  CXXV1II. 

*)  Eine  andere  und  eingehendere  Entwicklung  gibt  Boltimann,  Wien.  Ber. 
Bd.  LXX.  Poggend.  Ann.  Erg.-Bd.  VII.  Man  sehe  über  dieselbe  auch  Kohl- 
rausch,  Poggend.  Ann.  Bd.  CLX. 
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Nach  E 2 und  E VIII  sind  dieselben 


— (log  nat,  x — log  nat  x,)  = log  nat.  /“  — log  nat  1,“ , 

oder  auch 


X 


x,t, 

t " 


wenn  wir  den  aus  den  Beobachtungen  zu  bestimmenden  Zähler  der  rechten 
Seite  mit  c bezeichnen.  Wir  gelangen  somit  zu  der  Gleichung,  welche 
Kohlrauscb  bei  allen  kleinern  und  kur/,  dauernden  Änderungen  bestätigt 
fand,  und  erkennen  gleichzeitig,  dafs  a eine  fUr  dos  betreffende  Material 
charakteristische  Konstante  ist,  welche  deshalb  Kohlrausch  auch  als  die 
Konstante  der  elastischen  Nachwirkung  bezeichnet. 

Bei  starkem  ltlnger  dauernden  primären  Änderungen  ist  n nicht 
gleich  1,  dann  erhalten  wir  für  die  Verschiebung  x zur  Zeit  I 

*■  »i 

und  das  wird  mit  Beachtung  der  Regel  E 1 für  die  rechte  Seite  der 
Gleichung 

log  nat  x,  — log  nat  x = — 


oder,  wenn  wir  <,  = 0 setzen,  also  ar,  als  die  Verschiebung  ansehen,  die  im 
Augenblick  des  Aufhörens  der  primären  Änderung  vorhanden  ist, 

log  nat  -*  =•  — -B—  tl~ " 

6 xt  n — 1 


x — xte  1 , 

also  die  Gleichung,  welche  Kohlrausch  in  diesem  Falle  experimentell  be- 
stätigte. Wie  die  Versuche  zeigen  hängt  bei  solchen  primären  Änderungen 
auch  der  Wert  von  a von  der  Stärke  und  Dauer  derselben  ab,  er  wird  be- 
sonders mit  wachsender  Dauer  der  primären  Änderung  kleiner,  das  heilst 
die  elastische  Nachwirkung  verläuft  um  so  langsamer,  je  länger  die  primäre 
Änderung  gedauert  hat 

§ 55. 

Elasticitätsgrenze.  Die  bisher  besprochenen  durch  äufsere  Kräfte 
hervorgebrachten  Veränderungen  des  Volumens  oder  der  Gestalt  der  Körper 
waren  vorübergehende,  der  Körper  kehrte  nach  Aufhören  der  Wirkung  der 
äufsern  Kräfte  in  seinen  frühem  Zustand  zurück,  wenn  auch  ein  Teil  dieser 
rückkehrenden  Bewegung  sehr  langsam  war.  Diese  Rückkehr  in  die  ur- 
sprüngliche Gleichgewichtslage  tindet  jedoch  keineswegs  immer  statt,  man 
findet  vielmehr  immer  dann  bleibende  Änderungen,  wenn  die  ändernden 
Kräfte  oder  vielmehr  die  durch  diese  hervorgebrachten  Änderungen  eine 
gewisse  Gröfse  überschreiten.  Wird  ein  Draht  durch  einen  sehr  starken 
Zug  gedehnt,  so  behält  er  nach  Aufhören  desselben  einen  Teil  seiner  Ver- 

WCllskb,  Fhytik.  I.  4.  Alfl.  IG 
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längerung  bleibend  bei,  er  nimmt,  auch  wenn  die  elastische  Nachwirkung 
ganz  vorüber  gegangen  ist,  nicht  wieder  die  frühere  Länge  an,  seine  Mole- 
küle haben  eine  neue  Gleichgewichtslage  erhalten.  Dasselbe  findet  man  bei 
den  andern  von  uns  betrachteten  Fällen;  ein  zu  weit  tordierter  Draht  kehrt 
nicht  wieder  in  seine  ursprüngliche  Gleichgewichtslage  zurück,  ebenso  gibt 
eine  zu  starke  Biegung  eine  bleibende  Durchbiegung  des  gebogenen  Stabes. 
Hierauf  beruht  die  Verlängerung  eines  Drahtes,  wenn  man  ihn  durch  einen 
Drahtzug  zieht;  der  Abdruck  des  Stempels  auf  den  Münzen;  das  Auswalzen 
der  Bleche,  die  Wirkung  des  Hämmerns  und  alle  ähnlichen  Formänderungen, 
welche  man  ohne  Trennung  des  Zusammenhanges  der  Körper  bewirkt 
• Es  gibt  demnach  eine  Elastieitätsgrenze,  oder  eine  Grenze,  welche 
äufsere  Kräfte  bei  ihrer  Wirkung  auf  die  Körper  nicht  überschreiten  dürfen, 
ohne  die  Körper  dauernd  zu  ändern.  Als  diese  Grenze  definiert  man  dann 
jene  Kraft,  beim  Dehnen  also  die  Gröfse  des  Zuges,  bei  der  Torsion  jenes 
Drehungsmoment,  welches  die  erste  bleibende  Änderung  des  Körpere  hervor- 
bringt. Diese  Grenze  ist  für  verschiedene  Substanzen  sehr  verschieden, 
Blei  z.  B.  erhält  schon  bei  sehr  schwachem  Zuge,  bei  sehr  geringer  Torsion 
oder  Biegung  eine  bleibende  Änderung,  während  es  bei  Eisen  oder  Stahl 
ganz  erheblicher  Kräfte  bedarf. 

So  leicht  es  ist,  eine  Definition  der  Elastieitätsgrenze  aufzustellen,  so 
schwierig  ist  eine  scharfe  Bestimmung  derselben.  Zunächst  erkennt  man, 
dafs  strenge  genommen  oine  Kraft,  welche  eine  bleibende  Formänderung 
bewirkt,  schon  aufserhalb  der  Elastieitätsgrenze  liegt.  Um  diese  Schwierig- 
keit zu  umgehen,  hat  man  z.  B.  bei  der  Dehnung  jenen  Zug,  in  Kilo- 
grammen ausgedrückt,  der  pro  Quadratmillimeter  des  Querschnitts  wirkt, 
als  Elastieitätsgrenze  bezeichnet,  welcher  einen  Draht  um  0,00005  seiner 
ursprünglichen  Länge  dauernd  verlängert. 

Indes  auch  nach  dieser  Definition,  und  seihst  abgesehen  von  der  elasti- 
schen Nachwirkung,  bietet  die  exakte  Bestimmung  dieser  Grenze  eine  grolse 
Schwierigkeit,  ja  ist  nach  den  Beobachtungen  von  Thalen1)  gar  nicht  mög- 
lich, wenigstens  dann  nicht,  wenn  man  die  Elastieitätsgrenze  in  ähnlicher 
Art  wie  den  Elasticitütskoefficienten  als  eine  für  das  Material  charakte- 
ristische Konstante  ansehun  will.  Zunächst  scheint  die  Zeitdauer  der 
Wirkung  der  äufseren  Kräfte  auf  die  bleibende  Veränderung  der  Körper 
in  ähnlicher  Weise  von  Einflufs  zu  sein  wie  bei  der  elastischen  Nachwirkung, 
ja  es  scheinen  selbst  kleine  Belastungen  bei  dauernder  Einwirkung  per- 
manente Veränderungen  hervorzubringen.  Aus  dom  Grunde  erlahmen  auf 
die  Dauer  alle  Federn,  biegen  sich  die  Balken  in  den  Decken  u.  s.  f.  Ferner 
hat  Thalen  gezeigt,  dafs  das  Eintreten  einer  permanenten  Verlängerung 
durch  den  Zug  wesentlich  davon  ubhängig  ist,  ob  der  Körper  schon  früher 
eine  Dehnung  erfahren  hat  oder  nicht.  Ein  früher  noch  nicht  gedehnter 
Körper  erhält  schon  durch  kleine  Gewichte  eine  bleibende  Verlängerung, 
ein  bereits  durch  einen  starken  Zug  bleibend  gedehnter  erst  durch  sehr  viel 
gröfsere.  So  fand  Thalen  boi  einem  Stabe  von  mittelhartem  schwedischen 
Stahl,  dafs  bei  der  ersten  Dehnung  die  Elastieitätsgrenze  nach  obiger  De- 
finition gleich  19,3  war,  das  heifst  ein  Zug  von  19,3  Kilogramm  auf  den 
Qnadratmilliiueter  brachte  bei  kurz  dauernder  Wirkung  eine  bleibende  Vor- 


')  Thalen,  Poggend.  Anti.  Bd.  CXXIV. 
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längerung  von  0,00005  der  ursprünglichen  Lange  hervor.  Derselbe  Stab 
wurde  dann  nach  und  nach  einoni  Zuge  bis  zu  40  Kilogr.  auf  das  Quadrat- 
millimeter ausgesotzt,  wodurch  seine  bleibende  Verlängerung  bis  auf  0,005 
der  ursprünglichen  Länge  zunahm.  Der  so  verlängerte  Stab  wurde  neuen 
Dehnungsversuchen  unterworfen,  und  es  ergab  sich,  dafs  eine  neue  bleibende 
Verlängerung  jetzt  nicht  eintrat,  wenn  auch  die  früher  bestimmte  Elastici- 
tätsgrenze  erheblich  überschritten  wurde.  Erst  ein  Zug  von  33,8  Kilogr. 
auf  das  Qnadratmillimeter  brachte  eine  neue  Verlängerung  von  0,00005 
der  ursprünglichen  Länge  hervor.  Bei  dieser  Versuchsreihe  wurde  der  Zug 
bis  auf  44,5  Kilogr.  auf  das  Quadratmillimeter  gesteigert  und  der  Stab  um 
0,00855  seiner  ursprünglichen  Länge  bleibend  verlängert.  Nachfolgende 
Dehnungen  des  Stabes  ergaben  dann,  dafs  hei  dem  so  verlängerten  Stabe 
die  Elasticitätsgrenze  erst  bei  38, G Kilogramm  erreicht  war. 

Es  ergibt  sich  somit,  dafs  durch  vorhergehende  Streckungen  die  Elasti- 
citätsgrenze sehr  erheblich  erweitert  wird,  dafs  man  deshalb  die  gleiche 
Elasticitätsgrenze  bei  demselben  Material  nur  dann  tindet,  wenn  dasselbe 
vorher  durch  den  gleichen  Zug  gedehnt  worden  ist.  Man  erhält  deshalb  für 
hart  gezogene  Drähte  eines  Metalls  ziemlich  übereinstimmende  Werte  der 
Elasticitätsgrenze.  In  dieser  Weise  sind  auch  die  in  der  Tabelle  des  folgen- 
den Paragraphen  angegebenen  von  Wertheim1)  erhaltenen  Zahlen  für  hart 
gezogene  Drähte  zu  verstehen. 

Die  Beobachtungen  Thalens  erklären  auch  den  grofsen  Unterschied, 
welcher,  wie  ebenfalls  die  Tabelle  des  folgenden  Paragraphen  zeigt,  Wert- 
heim fllr  die  Elasticitätsgrenze  hart  gezogener  und  geglühter  und  dann 
langsam  abgekühlter  Drähte  fand.  Durch  das  Erhitzen  gehen  die  Metalle 
wieder  in  den  molekularen  Zustand  über,  den  sie  vor  der  Streckung  be- 
sagen, und  deshalb  tritt  schon  bei  viel  geringerem  Zuge  eine  dauernde 
Verlängerung  ein.  Wie  Thalfin  fand,  tritt  diese  Senkung  der  Elasticitäts- 
grenze schon  bei  einer  Erwärmung  auf  200°C.  ein.  Das  Gleiche  wird  durch 
eine  Reihe  von  Erfahrungen  in  der  Technik  bestätigt,  wir  erwähnen  nur  die 
leichtere  Schmiedbarkeit  der  Metalle,  wenn  sie  glühend  sind;  die  Not- 
wendigkeit beim  Auswalzen  der  Bleche,  wenn  sie  durch  mehrere  Walzen 
gegangen  sind,  dieselben  erst  neu  zu  erwärmen  u.  in.  a. 

Für  die  Torsion  und  Biegung  hat  Wiedemann*)  schon  früher  ganz 
ähnliches  gefunden,  es  zeigt  sich  auch  dort,  dafs  durch  mehrmaliges  Tor- 
dieren  und  Biegen  die  Elasticitätsgrenze  ganz  erheblich  horausgeriickt  wird. 
Man  kann  deshalb,  wie  Wiedemann  hervorhebt,  bei  vorher  noch  gar  nicht 
deformierten,  gedehnten,  tordierten  oder  gebogenon  Körpern  eigentlich  von 
keiner  Elasticitätsgrenze  sprechen,  schon  die  geringsten  temporären  De- 
formationen haben  bleibende  Änderungen  zur  Folge;  erst  wenn  man  die 
Körper  hinlänglich  oft  innerhalb  gewisser  Grenzen  durch  bestimmte  äufsere 
Kräfte  deformiert  hat,  kehren  sie  bei  erneuerter  Einwirkung  derselben  oder 
kleinerer  Kräfte  im  gleichen  Sinne,  wie  die  zuletzt  angewandten  waren,  in 
denselben  Zustand  zurück,  den  sie  vor  dieser  erneuerten  Einwirkung  besafsen. 

')  Wertheim,  Poggend.  Ann.  Erg.-Bd.  11.  Ami.  de  chim.  et  de  phys. 
III.  Ser.  T.  12. 

*)  Wiedemann,  Poggend.  Ann.  Bd.  C1II,  Bd.  CVI,  Bd.  CVII,  Bd.  CXVI1. 
Neue  Folge,  Bd.  VI.  Über  den  Zustand  permanent  tordierter  Drähte  sehe  mau 
auch  Warburg,  Annalen  der  Physik,  Neue  Folge,  Bd.  X. 
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§ 50. 


§ 56. 

Festigkeit.  Wenn  man  die  Einwirkung  äufserer  Kräfte  auf  einen 
festen  Körper  über  die  Elasticitätsgrenze  hinaus  fortsetzt,  so  gelangt  man 
endlich  dahin,  dals  der  Zusammenhang  der  einzelnen  Teile  aufgehoben 
wird;  ein  über  die  Elasticitätsgrenze  belasteter  Draht  zerreifst,  unter  zu 
starkem  Drucke  wird  ein  Körper  zerquetscht  oder  zerstampft,  ein  zu  stark 
tordierter  Faden  wird  abgedreht,  und  ein  zu  stark  gebogener  Stab  wird 
zerbrochen. 

Man  bezeichnet  den  Widerstand,  den  ein  Körper  der  Trennung  seiner 
Teile  entgegensetzt,  mit  dem  Namen  Festigkeit.  So  viele  verschiedene 
Arten  der  Einwirkung  es  gibt,  so  viele  Arten  Festigkeit.  Man  hat 
das  Gewicht  zu  bestimmen  gesucht,  welches  einen  Draht  von  beliebiger 
Länge  und  1 Millimeter  Durchmesser  zu  zerreifsen  imstande  ist,  und  mifst 
durch  dieses  die  Zugfestigkeit  oder  absolute  Festigkeit  der  Körper;  man 
findet  in  der  folgenden  Tabelle  eine  Anzahl  Angaben  nach  den  Versuchen 
von  Wertheim.  Zur  ßestiminung  dieser  Zahlen  hat  man  mit  denselben 
Schwierigkeiten  zu  kämpfen,  die  vorhin  erwähnt  wurden;  bei  langsamer 
und  dauernder  Belastung  reifst  ein  Draht  viel  früher  als  bei  schneller  nur 
kurz  dauernder,  Stöfse  natürlich  ausgenommen.  Die  Festigkeit  wird  daher 
durch  die  Belastung  vermindert.  Die  folgenden  Angilben  beziehen  sich  auf 
langsame  Belastung1). 


Metalle 

Elasticitätsgrenze 

Gewichte  beim 
Zerreifsen 

Blei  

gezogen 

angelaasen 

0,26  klgrm. 
0,20 

2,07  klgrm. 
1,80 

Zinn 

gezogen 

0,45 

2,45 

angelaasen 

0,20 

1,70 

Gold 

gezogen 

13,5 

27,00 

angelasscn 

3,0 

10,08 

Silber  .... 

gezogen 

11,25 

29,00 

angelassen 

2,75 

16,02 

Zink 

gezogen 

0,75 

12,80 

an  gelassen 

1,00 

Kupfer.  . . . 

gezogen 

angclassen 

12.0 

3,0 

40,30 

30,54 

Platin  .... 

gezogen 

26,0 

34,10 

angelaseen 

14,5 

23,50 

Eisen 

gezogen 

32,5 

61,10 

angelassou 

5,0 

46,88 

Gufsstahl  . . i 

gezogen 
an  gelassen 

65,6 

5,0 

80,00 

65,75 

Stahldraht.  . 

gezogen 

augelassen 

42,5 

16,0 

70.00 

40.00 

Man  sieht,  auch  hier  zeigt  sich  ein  auffallender  Unterschied  zwischen 
den  verschiedenen  Metallen  sowohl  als  auch  zwischen  den  verschiedenen 
Drähten  desselben  Metalles,  je  nachdem  es  gezogen  oder  geglüht  ist. 


Wertheim  a.  a.  0. 
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Man  sieht  ferner,  wie  zwischen  den  Gewichten,  welche  die  Elastieitäts- 
grenzo  angeben,  und  jenen,  die  das  Zerreifson  bewirken,  bei  den  verschie- 
denen Metallen  ein  verschiedener  Unterschied  vorhanden  ist;  je  gröfser  der 
Unterschied  ist,  um  so  dehnbarer  ist  das  Metall,  ohne  dafs  man  jedoch 
diesen  Unterschied  als  Mafs  der  Dehnbarkeit  hinstellen  könnte. 

Die  Kraft,  mit  der  ein  Körper  dom  Zerdrücken  widersteht,  nennt  man 
die  rückwirkende  Festigkeit;  Uber  diese  sind  nur  wenige  Ultere,  meist  zu 
praktischen  Zwecken  angestellto  Versuche  vorhanden. 

Die  relative  oder  Bruchfestigkeit  ist  zu  praktischen  Zwecken  vielfach 
untersucht  worden,  um  die  Tragfähigkeit  von  Balken,  Axen  u.  s.  f.  zu  be- 
stimmen. Gefundene  Zahlen  anzuftlhren,  denen  nur  eine  praktische  Be- 
deutung zuzuschreiben  ist,  erscheint  überflüfsig. 

Die  Gesetze,  nach  denen  sich  die  Festigkeiten  mit  den  Dimensionen  des 
Körpers  lindem,  sind  nicht  bekannt.  Annähernd  richtige  Resultate  wird  man 
unter  Anwendung  der  für  die  Elasticität  gültigen  Gesetze  erhalten,  also  z.  B. 
l>ei  der  Zugfestigkeit  unter  der  Annahme,  dafs  dieselbe  proportional  dem  Quer- 
schnitt sei.  Jedoch  haben  Versucho  gezeigt,  dafs  es  nicht  statthaft  ist,  aus 
Versuchen  mit  Drähten  von  kleinen  Dimensionen  auf  Stäbe  von  gröfseren 
Dimonsionon  zu  schliefsen. 

Gleiches  gilt  von  der  Drehfestigkeit,  auch  Uber  diese  ist  nichts  Genaueres 
bekannt. 

Man  unterscheidet  noch  eine  fünfte  Art  von  Festigkeit,  die  Härte.  Man 
versteht  darunter  den  geringem  oder  gröfsem  Widerstand,  den  ein  Körper 
dem  Eindringen  von  Spitzen  oder  Schneiden  entgegensetzt.  Man  hat  darnach 
die  Körper  in  10  Klassen  geteilt  und  bestimmt  den  Grad  der  Härte  darnach, 
welche  Körper  den  zu  untersuchenden  noch  ritzen  können,  und  welche  er 
ritzen  kann.  Dio  Körper,  welche  man  als  Härteskala  aufgestellt  hat,  sind  nach 
Mohs  vom  geringsten  zum  gröfsten  Härtegrad  fortschreitend  folgende  101) 

1)  Talk, 

2j  Steinsalz, 

3)  Kalkspath, 

4)  Flufsspath, 

5)  Apatit, 

6)  Feldspath, 

7)  Quarz, 

8)  Topas, 

9)  Korund, 

10)  Diamant. 

Man  legt  darnach  einem  Körper  z.  B.  den  Härtegrad  5 bei,  wenn  er 
Flnfsspath  ritzen  kann  und  selbst  vom  Feldspath  geritzt  wird.  Körper,  die 
sich  gegenseitig  ritzen,  haben  gleiche  Härte. 

§ 57. 

Vom  Stofse  der  Körper*).  Auf  der  Eigenschaft  der  Elasticität  be- 
ruhen die  Bewegungserscheinungen,  wcleho  zwei  Körper  darbiolen,  wenn 
sie  gegen  einander  prallen,  wenn  sie  sich  stofsen. 

')  r\  Kobell,  Lehrbuch  der  Mineralogie. 

’)  Die  Gesetze  des  Stofses  wurden  vollständig  zu  gleicher  Zeit  von  Wallis, 
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Haben  zwei  Massen  m und  m gewisse  gleichgerichtete  Geschwindig- 
keiten v und  v erhalten,  so  werden  sie,  wenn  dio  Geschwindigkeit  v von  m 
gröfser  ist  als  die  v von  m , nach  einiger  Zeit  aut'  einander  treffen  und 
während  einer  sehr  kurzen  Zeit  gegen  einander  gedrückt  sein.  Infolge 
dieses  Stofses  wird  dann  die  Geschwindigkeit  jedes  der  beiden  Körper  ge- 
ändert sein,  die  Geschwindigkeit  des  stolsenden  Körpers  wird  verkleinert, 
die  des  gestol'senen  Körpers  wird  vergröfsert  sein.  Sind  dio  Geschwindig- 
keiten der  Körper  nach  dem  Stofse  c und  c,  so  erhalten  wir  zunächst  ganz 
allgemein  folgende  Relation  zwischen  den  Geschwindigkeiten  vor  und  nach 
dem  Stofse.  Während  dio  Körper  sich  berühren,  übt  der  eine  auf  den 
andern  einen  Druck  aus,  und  infolge  dieses  Druckes  wird  die  Geschwindig- 
keit geändert,  und  zwar  für  den  stofsenden  Körper  um  v — c,  tjir  den 
gestol'senen  um  c — v.  Da  der  Druck  auf  die  beiden  Massen  m und  m 
während  derselben  Zeit  wirkt,  so  verhalten  sich  die  Geschwindigkeiten,  die 
diese  Drucke  erteilen,  also  dio  sooben  abgeleiteten  Geschwindigkeits- 
änderungen  umgekehrt  wie  dio  Massen,  denen  sie  erteilt  sind,  oder 

e — c m 

c — o"  m 

und  daraus 

mv  -f-  m v = mc  -)-  tn'c. 

Um  eine  zweite  Relation  zwischen  den  Geschwindigkeiten  zu  erhalten, 
müssen  wir  zwei  Fälle  unterscheiden. 

l)  Beide  Körper  sind  absolut  unelastisch.  Der  Stofs  wird  dann  eine 
bleibende  Änderung  der  Gestalt  hervorbringen,  die  Körper  entfernen  sich 
nach  dem  Stofse  nicht  mehr  von  einander,  sondern  bewegen  sich  nach  dem 
Stofse  mit  gemeinsamer  Geschwindigkeit  weiter.  In  diesem  Falle  ist  also 
C — c,  und  wir  erhalten 

mv  -f-  mV  — (m  -f-  in)  c , 
m v -f-  mV 
m -J-  m ’ 

_ ro*(e  — r‘)  , m (c  — v) 

m -f  m ’ ' 1 »i  4-  m 

War  die  Bewegung  v jener  von  v entgegengesetzt.,  so  haben  wir  in 
diesen  Ausdrücken  nur  v mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  zu  versehen, 
und  es  wird 

mc  — mV 
c — . — i — • 

m -f*  tn 

Und  ist  nun  mv  = mv,  so  wird  c = 0,  also  beide  Körper  bleiben  in 
Ruhe.  Dieser  Fall  scheint  also  durchaus  dem  im  § 1 1 abgeleiteten  Satze 
von  der  Konstanz  der  lebendigen  Kraft  zu  widersprechen,  da  die  lebendige 
Kraft  nach  dem  Stofse  gleich  Null  ist.  Indes  ist  der  Widerspruch  nur 
scheinbar,  da  durch  den  Stofs  Arbeit  geleistet,  nämlich  die  Gestalt  der  Massen 

lUrcn  und  Huyghent  entwickelt  und  von  Wallis  am  26.  November,  von  Wrcn 
am  17.  Dezember  1668,  von  Ilnygbens  am  \.  Januar  1669  der  Royal  Society  zu 
London  vorgelegt,  der  letztere  soll  sie  jedoch  schon  im  Jahre  1663  entwickelt 
haben.  Philos.  Iransact.  of  the  Royal  Soc.  of.  London  from  commencement  etc. 
Abridged  with  notes  etc.  Vol.  I.  London  1809.  p.  307;  310;  386. 
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bleibend  geändert,  und,  wie  wir  später  naehweisen  werden,  auch  Wärme 
erzeugt  ist.  Und  da  hier,  nicht  nur  wenn  c = 0 ist,  sondern  in  jedem  Falle 
eine  Gestaltsünderung  der  Massen  erfolgt,  also  Arbeit  geleistet  wird,  so 
mufs  in  jedem  Falle  die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Massen  nach  dem 
Stofse  kleiner  sein  wie  vor  dem  Stofse.  Man  findet  diesen  Satz  bestätigt, 
wenn  man  die  lebendigen  Kräfte  vor  und  nach  dem  Stofse  vergleicht. 

2)  Wenn  dagegen  die  beiden  Körper  vollkommen  elastisch  sind,  so 
gleicht  sich  die  im  Stofse  eintretcnde  Gestaltsänderung  sofort  wieder  aus, 
da  die  zusammongedrilckten  Körper  sich  sofort  wieder  ansdehnÄn  und  ihre 
ursprüngliche  Gestalt  annehmen.  Die  Körper  sind  also  nach  dem  Stofse 
wieder  in  ihrem  ursprünglichen  Zustande,  oder  es  ist  hei  dem  Stofse  keine 
Arbeit  geleistet  worden.  Die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Massen  kann 
daher  durch  den  Stofs  nicht  geändert  sein.  Diese  Bemerkung  liefert  uns 
flir  die  elastischen  Körper  die  zweite  Relation  zur  Bestimmung  der  Ge- 
schwindigkeiten nach  dem  Stofse;  denn  nach  derselben  ist 

m v*  -j-  m'v*  — »ic3  -f-  tnc* 

oder 

m (t'!  — c2)  = m (c  * — fl'8). 

Dividieren  wir  diese  Gleichung  durch  die  vorhin  allgemein  abgeleitete 
m (v  — c)  = m ( c — v ) , 

so  folgt 

fl  c = v'  -f-  c , 


und  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 


c 


2 mV  + (m  — tri)  v 
m -f-  tri 


2tnc  -f  (tri  — m)v 
m -f-  tri 


in  denen  wir  wieder  das  Zeichen  von  v ändern  müssen,  wenn  die  Geschwindig- 
keiten die  entgegengesetzte  Richtung  haben. 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  m = m sei,  so  wird  . 

c — v , c — v. 


Die  Körper  haben  also  nach  dem  Stofse  ihre  Geschwindigkeit  einfach 
ausgetauscht.  War  die  Geschwindigkeit  der  einen  Masse  m gleich  Null,  so 
wird  jetzt  die  der  andern  Null,  denn  dann  wird 

c — 0,  c — v. 

Wird  also  eine  ruhende  Kugel  von  einer  bewegten  ganz  gleicher  Masse 
gerade  gestofsen,  so  erhält  sie  von  letzterer  deren  volle  Geschwindigkeit, 
und  die  stofsende  Kugel  bleibt  in  Ruhe.  Dieser  bemerkenswerte  Schlafs 
lüfst  sich  leicht  durch  den  Versuch  naehweisen  *).  Man  hängt  an  einem  Ge- 
stelle ( Fig.  66)  mehrere  unter  sich  gleiche  Kugeln  von  Elfenbein  so  auf, 
dafs  sie  sich  berühren,  und  dafs  ihre  Centra  sich  in  einer  geraden  Linie 
befinden.  Man  hebt  nun  die  erste  um  einen  gewissen  Winkel  und  läfst 
sie  dann  fallen.  Sie  beschreibt  einen  Kreisbogen  wie  ein  Pendel  und  stöfst 


‘)  Der  Apparat  zum  Nachweis  des  Satzes  vom  Stofse  der  Körper  wurde 
bereits  von  Mariotte  angegeben.  Mariotte,  Traitc  de  la  percussion  ou  choc  des 
corps.  Paris  1B77. 
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auf'  die  zweite  Kugel  mit  einer  Geschwindigkeit  v — Y‘2tjh.  Nach  dem 
Stofse  ist  sie  in  Ruhe,  gibt  aber  ihre  Geschwindigkeit  an  die  zweite  Kugel 
ab;  ilieso  übertragt  sie  an  die  dritte  u.  s.  f.  durch  dio  ganze  Reihe,  bis 

schliefslich  die  letzte 
Kugel  A die  Geschwin- 
digkeit erhalt,  welche  B 
besafs,  und  deshalb  bis 
A'  aufsteigt. 

Dann  fällt  A wieder 
zurück,  erreicht  dieselbe 
Geschwindigkeit  und  teilt 
dieselbe  wieder  durch 
alle  die  Kugeln  hindurch 
an  B mit.  Man  hat  dem- 
nach ein  Pendel,  wel- 
ches aus  einer  Roihe  von 
Kugeln  besteht,  deren 
mittlere  unbeweglich  blei- 
ben, und  deren  beide 
äufseren  sich  abwechselnd 
heben  und  senken. 

Ist  tn  = oo , i/=  0, 
so  wird 


v (m  — in")  m 

m -j-  m'  m 


d.  h.  stöfst  eine  Kugel  gegen  eine  feste  Wand,  so  besitzt  sie  nach  dem  Stofse 
eine  ihr  gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Geschwindigkeit.  Lafst  man 
demnach  eine  Elfenbeinkugel  auf  eine  Marmorplatte  fallen,  so  mufs  sie  zu- 
rückspringen  und  zu  derselben  Höhe  wieder  aufsteigen,  von  der  sie  herab- 
fiel, um  neuerdings  zu  fallen  und  so  ihre  Bewegung  ohne  Ende  fortzusotzen. 
Man  weifs  nun,  dafs  das  nicht  der  Fall  ist,  dafs  die  Kugel  allerdings  zurück- 
springt, aber  nicht  bis  zu  ihrer  ursprünglichen  Höhe,  und  dafs  ihre  Be- 
wegung nach  und  nach  aufhört.  Ebenso  findet  man,  dafs  die  gestofseno 
Kugel  niemals  genau  die  Geschwindigkeit  der  stofsenden  erhitlt,  somit,  dafs 
unserer  Theorie  entgegen  jedesmal  bei  dem  Stofse  ein  Verlust  von  leben- 
diger Kraft  eintritt,  respektive  oin  Toil  der  lebendigen  Kraft  in  eine  andere 
Form  umgesetzt  wird.  Der  Grund  dieser  Abweichung  der  Erfahrung  von 
der  Theorie  liegt  eben  darin,  dafs,  wie  wir  § 54  und  55  sahen,  die  in  der 
Theorie  vorausgesetzte  vollkommene  ElastieitUt  der  Körper  nicht  besteht. 
Die  durch  die  elastische  Kraft  geleistete  Arbeit  ist  niemals  genau  gleich 
der  in  der  ersten  Hälfte  des  Stofses  geleisteten  Arbeit,  es  wird  vielmehr 
immer  im  Innern  sowohl  des  stofsenden  als  des  gestofsenen  Körpers  ein 
Teil  der  geleisteten  Arbeit  in  andere  Formen  umgesetzt. 

Die  in  dem  Bisherigen  abgeleiteten  Stofsgesetze  gelten  nicht  nur  für 
Kugeln,  sondern  für  Körper  beliebiger  Formen  unter  der  Voraussetzung, 
dafs  die  Körper  sich  in  der  Verbindungslinie  ihrer  Schwerpunkte  stofson, 
so  dafs  also  der  durch  den  Stofs  ausgeübte  Druck  und  der  elastische  Gegen- 
druck direkt  durch  den  Schwerpunkt  gehen.  Lassen  wir  diese  Yoraus- 
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■fefC 


S, 


\ 


\ 


Setzung  fallen,  so  ist  die  Wirkung  des  Stofses  sehr  von  der  Form  der 
stolsenden  Körper  abhängig. 

Bei  Kugeln  ist  es  leicht,  bei  solchen  nicht  nach  dem  Centrum  ge- 
richteten, also  excentrisch  oder  schiefen  Stöfsen  die  Bewegung  nach  dem 
Stofse  abzuleiten. 

Seien  zu  dem  Ende  A und  B (Fig.  67)  die  Mittelpunkte  zweier  Kugeln 
im  Momente  des  Stofses,  und  sei  PA  der  Richtung  und  Gröfse  nach  die 
Geschwindigkeit  v der  Kugel  Ä,  Q II  H g7 

jene  v der  Kugel  B,  sei  ferner  die  ^ 

Masse  der  ersten  Kugel  m,  jene  der 
zweiten  m.  Die  Verbindungslinie  der 

beiden  Mittelpunkte  A Ji  geht  dann  I \ 

stets  durch  den  Berührungspunkt,  / \ 

und  steht,  da  der  Radius  einer  Kugel  / 

stets  normal  ist  zu  dem  Elemente  der  j T / 

Kugel,  an  welches  er  gezogen  ist, 
normal  zu  den  sich  berührenden 

Elementen.  Zerlegen  wir  die  Ge- 

schwindigkeit PA  in  ihre  zu  A Ji  P — - 
parallolo  Komponente  SA  und  die  zu  \ 

A B senkrechte  Komponente  PS,  und  \ y 
ebenso  die  Geschwindigkeit  QB  in 
QT  senkrecht  zu  AB  und  TB  pa- 
rallel AB,  so  sind  PS  und  Q T gleich- 
zeitig parallel  den  Berührungsflächen 
der  beiden  Kugeln.  Diese  Komponenten  können  daher  durch  den  Stofs 
nicht  geändert  werden,  dieselben  sind  nach  dem  Stofse  die  gleichen  wie  vor 
dem  Stofse.  Die  beiden  anderen  Komponenten  senkrecht  zur  Berührungs- 
fläche sind  nach  den  Mittelpunkten,  also  den  Schwerpunkten  der  Kugeln 
gerichtet,  auf  diese  sind  daher  unmittelbar  die  Gesetze  des  centralen  Stofses 
anzuwenden.  Bezeichnen  wir  den  Winkel,  den  PA  mit  AB  bildet,  mit  «, 
den  Winkel  zwischen  QB  und  BA  mit  so  ist 

SA  = v • cos  a TB  =■  — v cos  a ; 

die  Geschwindigkeiten  von  A und  B parallel  SA  und  B T nach  dem  Stofse 
werden  dann 

— 2 mv  cos  a (m  — »«')  v cos  a 


T 


1 = 


m -f-  m 


. , 2 in  v cos  « — (hi'  ml  v cos  a 

5 m -f-  m 


worin  wir  v cos  a mit  dem  negativen  Vorzeichen  schreiben  müssen,  weil 
die  Richtung  der  Komponente  TB  jener  S--1  entgegengesetzt  gerichtet  ist. 
Setzen  wir  die  Massen  beider  Kugeln  als  gleich  voraus,  also  m — m',  so 
wird 

§ = — v cos  a g = v cos  u , 

die  beiden  Kugeln  tauschen  einfach  ihre  parallel  A B gerichteten  Geschwin- 
digkeiten aus. 

Die  totalen  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stofse  erhalten  wir  als  Re- 
sultierende der  je  beiden  zu  einander  senkrechten  Komponenten 

c*  = tr  sin*  « -f-  £*  c'*  — v*  sin*  a -f-  I** , 
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und  die  Richtung  der  Bewegung  nach  dem  Stofse  respektive  den  Winkel, 

den  diesolbe  mit  A 11  bildete,  in  den  Gleichungen 

v sin  « . , v sin  a 

tang  o,  = — lang  «,  = j.  — • 


Ist  also  tn  = in,  so  wird 


tang  o, 


e sin  a 
v cos  «' 


tang  = 


v sin  a 
v cos  a 


Das  negative  Vorzeichen  bedeutet,  dafs  die  Richtungen  der  Bewegungen 
AU  und  11  V an  der  andern  Seite  von  A 11  liegen,  als  dio  Bewegungen  vor 
dem  Stofse.  Wir  erhalten  dieselben,  indem  wir  Al\  — BT,  ’1\U  = PS 
ziehen  in  der  Linie  A U und  ebenso,  indem  wir  BSt  = AS,  S,  V = QT 
ziehen  in  II  V,  für  beide  Kugeln  der  Grlifse  und  Richtung  nach. 

Die  Bewegung  der  beiden  Kugeln  in  einzelnen  Füllen  ist  hiernach 
leicht  zu  bestimmen.  Wird  z.  B.  eine  Kugel  gegen  eine  ruhende  gleicher 
Masse  gestolsen,  so  bewegt  sich  die  stofsende  nach  dem  Stofse  stets  senk- 
recht zur  Verbindungslinie  der  beiden  Mittelpunkte,  die  gestofsene  mit  der 
der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  parallelen  Komponente  der  stofsen- 
den Kugel  parallel  der  Verbindungslinie.  Die  beiden  Kugeln  bewegen  sich 
also  in  zu  einander  senkrechten  Richtungen.  Ist  m unendlich  v = 0,  wird 
also  die  Kugel  m gegen  eine  feste  Wand  geworfen,  so  dafs  sie  mit  der 
Normale  der  Wand  den  Winkel  a bildet,  so  wird 

£ = — v • cos  ß £'  = o -=  c c = v 
v ■ sin  ß 

tang  ß.  *=  — = — tang  ß. 

e 1 v • cos  a e 


Die  zur  Wand  normale  Komponente  bleibt  ihrer  Gröfse  nach  un- 
geändert,  sie  wird  dor  Richtung  nach  die  entgegengesetzte;  die  Geschwin- 
digkeit c nach  dem  Stofse  ist  deshalb  dieselbe  wie  vor  dem  Stofse,  die 
Richtung  dor  Bewegung  liegt  an  der  andern  Seite  der  Normalen  zur  festen 
Wand,  in  der  durch  die  Bewegungsrichtung  vor  dem  Stofse  und  der  Norma- 
len gegebenen  Ebene,  sie  bildet  mit  der  Normalen  zur  Wand  denselben 
Winkel  wie  vor  dem  Stofse. 

Sehr  viel  verwickelter  werden  die  Wirkungelf  des  Stoftes,  wenn  einer 
der  stofsenden  Körper  oder  beide  nicht  Kngeln  sind.  Dio  nicht  kugel- 
förmigen Körper  erhalten  im  allgemeinen  durch  den  Stofs  auch  eine  rotie- 
rende Bewegung.  Die  Wirkung  des  Stofses  ist  nitmlich  stets  normal  zu 
dem  Flüchenolement,  in  welchem  die  stofsenden  Körper  sich  berühren,  dieso 
Richtung  geht  aber  bei  nicht  kugelförmigen  Körpern  im  allgemeinen  nicht 
durch  den  Schwerpunkt  derselben.  Deshalb  erteilt  der  Stofs  solchen  Kör- 
pern im  allgemeinen  eine  rotierende  Bewegung  um  eine  Axe,  welche  durch 
den  Schwerpunkt  der  Körper  geht,  und  welche  senkrecht  ist  zu  der  Ebene, 
welche  durch  die  Bewegungsrichtung  vor  dem  Stofse  und  die  zur  Be- 
rührungsfläche normale  Richtung  gegeben  ist.  Man  erhält,  das  Drehungs- 
moment, indem  man  die  zur  Berührungsfläche  senkrechte  Komponente  der 
Bewegung  nochmals  zerlegt,  und  zwar  in  dio  durch  den  Berührungspunkt 
und  den  Schwerpunkt  gehende  und  die  zu  dieser  Richtung  senkrechte  Kom- 
ponente; letztere  bewirkt  die  Drehung.  Es  wird  demnach  von  der  leben- 
digen Kraft  der  stofsenden  Körper  ein  Teil  zur  Erzeugung  der  rotierenden 
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Bewegung  verwandt,  die  lebendige  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung 
mufs  somit  um  diesen  Betrag  vermindert  werden.  Die  Geschwindigkeiten 
der  fortschreitenden  Bewegungen  müssen  deshalb  kleinere  sein,  als  sie  sich 
aus  den  vorhin  für  Kugeln  durcbgeführten  Rechnungen  ergeben. 

Ganz  vollständig  ist  indes  eine  solche  Rotation  auch  nicht  bei  Kugeln 
ausgeschlossen;  die  beiden  Kugeln  reiben  nämlich  aneinander,  solange  dio 
Berührung  dauert,  und  diese  Reibung  wirkt  auf  beide  Kugeln  wie  eine  der 
znr  Berührungsfläche  parallelen  Bewegungskomponente  entgegengesetzt  ge- 
richtete Kraft;  diese  mufs  als  senkrecht  zum  Radius  an  der  Peripherie  an- 
greifende Kraft  eine  Rotation  der  Kugeln  zur  Folge  haben. 


§ 58. 

Adhäsion,  ln  ähnlicher  Weise  wie  die  Moleküle  eines  und  desselben 
Körpers  an  einander  haften,  ziolien  sich  auch  diejenigen  zweier  getrennter 
Körper  an,  wenn  man  sie  hinreichend  einander  nähert.  Am  deutlichsten 
zeigt  sich  diese  als  Adhäsion  bezeichnete  Anziehung,  wenn  man  zwei  Körper 
mit  grofsen  Flächen  zu  recht  inniger  Berührung  bringt.  Schleift  man  zwei 
Platten  von  etwa  10  Centim.  Durchmesser  möglichst  gut  auf  einander,  und 
schiebt  sie  dann  sorgfältig  übereinander,  so  dafs  sie  sich  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  berühren,  so  bedarf  es  eines  Zuges  von  vielen  Kilogrammen, 
um  die  Platten  von  einander  zu  reifsen. 

Durch  Versuche  mit  solchen  sogenannten  Adhäsionsplattcn,  denen  man 
eine  verschiedene  Gröfse  gibt,  kann  man  erkennen,  dafs  die  Gröfse  der  Ad- 
häsion mit  dor  Gröfse  der  adhärierenden  Flächen  zunimmt;  ein  Gesetz  der 
Abhängigkeit  der  Adhäsion  von  der  Gröfse  der  Flächen  läfst  sich  in  dieser 
Art  schwierig  aufstellen,  weil  es  sich  nicht  erreichen  läfst,  bei  allen  Ver- 
suchen eine  gleich  inuige  Berührung  dor  Flächen  herzustellen. 

Auf  diesem  Aneinanderhaften  der  Körper  bei  inniger  Berührung  be- 
ruhen alle  Mothodon  der  Verbindung  zweier  Körper  durch  irgend  ein  Binde- 
mittel. Um  die  Berührung  der  Körper  mit  dem  Bindemittel  möglichst  innig 
zu  machen,  wird  das  letztere  in  flüssiger  Form  zwischen  dio  zu  verbinden- 
den Flächen  gebracht,  und  dann  erstarren  gelassen.  In  der  Regel  adhärieren 
dann  diese  Bindemittel  stärker  an  den  Körpern,  zwischen  welche  man  sie 
gebracht  hat,  als  ihre  Teile  unter  einander  kohärieren,  deshalb  wird  bei 
einer  versuchten  Trennung  der  durch  ein  solches  Bindemittel  verbundenen 
Körper  meist  eher  dio  Kohäsion  dos  Bindemittels  überwunden  als  die  Ad- 
häsion desselben  an  die  verbundenen  Körper. 

Bin  solches  Aneinanderhaften  zweier  Körper  zeigt  sich  auch,  wenn  man 
zwei  Platten  mit  genau  parallelen  Flächen  bis  auf  gewisse  kleine  Entfernung 
nähert,  ohne  dafs  man  sie  zur  Berührung  bringt,  schon  bei  Abständen, 
welche  erheblich  gröfser  sind,  als  dafs  wir  nach  den  später  zu  besprechen- 
den Erfahrungen  annehmen  können,  dafs  die  molekularen  Kräfte  dort  noch 
wirksam  sein  können.  Stellt  man  eine  Platte  genau  horizontal  und  läfst 
eine  andere,  welche  an  einer  Wage  äquilibriert  ist,  in  kleinen  Abständen, 
etwa  0,1 mm  darüber  schweben,  so  bedarf  es  stets  eines  nicht  unerheblichen 
Übergewichts,  um  die  schwebende  Platte  von  der  festen  zu  entfernen. 
Stefan  hat  diese  von  ihm  als  scheinbare  Adhäsion  bezeichnete  Erscheinung 
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genauer  untersucht1)  und  gezeigt,  dafs  sie  ein  Philnomen  ganz  anderer  Art 
ist,  bei  welchem  von  einer  molekularen  Anziehung  gar  keine  Rede  ist. 

Es  zeigt  sich  nämlich,  dafs  es  in  diesem  Falle  gar  keiner  bestimmten 
Kraft  bedarf,  um  die  bewegliche  Platte  von  der  festen  loszureifsen,  dafs 
vielmohr  schon  das  kleinste  Übergewicht,  welches  auf  die  andere  Wagschale 
gelegt  wird,  dazu  ausreicht.  Je  kleiner  aber  das  Übergewicht  ist,  einer  um 
so  grüfsem  Zeit  bedarf  es,  bis  der  Abstand  der  Platten  von  einem  ge- 
gebenen anfänglichen  Wert  auf  einen  gewissen  grüfsem  Wert  gewachsen 
ist.  Diese  Zeitdauer  ist  ferner  wesentlich  davon  abhängig,  ob  man  die 
Platten  in  der  Luft  Uber  einander  hängen  lüfst  oder  in  einer  Flüssigkeit,  und 
weiter  von  der  Natur  der  Flüssigkeit,  sio  ist  eine  andere,  wenn  die  Platten 
in  Wasser  Ober  einander  schweben,  als  wenn  sie  sich  in  Alkohol  oder  in 
einer  Salzlösung  befinden.  Gerade  die  Abhängigkeit  der  Erscheinung  von 
der  Flüssigkeit,  in  welcher  sich  die  Platten  befinden,  beweist  auf  das 
deutlichste,  dafs  hier  ganz  andere  Kräfte  inafsgebend  sind  als  eine  mole- 
kulare Anziehung  der  beiden  Platten.  Wir  werden  deshalb  an  einer  andern 
Stelle  bei  Besprechung  der  Flüssigkeitsreibung  auf  die  Untersuchung  von 
Stefan  zuriickkommen. 

§ 59. 

Von  der  Reibung.  Wenn  zwei  Körper  über  einander  hin  bowegt 
werden,  so  bedarf  es  immer  einer  gewissen  Kraft,  um  die  Bewegung  zu 
unterhalten,  selbst  wenn  die  Bewegung  in  genau  horizontaler  Richtung  vor 
sich  geht.  Durch  die  Bortlhrung  der  Körper  tritt  also  der  Bewegung  der- 
selben über  einander  hin  ein  Hindernis  entgegen.  Dieses  Hindernis  be- 
zeichnet man  als  Reibungswiderstand;  er  tritt  nur  dann  auf,  wenn  man 
einen  Körper  über  einen  andern  hin  in  der  Bertlli rungsebene  zu  bewegen 
sucht. 

Die  Reibung  ist  um  so  stärker,  je  rauher  die  Flächen  sind,  welche 
sich  Uber  einander  bewegen;  wir  müssen  daher  eben  in  dieser  Rauhigkeit 
ihren  hauptsächlichsten  Grund  suchen,  indem  dadurch  die  Teile  der  Körper 
teilweise  in  einander  greifen,  und  deshalb  bei  jeder  Bewegung  derselben 
Uber  einander  hin  ein  geringes  Heben  des  bewegten  Körpers  stattfinden 
mnfs.  Je  glatter  deshalb  im  allgemeinen  die  Berührungsflächen  sind,  um 
so  geringer  ist  die  Reibung.  Dafs  aber  in  den  Unebenheiten  der  Berührungs- 
flächen nicht  der  einzige  Grund  der  Reibnng  zu  suchen  ist,  geht  daraus 
hervor,  dafs  dieselbe  auch  von  der  Natur  der  reibenden  Körper  abhängig 
ist.  So  z.  B.  zeigt  sich,  dafs  bei  sonst  gleichen  Umständen  Stahl  und 
Messing  auf  einander  bewegt,  den  kleinsten  Reibungswiderstand  zeigen. 
Wir  müssen  daher  zur  Erklärung  der  Reibnng  noch  eine  Anziehung  zwi- 
schen den  Teilen  dor  sich  berührenden  Körper  annohmen,  ähnlich  wie  wir 
sie  bei  der  Adhäsion  gesehen  haben. 

Man  untorscheidet  gleitende  und  rollende  Reibung;  erstcre  findet  statt, 
wenn  zwei  Ebenen  Uber  einander  hingeschoben  werden,  oder  zwei  in  einander 
passende  Flächen,  wie  Zapfen  im  Zapfenlager  sich  in  einander  bewegen. 
Rollende  Reibung  tritt  auf,  wenn  ein  von  krummen  Flächen  begrenzter 
Körper  so  Uber  einen  andern  hin  bewegt  wird,  dafs  in  jedem  Augenblicke 

')  Stefan , Wiener  Berichte  Bd.  LXIX. 
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andere  Punkte  der  beiden  Körper  sieh  berühren,  wenn  also  ein  Körper  Uber 
einen  andern  fortrollt.  Die  gleitende  Reibung  ist  bei  weitem  die  stärkere. 

Trotz  mancher  Untersuchungen  über  die  Reibung  sind  nur  wenige 
Gesetze  sicher  konstatiert  worden.  Um  die  gleitende  Reibung  zu  unter- 
suchen, legt  man  einen  Körper  mit  einer  glatten  Flüche  auf  eine  glatte 
horizontale  Unterlage  und  sucht  die  Kraft  zu  bestimmen,  deren  es  bedarf, 
um  den  Körper  in  Bewegung  zu  versetzen,  oder  genauer,  durch  welche  man 
ihn  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  weiter  bewegt,  wenn  man  ihn  durch 
einen  einmaligen  Anstois  in  Bewegung  gesetzt  hat.  Diese  Kraft  milst  die 
Reibung.  Sehr  bequem  lüfst  sich  dazu  auch  die  schiefe  Ebene  verwenden, 
indem  man  den  Winkel  aufsucht,  um  welchen  man  dieselbe  neigen  rnufs, 
damit  der  Körper  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  dieselbe  hinabgleitet. 
Man  nennt  diesen  Winkel  den  Reibungswinkel. 

Durch  ähnliche  Versuche  haben  Coulomb1),  Rennie*)  und  besonders 
Morin3)  folgende  Gesetze  erhalten. 

1.  Die  Reibung  ist  dem  Drucke  der  Körper  auf  die  Unterlage  pro- 
portional. 

2.  Die  Reibung  hängt  bei  dem  gleichen  Drucke  nicht  von  der  Aus- 
dehnung der  sich  berührenden  Flächen  ab,  sofern  diese  keine  Spitzen  oder 
Kanten  haben,  sondern  nur  von  deren  Natur  und  Glätte. 

3.  Die  Reibung  ist  unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  der  Be- 
wegung. 

Letzterer  Satz  scheint  jodoch  nur  innerhalb  gewisser  Grenzen  zu  gelten, 
besonders  bei  sehr  raschon  Bewegungen  scheint  doch  die  Reibung  mit  der 
Geschwindigkeit  sich  zu  ändern. 

Das  Verhältnis  der  Reibung  zu  dem  Drucke,  das  heifst  den  Bruchteil 
des  Gewichtes  eines  Körpers,  der  ihn  auf  horizontaler  Ebene  in  gleichför- 
miger Bewegung  zu  erhalten  vermag,  der  nach  dem  Vorigen  für  dieselben 
Körper  konstant  ist,  nennt  man  den  Reibungskoefticienten.  Derselbe  ist, 
wie  man  sieht,  gleichzeitig  der  Sinus  des  Reibungswinkols.  So  ist  z.  B.  der 
Reibungskoefficient 

von  Eisen  auf  Eisen  0,108, 

von  Messing  auf  Gul'seisen  0,189  u.  s.  f. 

Im  allgemeinen  nimmt  die  Reibung  etwas  zu,  wenn  Körper  lange  auf 
einander  gestanden  haben,  jedoch  nur  bei  dem  Übergange  der  Körper  aus 
der  Ruhe  zur  Bewegung;  einmal  bewegt,  ist  der  Reibungskoefficient  wieder 
der  frühere. 


§ 60. 

Innere  Reibung  bei  festen  Körpern.  Bei  Besprechung  der  elasti- 
schen Nachwirkung  haben  wir  gesehen,  dafs  bei  einer  Einwirkung  äufserer 
Kräfte  auf  die  festen  Körper  nur  ein  Teil  der  durch  sie  statttindevlun 
Verschiebungen  sofort  eintritt,  dafs  es  sehr  lange  Zeit  dauern  kann,  bis  die 

’)  Coulomb,  Memoires  presentes  ä l’Acad.  de  Paris  T.  X. 

")  Kennte,  Experiments  on  the  friction  etc.  Philos.  Trans.  1829. 

*)  Morin,  Nouvelles  expcriences  sur  le  frottemcnt.  I.  Memoire  present«  ä 
VAcad.  de  Paris  T.  IV  1833.  II.  Memoire,  Paris  1834.  III.  Memoire,  Paris  1835. 
Dovcs  Repertorium  Bd.  I. 
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den  iiufseren  Krilften  entsprechende  Gleichgewichtslage  vollständig  erreicht 
ist.  Wir  schlossen  daraus,  dal's  sich  der  Bewegung  der  Moleküle  ein  Wider- 
stand entgegenstellt,  allerdings  ein  Widerstand  ganz  eigentümlicher  Art., 
dessen  Wesen  wir  noch  nicht  zu  erkennen  imstande  sind. 

Bei  der  durch  elastische  Kräfte  bewirkten  Bewegung  fester  Köri>er 
tatst  sich  nun  noch  ein  anderer  Widerstand  erkennen,  der  sich  darin  zu  er- 
kennen gibt,  dafs  diese  Bewegungen  allmählich  zur  Ruhe  kommen  und 
zwar  viel  schneller,  als  es  durch  die  etwa  vorhandenen  äufseren  Wider- 
stände, wie  die  Reibung  an  der  umgebenden  Luft  ihn  darbietet,  der  Fall 
sein  kann.  Am  bequemsten  zur  Erkennung  dieses  Widerstandes  und  des- 
halb auch  am  meisten  zur  Untersuchung  desselben  angewandt,  sind  die 
schwingenden  Bewegungen,  welche  durch  die  Torsion  eines  Drahtes  hervor- 
gebracht werden.  Tordieren  wir  einen  Draht  um  einen  Bogen  <p,  so  wissen 
wir,  dals  infolgedessen  ein  Drehungsmoment  entsteht,  welches  gleich  D • <p 
ist,  und  welches  den  Stab  in  die  untordierte  Lage  zurückzutreiben  sucht. 
Hierin  ist  D das  den  Draht  zartickdrehende  Moment,  wenn  der  Bogen  qp 
gleich  der  Einheit  ist.  Wir  kfinnen  uns  dieses  Drehungsmoment  als  einen 
Druck  denken,  welcher  am  Ende  eines  Hebelarms  von  der  Länge  eins  an- 
greift, dann  ist  gleichzeitig  tp  der  Abstand  des  Punktes,  an  welchem  die 
Kraft  angreift  von  der  Gleichgewichtslage,  respektive  der  Weg,  den  dieser 
Punkt  zurücklcgen  mufs,  um  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzukehren. 
Ist  der  Draht  an  seinem  untern  Ende  mit  einem  Körper  beschwert,  etwa 
einer  Kugel,  so  dafs  das  Trägheitsmoment  derselben  und  des  Drahtes  in 
Bezug  auf  die  Axe  des  Drahtes  gleich  K ist,  so  ist  die  Beschleunigung, 
welche  der  im  Abstande  eins  von  der  Drehungsaxe  befindliche  Punkt  gegen 
die  Gleichgewichtslage  erhält,  also  auch  die  Winkelbeschleunigung  gleieh 

■ <p.  Wir  erhalten  demnach  gerade  wie  im  § 25  als  Bewegnngsgleichung 
des  schwingenden  Systems 

tP<p  1) 

dt'  ~ K ' <p- 


Nennen  wir  die  Torsion  des  Drahtes,  die  wir  ihm  ursprünglich  er- 
teilten, als  wir  ihn  sich  selbst  überliefseh,  <pu  und  rechnen  die  Zeit  I von 
dem  Momente  an,  in  welchem  wir  den  Draht  sich  selbst  ttberliefsen,  so  er- 
halten wir  gcmäfs  § 25  für  den  Abstand  <p  dos  Systems  von  der  Gleich- 
gewichtslage zur  Zeit  t 


9 


To  cos  i 


Hieraus  folgt,  dafs  wenn 


V‘k  - 


T To? 


jt , 2 7t , 3 n , -1  n ■ • • ■ 
Toi  Toi  Toi  To  ' ' ' " i 


oder  der  Draht  vollfuhrt  Schwingungen,  deren  Dauer 
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und  deren  Amplitude  konstant  gleich  cp0  ist,  das  heilst,  der  Draht  bewegt 
sich  unaufhörlich  jedesmal  in  der  Zeit  T zwischen  den  Grenzen  -)-  q>0  und 
— cp0  hin  und  her. 

Wenn  man  die  Bewegungen  eines  solchen  Drahtes  nun  aber  verfolgt, 
und  die  Amplituden  desselben  bestimmt,  so  findet  man,  dafs  dieselben 
stetig  kleiner  werden.  Man  kann  das  am  schärfsten,  indem  man  unten  an 
der  Kugel  einen  Spiegel  anbringt  und  dann  in  der  § 54  besprochenen  Weise 
die  Bewegung  mit  Fernrohr  und  Skala  verfolgt;  die  Punkte,  an  denen  die 
Bewegung  umkehrt,  die  also  den  Werten  + qp0  entsprechen  sollen,  rücken 
immer  näher  zusammen.  Schon  Gauss  und  Weber,  welche  zuerst  diese  Ab- 
nahme der  Schwingungsweiten  verfolgten,  fanden,  dafs  die  Werte  der 
Amplituden,  so  lange  dieselben  nicht  zu  grofs  sind,  etwa  f bis  G Grad  be- 
tragen, in  einer  geometrischen  lteiho  abnehmen.  Nennen  wir  also  die  Werte 
der  bei  den  Schwingungen  erreichten  äufsersten  Abstände,  ohne  Rücksicht 
auf  das  Vorzeichen  <p0 , 9),,  qpa  ■ • •,  so  findet  sich 

<Po  = «Pi  ==  V,  _ 

<P.  <ft  <P> 

oder 

log  <p„  — log  <p,  = log  <JP,  — log  <p2  = • • • log  a. 


Die  Differenz  der  Logarithmen  der  auf  einander  folgenden  Amplituden 
ist  konstant.  Diese  Differenzen  nennt  Gauss  dio  logaritlimischen  Dekremente. 

Dieses  Gesetz  der  Abnahme  der  Amplitude  beweist,  dafs  der  schwingen- 
den Bewegung  des  Drahtes  in  jedem  Momente  ein  Widerstand  entgegen- 
wirkt, welcher  der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  der  Bewegung  pro- 
portional ist,  dafs  also  dio  Beschleunigung  zur  Zeit  t nicht  gleich  dein 

Werte  — <p  ist,  sondern  kleiner,  und  zwar  um  eine  Gröfse  kleiner  ist, 

welche  der  augenblicklichen  Geschwindigkeit  v des  schwingenden  Drahtes 
proportional  ist.  Bezeichnen  wir  daher  mit  2t  den  Widerstand,  wenn  dio 
Geschwindigkeit  v gleich  eins  ist,  so  können  wir  die  zur  Zeit  t vorhandene 
Beschleunigung  schreiben 


dl  <p 

~dir 


1) 


- cp  — 2 1 v 


oder  da  t>  der  erste  Differentiahiuotient,  von  q>  nach  der  Zeit  ist, 


oder 

. D 
wenn  wir  , . 


d»<p 


1) 

1^- 


2t 


d(p 

dt 


d*  cp 
~dtr 


+ 2t  -— • + 


Jfc*  setzen. 


0, 


Aus  dioser  Gleichung,  welche  uns  eine  Beziehung  zwischen  der  Be- 
schleunigung, Geschwindigkeit  und  der  augenblicklichen  Lage  des  Beweg- 
lichen gibt,  können  wir  nicht  so  direkt  die  Lage  des  Beweglichen  zur  Zeit  I 
'ableiten,  wie  wir  es  § 25  ans  der  Gleichung  konnten,  welche  die  Ge- 
schwindigkeit oder  den  ersten  Differentialquotienten  des  Weges  nach  der 
Zeit  nicht  enthielt.  Wir  können  indes  in  Erwägung,  dafs  rp  eine  solcho 
Funktion  von  t sein  mnfs,  dafs  die  gegebene  Gleichung  zwischen  den  vor- 
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schiedenen  Differentialquotienten  der  Punktion  cp  und  dieser  selbst  erfüllt 
sein  mufs,  mit  Hülfe  unserer  Kenntnis  von  den  Eigenschaften  der  Punktionen 
die  gesuchte  Punktion  in  folgender  Weise  erhalten.  Setzen  wir 


worin  e die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmensystems  und  1 noch  eine 
zu  bestimmende  Konstante  sein  soll,  so  ist  nach  E 3 a und  E IV 


cV  cp 
dt‘ 


= A8«*'. 


Setzen  wir  diese  Werte  in  unsere  Gleichung  ein,  so  wird  dieselbe 

c*'  (1*  -f-  2 eA  + k*)  = 0. 

Somit  entspricht  die  Punktion  cp  = e1'  unserer  Gleichung,  wenn  wir  1 
aus  der  Gleichung 

A8  + 2sA  + k*  — 0 

bestimmen,  denn  mit  dem  so  bestimmten  1 wird  die  uns  gegobene  Gleichung 
erfüllt.  Pür  1 erhalten  wir  aus  dieser  Gleichung 

1 = — e + 

Es  gibt  somit  zwei  Worte  von  A,  welche  jeder  für  sich  unsere  Gleichung 
erfüllen,  nämlich 

A,  = — t -(-  ]/t8  — k‘  und  A2  = — f — y £ 8 — Ar8. 


Jeder  dieser  beiden  Werte  hat  dieselbe  Berechtigung,  wir  können  daher 
zur  Darstellung  von  cp  nicht  den  einen  wühlen  und  den  andern  verwerfen. 
Da  indes  die  Exponentialfunktion  mit  jedem  der  beiden  Werte  der  ge- 
gebenen Gleichung  genügt,  so  thut  es  auch  die  Summe 

cp  = e-'i+tV^r  _j_  g—i-iV . 

Indem  wir  so  tp  dieser  Summe  gleichsetzen,  berücksichtigen  wir  jeden 
der  beiden  Werte  ganz  gleichiuäfsig.  Indes  müssen  wir  an  dem  so  be- 
stimmten Werte  von  <p  noch  eine  Korrektion  anbringen;  würden  wir  die 
Gleichung  für  <p  so  aufstellen,  so  läge  darin  eine  ganz  bestimmte  Voraus- 
setzung, es  würde  nämlich,  wenn  wir  t = 0 setzen,  <p  — 2 werden,  da 
dann  beide  Exponenten  gleich  Null,  somit  jedes  Glied  der  rechten  Seite 
gleich  1 würde.  Wir  müssen  deshalb  jedes  Glied  der  rechten  »Seite  mit 
irgend  einer  Konstanten  multiplicieren,  die  indes  nicht  für  beide  Glieder 
dieselbe  sein  darf,  da  wir  dann  eine  nicht  notwendige  speciolle  Voraus- 
setzung über  die  Abhängigkeit  des  Wertes  cp  von  t machen  würden.  Sind 
demnach  A und  Ii  zwei  willkürliche  Konstante,  deren  Wert  noch  näher  zu 
bestimmen  ist,  so  erhalten  wir  als  ganz  allgemeine  Beziehung  für  cp 

<p  = Ae~"  + I I'*’“*’  + V'*T=*! 

oder 

cp  = c— ' { Ae'  V’tt  -f  U e~' j • 

In  diesem  Ausilrucke  müssen  wir  beachten,  dafs  die  beiden  Exponenten 
jedenfalls  imaginär  sind,  denn  wenn  eine  dauernde  Bewegung  eintreten  soll, 
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mufs  fc*  jedenfalls  erheblich  gröfsor  sein  als  t2,  wir  können  daher  den  Aus- 
druck schreiben 

cp  = e-"  {Ae'V'“1  + Btr1^ 

An  Stelle  der  Exponentialfunktion  mit  imaginären  Exponenten  kann 
man,  wie  in  der  Differentialrechnung  bewiesen  wird,  trigonometrische  Funk- 
tionen einftlhren  und  schreiben 


Ae' y~i  Vinrpr  ß(r , y_t 

= (A  -(-  B)  cos  t — t*  — (A  — li)  Y — 1 sin  t YW — £- 

oder 

cp  = C-“  {(A  + II)  cos  <yjk*—  £*—  (A  - B)Y — 1 sin  **}, 

worin  jetzt  noch  die  beiden  Konstanten  A und  B zu  bestimmen  sind. 

Dieselben  ergeben  sich  aus  der  Bedingung,  dafs  zur  Zeit  t = 0 der 
Abstand  des  schwingenden  Drahtes  von  der  Gleichgewichtslage  gleich  <p0 
sein  soll,  und  weiter  dafs,  weil  zur  Zeit  t = 0 die  Bewegung  infolge  der 
Elasticität  des  Drahtes  beginnt,  in  diesem  Momente  die  Geschwindigkeit 
der  Bewegung  gleich  Null  sein  mufs.  Da  zur  Zeit  t = 0 der  Wert 
sin  t yV  — £s  = 0,  dagegen  der  Cosinus  gleich  1 ist,  so  ergibt  die  erste 
Bedingung 

■4  + -B  = 9>o- 

Um  den  Koefficienten  des  zweiten  Gliedes  zu  bestimmen,  haben  wir 
den  Quotienten  zu  berechnen.  Setzen  wir  der  Abkürzung  wegen 

(A  - B)  Y^l  = 6;  V^*--**  = »>, 

somit 

( p = e~  “ { <p0  cos  m t — b sin  mt  j , 
so  erhalten  wir  nach  E II,  E 3a,  E 4,  E 5 

-tj-  = — tc~“  {qp0cosnii  — & sinwl } 4*  r-"  ( — <p0mxinnit — mbcosml) 
— e~"  { — (f <pu  -)-  mb)  cos  mt  + (tb  — m rpu)  sin  »»<] . 


Dieser  Wert  soll  nun  für  t = 0 ebenfalls  Null  sein,  und  das  ist  nur 
dann  der  Fall,  wenn 

«Po  + »»6  = 0 b = — tpu  b*  . 

Betzen  wir  diesen  Wert  für  b in  die  Gleichung  ftlr  <p,  so  wird 


<P  = Vo^" 


cos  mt  + 


* • i 

sin  m t. 
m 


Ehe  wir  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Bewegung  näher  be- 
trachten, wollen  wir  zeigen,  dafs  sie  der  Gleichung  entspricht,  dio  wir 
zwischen  der  Beschleunigung  und  Geschwindigkeit  erhielten 


d 1 <p 

Tt' 


+ *£-3?+*V-0. 
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Wir  haben  dazu  nur  die  drei  Glieder  dieser  Gleichung  auszurechnen. 
Das  letzte  Glied  wird 

k*<p  — ki<p0e~"  • cos  mt  -f-  kiq>0e~"  • sin  mt. 

Das  mittlere  wird  nach  obiger  Entwicklung,  wenn  wir  ftlr  b seinen 
Wert  setzen, 

2 £ l\it  = ~ 2f  <p0<r"  ( -f  w)  sin  ml. 


Zur  Berechnung  von  — = 


"(4f) 


dt 


haben  wir  auf 
d<p 


d qp 

m 


dieselben 


Regeln  anzuwenden  wie  zur  Berechnung  von  -jj-  aus  <p.  Damit  wird 
-JtT  = + »")  »in  mt  - <p0  ( ^ + »»)  e—‘  m • cos  ml. 


Beachtet  man  nun,  dafs 1-  m = 

fH  1 


= , so  sieht  man 


t*  -+  m*  i» 
m ■ m m 

sofort,  dafs  die  Summation  dieser  drei  Ausdrücke  den  Wert  0 gibt. 
Man  erkennt  unmittelbar,  dafs  die  Gleichung 

f 

m 


<p  = <p0c  ‘ 1 { cos t ]/äs  — ts  -| — — sin  — 


eine  schwingende  Bewegung  darstellt,  wie  sie  Gauss  und  Weber  bei  einem 
tordierten  Drahte  beobachteten.  Wächst  t von  0 ab,  so  nimmt  <p  ab,  der 
Draht  nähert  sich  der  Gleichgewichtslage,  und  erreicht  dieselbe,  wenn  das 
Glied  in  der  Klammer  Null  wird.  Das  tritt  ein  zu  einer  Zeit  I,  die  sich 
aus  der  Gleichung 

cos  mt  -4-  f sin  ml  = 0 
1 m 

tang  tnl  = — 

° m 


ergibt.  Wächst  die  Zeit  weiter,  so  wird  qp  negativ,  der  Draht  schwingt  auf 
die  andere  Seite  der  Gleichgewichtslage,  er  erreicht  dort  den  gröfsten  Ab- 
stand, wenn  / einen  solchen  Wert  T hat,  dafs 

T ]/jfc*  — t*  •=  w, 

denn  die  für  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  abgeleitete  Gleichung  zeigt, 
dafs  für  diesen  Wert  von  t die  Geschwindigkeit  gleich  Null  wird,  der  zu 
dieser  Zeit  erreichte  Abstand  ist  also  der  Punkt,  wo  die  Bewegung  um- 
kehrt. Der  Abstand  qp,  ist  dann 

•Pi  “ ~ <Po^’T- 

Wächst  die  Zeit  wieder  um  denselben  Wert 


so  befindet  sich  der  schwingendo  Draht  wieder  an  dem  andern  Uufsersten 
Punkte  seiner  Bahn.  Der  Abstand  wird 


<Pi  = <Poc  i,T- 
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Der  Draht  vollführt  somit  jedesmal  in  der  Zeit  T eino  Schwingung,  und 
die  auf  einander  folgenden  äufserston  Abstände,  oder  die  Amplituden  sind, 
ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen,  zur  Zeit 

0,  T,  2 T,  3 T nT, 

9oi  <Poe~‘Ti  •Po«“*"’.  <P0*r3'T  ' ' ' • <Poe~n,T 
oder  die  Amplituden  gehören  einer  geometrischen  Reihe  an,  der  Quotient 
der  auf  einander  folgenden  Amplituden  ist 

<P,t~1  _ ,ir. 

Vn 

Die  Differenz  der  Logarithmen  der  Amplituden  ist,  wenn  AI  der  Modulus 
des  Logarithmensystems  ist,  in  welchem  wir  die  Logarithmen  nehmen 

log  <p„- i — log  q>,  = M tT. 

Hieraus  erkennen  wir  auch  sofort,  dafs  die  Beobachtung  des  logarithmi- 
schen  Dekrementes  uns  ein  Mafs  für  die  Gröfse  des  der  Bewegung  entgegen- 
stehenden Widerstandes  liefert,  denn  die  Gleichung  nach  e aufgelöst  liefert 
log  <»>_,  - log  _ A 

c = MT  — MT  ‘ 

Der  Widerstand,  welcher  der  Bewegung  entgegensteht,  ist  somit  gleich 
dem  in  natürlichen  Logarithmen  gegebenen  logarith mischen  Dekrement 
dividiert  durch  die  Dauer  der  Schwingungen. 

Die  Beobachtung  der  logarithmischen  Dekremente  der  Torsions- 
schwingungen ist  somit  ein  vortreffliches  Mittel,  um  die  Gesetze  des  den- 
selben entgegenstehenden  Widerstandes  zu  untersuchen.  In  dieser  Weise 
haben  Warburg1),  Streintz*)  und  besonders  Schmidt5)  den  Widerstand  der 
innem  Reibung  zu  bestimmen  versucht. 

Der  so  direkt  bei  den  Schwingungen  beobachtete  Widerstand  ist  die 
Summe  zweier  Widerstünde,  welche  beide  der  augenblicklichen  Geschwindig- 
keit der  Bewegung  proportional  sind,  und  von  denen  der  eine  daher  rührt, 
dafs  die  schwingenden  Körper  efhe  Reibung  an  der  umgebenden  Luit  er- 
fahren. Wie  man  diesen  bestimmen  und  in  Rechnung  ziehen  kann,  werden 
wir  bei  Besprechung  der  Luftreibung  (§  117)  kennen  lernen. 

Es  ergibt  sich  nun  besonders  aus  den  Versuchen  von  Schmidt,  dafs 
bei  den  elastischen  Schwingungen  den  Bewegungen  ein  Roibnngswiderstand 
entgegensteht,  welcher  von  dem  in  der  elastischen  Nachwirkung  sich  zeigen- 
den Widerstande  verschieden  ist.  Wie  Schmidt  nämlich  gezeigt  hat,  ist  bei 
einem  neu  aufgehängten  und  unten  mit  einer  Kugel  belasteten  Drahte  das 
von  der  Luftreibung  befreite,  also  lediglich  den  innem  Widerstand  messende 
logarithmische  Dekrement  anfänglich  viel  gröfser  als  später,  dasselbe  nähert 
sich  bei  lüngerm  Hängen  einem  kleinsten  Werte,  den  es  daim  beibehält, 
wenn  der  Draht  inzwischen  keine  Veränderung  erfährt,  welche  eine  neue 
elastische  Nachwirkung  bedingt , und  wenn  man  sich  auf  so  kleine 
Schwingungen  beschränkt,  dafs  diese  selbst  keine  elastische  Nachwirkung 

')  Warburg,  Monatsberichte  der  Berliner  Akad.  für  1869. 

’j  Streintz,  Wiener  Berichte  Bd.  LXIX.  Poggend.  Ann.  CLI. 

')  Schmidt,  Annalen  der  Phys.  n.  F.  Bd.  II. 
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hervorrufen.  Jede  Beeinflussung  des  Drahtes,,  die  elastische  Nachwirkung 
bedingt,  vergröl'sert  wieder  das  logarithmische  Dekrement,  also  den  Wider- 
stand. Entlastet  man  also  den  Draht  oder  nimmt  die  Kugel  ab,  wodurch 
bewirkt  wird,  dafs  der  Draht  mit  Nachwirkung  sich  eine  Zeit  lang  zu- 
sammenzieht, so  wird  bei  erneutem  Anhängen  der  Kugel  und  hervor- 
gerufenen Schwingungen  das  Dekrement  wieder  gröfser,  um  dann  bei 
dauernder  gleicher  Belastung  wieder  auf  den  frtlhern  kleinsten  Wert  abzu- 
nehmen. 

Auf  diesen  Einflufs  der  elastischen  Nachwirkung  führt  Schmidt  es 
auch  zurück,  dafs  wenn  die  Amplituden  über  eine  gewisse,  aber  für  jeden 
Draht  durch  den  Versuch  zu  bestimmende  Grenze  vergröl'sert  werden,  die 
Amplituden  nicht  mehr  einer  geometrischen  Reihe  angehören.  Es  ändert 
sich  dann  der  Widerstand  in  komplicierterem  Verhältnisse  mit  der  Ge- 
schwindigkeit resp.  dom  Abstande  des  schwingenden  Drahtes  von  der  Gleich- 
gewichtslage, eben  weil  infolge  der  elastischen  Nachwirkung  die  Gleich- 
gewichtslage während  der  Schwingungen  nicht  die  ursprüngliche  bleibt. 
Wegen  des  verschiedenen  Verhaltens  der  verschiedenen  Substanzen  in  Bezug 
auf  die  elastische  Nachwirkung  ist  deshalb  die  Grenze,  bis  zu  der  die 
Amplituden  genommen  werden  dürfen,  so  dafs  die  logarithmischen  Dekre- 
mente konstant  sind,  für  die  verschiedenen  Substanzen  verschieden,  die 
Grenze  liegt  im  allgemeinen  um  so  weiter,  je  gröfser  die  Elastieitäts- 
koeffieionten  der  betreffenden  Substanzen  sind. 

In  welcher  Weise  der  innere  Widerstand  sich  mit  den  Dimensionen 
der  Drähte  ändert,  läfst  sich  aus  den  Versuchen  von  Streintz  und  Schmidt 
noch  nicht  mit  Sicherheit  erkennen.  Man  wird  für  jeden  Draht,  für  welchen 
man  den  Widerstand  etwa  bestimmen  will,  durch  direkte  Versuche  das 
logarithmische  Dekrement  der  Schwingungen  messen  müssen. 


Zweites  Kapitel. 

Von  den  tropfbar  flüssigen  Kilrpern. 

§ 61. 

Konstitution  der  Flüssigkeiten.  Wir  haben  in  § -10  aufser  den 
festen  Körpern  flüssige  Körper  kennen  gelernt  und  sie  dahin  definiert,  dafs 
sie  ein  festes  Volumen  besitzen,  aber  keine  feste  Gestalt,  sondern  die  Gestalt 
des  Gofafses  annehmen,  in  welchem  sie  sich  befinden.  Die  einzelnen  Teile 
der  Flüssigkeiten  sind  nicht,  wie  die  der  festen  Körper,  fest  mit  einander 
verbunden,  sie  können  sich  vielmehr  unter  dem  Einflufs  der  geringsten 
äufsern  Kraft  gegen  einander  verschieben  und  fortwährend  ihren  Ort  ver- 
ändern, indem  jedes  Teilchen  nach  und  nach  einen  bestimmten  Platz  ein- 
nimmt und  wieder  verläfst,  um  von  einem  andern  ersetzt  zu  werden. 

Aus  dieser,  soweit  wir  beurteilen  können,  vollkommen  freien  Beweg- 
lichkeit der  Flüssigkeitsteilchen  gegen  einander  ergibt  sich  zunächst,  dafs 
eine  flüssige  Masse  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein  kann,  wenn  die  auf 
irgend  ein  Molokül  der  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht 
halten,  wenn  also  die  etwa  auf  das  Molokül  wirkenden  Drucke  nach  gerade 
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entgegengesetzten  Richtungen  genau  gleich  sind  und  deshalb  sich  aufheben. 
Denn  wäre  der  Druck  auf  das  Molekül  nach  der  einen  Richtung  stärker  als 
nach  der  gerade  entgegengesetzten,  so  müiste  das  Molekül,  da  es  auch  dem 
kleinsten  Drucke  folgt,  sich  nach  der  Richtung  der  gröfsem  Kraft  bewegen. 

Es  folgt  weiter,  dafs,  wenn  wir  ein  ringsgeschlossenes  Gefäfs  mit 
Flüssigkeit  haben,  welche  nnter  der  Wirkung 
irgend  welcher  Kräfte  im  Gleichgewicht  ist  (Fig.  68) 
und  nun  durch  einen  Stempel  A einen  Druck  auf 
die  Flüssigkeit  ausüben,  dafs  dann  dieser  Druck 
sich  ganz  ungeündert  durch  die  .Flüssigkeit  aus- 
breiten inufs.  Sei  der  Druck  auf  den  Stempel 
normal  zur  Berührungsebene  des  Stempels  und 
der  Flüssigkeit  gleich  P , so  dafs  die  Flächenein- 
heit der  Berübrungsebene,  welche  die  Gröfse  8 
p 

habe,  den  Druck  ^ erhält,  so  wirkt  auf  jede  im 
Innern  oder  in  der  Grenzfläche  der  Flüssigkeit  ge- 
dachte Ebene,  deren  Fläche  gleich  s ist,  der  Druck  • s,  also  überall  auf 

P 

die  Flächeneinheit  der  Druck  . 

o 

Um  dieses  nachzuweisen,  nehmen  wir  an,  die  Flüssigkeit  in  dem  Ge- 
füfse  Fig.  68  sei  unter  der  Wirkung  der  Schwere  im  Gleichgewicht,  und 
es  wirko  nun  auf  den  Stempel  li  eine  Kraft,  so  dafs  die  Flächeneinheit  der 
Berübrungsebene  einen  normalen  Druck  p0  erfahre.  Denken  wir  uns  nun 
von  dem  Mittelpunkte  des  Stempels  B eine  Linie  in  das  Innero  der  Flüssig- 
keit von  der  Länge  I,  etwa  in  der  Richtung  nach  dem  Mittelpunkte  des 
Stempels  A,  und  um  diese  Linie  einen  Kreiscylinder  gelegt,  dessen  Radius 
gegen  die  Länge  nur  sehr  klein  sei.  Die  an  B anliegende  Grenzfläche 
dieses  Cylinders  steht  dann  schief  zur  Axe,  ihre 
Normale  bildet  mit  der  Axe  denselben  AVinkel  «, 
welchen  die  Normale  der  Stempelfläche  mit  der 
Richtung  AB  bildet.  An  der  andern  Seite  denken 
wir  uns  den  Cylinder  ebenfalls  durch  eine  schiefe 
Endfläche  begrenzt  ab'  (Fig.  69),  welche  etwa 
parallel  sei  mit  der  Fläche  des  Stempels  .1 , deren 
Normale  mit  der  Axe  den  Winkel  «'  bilde.  Die 
Richtung  der  Axe  bilde  mit  der  Vertikalen  den 
Winkel  ß.  Wenn  die  Flüssigkeit  vor  der  Her- 
stellung des  Druckes  im  Gleichgewicht  war,  so 
bleibt  sie  es  auch  nach  derselben,  die  Flüssigkeit 
befindet  sich  also  im  Innern  des  gedachten  Cylin- 
ders im  Gleichgewicht.  Da  nun  aber  infolge  des 
Druckes  auf  ab  und  der  Schwere  der  im  Innern  des  Cylinders  vorhandenen 
Flüssigkeit  eine  bewegende  Kraft  vorhanden  ist,  so  kann  die  Flüssigkeit 
wegen  der  vollkommen  freien  Beweglichkeit  der  Teile  nur  dann  in  dem 
Cylinder  eingeschlossen  und  in  Ruhe  bleiben,  wenn  die  auf  die  äufsere  Be- 
grenzung des  Cylinders  wirkenden,  durch  die  umgebende  Flüssigkeit  aus- 
geübten  Drucke  gleich  den  bewegenden  Kräften  sind,  oder  wenn  die  über- 
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haupt  auf  die  Grenzfläche  des  Cy linde«  wirkenden  Kräfte  sich  das  Gleich- 
gewicht halten.  Denken  wir  uns  die  überhaupt  -auf  die  Flüssigkeit  des 
Cylinders  durch  die  Umgehung  ansgeübten  Drucke  jeden  in  zwei  Kom- 
ponenten zerlegt,  deren  eine  normal  zur  Grenzfläche  des  Cylinders  ist  an 
der  Stelle,  wo  die  Kraft  wirkt,  deren  andere  parallel  der  Grenzfläche  ist, 
so  müssen  die  letztem  für  sich  schon  im  Gleichgewicht  sein,  da  sonst  die 
Flüssigkeit  im  Innern  des  Cylinders  sich  gogen  einander  verschieben  würde. 
Die  zur  Oberfläche  normalen  Drucke  und  die  Schwere  der  Flüssigkeit 
stehen  dann  für  sich  wieder  im  Gleichgewicht,  weil  sonst  der  Cylinder  als 
solcher  sich  in  der  umgebenden  Flüssigkeit  bewegen  würde. 

Wenn  diese  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  haben  sie  nach 
keiner  Richtung  eine  Resultierende;  bilden  wir  also  die  Summe  der  Pro- 
jektionen nach  irgend  einer  beliebigen  Richtung,  so  inufs,  welche  Richtung 
wir  auch  wählen,  diese  Summe  stets  gleich  Null  sein.  Projicieren  wir  nun 
die  Kräfte,  welche,  wie  wir  eben  sahen,  den  Cylinder  als  solchen  bewegen 
können,  auf  die  Axe  des  Cylinders,  so  sieht  man  zunächst,  dafs  die  Summe 
aller  Projektionen  der  auf  die  Seitenfläche  des  Cylinders  wirkenden  Drucke 
auf  die  Axe  für  sich  Null  ist,  da  diese  Kräfte  zur  Axe  senkrecht  sind;  es 
müssen  also  ebenfalls  für  sich  Null  sein  die  Summe  der  auf  die  Axe  des 
Cylinders  projicierten  Komponenten  der  auf  die  schiefen  Endflächen  wirkenden 
Drucke  und  der  Schwere  der  im  Cylinder  enthaltenen  Flüssigkeit  Setzen 
wir  nun  den  Druck  auf  die  Fläche  ab  gleich  p,  den  auf  die  Endfläche  a b' 
wirkenden  gleich  p\  und  bezeichnen  wir  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  des 
Cylinders  mit  q,  so  ist  diese  Gleichgewichtsbedingung 

p • cos  « -f-  p • cos  «'  -f-  q • cos  ß = 0. 

Bezeichnen  wir  den  Querschnitt  unseres  Cylinders  mit  ö,  so  ist  nach 
bekannten  Sätzen  der  Stereometrie  die  Gröfse  der  schiefen  Endfläche  ab, 
welche  wir  mit  s bezeichnen  wollen, 


somit 

COS  Ct  — 

s 

Ebenso  erhalten  wir  für  cos  wenn  wir  die  Gröfse  der  schiefen  End- 
fläche a'b'  mit  s bezeichnen, 

p 0 

COS  fr 

8 

Das  Volumen  des  schief  ahgosehnittenen  Cylinders  ist  nun,  nach  eben- 
falls bekannten  Sätzen  der  Stereometrie,  gleich  dem  Volumen  des  geraden 
Cylinders,  dessen  Axe  gloich  ist  der  Länge  der  Axe  des  schief  angeschnit- 
tenen Cylinders,  den  wir  also  erhalten,  wenn  wir  durch  die  Mittelpunkte 
der  schiefen  Endflächen  die  geraden  Endflächen  0,6,  und  a\b'l  legen. 
Bezeichnen  wir  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeiten , das  Gewicht  der 
Volumeinheit  mit  d,  so  ist  das  Gewicht  q der  im  Cylinder  enthaltenen 
Flüssigkeit 

q = 0 • l • d. 
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Setzen  wir  die  so  erhaltenen  Werte  für  cos  a,  cos  a,  q in  die  sich  ans 
dem  Gleichgewicht  des  Cylinders  ergebende  Gleichung  ein,  so  wird 


oder 


-j-  • a -j-  -y- ' o -f-  ald  • cos  (3  = 0 
y--0=y’Ö-)-ö-/<i  - cos  (3. 


Da  ß der  Winkel  ist,  welchen  die  Axe  des  Cylinders  mit  der  Verti- 
kalen bildet,  so  ist 

l • cos  ß = /i 

gleich  dem  lotrechten  Abstande  der  Mittelpunkte  der  beiden  Endflächen  des 
Cylinders,  und  wir  erhalten  dann  schliefslich 

- £=  P +'d-h. 

* S 1 • 

, n t) 

Die  Quotienten  y-  und  liefern  uns  die  auf  die  Flächeneinheit  wirk- 
samen Drucke,  vorausgesetzt,  dafs  die  Drucke  auf  derselben  gleichmäfsig 
verteilt  und  überall  so  grofs  sind  als  auf  den  sehr  kleinen  Flächen  s und  s’. 
Dann  sagt  also  die  letztere  Gleichung,  dafs  auf  der  untern  Fläche  ab'  des 
Cylinders  ein  gegen  das  Innere  des  Cylinders  gerichteter  normaler  Druck 
wirkt,  welcher  für  die  Flächeneinheit  gleich  ist  dem  auf  die  Flächeneinheit 
der  obem  Endfläche  des  Cylinders  wirkenden  Drucke,  vermehrt  um  das 
Gewicht  eines  Flüssigkeitscylinders,  dessen  Querschnitt  der  Flächeneinheit 
und  dessen  Flöhe  gleich  ist  dem  vertikalen  Abstande  der  Mittelpunkte  der 
Flächen,  welche  den  Cy linder  oben  und  unten  begrenzen. 

Da  wir  nun  vorher  sahen,  dafs  in  einer  Flüssigkeit  nur  Gleichgewicht 
sein  kann,  wenn  die  auf  die  Moleküle  nach  entgegengesetzten  Richtungen 
wirkenden  Kräfte  einander  gleich  sind,  so  folgt,  dafs  eine  ebensolche  Kraft 
auf  die  Flächeneinheit  der  untern  Grenzfläche  von  innen  nach  aufsen  wirkt, 
und  daraus  weiter,  da  wir  über  die  Lage  unseres  Cylinders,  also  über  den 
Winkel  ß und  ebenso  über  die  Winkel  a und  a gar  keine  specielle  Voraus- 
setzung gemacht  haben,  dafs  sich  der  auf  irgend  eine  Fläche  im  Innern 
oder  an  der  Grenze  der  Flüssigkeit  wirkende  Druck  nach  einer  beliebigen 
Richtung  ganz  ungeündert  fortpflanzt,,  so  dafs  auf  die  Flächeneinheit  immer 
derselbe  Druck  wirkt,  Setzen  wir  z.  B.  in  Fig.  08  etwa  voraus,  dafs  die 
Stempel  A,  B,C  sich  in  derselben  Horizontalebene  befinden,  so  ist  h gleich 
Null,  und  wir  erhalten  dann,  wenn  die  Querschnitte  der  Stempel  S,  S\  Sa 
sind,  für  die  anf  dieselben  wirkenden  Drucke  P,  P,  Pt 


oder  mit  der  vorhin  gewählten  Bezeichnung 

P 

’S 

Pt  = p0  • 6, ; Pa  = Po  ■ 

Iiiegen  die  Stempelflächen  nicht  in  derselben  Horizontalebene,  so  gilt 
für  den  fortgepflanzten  Druck  ganz  dasselbe;  der  auf  die  im  tiefem  Niveau 
liegenden  Stempelflächen  wirkende  Druck  wird  dann  nur  vermehrt  durch 
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das  Gewicht  des  Flüssigkeitscylinders,  dessen  Querschnitt  gleich  ist  dem 
der  tiefer  liegenden  Stempelfliiehen,  und  dessen  Höhe  gleich  ist  der  Niveau- 
differenz  der  Stempelflächen. 

Aus  der  Gleichmäßigkeit  der  Fortpflanzung  des  Druckes  ergibt  sich 
nun  weiter,  dal's,  wenn  wir  uns  im  Innern  der  Flüssigkeit  eine  kleine  ebene 
Fläche  denken,  welche  durch  die  vorhandenen  Kräfte  irgend  einen  Druck 
erfährt,  dal's  der  Druck  dann  unabhängig  ist  von  der  Richtung,  welche  die 
kleine  Fläche  hat.  Wir  raiigen  die  Ebene  drehen  wie  wir  wollen,  der  Druck 
ist  immer  derselbe.  Die  vorhin  aus  der  Beweglichkeit  der  Moleküle  ge- 
zogene Folgerung,  dafs  die  auf  ein  Molekül  nach  gerade  entgegengesetzten 
Richtungen  wirkenden  Kräfte  gleich  sein  müssen,  können  wir  daher  dahin 
erweitern,  dafs  die  im  Innern  einer  Flüssigkeit  auf  ein  Molekül  wirkenden 
Kräfte  nach  allen  Richtungen  des  Raumes  dieselben  sind. 

§ 62. 

Kompressibilität  der  Flüssigkeiten.  Wir  haben  im  vorigen  Para- 
graphen die  gleichmäfsige  Fortpflanzung  des  Druckes,  den  wir  an  einer 
Stelle  einer  Flüssigkeit  ausüben,  lediglich  als  eine  Folgerung  aus  der  voll- 
kommen leichten  Beweglichkeit  der  Flüssigkeitsteilchen  abgeleitet;  wir 
können  aber  leicht  auch  den  physikalischen  Vorgang  erkennen,  wodurch 
diese  Ausbreitung  des  Druckes  zustande  kommt. 

Wenn  eine  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  ist,  so  befinden  sich  die  Mole- 
küle derselben  in  bestimmten  durch  dio  gegenseitigen  Anziehungen  und 
Abstofsungen  bedingten  Entfernungen.  Wenn  wir  nun  auf  eine  rings  ein- 
geschlossene Flüssigkeit  in  einer  Richtung  einen  Druck  ausüben,  so  rnnfs 
zunächst  in  dieser  Richtung,  gerade  wie  bei  den  festen  Körpern,  eine  An- 
näherung der  Moleküle  stattfinden,  bis  die  infolge  der  Annäherung  der- 
selben vergrößerte  Abstofsung  der  Moleküle  gleich  ist  der  durch  den 
äußern  Druck  vermehrten  Anziehung  der  Moleküle.  Gerade  so  aber, 
wie  die  Moleküle  sich  in  der  Richtung  des  Druckes  einander  nähern,  so 
nähern  sie  sich  auch  in  den  auf  die  Dmckriehtung  senkrechten  Dimensionen, 
und  zwar,  wie  aus  der  gleichmäßigen  Fortpflanzung  des  Druckes  folgt,  um 
genau  die  gleiche  Größe.  Darin  unterscheiden  sich  also  die  Flüssigkeiten 
von  den  festen  Körpern;  drücken  wir  einen  festen  Körper _ in  der  einen 
Richtung  zusammen,  so  ist  die  Querdilatation  nur  ein  Bruchteil  der  in  ersterer 
Richtung  eintretenden  Kompression;  soll  die  Ausdehnung  nach  der  Quere 
verhindert  werden,  so  bedarf  es  deshalb  auch  nur  eines  ebenso  großen 
Bruchteils  der  in  der  ersten  Richtung  Gültigen  Kraft,  welche  in  der  Rich- 
tung der  Querdiinonsionen  der  Ausdehnung  entgegenwirken  muß.  Weil 
aber  bei  einer  in  einem  unausdehnsamen  Gefäße  eingeschlossenon  Flüssig 
keit  die  Moleküle  nach  allen  Richtungen  sich  gleichmäßig  nähern,  deshalb 
muß,  wenn  keine  Ausdehnung  eintreten  soll,  von  allen  Seiten  der  gleiche 
Gegendruck  wirken. 

Die  gleichmäßige  Fortpflanzung  des  Druckes  in  Flüssigkeiten  können 
wir  somit  als  eine  Folge  davon  ansehen,  daß  die  Flüssigkeiten  in  einer 
Beziehung  ebenso  wie  die  festen  Körper  elastisch  sind;  es  treten  in  ihnen 
Elastieitätskräfte  immer  dann  auf,  aber  auch  nur  dann,  wenn  die  Moleküle 
aus  ihrer  Gleichgewichtslage  so  verschoben  werden,  daß  sie  sich  einander 
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nähern;  eine  Verschiebung  der  Moleküle  ohne  Änderung  der  Dichtigkeit 
ruft  keine  elastische  Kraft  hervor. 

Um  den  Nachweis  zu  liefern,  dafs  die  gleichmUfsige  Fortpflanzung  des 
Druckes  in  der  That  eine  Folge  der  durch  eine  Amiilhorung  der  Moleküle 
geweckten  elastischen  Kraft  ist,  haben  wir  zu  zeigen,  dafs  die  Flüssigkeiten 
in  der  That  durch  äulsere  Drucke  eine  Volumvorminderung  erfahren.  Indem 
wir  dann  gleichzeitig  die  durch  einen  gegebenen  Druck  hervorgebrachte 
Volumverminderung  messen,  können  wir  die  Abhängigkeit  der  Volum  - 
verminderung  von  dem  äufsem  Drucke  und  besonders  die  Frage  unter- 
suchen, ob  auch  hier,  wie  bei  festen  Körpern,  die  Vohun Verminderung  der 
Gröl'so  des  Druckes  proportional  ist.  Ist  das  der  Fall,  so  mufs  die  durch 
einen  auf  die  Flächeneinheit  wirkenden  Druck  P hervorgebrachto  Voliun- 
vermindorung  v 

v = * • P 

sein,  worin  x eine  Konstante  ist,  welcho  man  als  den  Kompressionskocffi- 
cienten  der  Flüssigkeit  bezeichnet.  Der  reciproke  Wert  dieses  Koeffieienten 
oder  , 

= K 

X 

ist  dann  der  Elasticitätskoefticient  der  Flüssigkeiten,  jener  Koeffieient,  mit 
welchem  wir  die  in  Ilniehteilen  des  ursprünglichen  Volumens  angegebene 
Volum  Verminderung  niultiplicieren  müssen,  um  die  durch  diese  Volum- 
verminderung  geweckte  elastische  Kraft  zu  erhalten. 

Der  erste  Versuch,  um  die  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  nachzu- 
weisen, wurde  von  der  Academia  del  Cimento  zu  Florenz  ’)  gemacht,  jedoch 
mit  ungünstigem  Erfolge.  Man  nahm  unter  andern  Versuchen  eine  mit 
Wasser  gefüllte,  mit  einer  Öffnung  versehene  Hohlkugel  von  Silber.  In 
die  Öffnung  wurde  ein  Stempel  mit  grolser  Gewalt  hineingetrieben;  aber 
anstatt  einer  Zusammendrückung  des  Wassers  beobachtete  man,  dafs  das- 
selbe durch  die  Poren  des  Silbers  hindurch  gepresst  wurde. 

Mit  günstigerem  Erfolge  wurde  der  Versuch  im  Jahre  1761  von 
Cantons)  wiederholt,  dem  es  gelang,  den  Nachweis  zu  liefern,  dafs  das 
Wasser  durch  einen  äufsem  Druck  eine  Verminderung  des  Volumens  erfuhr. 
Canton  wandte  zu  seinen  Versuchen  eine  mit  einer  langen  und  engen  Glas- 
röhre versehene  Kugel  an.  Dieselbe  wurde  mit  Wasser  gefüllt,  erhitzt,  und 
wenn  das  Wasser  im  Kochen  war,  die  Spitzen  der  Röhre  zugeschmdlzen. 
Durch  die  Abkühlung  zog  sich  dann  das  Wasser  zusammen  und  reichte  bei 
einer  bestimmten  Temperatur  bis  zu  einem  gewissen  Punkte  der  Röhre. 
Durch  das  Zusammenziehen  des  Wassers  entstand  über  demselben  in 
der  Röhre  ein  luftleerer  Raum.  Wurde  die  Spitze  abgebrochen,  so  drang 
die  Luft  rasch  in  die  Röhre,  und  unter  ihrem  Drucke  sah  man  die  Flüssig- 
keit in  der  Röhre  sinken.  Dieses  Sinken  hatte  jedoch  zwei  Ursachen, 
einmal  die  Zusammendrückung  des  Wassers,  dann  aber  die  Vergrüfserung 
des  Volumens  des  Gefüfses  dadurch,  dafs  plötzlich  der  Druck  im  Innern 
desselben  um  den  Druck  einer  Atmosphäre  erhöht  wurde.  Um  die  Ver- 

')  Fischer,  Geschichte  der  Physik,  lid.  11.  p.  207. 

*)  John  Canton , Experiments  to  prove  that  water  is  not  incompressible. 
Philosophien!  Transactious  of  London  Royal  Society.  Vol.  XII.  l'oggend.  Ann. 
Bd.  XII.  p.  39. 
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gröfserung  des  innem  Raumes  des  Gefäfses  zu  messen,  genügt  es,  den 
äufsern  Druck  auf  die  GefÜfswände  gerade  so  viel  zu  vermindern,  als  vorher 
der  innere  Druck  vermehrt  war;  brachte  man  also  die  Kugel  in  den  luft- 
leeren Kaum,  so  mufste  sich  ihr  Volumen  gerade  so  vermehren  wie  in  dem 
vorigen  Falle.  Die  Vermehrung  wurde  durch  das  Sinken  des  Wassers  in 
der  engen  Röhre  gemossen  und  die  so  erhaltene  Gröfse  von  der  bei  dem 
ersten  Versuche  erhaltenen  abgezogen;  dor  Unterschied  gab  die  Kompression 
des  Wassers.  Auf  diese  Weise  war  also  die  Kompressibilität  des  Wassers 
bewiesen.  Ähnliche  Versuche  stellte  1 820  Perkins ')  an  mit  gleichem  Erfolg. 
Die  ersten  genauer  messenden  Versuche  rühren  jedoch  von  Oersted*)  her. 

Oersted  konstruierte  einen  Apparat,  den  man  Piezometer  oder  Sym- 
piözometer  nennt.  Das  Pit'zometer  besteht  aus  einem  weiten  Gefiilse  (Fig.  70), 
an  dem  sich  ein  sehr  enges  Glasrohr  O befindet,  welches  in  einem  kleinen 
Trichter  endigt  und  unverschlossen  bleibt. 

Das  Bohr  ist  genau  cylindriscli  und  in  gleiche  Teile  geteilt.  Zunächst 
mufs  nun  der  Apparat  graduiert,  d.  h.  die  Kapacitiit  des  ganzen  Gefäfses 
mit  der  des  zwischen  zwei  Teilstrichen  befindlichen  Raumes  verglichen 
werden.  Wir  wollen  das  Verfahren  etwas  näher  beschreiben,  da  wir  noch 
häufig  derselben  Aufgabe  begegnen. 

Man  wiegt  zunächst  das  leere  Gefäfs  und  füllt 
es  dann  mit  Quecksilber;  wegen  der  Enge  der  Röhre 
läfst  sich  das  nicht  durch  einfaches  Eingiefsen 
füllen,  weil  die  im  Gefäfse  enthaltene  Luft  nicht 
entweichen  und  deshalb  das  Quecksilber  nicht  ein- 
dringen  kann.  Man  erwärmt  daher  das  Gefäfs  und 
hält  den  Trichter,  in  welchem  das  Rohr  O endigt,, 
unter  Quecksilber.  Beim  Erkalten  steigt  dann 
durch  den  Druck  der  äufsern  Luft  das  Quecksilber 
in  die  Röhre  und  das  Gefäfs  auf.  Hört  das  Queck- 
silber auf  zu  steigen,  so  erwärmt  man  neuerdings 
und  so  fort,  bis  das  Gefäfs  ganz  mit  Quecksilber 
gefüllt  ist.  Um  keine  Spur  Luft  in  dem  Gefllfs  zu 
lassen,  erwärmt  man  dann  das  Gefäfs  nochmals, 
taucht  währenddes  seine  Spitz,e  in  Quecksilber  und 
läfst  es  dann  auf  0°  erkalten,  indem  man  es  vor- 
sichtig mit  schmelzendem  Eise  umgibt.  Nach 
einiger  Zeit,  vielleicht  nach  einer  Viertelstunde 
oder  bei  gTofsen  Gefäfsen  noch  länger,  nimmt  man 
den  mit  Quecksilber  von  der  Temperatur  0°  ge- 
füllten Apparat  aus  dem  Eise  heraus,  trocknet  ihn 
rasch  und  vorsichtig  ab  und  bestimmt  möglichst 
rasch  sein  Gewicht»  Von  dem  erhaltenen  Totalgewicht  P zieht  man  das 

. P—P 

Gewicht  p des  leeren  Gefäfses  ab  und  erhält  aus  dem  Quotienten  — g — - 

das  Volumen  dos  Gefäfses  in  Kubikcentimetem,  wenn  P und  p in  Grammen 
gegeben  und  D das  spocifischo  Gewicht  des  Quecksilbers  ist. 

')  Pcrkinx,  1’hiloHOphical  Transactions.  Vol. LXXIf.  1820.  Poggend.  Ann.  IX.  647. 
’)  Oenteil,  Denkschriften  der  Kopenbagener  Akademie  IX.  Bd.  1822.  Poggend. 
Annd.  Bd.  IX.  p.  603. 
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Darauf  orwärmt  man  das  Gefäfs  sehr  wenig,  bewirkt  dadurch,  dafs 
etwas  Quecksilber  austritt,  und  liifst  es  wieder  wie  vorhin  auf  0°  er- 
kalten. Dabei  zieht  sich  das  Quecksilber  zusammen,  und  schliefslich  wird 
das  Ende  des  in  die  Röhre  hineinragenden  Quecksilberfadens  konstant  einem 
Teilstriche  der  Röhre  gegenüber  stehen,  der  um  n Teilstriche  tiefer  sei  als 
bei  der  vorigen  Wägung.  Jetzt  wiegt  man  wieder;  und  ist  das  jetzt  ge- 
fundene Gewicht  gleich  P\  so  gibt  die  Verminderung  des  Gewichtes  P' — P' 
an,  wieviel  Gramme  Quecksilber  den  Raum  zwischen  jenen  n Teilstrichen 

P—  p' 

ausfiillen;  der  Quotient  — ^ gibt  dann  diesen  Raum  in  Kubikcentimetem 

p p . ...  . 

und  der  Quotient  ' den  Raum  zwischen  zwei  Teilstrichen  in  der- 


selben Einheit  an. 

Nach  geschehener  Kalibrierung  wird  das  Gefäfs  in  ganz  gleicher 
Weise  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  gefüllt  und  in  den  kleinen 
Trichter  ein  Tropfen  Quecksilber  gebracht.  Dieser  dient  einmal  als 
Pfropfen,  um  das  Eindringen  von  Flüssigkeit  in  das  Gefäfs  zu  verhüten, 
dann  aber  auch  als  Index,  da  er  während  der  Kompression  in  die  Röhre 
hinabgedrückt  wird  und  somit  angibt,  um  wieviel  das  Volumen  der  Flüssig- 
keit kleiner  geworden  ist.  Das  Gefäfs  wird  auf  einer  Messingplatte  be- 
festigt, daneben  ein  Thermometer  L und  eine  geteilte,  unten  offene,  oben 
geschlossene,  mit  Luft  gefällte  Röhre  A”,  welche  als  Druckmesser  dient, 
befestigt,  und  dann  die  ganze  Vorrichtung  in  ein  mit  Wasser  gefälltes  Ge- 
fäfs hinabgelassen,  das  als  Kompressionsapparat  dient. 

Das  Gefäfs  E besteht  aus  einem  Cylinder  von  starkem  Glase,  dpr 
unten  in  einen  Fufs  F eingelassen  und  oben  mit  einer  Fassnng  versehen  ist, 
in  deren  Röhre  A sich  ein  beweglicher  Kolben  D befindet.  Man  fällt 
das  Gefäfs,  während  der  Kolben  sich  über  A befindet,  durch  den  Hahn  11 
mit  Wasser  so  weit,  dafs  dasselbe  aus  einer  Öffnung  bei  A ausfliefst.  Man 
schliefst  dann  den  Hahn  und  schraubt  den  Kolben  herab.  Sobald  derselbe 
unter  A herabgeschraubt  ist,  kann  kein  Wasser  mehr  entweichen,  und  das 
des  Gefäfses  wird  zusammengedrückt. 

Der  Druck,  den  man  auf  diese  Weise  ausübt,  trifft  nach  den  Ent- 
wicklungen des  vorigen  Paragraphen  in  ganz  gleicher  Weise  die  äufsere 
Wand  des  PiPzometers  und  die  in  seinem  Innern  enthaltene  Flüssigkeit. 
Man  sieht  nun  den  Index  um  eine  gewisse  Anzahl  Teilstriche  sinken  und  mifst 
dadurch  die  Volumverminderung  der  im  PiPzometer  enthaltenen  Flüssigkeit. 
Zugleich  wird  auch  die  Luft  in  der  Röhre  K komprimiert,  und  in  der 
Volumveränderung  derselben  erhalten  wir,  wie  wir  später  sehen  werden, 
ein  Mafs  fär  den  ansgeübten  Druck. 

Man  hat  auf  diese  Weise  die  Volumverminderung  gemessen  und  anderer- 
seits den  Druck,  wolcher  dieselbe  horvorgebracht  hat.  Dividiert  man  die 
Volumveränderung  durch  das  ursprüngliche  Volumen  und  diesen  Quotienten 
durch  den  auf  die  Fläclienoinhoit  wirkenden  Druck,  so  erhält  man  den 
scheinbaren  Kompressionskoefficienten  der  Flüssigkeit,  d.  h.  die  Kompression 
der  Flüssigkeit  ohne  Rücksicht  auf  diejenige  dos  Gefäfses. 

Oersted  fand  diesen  lvoofficienten  fär  Wasser  gleich  46  Millionteile, 
wenn  man  als  Einheit  dos  Druckes  den  einer  Atmosphäre  annimmt,  d.  h. 
wenn  man  in  einem  rings  geschlossenen  Gefäfse  auf  jedes  Quadratcentimeter 
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Oberfläche  einen  Druck  von  1,0333  Kilogramm  austlbt,  so  wird  die  Flüssig- 
keit um  4G  Millionteile  ihres  ursprünglichen  Volumens  komprimiert.  Oersted 
hielt  dies  für  die  wahre  Kompressibilität  des  Wassers;  denn  er  glaubte, 
weil  der  Druck  in  ganz  gleicher  Weise  auf  die  äufsere  und  innere  Wand 
ausgeübt  wird,  so  könne  sich  die  Kapacität  des  Gefäfses  nicht  ändern  aufser 
ganz  unmerklich  dadurch,  dafs  die  Wanddicke  des  Gefäfses  etwas  geändert 
wird.  Oersted  hatte  jedoch  Unrecht.  Denn  setzen  wir  voraus,  dafs  das 
Piezometer,  anstatt  mit  Wasser  gefüllt  zu  sein,  ganz  und  gar  von  Glas  sei, 
so  ist  klar,  dafs,  wenn  man  dasselbe  von  aufsen  drückt,  der  Druck  sich  auf 
den  innem  Kern  fortpflanzt  und  dessen  Volumen  nach  den  Gesetzen  der 
kubischen  Kompression  vermindert.  Die  Kapacität  der  Hülle  niul's  sich  dem- 
nach um  die  gleiche  Grölse  ändern.  Ganz  dasselbe  mufs  aber  auch  der 
Fall  sein,  wenn  das  Gefäfs  mit  Wasser  gefüllt  ist;  denn  so  wie  in  dem 
eben  betrachteten  Falle  der  Kern  von  der  Hülle  einen  Druck  erführt  und 
nach  seiner  Zusammenpressnng  einen  ganz  gleichen  Gegendruck  ausübt,  die 
Hülle  also  ganz  genau  so  stark  nach  innen  wie  nach  aufsen  gedrückt  wird, 
so  auch  hier,  wo  der  feste  Kern  durch  Wasser  ersetzt  ist;  die  Hülle  erfährt 
gleiche  Drucke;  sowie  also  in  dem  Falle  des  festen  Kernes  eine  Volumver- 
änderung einträte,  so  mufs  sie  es  in  diesem  Falle  auch. 

Nennen  wir  demnach  die  Kapacität  des  Piezometers  V , P den  aus- 
geübten Druck,  x den  Kompressionskoefticienten  des  Wassers,  so  würde  bei 
ganz  unverändertem  Gefüfse  die  Volumverminderung,  welche  man  beobachtet, 
x V ■ P sein.  Da  aber  das  Gefäfs  komprimiert  wird,  so  beobachtet  man  eine 
kleinere.  Ist  nämlich  C der  kubische  Kompressionskoefficient  des  Gefäfses, 
so  vermindert  sich  dessen  Volum  um  C • P • F,  und  dadurch  mufs  die 
Flüfsigkeit  im  GetÜfse  steigen.  Die  beobachtete  Kontraktion  w ist  die 
Differenz  beider: 

tc  = x • P ■ V — C ■ P ■ V , 

oder 


Man  beobachtet  also  die  Differenz  zwischen  dem  Kompressionskoeffi- 
cienten  des  Wassers  und  dem  kubischen  Komprossionskoefficienten  des  Ge- 
fäfses. 

Golladon  und  Sturm  wiesen  diesen  Irrtum  in  Oersteds  Versuchen  nach 
und  unternahmen  es,  ihn  zu  korrigieren1).  Sie  stellten  eine  grofse  Reihe  von 
Versuchen  mit  einem  dem  Oerstedseben  sehr  ähnlichen  Apparate  (Fig.  71) 
an.  Ein  Pii'zometer  A wurde  wie  das  Oerstedscho  hergestellt  und  graduiert 
und  dann  in  ein  weites  Gefäfs  C mit  starkon  Wänden,  welches  mit  Wasser 
gefällt  war,  eingeschlossen.  Letzteres  diente  als  Kompressionsapparat.  Der 
einzige  Unterschied  besteht  darin,  dafs  sie  das  Pif'zometer  horizontal  legten 
und  den  ansgoübten  Druck  mit  einem  fein  geteilten,  langen  und  deshalb 
sehr  empfindlichen  Quecksilhermnnomcter  KJ  mafson.  Dieser  Druck  wurde 
mit  Hülfe  eines  Kolbens  ausgeübt,  dessen  Stiel  I durch  ein  Seil  gezogen 
wurde,  welches  um  eine,  durch  eine  Schraube  ohne  Ende  //,  bewegliche 
Walze  gerollt  war. 

‘)  CoUadon  und  S'furw,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  T.  XXXVI.  p.  1 13. 
Auch  Joggend.  Anualeu  XU,  39. 
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Colladon  und  Sturm  bemerkten  nun  bald  auch  einige  Fehlerquellen, 
welche  an  sich  zwar  sehr  klein,  auf  das  endliche  Resultat  wegen  der  Klein- 
heit der  zu  messenden  Gröfsen  jedoch  von  bedeutendem  Eintiufs  wurden. 
Der  Index  von  Quecksilber  in  der  Röhre  des  l’iözometers  bot  manche  Un- 
bequemlichkeit, er  adhiirierte  am  Glase,  bewegte  sich  nicht  regelmäfsig, 
sondern  sprungweise  bei  Vermehrung  des  Druckes.  Sie  wandten  deshalb 
einen  Tropfen  Schwefelkohlenstoff  oder  auch  eino  kleine  Luftsäule  an  und 
erhielten  so  regelmäfsig  verlaufende  Versuche. 


Andererseits  ist  das  Piözomotor  ein  wahres  Thermometer  und  wegen 
des  grofsen  Gefäfses  und  der  engen  Röhre  sogar  ein  sehr  empfindliches. 
Jede  Temperaturänderung  veranlafst  daher  eine  Bewegung  des  Index;  und 
da  jede  Zusammendrückung  das  Wasser  erwärmt,  jede  Ausdehnung  wieder 
abkühlt,  so  waren  die  beobachteten  Variationen  Resultate  sehr  verwickelter 
Natur.  Man  schaffte  diese  Störung  fort,  indem  man  das  Kompressions- 
gefäfs  in  ein  grofses  Gefäfs  mit  Wasser  einschlofs,  welches  dazu  diente,  die 
Temperatur  konstant  zu  halten.  Die  Versuche  waren  daher  sehr  genau. 
Die  Messungen  mufsten  indes  wegen  der  Kompressibilität  des  Glases  korrigiert 
werden;  dazu  verfuhren  die  Physiker  folgendermafsen.  Sie  nahmen  einen 
Glasstab  von  1 Meter  Länge  und  13,3  Quadratmillimeter  Querschnitt. 
Dieser  wurde  durch  ein  Gewicht  von  8 Kilogramm  gezogen  und  eine  Ver- 
längerung von  0n"“,06  beobachtet.  Er  würde  durch  das  gleiche  Gewicht  um 
ebensoviel  komprimiert  worden  sein.  Der  Druck  der  Atmosphäre  ist  nun 
auf  den  Quadratcentimeter  1,0333  Kilogramm,  auf  jede  Endfläche  des  Sta  bes, 
13,3  Quadratmillimeter,  somit  138Br,3,  und  da  die  Verkürzung  des  Stabes  dem 
pressenden  Gewichte  proportional  ist,  so  folgt,  dafs  sich  der  Stab  durch 
den  Dmck  einer  Atmosphäre  um  0n“",()01 1 verkürzt.  Dies  ist  die  lineare 
Kompressibilität  für  ein  Meter  Länge  und  den  Druck  einer  Atmosphäre. 


Flg.  71. 


■ 
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Colladon  und  Sturm  nahmen  nun  an,  dafs  ein  Druck  auf  die  End- 
flächen nur  eine  Verkürzung  des  Stabes  und  keine  andere  Veränderung 
der  Gestalt  oder  des  Querschnittes  bewirke.  Wenn  nach  dieser  Hypothese 
ein  Druck  auf  die  ganze  Oberfläche  ausgeübt  wird,  so  mufs  sich  der  Stab 
nach  allen  Richtungen  hin  gleichmäfsig  verkürzen.  Die  Länge  l wird 
l (1 — -0,0000011),  der  Radius  der  Basis  wird  r (1 — 0,0000011),  und  das 
ursprüngliche  Volumen  n »•*/  geht  sonach  Uber  in  tc r*l  (1 — 0,00000h)3, 
oder  annähernd  mit  Vernachlässigung  der  zweiten  und  dritten  Potenzen  in 
nr~l  (1 — 0,0000033).  Die  kubische  Kompression  wäre  sonach  die  drei- 
fache von  der  linearen. 

Wir  sahen  jedoch  vorhin,  dafs  ein  Stab,  der  in  seiner  einen  Richtung 
zusammengedruckt  wird,  zugleich  eine  Vergrüfserung  des  Querschnittes  er- 
hält; deshalb  ist  die  vorstehende  Entwicklung  nicht  exakt  und  die  Korrektion 
sowie  die  von  Colladon  und  Sturm  gegebenen  Zahlen  für  die  Kompressi- 
bilität der  Flüssigkeiten  zu  grofs. 

Versuche  von  Regnault1).  Regnault.  wurde  durch  andere  Fragen 
darauf  geführt,  sich  eingehend  mit  diesem  Gegenstände  zu  beschäftigen,  und 
seine  nach  einer  neuen  Methode  unternommenen  Versuche  gestatten  es, 
beide  Kompressibilitäten,  die  der  Flüssigkeit  und  die  des  Gefäfses  zugleich 
zu  messen.  Er  gibt  dem  Piezometer  A eiue  genau  bestimmbare  geome- 
trische Gestalt,  einer  Metallkugel  von  bekanntem  innern  und  äufsem  Radius 

oder  eines  Cyl Inders  mit  ebenen  oder  halb- 
kugelförmigen  Endflächen,  wie  in  Fig.  72. 
An  das  Gefäfs  ist  eine  gut  kalibrierte  Glas- 
röhre f'D  angesetzt,  die  ihrer  ganzen  Länge 
nach  geteilt  ist,  und  deren  Volumverhältnisse 
in  der  vorhin  beschriebenen  Weise  bestimmt 
sind. 

Man  schliefst  nun  das  Gefäfs  des  Piezo- 
meters in  einen  mit  Wasser  angefüllten  Kupfer- 
cylinder  H,  der  durch  einen  mittels. Schrauben 
befestigten  Deckel  verschlossen  ist.  Durch 
eine  Öffnung  des  Deckels  reicht  der  Stiel 
des  Piözometers  aus  dem  Gef&fse  hervor,  der 
mit  Kitt  in  der  Öffnung  befestigt  ist.  Das 
Innere  der  Röhre  kann  an  ihrem  obern  Ende 
durch  einen  Hahn  I)  mit  der  freien  Luft  in 
Verbindung  gebracht  und  dem  Drucke  der 
Atmosphäre  ausgesetzt  werden.  Durch  den 
Hahn  E und  die  Röhre  EF  kann  das  Innere 
der  Röhre  CI)  aber  auch  mit  einem  mit  kompri- 
mierter Luft  gefüllten  Gefäfse  in  Verbindung 
gebracht  und  so  beliebig  einem  starken 
Drucke  ausgesetzt  werden  oder  nicht.  Durch 
die  Röhre  FG  kann  dasselbe  Gefäfs  mit  komprimierter  Luft,  wenn  der 
Hahn  G geöffnet  und  H geschlossen  ist,  auch  einen  Druck  auf  das 
Wasser  des  Getäfses  HB  ausüben. 

')  Hegnnult , Relation  des  exp^rience«  etc.  Memoire»  de  l’Academie. 
Tome  XXI.  p.  429.  Paris  IS4T. 
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Man  kann  somit  l)  auf  das  Piezometer  einen  äufsern  Druck  ansüben, 
indem  man  E schliefst,  G und  I)  öffnet  und  II  schliefst;  2)  einen  innera 
und  äufsem  Druck  ausüben,  wenn  man  II  und  D schliefst,  G und  E öffnet; 
3)  man  kann  einen  innem  Druck  allein  üben,  wenn  man  D und  G schliefst, 
H und  E öffnet. 

Man  vollführt  nach  und  nach  alle  drei  Kompressionen. 

I.  Man  komprimiert  das  Wasser  im  Gefäfs  BB.  Diesen  Versuch  haben 
wir  schon  § 50  beschrieben  bei  Betrachtung  der  kubischen  Kompressibilität. 
Die  Flüssigkeit  im  Piezometer  unterliegt  keiner  Einwirkung;  nur  das  Ge- 
fäfs ist  komprimiert,  sein  Volumen  verkleinert,  die  Flüssigkeit  steigt  auf. 
Bezeichnen  wir  die  eingotretene  Volumverminderung  mit  A V' , so  ist  nach 
§ 50  für  den  Fall  der  Kugel 

AV  „ 1-p  B,‘  „ 

V * E Ä.»  — ff/  - 

Die  Beobachtung  liefert  »ms  den  Wert  von  g und  daraus  auch  den  des 
kubischen  Kompressionskoefficienten  des  Gefiifses 

C „3  1 ~ 8P.  . 
a E 


II.  Man  übt  innen  und  aufsen  den  gleichen  Druck  P aus;  dabei  be- 
obachtet man  die  Volumverminderung  der  Flüssigkeit,  weniger  der  des 
Gefiifses.  Bezeichnen  wir  den  Kompressionskoefficienten  der  Flüssigkeit 
mit  *,  so  erhalten  wir  für  die  Volumverminderung  der  Flüssigkeit  aus  den 
Gleichungen  des  § 50 

A »,  = x • P • V ; 


denn  die  Flüssigkeit  ist  eine  massive  Kugel,  somit  der  Radius  Jf0  des  § 50 
gleich  Null.  Darnach  ist  auch  die  Konstante  5 = 0,  und  der  Wert  von 
AVy  reduciert  sich  auf  das  oben  hingeschriebene  Glied. 

Um  die  Volumverminderung  des  Gefiifses  zu  erhalten,  haben  wir  in 
den  Gleichungen  des  § 50  Px  = P0  zu  setzen.  Damit  wird 


5 = 0;  c = , * , • P = ■ P , 

3 KT  +5  E ’ 


somit  die  Volumverminderung 


Avt  = 3 ‘ . p.  F=  CtP-  V. 


Die  in  diesem  Falle  überhaupt  beobachtete  Verminderung  des  Volumens 
A V"  ist  die  Differenz  zwischen  der  Verminderung  des  Volumens  der 
Flüssigkeit  und  jener  des  Gefiifses, 

A V"  = Avt  — Avt  = xPF  — t’,Pr, 

_ _ . q . . = J V (_  n 

p,  y * * p.  K ^ W- 


Da  der  erste  Versuch  C,  geliefert  hat,  können  wir  aus  diesem  den 
Wert  von  x berechnen. 
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III.  Der  dritte  Versuch  liefert  eine  Kontrole  dor  beiden  erstem;  man 
übt  den  Druck  P nur  im  Innern  aus.  Die  beobachtet«  Volumänderung  A V 
rührt  her  von  der  Kompression  der  Flüssigkeit  und  der  Ausdehnung  des 
Gefitfses,  erster«  ist.  wie  oben 

Art  — xPV. 


Die  Ausdehnung  des  Gefäfses  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  dos 
§ 50,  indem  wir  P,  gleich  Null  setzen;  damit  wird  dieselbe 

» JB.*  . J»  1 

3K  + k ’ t"  tk  P,*.-At03  } ’ 

somit 

A 1 = At\  + Av  = PI  Jx  + .iK  + ' “p,3  — P03  + 2*  ' K,  '- A'„3}  ’ 


Av  = P ■ V 


oder  auch,  wenn  wir  K und  1;  durch  p und  K ausdrücken, 


AV 


PV 


+ 3 


■ 2jO  li„  ' + 1 (1  + p)  A, 1 

A’(P|’  — P0’  ' 


Da  nun  die  bei  dem  ersten  Versuch  beobachtete  Volumänderung  war 

AV'  — 3 . *L p.  V- 

da  ferner. bei  dem  zweiten  Versuche  die  Volumänderung  sich  ergab 


AV" 


so  folgt, 


A V + A V"  = x -f  3 


3 ‘ 1 P-  F, 


(l-8p)P„*+i(l-fp)  P,3 


P(P,3-P03) 


pr. 


Es  mufs  somit  die  Volumändenmg  bei  dem  dritten  Versuch  gleich 
der  Suiumo  der  Volumänderungen  bei  dem  ersten  und  zweiten  Versuche 
sein,  eine  Relation,  welche  Itegnault  bei  allen  seinen  Versuchen  auf  das 
genaueste  bestätigt  fand.  Für  die  Kompressibilität  des  Wassers  erhält  man 
aus  den  Versuchen  Regnaults  mit  der  Kupferkngol 


x = 0,000047  7, 

aus  den  Versuchen  mit  der  Messingkugel 

x = 0,000047  9 , 

woboi  als  Einheit  des  Druckes  derjenige  einer  Atmosphäre  vorausgesetzt  ist. 

Nehmen  wir  auch  hier  als  Einheit  des  Druckes  den  eines  Kilogramms 
auf  das  Quadratmillimeter,  so  haben  wir  diese  Zahl  durch  0,010  333  zu 
dividieren,  dann  wird 

x = 0,004  G24  ; E = — = 216,2. 


Später  bat  Grassi1)  mit  den  Regnaultschen  Apparaten  eine  Anzahl  von 
Flüssigkeiten  untersucht;  in  der  folgenden  Tabelle  sind  die  von  ihm  ge- 
fundenen Worte  zusammengestellt.  Die  Werte  von  x beziehen  sich  auf  den 
Druck  einer  Atmosphäre. 

’)  (irami,  Aimalea  de  chim.  et  de  pbya.  111.  Ser.  T.  XXXI. 
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Name  der  Flüfsigkeit 

Temperatur 

Zusammen- 
drückbarkeit 
x für  Atra. 

Druck  in  Atmo-  | 
81>hArcn,  aus  denen 
die  Zusammen- 
drückbarkeit ber- 
ge leitat. 

Quecksilber 

o°,o 

0,000  002  95 



Wasser 

0,0 

0,000  0503 

— 

id 

1,5 

515 

— 

id 

4,8 

499 

— 

id 

10,1 

480 

— 

id 

13,4 

477 

— 

id 

18,0 

463 

— 

id 

460 

— 

id 

26,0 

456 

— 

id.  ' 

34,5 

453 

_ 

id 

43,0 

442 

— 

id.  

53,0 

441 

— 

Äthyläther 

0,0 

0,000111 

3,408 

id.  

0,0 

131 

7,820 

id.  

14,0 

140 

1,680 

. id.  

13,8 

153 

8,362 

Äthylalkohol 

7,3 

0,000  0828 

2,302 

id.  

7,3 

853 

9,495 

id.  

13,1 

904 

1,570 

id.  

13,1 

991 

8,97 

Methylalkohol 

13,5 

0,000  0913 

— • | 

Chloroform 

8,5 

0.000  0626 

— 

Chlorcalcium  Lösung  1 . . . . 

17,6 

0,000  0306 

— 

id.  id.  2 . . . . 

15,8 

206 

— 

id.  id.  2 . . . . 

41,25 

229 

— 

j Kochsalz  id.  1 . . . . 

18,5 

321 

— 

id.  id.  2 . . . , 

18,1 

257 

— 

id.  id.  2 . . . . 

39,6 

263 

— 

Jodkalium  id 

15,5 

260 



Natronsalpeter  id 

18,1 

295 

— 

Soda  id 

16,6 

297 

— 

Meerwasser 

17,6 

436 

— 

SO3  -f  2 HO 

13,6 

242 

! SO3  + 3HO 

14,6 

260 

— 

SO3  + 4 HO 

16,6 

271 

— 

SO3  + 5 HO 

14,7 

279 

— 

SO3  + 6 HO 

14,2 

283 

SO3  + 10HO 

14.6 

1 

315 



Als  Elasticit&tskoefficienten , bezogen  wie  bei  den  festen  Körpern  auf 
Kilogramm  und  Quadratmillimeter, 


E 

wtlrden  sieh  hieraus  ergeben 

für  Quecksill>er 
„ Wasser 

L 

)1  11 

» n 

„ Athyläther 

n ii 

WClsLUXK,  Physik.  I.  i.  Aufl. 


0,010333 


bei 

0° 

C. 

E = 3503 

n 

0° 

17 

...  205 

?i 

13", 4 

11 

. . . 217 

11 

53° 

11 

. . . 234 

71 

0" 

11 

...  93 

11 

14" 

11 

. . . 74 
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fllr  Äthylalkohol  bei  7°  C.  E=  124 
» n » 13)1  j)  ...  114 

„ Methylalkohol  „ 13,5  „ ...  113 

„ Chloroform  „ 8,5  „ ...  165. 

Hei  Wasser  nehmen  die  Kompressionskoeffieienten  mit  steigender 
Temperatur  ah,  die  Elasticitätskoefficienten  wachsen,  bei  den  übrigen 
Flüssigkeiten  wachsen  die  Kompressionskoeffieienten,  es  nehmen  also,  wie 
hei  den  festen  Körpern,  die  Elasticitütskoefficienten  ab. 

Die  Zunahme  der  Kompressionskoeffieienten  mit  steigender  Temperatur 
der  Flüssigkeiten  ist  von  Amagat  weiter  verfolgt  worden1).  Die  Versucho 
ergeben  für  die  von  Amagat  verwandten  Flüssigkeiten  eine  sehr  erhebliehe 
Zunahme  der  Kompressibilität.  So  erhält  Amagat  als  Kompressionskooffi- 
cienten  x für 


Methylalkohol 

bei  14°, 7 

14° 

» ■*  * 

C.  0,000104, 

bei 

100° 

C. 

0,000  221 

Äthylalkohol 

„ 0,000101, 

h 

99°, 4 

11 

0,000  202 

Amylalkohol 

„ 13°, 8 

„ 0,000082, 

99° 

11 

0,000154 

Schwefelkohlenstoff 

„ 15°, 6 

„ 0,000087, 

ii 

100° 

11 

0,000  174 

Aceton 

„ 14" 

„ 0,000110, 

ii 

99° 

11 

0,000  280. 

Die  Werte  steigen  demnach  bei  der  Temperatur  des  siedenden  Wassers 
auf  mehr  als  das  Doppelte  des  Wertes  bei  gewöhnlicher  Temperatur.  Für 
Chloroform  erhält  Amagat  bei  100°  den  Wert  0,000211,  so  dal's  gegenüber 
dem  von  Grassi  gefundenen  Werte  die  Kompression  auf  mehr  als  das  Drei- 
fache 7.nnähme.  Eine  ebensolche  Zunahme  hat  Amagat  bei  Äthyläthor  selbst 
beobachtet,  er  findet  für  13°, 7 den  Wert  x = 0,000  167,  für  die  Temperatur 
99°  dagegen  0,000  550,  also  mehr  als  das  Dreifache. 

Aus  den  Beobachtungen  von  Grassi  am  Äthylalkohol  und  Äthyläther  würde 
sich  das  merkwürdige  Resultat  ergeben,  dafs  die  Kompressibilität  mit  wachsen- 
dem Drucke  zunähme,  ein  Resultat,  welches  die  elastischen  Eigenschaften  dieser 
Flüssigkeiten  wesentlich  von  denen  der  festen  Körper  unterscheiden  würde. 

Dieses  Resultat  wird  durch  die  Versuche  von  Amaury  und  Descamps  *), 
sowie  Cailletet3)  nicht  bestätigt.  Die  beiden  ersten  Physiker  haben  bei 
Drucken,  die  zwischen  1 und  10  Atmosphären  variierten,  gleiche  und  nahe 
dieselben  Kompressionskoeffieienten  erhalten  wie  Grassi  bei  geringeren 
Drucken,  so 

für  Alkohol  bei  0°  x = 0,000083  5 

„ „ „ 15°  . .0,0000911 

„ Äthyläther,,  0°  . .0,000109 
„ „ „ 14°  . .0,000128. 

Cailletet  hat  die  Kompressionen  einiger  Flüssigkeiten  bis  zu  mehreren 
hundert  Atmosphürend rucken  verfolgt.  Das  Verfahren  Cailletets  war  dem 
von  Oersted  ähnlich ; er  komprimierte  die  Flüssigkeiten  in  einem  Piezometer, 
welches  sich  im  Innern  eines  mit  Wasser  gefüllten  Gofäfses  befand.  Die 
Kompression  wurde  dadurch  gemessen,  dafs  die  Innenfläche  der  engen  Röhre 
vergoldet  wurde,  und  nun  der  in  die  Röhre  eindringende  Quecksilbnrfaden 

')  Amagat,  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  V.  Serie.  T.  XI. 

’)  Amaury  und  Descamp >,  Comptes  liendus.  T.  I, XVIII.  p.  IGGi. 

*)  Cailletet,  Comptes  Rendus.  T.  l.XX V.  p.  77. 
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das  Gold  so  weit  auflöste,  als  er  in  der  Röhre  vordrang.  Nach  Beendigung 
des  Versuches  konnte  dann  die  während  der  Wirkung  des  Druckes  ein- 
getretene Volum  Verminderung  dadurch  erhalten  werden,  dafs  man  das  Piezo- 
meter mit  Flüssigkeit  einmal  bis  zu  der  Stelle  füllte,  bis  zu  welcher  die 
Vergoldung  erhalten  war,  das  Gewicht  dieser  Flüssigkeit  bestimmte,  dann 
das  Piezometer  bis  zum  Ende  der  Röhre  füllte  und  nun  das  Gewicht  der  so 
das  ganze  Piüzoineter  füllenden  Flüssigkeit  bestimmte.  Der  Quotient  aus 
der  Differenz  dieser  beiden  und  dem  zuletzt  gefundenen  Gewichte  gibt  dann, 
wie  bei  den  Versuchen  von  Oersted,  die  scheinbare  Kompression.  Um  aus 
dieser  den  wahren  Kompressionskoefficienten  zu  erhalten,  hat  man  zu  dem 
Quotienten  aus  der  gefundenen  Kompression  und  dem  Drucke,  der  sie  her- 
vorbrachte, den  kubischen  Kompressionskoefficienten  des  Glases  zu  addieren. 

Die  Drucke  wurden  mit  einem  Druckmesser  bestimmt,  den  wir  im  § 64 
beschreiben  werden.  Cailletet  begnügt  sich  damit,  die  scheinbaren  Kom- 
pressionskoefficienten für  1 Atmosphäre  anzugeben;  dieselben  sind  in  folgen- 
der Tabelle  unter  x,  zusammengestellt;  die  in  der  letzten  Kolumne  der 
Tabelle  verzeichneten  Werte  des  wahren  Kompressionskoefficienten  x habe 
ich  daraus  abgeleitet,  indem  ich  den  aus  Regnaults  Beobachtungen  (§  50) 
berechneten  kubischen  Kompressionskoefficienten  des  Glases 

C = 0,000  001  85 

für  eine  Atmosphäre  Druck  zu  x,  hinzuaddiert  habe. 


Name  der  Flüssigkeit 

Tempe- 

ratur 

*i 

Druck  in  At- 
mosphären, aus 
denen  x abgelei- 
tet ist. 

X 

Wasser 

8°  C. 

0,000  045  1 

705 

0,000  046  95 

Schwefelkohlenstoff  . . . 

8 „ 

0,000  098  0 

607 

0,000  099  85 

Äthylalkohol 

9 „ 

0,000  067  6 

174 

0,000  069  45 

9 

0,000  070  1 

305 

0,000  071  95 

11 

0,000  072  7 

680 

0,000  074  55 

Athyläther 

10  „ 

0,000  144  0 

630 

0,000  145  85 

Der  für  Wasser  und  Äthyläther  erhaltene  Wert  stimmt  sehr  gut  mit 
dem  von  Grassi  gefundenen;  der  für  Alkohol  gefundene  ist  beträchtlich 
kleiner,  was  ohne  Zweifel  darin  seinen  Grund  hat,  dafs  der  von  Cailletet 
benutzte  Alkohol  sehr  wasserhaltig  gewesen  ist;  er  gibt  dessen  specifisches 
Gewicht  zu  0,858  an,  was  einem  ziemlich  wasserhaltigen  Alkohol  entspricht. 
Die  drei  für  den  Alkohol  gefundenen  Werte,  von  denen  der  letzte  noch 
dazu  einer  um  2°  höhern  Temperatur  entspricht,  wodurch  die  ganze  Zu- 
nahme des  dritten  Wertes  gegen  den  zweiten  erklärt  wird,  zeigen  keines- 
wegs ein  derartiges  Wachsen  der  Kompression  mit  steigendem  Druck,  wie 
man  aus  den  Beobachtungen  von  Grassi  scliliefsen  müfste. 

Amagat  zieht  aus  seinen  vorhin  schon  erwähnten  Versuchen  den  Schlufs, 
dafs  mit  wachsendem  Drucke  bei  den  Flüssigkeiten  die  Kompressibilität 
abnimmt,  eine  Abnahme,  welche  in  höheren  Temperaturen  noch  sehr  viel 
stärker  ist,  als  in  niederen  Temperaturen.  Die  Abnahme  tritt  am  deut- 
lichsten hervor,  wenn  man  nicht  die  Kompressionskoefficienten  als  mittlere 
aus  den  bei  einem  bestimmten  hohen  Drucke  beobachteten  Kompressionen 

18* 
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ableitet,  sondern  wenn  man  sie  aus  den  mit  wachsendem  Drucke  beobachte- 
ten Volumverminderungon  fllr  engere  Grenzen  der  Druckzunahmo  ableitet. 
So  fand  Amagat  für  Äthyläther  hei  13°, 7 C.  folgende  Kompressionskoefli- 
cionten  für  die  Druckzunahme  von  einer  Atmosphäre,  wenn  sie  abgeleitet 
wurden  aus  den  Volumverminderungen,  die  eintraten,  als  der  Druck  zunahm 


von 

8,53  bis  13,70  Atm.  x — 

0,000168 

13,70 

„ 19,47 

n n 

0,000169 

» 

19,47 

„ 25,40 

0,000169 

n 

25,40 

„ 30,56 

i»  11 

0,000  162 

11 

30,56 

„ 36,45 

11  17 

0,000  152. 

llis  zu  19,47  Atmosphären  waren  also  entsprechend  den  Beobachtungen 
von  Amaury  und  Descamps  die  Koefficienton  konstant,  bei  weiterer  Druck- 
zunahmo tritt  die  Verminderung  deutlich  hervor. 

Bei  der  Temperatur  100°  erhielt  Amagat  folgende  Werte 


von 

8,50 

bis 

13,90 

Atin. 

X =>  0,000560 

ii 

13,90 

11 

19,55 

ii 

„ 0,000  540 

n 

19,55 

11 

25,60 

ii 

„ 0,000  525 

ii 

25,60 

11 

30,55 

ii 

„ 0,000  489 

ii 

30,55 

11 

36,65 

ii 

„ 0,000474. 

Hier  zeigt  sich  schon  bei  der  zweiten  Reihe  eine  erhebliche  Abnahme. 
Hiernach  zeigen  die  Flüssigkeiten  das  eigentümliche  von  Grassi  vermutete 
Verhalten  nicht,  sie  verhalten  sich  wie  alle  übrigen  Körper,  bei  denen  unter 
grofsen  Drucken  die  Kompressibilitäten  schliefslich  abnehmen. 

§ 63. 

Hydrostatischer  Druck.  Die  im  § 61  abgeleitete  Gleichung  Uber 
die  im  Innern  einer  Flüssigkeit  vorhandenen  Drucke  setzt  uns  in  den  Stand, 
das  Verhalten  einer  Flüssigkeit  in  einem  offenen  Geflifse  und  die  in  der- 
selben vorhandene  Verteilung  der  Drucke  zu  bestimmen. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dal's  die  Flüssigkeit  nur  der  Schwere  unter- 
worfen sei,  so  ergibt  sich  als  erste  Folge  jener  Gleichung,  dafs  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  eben  und  horizontal  sein  mufs.  Als  Bedingung,  dafs 
die  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  ist,  ergibt  sich  nämlich 
unmittelbar,  idafs  die  auf  irgend  einen  Funkt  der  Oberfläche  wirksamen, 
der  Oberfläche  parallelen  Kräfte,  sich  gegenseitig  aufheben  müssen.  Demi 
wenn  das  nicht  der  Fall  ist,  so  wird  die  Flüssigkeit  sich  nach  der  Richtung 
der  gröfsem  Kraft  bewegen  müssen.  Dieses  Aufheben  der  der  Flüssigkeits- 
fläche parallelen  Drucke  findet  aber  nur  dann  statt,  wenn  die  vorhandenen 
Drucke  normal  sind  zur  Oberfläche  und  an  allen  Stellen  derselben  gleiche 
Gröfse  haben.  Denn,  sind  die  Drucke  nicht  normal,  so  haben  sie  eine  der 
Flüche  parallele  Komponente,  welche  demnach  das  Gleichgewicht  stören 
würde;  sind  die  Drucke  aber  an  verschiedenen  Stellen  verschieden,  so  tritt 
ebenfalls,  wegen  der  nach  allen  Richtungen  gleichmäfsigen  Fortpflanzung 
des  Druckes,  eine  der  Oberfläche  parallele  Kraft  auf,  welche  nicht  durch 
einon  Gegendruck  aufgehoben  wird.  Diese  zwei  Bedingungen  fallen  also 
streng  genommen  in  eine  zusammen,  da  bei  Flüssigkeiten  immer,  wenn  dio 
Drucke  an  allen  Stullen  einer  Fläche  dieselben  sind,  die  Drucke  normal  zur 
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Oberfläche  sind.  Derartige  Flächen,  in  welchen  der  normale  Druck  an  allen 
Stellen  derselbe  ist,  nennt  man  Niveauflächen.  Damit  können  wir  also  als 
die  Gleichgewichtsbedingung  einer  freien  Flüssigkeitsoberflilche  den  Satz 
aufstellen,  dafs  dieselbe  eine  Niveaufläche  sein  inufs. 

Wir  erhielten  nun  § 6 1 ganz  allgemein  für  den  auf  die  Flächeneinheit 
im  Innern  einer  Flüssigkeit  wirkenden  Druck,  wenn  in  derselben  irgend 
eine  andere  Fläche  einen  Druck  erhält  , der  fllr  die  Flächeneinheit  p0  ist, 

P = Po  + • * , 

wenn  d die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  und  h den  vertikalen  Abstand  des 
Flächenelementes,  auf  welchem  der  Druck  für  die  Flächeneinheit  p ist,  vor^ 
jenem  bedeutet,  auf  welchem  der  Druck  p0  ist. 

Es  gehören  nun  alle  diejenigen  Flächenelemente  zu  einer  Niveaufläche, 
Ihr  welche  p einen  und  denselben  Wert  hat,  für  w.elche  also 

p — P0  d ■ h = const. 

In  einer  gegebenen  Flüssigkeitsmasse  ist  demnach  für  alle  Elemente 
p konstant,  für  welche 

h = const., 

deren  vertikale  Abstände  von  einem  gegebenen  Punkte  alle  gleich  sind; 
das  ist  aber  eine  horizontale  Ebene.  Da  somit  die  Niveauflächen  die  hori- 
zontalen Ebenen  sind,  so  mnfs  auch  die  freie  Oberfläche  einer  Flüssigkeit 
eine  horizontale  Ebene  sein. 

Ganz  dasselbe,  was  von  der  freien  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  gilt, 
das  gilt  auch  für  die  Grenzfläche  zweier  nicht  mischbaren  Flüssigkeiten  ver- 
schiedenen specifischen  Gewichtes,  welche  über  einander  geschichtet  sind; 
auch  diese  mufs  eine  horizontale  Ebene  sein.  Es  ergibt  sich  das  so  un- 
mittelbar aus  dem  eben  abgeleiteten  Satze,  dafs  die  Niveauflächen  in  einer 
Flüssigkeit  horizontale  Ebenen  sein  müssen,  dafs  es  überflüssig  sein  wird 
den  Beweis  besonders  zu  führen. 

Den  letztem  Fall  linden  wir  in  der  Kegel  in  der  Natur  realisiert  , in- 
dem auf  den  in  unseren  Gefäfsen  vorhandenen  Flüssigkeiten  die  Luft  liegt 
und,  wie  wir  im  nächsten  Kapitel  nachweisen  werden,  auf  die  Oberfläche 
einen  leicht  raefsbaren,  in  jedem  Flächenelement  gleichen  Druck  ausübt. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze,  dafs  die  Niveauflächen  im  Innern 
einer  Flüssigkeit  horizontale  Ebenen  sind,  ergibt  sich  ferner,  dafs  in  einer 
horizontalen,  durch  die  Flüssigkeit  gelegten  Ebene  der  Druck  auf  jedes 
Flächenelement  derselbe  und  zwar  gleich  dem  Drucke  der  Flüssigkeits- 
sänle  sein  mufs,  welche  sich  Uber  diesem  Flächenoiement  befindet.  Sehen 
wir  nämlich  von  dem  Drucke  der  Luft  ab,  so  gibt  uns  unsere  Gleichung, 
dafs  der  auf  die  Flächeneinheit  einer  Ebene,  welche  in  dem  vertikalen  Ab- 
stande h unter  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  sich  befindet,  wirksame 
Druck  p gegeben  ist  durch  den  Ausdruck 

. p «=  d ■ h. 

Hat  die  Fläche  im  Innern  der  Flüssigkeit  die  Gröfse  s,  so  hat  der  auf 
ihr  lastende  Druck  den  Wert 

p • 8 *=  s • d ■ h ; 
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er  ist  also  gleich  dem  Drucke  einer  FliissigkeitssUule,  deren  Querschnitt 
in  ihrer  ganzen  Höhe  gleich  s ist,  und  deren  Höhe  gleich  h ist. 

Hieraus  folgt  ein  merkwürdiger  unter  dem  Namen  des  hydrostatischen 
Paradoxons  schon  von  Pascal  ausgesprochener  Satz,  der  Satz  nämlich,  dafs 
der  Druck,  welcher  auf  dem  Boden  eines  Gefäfses  wirkt,  nur  abhängig 
ist  von  der  Gröfse  der  Bodenfläche  und  von  der  Höhe  der  Flüssigkeit  im 
Gefäfse,  ni^ht  aber  von  der  Menge  der  im  Gefäfse  enthaltenen  Flüssigkeit. 
Dieser  Satz  ist  in  der  zuletzt  aufgestellten  Gleichung  unmittelbar  erhalten, 
welche  zeigt,  dafs  der  Druck  auf  eine  Fläche  s,  in  einer  gegebenen  Flüssig- 
keit nur  abhängig  ist  von  der  Gröfso  der  Fläche  und  der  Höhe  h der 
Flüssigkeit  über  der  Fläche.  Haben  wir  demnach  Gefäfse  verschiedener 
Form,  wio  etwa  Fig.  73,  aber  stets  gleicher  Bodenfläche,  so  ist  der  Druck 
auf  die  Bodenfläche  immer  derselbe,  wenn  die  Gefäfse  bis  zur  gleichen 


n g.  7s. 

n n iv 


Höhe  h mit  derselben 
Flüssigkeit  gefüllt 
sind,  einerlei  ob  die 
Gefäfse  sich  oben  er- 
weitern oder  ver- 
engern, ob  sie  senk- 
rechte oder  geneigte 
Wände  haben ; der 


Druck  ist  immer  gleich  dom  Gewichte  der  Flüssigkeitssäule,  welche  überall 


den  Querschnitt  s der  Bodenfläche  und  die  Höhe  h hat. 


Man  kann  diesen  Satz  leicht  mit  dem  Apparate  Fig.  74  nach  weisen 
und  so  gleichzeitig  den  experimentellen  Beweis  des  allgemeinen  Satzes 
liefern,  dafs  auf  die  Flächeneinheit  einer  in  der  Tiefe  h unter  der  Ober- 
fläche liegenden  Ebene  ein  vertikal  abwärts  gerichteter  Druck  wirkt,  der 
gleich  ist  dem  Gewichte  eines  Flüssigkeitscylinders,  dessen  Querschnitt 
gleich  der  Flächeneinheit  und  dessen  Höhe  gleich  h ist. 

Auf  einen  hohlen  metallischen  G'ylinder  A (Fig.  74)  können  Gefäfse 
verschiedener  Form  Q , Q' . Q"  wasserdicht  aufgeschraubt  werden.  Die  Ge- 
füise sind  unten  ollen;  in  dem  Cy linder  A befindet  sich  aber  eine  Platte, 
auf  welcher  die  Messingfassungen  der  Gefäfse  unten  aufgepalst  sind.  Den 
Boden  der  Gefäfse  bildet  dann  ein  in  diese  Platte  genau  eingeschliffenes 
konisches  Ventil  k , welches  sich  von  unten  nach  oben  öffnen  kann.  Wenn 
in  das  Gefäfs  Q Flüssigkeit  bis  zu  einer  bestimmten  Marke  eingefUllt 
ist,  so  wird  das  Ventil  durch  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  fest  in  die  Platte 
eingedrückt  und  wasserdicht  geschlossen.  Das  Ventil  kann  dann  geöffnet 
worden  durch  einen  an  dem  gleicharmigen  Hebel  H befestigten  Stift  der 
das  Ventil  berührt.  Wird  in  die  Wagschale  ein  Gewicht  p gelegt,  so  treibt 
der  Stift  das  Ventil  mit  einem  dem  Gewichte  p gleichen  Drucke  in  die 
Höhe ; ist  nun  dieser  Druck  etwas  gröl'ser  als  der  von  oben  nach  unten  ge- 
richtete Druck  der  Flüssigkeit  auf  das  Ventil,  so  öffnet  sich  dasselbe,  und 
die  Flüssigkeit  dielst  in  das  den  hohlen  Cylinder  A umgebende  Gefäfs. 

Es  bedarf  nun,  welches  der  Gefäfse  Q,  Q" , (/'  man  auch  anwendet, 
stets  desselben  Gewichtes  p,  um  das  Ventil  zu  heben,  wenn  man  nur  in 
allen  dreien  dieselbe  Flüssigkeit  bis  zu  der  in  gleicher  Höhe  Uber  dem  Boden 
befindlichen  Marke  einfüllt,  und  zwar  ist  immer  das  Gewicht  p jenes  des 
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Flüssigkoitscylindors  vom  Querschnitte  der  Bodenflächo  und  der  Höhe  der 
Marke  Uber  dem  Boden. 

Wio  wir  schon  im  § S1  zeigten,  müssen  im  Gleichgewichtszustände 
die  auf  ein  Flächenelement  im  Innern  einer  Flüssigkeit  Wirkenden  Drucke 
dieselben  sein,  welche  Richtung  auch  die  Normale  des  FlUcheneleinentes 
besitzt.  Ebenso  wie  demnach  auf  eine  horizontale  Fläche  von  der  Gröfse  s 


i ig.  74. 


ein  vertikal  abwärts  gerichteter  Druck  von  der  Gröfse  sdh  wirkt,  ebenso 
mufs  auch  ein  vertikal  aufwärts  gerichteter  Druck  von  derselben  Gröfse 
auf  diese  Fläche  wirken.  Es  läfst  sich  auch  dieser  Druck  leicht  durch  den 
Versuch  nachweisen.  Wenn  man  nämlich  gegen  das 
untere  gut  abgeschliffene  Ende  einer  Glasröhre 
(Fig.  75)  eine  Messingplatte  mittels  eines  durch  die 
Röhre  hindurchgehenden  Fadens  fest  anlegt  und 
dann  dieses  Rohr  mit  der  Platte  nach  unten  in  ein 
mit  Wasser  gefülltes  Glas  taucht,  so  sieht  man,  dafs 
die  Platte  fest  an  das  Glas  gedrückt  wird,  es  dringt 
keine  Flüssigkeit  in  die  Röhre,  und  die  Platte  fällt 
nicht  hinab,  wenn  man  den  Faden  losläfst;  ein  Be- 
weis, dafs  im  Innern  der  Flüssigkeit  ein  von  unten 
nach  oben  gerichteter  Druck  vorhanden  ist.  Man 
kann  diesen  Druck  durch  einen  gleichen  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  angebrachten  messen,  indem 
man  in  die  Röhre  so  lange  Wasser  schüttet,  bis  die  Platte  herabfällt.  Das 
geschieht,  wenn  die  Flüssigkeit  in  der  Röhre  fast  genau  die  Höhe  hat,  welche 
die  Flüssigkeit  im  Geläfse  hat,  um  so  genauer,  je  leichter  die  Platte  ist. 


Mg.  75. 
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Es  folgt  weiter,  dafs  auch  ein  Flüchenelement  der  Beitenwand  eines 
Gefälses,  sei  sie  vertikal  oder  geneigt,  einen  Druck  erfahren  mufs,  der  gleich 
dem  Gewichte  des  Flüssigkeitscylinders  ist,  der  das  Flilchenelement  zur 
Basis  und  den  vertikalen  Abstand  des  Elementes  von  der  freien  Oberfläche 
zur  Höhe  hat.  Diesem  Drucke  hält  der  durch  die  Festigkeit  der  Wand 
bewirkte  Gegendruck  das  Gleichgewicht.  Dafs  ein  solcher  Seitendruck  vor- 
handen ist,  kann  man  leicht  durch  den  Versuch  nachweisen,  indem  man  an 
der  einen  Seitenwand  den  Gegendruck  durch  eine  Durchbohrung  der  Wand 
fortnimmt.  Dann  tritt  nicht  nur  eine  dem  innem  Drucke  folgende  Be- 
wegung der  Flüssigkeit  ein,  sondern,  wenn  das  Gefttfs  wie  in  Fig.  76  be- 
weglich aufgestellt  jst,  tritt  eine  dem  noch  übrigen  Seitendruck  folgende 
Bewegung  ein.  Man  stellt  auf  einen  hinlänglich  starken  Schwimmer  von 
Kork  ein  mit  Wasser  gefülltes  OefUfs , das  an  einer  Stelle  seiner  Seiten- 
wand eine  verschliefsbaro  Öffnung  hat.  Ist  die  Öffnung  geschlossen,  so 
drückt  das  Wasser  gegen  A ebenso  stark  wie  gegen  A'.  Wird  nun  aber 
die  Ausflufsöffhung  bei  A geöffnet,  so  kann  das  Wasser  an  dieser  Stelle 
dem  Drack  folgen  und  ausfliefsen;  an  der  gegenüberliegenden  Stelle  bei  A' 
dauert  aber  der  Druck  fort,  und  diesem  Drucke  folgend  bewegt  sich  der 
Schwimmer  mit  dem  Gefäl'se  in  der  Richtung  AA'.  . 


Fig.  76. 


Die  sogenannten  Reaktionsräder  beruhen  auf  dicsor  Wirkung  des 
Seitendrucks;  sie  bestehen  ^Fig.  77)  aus  einer  weitern  mit  Wasser  gefüllten 
Röhre  A , welche  um  eine  mit  ihrer  Axe  zusammenfallende  vertikale  Axe 
sich  drehen  kann.  An  dem  untern  Ende  befinden  sich  zwei  oder  mehrere 
horizontale  Ausflufsröhren , welche  in  demselben  Sinne  gekrümmt  sind. 
Beim  Ausfliefsen  des  Wassers  aus  den  Öffnungen  dieser  Röhren  treibt  der 
gegen  die  den  Ausflufsöffnungen  gegenüberliegenden  Wände  gerichtete  Druck 
das  Rad  herum. 

Es  ist  nach  Besprechung  der  einzelnen  Drucke  nicht  schwierig,  den 
Druck  zu  bestimmen,  welcher  auf  irgend  ein  Flächenstück,  sei  es  im  Innern, 
sei  es  an  der  Wand  einor  Flüssigkeit,  ausgeübt  wird;  es  ist  das  nur  eine 
Aufgabo  der  Rechnung.  Haben  wir,  um  das  an  einem  einfachen  Beispiol 
zu  zeigen,  eine  ebene  Wandfläche  von  rechteckigem  Querschnitt,  die  wir 
uns  vertikal  von  der  Höhe  h und  der  Breite  b denken  wollen,  so  erhalten 
wir  den  Druck,  den  dio  ganze  Wandfläche  erfährt,  in  folgender  Weise. 
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Denken  wir  uns  in  der  Tiefe  x unter  der  Flüssigkeit  einen  horizontalen 
Streifen  der  Wandflächo,  dessen  Höhe  dx  eine  so  kleine  ist,  dafs  wir  ihn 
als  ganz  in  der  in  der  Tiefe  x durch  die  Flüssigkeit  gelegten  Niveaufläche 
liegend  ansehen  können,  so  ist  der  Druck,  welcher  auf  diesen  Streifen  wirkt, 
gleich  dem  Produkte  des  auf  die  Flächeneinheit  der  Niveauflüche  wirkenden 
Druckes  und  des  Flächeninhaltes  des  Streifens.  Ersterer  ist,  wenn  wir 
annehmen , dafs  auf  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  kein  Druck  lastet, 
gleich  s • x,  wenn  s das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit  ist;  letzterer 
ist  b • dx. 

Der  auf  den  Flächenstreifen  wirkende  Druck  ist  somit 
s ■ b • x ■ dx. 

* 

Der  auf  die  ganze  Fläche  wirkende  Druck  ist  die  Summe  der  auf  alle 
einzelnen  Streifen  wirkenden,  welche  die  ganze  Flüche  zusammensetzen. 
Wir  erhalten  alle  diese  einzelnen  Drucke,  wenn  wir  x nach  und  nach  alle 
Werte  annehmen  lassen,  von  x = 0 bis  x = 7»,  so  dafs  der  ganze  Druck 
wird  * 

P = J sb  • xdx  = ^ sbh*  <=  s, 

o 

wenn  wir  mit  f die  Gröfse  der  Fläche  /'=?>■  h bezeichnen.  Der  Druck  ist 
also  gleich  dem  Gewichte  einer  Flüssigkeitssäule,  deren  Querschnitt  gleich 
der  Fläche  f ist,  und  deren  Höhe  gleich  ist  der  halben  Höhe  der  Flüssigkeit, 

Zu  ganz  demselben  Satze  gelangt  man,  wenn  man  eine  Fläche  be- 
trachtet, welche  gegen  die  Vertikale  geneigt  ist;  es  ist  immer  der  Druck 
gleich  einer  Flüssigkeitssäule,  deren  Querschnitt  gleich  ist  der  Wandfläche, 
imd  deren  Höhe  gleich  ist  der  halben  vertikalen  Entfernung  des  untern 
Randes  der  Wandfläche  von  dem  Niveau  der  Flüssigkeit. 

Ebenso  wie  den  resultierenden  normal  gegen  die  Wandfläche  gerichteten 
Druck  können  wir  auch  leicht  den  Angriffspunkt  dieser  Resultierenden  be- 
rechnen. Die  auf  die  einzelnen  Flächenelemente  wirkenden  Drucke  sind 
sämtlich  parallel,  wir  haben  also  nur  den  Mittelpunkt  dieser  parallelen 
Kräfte  aufzusuchen.  Zunächst  ist  klar,  dafs  der*Mittelpunkt  der  Kräfte  in 
der  Halbierungslinie  der  rechteckigen  Fläche  liegt,  welche  wir  erhalten, 
wenn  wir  die  Fläche  durch  einen  vertikalen  Schnitt  in  zwei  gleiche  Teile 
teilen.  Es  liege  der  Angriffspunkt  in  dieser  Linie  im  Abstand  X von  der 
obem  Grenzfläche  der  Flüssigkeit;  bringen  wir  dann  dort  eine  der  Resul- 
tierenden gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  an,  so  ist  die  Fläche, 
dieselbe  als  frei  beweglich  gedacht,  im  Gleichgewicht,  sie  nimmt  weder 
eine  fortschreitende  noch  um  irgend  eine  Are  eine  drehende  Bewegung  an. 
Denken  wir  uns  deshalb  etwa  durch  die  obere  Grenze  der  Flüssigkeit  eine 
in  der  Fläche  liegende  horizontale  Drehungsaxe  gelegt,  so  muls  in  Bezug 
auf  diese  die  Summe  der  Drehungsmomente  gleich  Null  sein.  Die  der 
resultierenden  gleiche,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Kraft  liefert  nun  das 
Drehungsmoment 

-PX, 

worin  das  negative  Vorzeichen  bedeutet,  dafs  das  von  dieser  Kraft  her- 
rtlhrende  Moment  die  Fläche  entgegengesetzt  dreht  als  die  vorhandenen 
Kräfte. 
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Der  in  der  Tiefe  x auf  ein  Flilchenelemont  von  der  Höhe  dx  wirkende 
Druck  ist 

s ■ b ■ xdx\ 

das  von  diesem  herrührende  Drehungsmoment  ist  somit 
x • s ■ b ■ xdx  = s • b • x*dx. 


Die  Summe  aller  Drehungsmomente  erhalten  wir,  wenn  wir  in  diesem 
Ausdrucke  nach  und  nach  für  x alle  Werte  von  0 bis  h einsetzen  und  dann 
alle  die  für  die  einzelnen  Elemente  erhaltenen  Werte  summieren,  also  in 
der  Summe 

ls“‘ 

o 


Somit  wird  die  Gleichung  für  X 


p.  X-=$sb  ■ h 3 


oder,  wenn  wir  nach  X auflösen  und  gleichzeitig  für  P seinen  Wert  ein- 
setzen , 


X 


ijlh' 

itbh3 


Der  Angriffspunkt  liegt  also  ran  $ der  Höhe  der  Flüssigkeit  unter 
dem  obem  Niveau  derselben. 

In  Uhnlicher  Weise  kann  man  lllr  alle  Flüchen,  ebene  oder  gekrümmte, 
den  resultierenden  Druck  und  dessen  Angriffspunkt  berechnen,  wenn  auch 
die  Rechnungen  zuweilen  nicht  so  einfach  sind. 


§ 64. 


Kommtmioierende  Böhren.  Unsere  Ausführungen  Uber  das  Gleich- 
gewicht der  Flüssigkeiten  waren  durchaus  unabhängig  von  der  Gestalt  der 
Gefilfse,  in  denen  die  Flüssigkeit  enthalten  ist.  Sie  haben  daher  auch 


Gültigkeit,  wenn  wir  dieselbe  in  zwei  Gefüfse  verteilen  und  diese  GofÜlse 
se  durch  eine  Röhre  mit  einander  verbinden,  dafs  die  Flüssigkeit  in  beiden 
gleichsam  nur  cino  Masse  bildet.  Man  nennt  solche  Gefüfse,  weil  sie  meist 
in  Röhrenform  angewandt  werden,  kommunicierende  Röhren.  Wenn  dem- 
nach in  beiden  Röhren  AB,  CD  (Fig.  78)  dieselbe  Flüssigkeit  enthalten 
ist,  so  rnufs,  da  die  Gefüfse  kommunicieren,  die  Flüssigkeiten  also  eine  Masse 
bilden,  die  Oberflücho  derselben  horizontal  oder  in  beiden  Röhren  genau 
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von  gleicher  Höhe  sein,  wenn  nicht  auf  eine  derselben  etwa  noch  ein  be- 
sonderer Uufserer  Druck  ausgeübt  wird. 

Enthält  jedoch  die  eine  Röhre,  z.  B.  AB,  eine  andere  Flüssigkeit  von 
der  Dichtigkeit  F,  während  die  Flüssigkeit  in  der  Röhre  CI)  die  Dichtig- 
keit d hat,  so  müssen  die  Oberflächen  verschiedene  Höhen  haben.  Sei  z.  B, 
in  AB  (Fig.  79)  zuerst  Quecksilber  gegossen  und  dann  in  die  Röhre  CDE 
Wasser,  so  mufs  das  Wasser  höher  stehen  als  das  Quecksilber  und  zwar 
sovielmal  höher,  als  es  specifisch  leichter  ist  wie  letzteres. 

Denken  wir  uns  eine  Scheidewand  in  tun  und  in  derselben  ein  Ele- 
ment, dessen  Gröfse  wir  mit  o bezeichnen  wollen.  Von  B erhält  dasselbe 
einen  Druck,  der  gleich  ist  dem  Gewichte  einer  Quecksilbersäule  von  der 
Basis  o und  der  Höhe  II',  die  gleich  ist  dem  senkrechten  Abstande  der 
durch  o gelegten  Horizontalebene  von  der  durch  N gelegten  Ebene,  also 
gleich  o • II'  ■ (t,  wenn  wir  mit  (t  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  be- 
zeichnen. Von  der  andern  Seite  her  erhält  das  Flächenclement  o einen 
Druck  zunächst  von  einer  Quecksilbersäule  von  der  Höhe  h,  welche  vom 
Niveau  des  Flächenstückes  o bis  CD  reicht,  und  von  einer  Wassersäule  von 
ebenderselben  Basis  und  der  Höhe  CE.  Nennen  wir  nun  die  Dichtigkeit 
dos  Wassers  d und  die  Höhe  CE,  II,  so  ist  der  Druck,  den  das  Flächenstück 
von  diesur  Seite  her  erfährt,  gleich  ohtt  -f-  olld.  Im  Zustande  des  Gleich- 
gewichtes müssen  diese  Drucke  gleich  sein,  oder  es  mufs 

oH'F  ==  oh(f  -f  olld , 

oder 

(II'  — h)F  = II  d-, 
nennen  wir  nun  die  Differenz 

II'  — h = NB  = 11", 

so  mufs 

j i __  ,r 

H'ra=s  d » 

oder  die  beiden  Höhen  11"  und  II  der  Flüssigkeiten  Uber  ihrer  Trennungs- 
fläche  müssen  sich  verhalten  umgekehrt  wie  die  Dichtigkeiten  der  beiden 
Flüssigkeiten. 

In  Fig.  78  hält,  wie  wir  sehen,  die  kleine  Wassermasse  in  der  Röhre 
CD  der  grofsen  Wassermenge  in  AR  das  Gleichgewicht.  Würde  daher  die 
Wassermenge  AB  fort  genommen  und  anstatt  deren  ein  Kolben  bei  B auf 
die  dann  entstehende  Flüssigkeitsobertiäche  gelegt,  so  mttfste  dieser  ein 
der  Wassersäule  AB  gleiches  Gewicht  haben,  um  den  in  der  Fläche  B 
nach  oben  gerichteten  Druck  zu  äquilibrieren.  Das  Gewicht  dieses  Kolbens 
zu  dem  Gewichte  der  Flüssigkeit  in  CD  verhält  sich  wie  die  Querschnitte 
der  Röhren,  da  sich  so  das  Gewicht  der  Flüssigkeitssäulo  AB  zu  dem  der 
ihr  das  Gleichgewicht  haltenden  Flüssigkeitssäule  CD  verhält.  Wenn  wir 
nun  auf  die  Flüssigkeit  in  der  engen  Röhre  einen  Druck  p ausüben,  so 
müssen  wir,  wenn  der  Kolben  in  der  weiten  Röhre  diesem  Drucke  das 
Gleichgewicht  halten  soll,  diesen  mit  einem  Gewichte  F belasten,  welches 
ebensovielmal  grölser  ist  wie  p,  als  der  Querschnitt  von  AB  gröfser  ist 
als  der  von  CD. 
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§ 64. 

ln  Bramahs  hydraulischer  Presse  (Fig.  80)  ist  dieser  Umstand  benutzt, 
um  mit  kleinen  Kräften  grofse  mechanische  Effekte  zu  erzielen.  Dieselbe 
besteht  im  wesentlichen  aus  einer  kleinen  Druckpumpe  A B,  durch  welche 
man  Wasser  durch  die  Rühre  EF  in  die  weite,  durch  EF  mit  A B kommu- 
nicierende  Rühre  C pumpt.  In  diese  passt  wasserdicht  der  Kolben  CD. 
Das  in  die  Rühre  C gepumpte  Wasser  hebt  nun  den  Kolben,  der  die  zu 
komprimierenden  Gegenstände  gegen  einen  festen  Widerhalt  drückt.  Man 
kann  mit  einem  Drucke  von  1 Kilogramm  einem  Gewichte  von  1000  Kilo- 
grammen, wenn  der  Querschnitt  der  Rühre  C zu  dem  der  Pumpenrühre  A B 
im  Verhältnis  von  1000  : 1 steht,  das  Gleichgewicht  halten.  Dadurch  wird 
zugleich  unser  Satz  bewiesen,  den  wir  anfänglich  ableiteten,  dafs  bei  einem 
äul'sern  Drucke  auf  die  Flüssigkeit  eines  Gefüfses  der  Di-uck  auf  irgend  ein 
Flilcbenstück  der  Wandfläche  der  Gröfse  desselben  proportional  sei. 


Fig.  so. 


Bemerken  wollen  wir  hier,  dafs  bei  diesen  iiufsei-st  grofsen  Wirkungen 
mit  kleinen  Kräften  doch  auch  nur  eine  Übertragung  der  Arbeit,  kein  Ge- 
winnst an  solcher  eintritt;  denn  auch  hier  gilt  der  Satz  wieder,  was  an 
Kraft  gewonnen  wird,  geht  an  Zeit  verloren.  Denn  soll  der  Kolben  D um 
ein  Contimeter  gehoben  werden,  so  ist  eine  tausendmal  grüfsere  Bewegung 
des  Kolbens  der  Pumpe  nütig,  da  aus  dem  engen  Pumpenrohr  die  Wasser- 
menge in  das  weite  Rohr  geschafft  werden  mufs.  Auch  hier  besteht  die 
Gleichung,  dafs  das  Produkt  der  Kraft  in  den  Weg,  durch  welchen  sie  ge- 
wirkt hat,  gleich  ist  dem  Produkte  der  Last  in  den  Weg,  um  welchen  sic 
gehoben  ist. 

Das  Princip  der  hydraulischen  Presse  ist  in  sehr  sinnreicher  Weise 
von  Desgotfo  angewandt,  um  grofse  Drucke,  etwa  die  in  der  hydraulischen 
Presse  direkt  zu  messen;  das  Manometer  ist  gewissermafsen  die  Umkehr 
der  hydraulischen  Presse.  Dasselbe  besteht,  wie  Fig.  81  in  perspektivischer 
Ansicht,  Fig.  82  im  Durchschnitt  des  untern  Teiles  zeigt,  ans  einem  starken 
eisernen  Gefüfse  V von  kreisförmigem  Querschnitt,  in  welchem  ein  Metall- 
stempel D sich  auf  und  nieder  bewegen  kann.  Das  Gefäis  enthält  Queck- 
silber und  auf  demselben  eine  dünne  Wasserschicht.  Zwischen  der  Wasser- 
schicht und  dem  Stempel  ist  eine  feine  Kautschnkmembran  ausgespaxmt, 
welche  durch  den  aufgeschraubten  Kreisring  festgehalten  wird,  der  mit 
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Hülfe  der  Schrauben  so  fest  angezogen  ist,  dafs  die  Membran  das  Gefüfs  V 
nach  oben  hin  vollkommen  wasserdicht  absperrt.  Auf  der  Mitte  des  Stem- 
l>els  D steht  ein  Stahlcylinder  T,  welcher  durch  eine  Stopfbüchse  in  den 


Hohlraum  des  Messingcylinders  C eintritt,  der  mit  dem  die  Kautschuk- 
membran befestigenden,  auf  das  Gefüfs  aufgeschraubten  Hinge  aus  einem 
Stücke  gearbeitet  ist.  Her  Hohlraum  des  Cylinders  C steht  andererseits 
durch  die  Röhro  I,  welche,  wie  Fig.  82  zeigt,  durch  die  den  Hohlraum  des 
Cylinders  C oben  ab- 
schließende Platte  hin- 
durchgeführt ist , mit 
dem  Raume  in  Verbin- 
dung, in  welchem  der 
Druck  ausgeübt  wird, 
also  etwa  mit  dem  Hohl- 
raum C der  hydrauli- 
schen Presse  Fig.  80; 
man  gibt  zu  dem  Ende, 
wenn  man  den  Druck 
in  der  hydraulischen 
Presso  messen  will,  derWand  derselben  eine  zweite  Durchbuhrung,  an  der  man 
das  Ende  der  Röhre  t gerade  so  ansetzt,  wie  bei  E die  zur  Pumpe  führende 
Röhre  angesetzt  ist.  Das  Gefüfs  V kommunicinrt  mit  soinom  untern  Teile 
mit  der  seitlich  angebrachten  Glasröhre  AB,  welche  vor  einer  Toilung  an 
dem  an  dem  GefÜfse  V befestigten  vertikalen  Ständer  fest  angebracht  ist. 
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Die  Methode  der  Messung  des  Druckes  ist  hiernach  leicht  zu  über- 
sehen; denken  wir  uns,  die  Rühre  i sei  mit  der  hydraulischen  Presse  ver- 
bunden, und  man  boginne  durch  Handhaben  der  Pumpe  die  Presse  in 
Thätigkoit  zu  versetzen.  Das  in  C (Fig,  80)  eingepumpte  Wasser  flinfst 
dann  gleichzeitig  durch  t in  den  Hohlraum  des  Cylinders  C (Fig.  81),  füllt 
denselben  und  die  Röhre  t , so  dafs  die  Presso  und  die  Röhre  von  einer 
zusammenhängenden  Wassermasse  gefüllt  sind.  Dio  obere  Basis  des  Stalil- 
eylinders  T erhält  doshalb  einen  genau  ebenso  grofsen,  vertikal  abwärts 
gerichteten  Druck,  wie  ein  ebenso  grofses  Stück  in  der  Wandfläche  des 
Cylinders  der  Pumpe.  Ist  der  Druck  auf  die  Flächeneinheit  in  der  Presso 
gleich  p und  die  obere  Basis  des  Cylinders  T gleich  s,  so  erhält  der  Stahl- 
cylinder  den  vertikal  abwärts  gehenden  Druck  p ■ s.  Dieser  Druck  wirkt 
nun  durch  die  untere  Fläche  des  Cylinders  auf  die  im  Gefttfse  V enthaltene 
Flüssigkeit;  bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  der  untern  auf  die  Flüssig- 
keit drückenden  Fläche  des  Stempels  D mit  8,  so  ergibt  sich  für  den  auf 
die  Flächeneinheit  wirkenden  Druck  P aus  der  Gleichung 

p • s — P • 8, 

P = * - j). 

Ist  also  der  Durchmesser  des  Stempels  1)  etwa  10  mal  so  grofs  als 
der  des  Cylinders  T,  so  würde  P = 0,01  p sein.  Durch  diesen  Druck  wird 
der  Stempel  T)  hinabgedrückt  und  dadurch  in  der  Röhre  AP  das  Queck- 
silber so  hoch  gehoben,  dafs  der  Druck  der  gehobenen  Quecksilbersäule 
auf  die  Flächeneinheit  gleich  P wird.  Ist  also  z.  B.  der  Druck  p gleich 
100  Atmosphären,  also  gleich  100  • 1,033  Kilo  auf  das  Quadratcentimeter, 
so  wird  das  Quecksilber  in  AP  um  0,76  Meter  steigen,  da  der  Druck  einer 
Quecksilbersäule  von  dieser  Höhe  auf  das  Quadratcentimeter  1,033  Kilo- 
gramm beträgt.  Beobachtet  man  also  in  AR  eine  Erhöhung  des  Queck- 
silbers um  11  Atmosphären,  jode  gleich  dom  Drucke  einer  Quecksilbersäule 
von  0,76  Meter,  so  ist  in  der  Presso  der  Druck  in  Atmosphären 


Durch  das  Herabdrücken  des  Stempels  D wird  die  Kautsehukmembran 
unter  demselben  gespannt,  und  auf  diese  mit  stärkerer  Ausdehnung  wachsende 
Spannung  wird  ein  Teil  des  Druckes  p verwandt,  so  dafs  strenge  genommen 
an  dem  soeben  bereclmeten  Druck  eine  kleine  Korrektion  angebracht  werden 
mufs.  Indes  kann  man  den  Querschnitt  der  Röhre  AP  gegenüber  dem  des 
GefÄfses  V so  klein  wählen,  dafs  für  eine  beträchtliche  Erhebung  des  Queck- 
silbers. in  AR  der  Stempel  I)  nur  um  eine  verschwindende  Gröfse  hinab- 
sinkt. Das  von  Cailletet  bei  seinen  § 62  orwähnten  Versuchen  benutzte 
Manometer  von  Desgofle  hatte  ein  derartiges  Verhältnis  der  Querschnitte, 
dafs,  wenn  in  A R das  Quecksilber  um  4,3  Meter  stieg,  der  Stempel  D nur 
um  ( Millimeter  sank,  sodafs  man  den  Einllufs  der  Spannung  des  Kaut- 
schuks ganz  vernachlässigen  konnte. 

§ 65. 

Gleichgewicht  einer  Flüssigkeit,  auf  wolcho  beliebige  Kräfte 
wirken.  Wir  haben  bisher  bei  der  Untersuchung  des  Verhaltens  der  Flüssig- 
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Weiten  vorausgesetzt,  dafs  nur  die  Schwere  auf  dieselben  einwirke;  die  im 
§61  durchgeführten  Betrachtungen  lassen  sich  aber  auch  sofort  anwenden, 
um  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zu  erhalten,  wenn  noch  andere 
Kräfte  auf  die  Flüssigkeiten  einwirken,  wenn  z.  B.  die  Flüssigkeit  sich  in 
einem  rotierenden  Oylinder  befindet,  dessen  Rotationsaxe  die  Axe  des  Cy- 
linders  ist.  Wir  denken  uns,  um  die  an  den  verschiedenen  Stellen  der 
Flüssigkeit  wirksamen  Drucke  zu  berechnen,  gerade  wie  § 61  einen  kleinen 
Cylinder  mit  schiefen  Endflächen  s imd  a von  so  kleinem  Querschnitte  ö 
und  so  kleiner  Länge  l,  dafs  wir  überall  in  diesem  Cylinder  die  auf  die 
Volumeinheit  wirkenden  Kräfte  als  gleich  und  gleich  gerichtet  ansehen 
können.  Nennen  wir  die  auf  die  Volumeinheit  wirkenden  Kräfte  k,  so  treten 
diese  jetzt  ganz  einfach  an  die  Stelle  des  Gewichtes  d der  Volumeinheit, 
welches  wir  § 61  als  allein  wirksam  voraussetzen.  Ganz  dieselben  Be- 
trachtungen, welche  wir  § 61  anstollten,  liefern  uns  dann  für  den  Druck 
p auf  der  Fläche  / des  Cylinders 

7-  — 7-  + k- 1- cos  ß, 

wenn  ß den  Winkel  bedeutet,  welcher  die  Axe  unseres  Cylinders  mit  der 
Richtung  der  resultierenden  Kraft,  und  p den  Druck  auf  die  schiefe  End- 
fläche s bedeutet. 

Die  Bedingung  der  Niveauflächen  ist  auch  jetzt  wieder,  dafs  in  ihnen 
überall  der  Druck  für  die  Flächeneinheit  derselbe  sein  mufs;  somit  mufs, 
wenn  die  beiden  Endflächen  des  kleinen  Cylinders  ein  und  derselben  Niveau- 
fläche angehören  sollen, 

P_  = P_ 
s"  s 

sein,  eine  Bedingung,  welche  erfüllt  wird,  wenn 

k ■ l • cos  ß = 0. 

Letztere  Bedingung  wird  aber,  da  k und  l von  0 verschieden  sind,  nur 
erfüllt,  wenn 

cos  ß = 0 , ß = 90°. 

Ist  also  die  Axe  unseres  kleinen  Cylinders  senkrecht  zur  Richtung  der 
resultierenden  Kräfte,  so  liegt  derselbe  ganz  in  einer  Niveaufläche,  oder  die 
Niveauflächen  sind  solche,  welche  an  allen  Stellen  normal  zu  den  resul- 
tierenden Kräften  sind. 

Können  wir  die  Richtung  der  resultierenden  Kräfte  bestimmen,  so 
können  wir  hieraus  die  Gleichung  der  Niveauflächen  ableiten;  wir  wollen 
diese  Ableitung  für  den  vorhin  schon  erwähnten  Fall  einer  Flüssigkeit  in 
einem  rotierenden  Cylinder  durchführen.  Die  Kräfte,  welche  dort  auf  dio 
Flüssigkeit  einwirken,  sind  die  Schwere  und  die  Centrifugalkraft;  da  letztere 
nur  abhängig  ist  von  dem  Abstand  der  betrachteten  Flüssigkeitsmasse  von 
der  Rotationsaxe  und  in  gleichen  Abständen  von  der  Axe  dieselbe  ist,  so 
folgt,  dafs  die  Niveauflächen  Rotationsflächen  sind,  deren  Axe  die  Rotations- 
axe des  Cylinders  ist.  Wir  erhalten  demnach  die  Flächen  schon  vollständig 
bestimmt,  wenn  wir  einen  Schnitt  derselben,  der  durch  die  Rotationsaxe 


Digitized  by  Goos 


288  Gleichgewicht  einer  Flüssigkeit  unter  Wirkung  beliebiger  Kräfte.  § 65. 


gelegt  ist,  untersuchen.  Sei  ACB  Fig.  83  ein  solcher  Schnitt  und  zwar,  da 
wir  wissen,  dafs  die  Oberfläche  eine  Niveaufläche  ist,  durch  die  Oberfläche 
der  Flüssigkeit,  und  OC  die  Rotationsaxe.  Sei  ferner  DR  die  Richtung 
der  aus  der  Wirkung  der  Schwere  und  der  Centrifugalkraft.  im  Punkte  I) 
resultierenden  Kraft,  welche  mit  der  Vertikalen 
den  W inkel  o bilde.  An  dem  Punkte  D des 
Schnittes  der  Niveaufläche  legen  wir  dann  eine 
Tangente  DF,  welche  bekanntlich  in  dem  Punkte 
D die  Richtung  der  Kurve  angibt;  dieselbe 
schneide  die  Vertikale  unter  dem  Winkel  y. 
Da  FD  senkrecht  zu  ED  sein  mufs,  so  folgt 
weiter,  dals  dio  Winkel  y und  u sich  zu  einem 
Rechten  ergänzen  müssen,  oder  dals 

tang  o ==  cot  y 

sein  mufs. 

Wir  beziehen  nun  unsere  Kurve  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system, dessen  Axe  der  X horizontal,  und  dessen  Axe  der  Y vertikal  sei 
und  mit  der  Rotationsaxe  Zusammenfalle.  Der  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
sei  der  Punkt  0,  in  welchem  die  Rotationsaxe  den  Boden  des  C'ylinders 
schneidet.  Die  Koordinaten  des  Punktes  D seien  x und  y.  Da  die  Tangente 
DF  mit  der  Kurve  auf  ein  unendlich  kleines  Stück  zusammenfällt,  so  ver- 
bindet sie  zwei  unendlich  nahe  Punkte  D und  <1,  der  Kurve,  deren  letzterer 
die  Koordinaten  x -f-  dx  und  y -(-  dy  hat.  Ziehen  wir  deshalb  die  dem 
Punkto  d , entsprechende  Ordinate  d,o,  und  verlängern  dio  x Koordinate 
f!D,  bis  sie  erstere  in  d schneidet,  so  erhalten  wir  das  rechtwinklige 
Dreieck  Ddd, , dessen  Winkel  D d,  d — y ist.  Demnach  ist 


Fig.  ss. 

LE 


d. 

U . 


JB 


VR 


W 


tang  a 


cot  y — 


dd,  = dy 
Dd  dx 


Um  den  Winkel  a zu  erhalten,  sei  p das  Gewicht,  somit  die  Masse 

’ 9 

der  im  Punkte  1)  vorhandenen  Flüssigkeit.  Auf  diese  Masse  wirkt  dann 
gleichzeitig  die  Centrifugalkraft,  welche,  wenn  wir  die  Rotationsgesehwindig- 

keit  mit  v bezeichnen,  gleich  ist.  Bezeichnen  wir  die  Rotationsdauer 
’ ö xg 

des  Cylinders  mit  t,  so  ist 

2 jtx 


demnach  die  Centrifugalkraft 


ln’  p 

- x 

•'  9 


Da  die  Schwere  vertikal  abwärts,  dio  Centrifugalkraft  horizontal  von 
der  Drohungsaxo  fort  wirkt,  so  erhalten  wir  die  Tangente  des  Winkels, 
welchen  die  Resultierende  mit  der  Vertikalen  bildet,  wenn  wir  die  Centri- 
fugalkraft, die  horizontale  Komponente  der  Resultierenden  durch  die  Schwere, 
also  das  Gewicht,  p der  Flüssigkeit,  dividieren.  Damit  wird 

4 x* 

tang  u = • x. 
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Zur  Bestimmung  der  Niveauflüche  erhalten  wir  somit  die  Gleichung 


dy  . 4*’ 

dx  gt * 

Die  Gleichung  liefert  uns  also  direkt  den  Quotienten  aus  den  beiden 
Zunahmen  der  Koordinaten,  wenn  wir  von  einem  Punkte  der  Kurve  zum 
nächstfolgenden  übergehen,  oder  den  Zuwachs 

dy  = t<s-  • * • d* , 

welchen  die  Ordinate  y erfuhrt,  wenn  die  Abscisse  x um  dx  zunimmt. 
Nach  der  in  der  mathematischen  Einleitung  dargelegten  Bedeutung  des 
Integrals  und  mit  Beachtung  von  E 1 wird  daraus 

y = i -jjr-  ■ **  + eonst. 


Der  Wert  der  Konstanten  ergibt  sich,  wenn  wir  x gleich  Null  setzen, 
es  ist  jener  Wert  von  «/,  in  welchem  die  Kurve  die  Rotationsaxe  schneidet, 
es  ist  das  der  tiefste  Punkt  der  Flüssigkcitsoberttüche.  Nennen  wir  die 
Hübe  der  Flüssigkeit  dort  h,  so  erhalten  wir 


V = 


2** 

gt1 


• a*  -f  h. 


Diese  Gleichung  ist  die  bekannte  Gleichung  oiner  Parabel,-  deren  Axe 
die  Rotationsaxe  des  Cylinders  ist.  Es  folgt  somit,  dafs  die  Oberfläche 
oiner  rotierenden  Flüssigkeit  ein  Rotationsparaboloid  ist,  dessen  Rotations- 
axe die  Rotationsaxe  des  Cylinders  ist.  Die  Flüssigkeit  steht  am  höchsten 
dort,  wo  * seinen  gröfsten  Wert  hat,  also  au  der  Wand  des  Gefäfses;  dio 
Höhe  II  ist  dort,  wenn  wir  mit  r den  Radius  des  Gefäfses  bezeichnen, 


//  = 


//  — /(== 


2 o 

><* 


Die  Erhebung  der  Flüssigkeit  an  der  Wand  über  dem  tiefsten  Punkt 
ist  also  um  so  gröfser,  je  kleiner  die  Umlaufszeit  t ist,  je  gröfser  somit 
die  Rotationsgeschwindigkeit  istj  eine  Folgerung,  die  man  leicht  mit  der 
Centrifugalmaschine  bestätigen  kann. 

Da  die  Niveauflächen  einander  parallele  Flächen  sind,  so  folgt,  dafs 
auch  im  Innern  der  Flüssigkeiten  dieselben  Paraboloide  sind,  welche  der 
Oberfläche  parallel  sind;  der  auf  den  verschiedenen  Niveauflächen  wirkende 
Druck  nimmt  zu,  je  tiefer  dieselben  unter  der  Oberfläche  liegen.  Da  auf 
jeder  Niveaufläche  der  Druck  an  allen  Stellen  derselbe  ist,  so  haben  wir, 
um  ihn  zu  bestimmen,  nur  den  Druck  aui'zusuclien,  welchen  dieselben  dort 
erhalten,  wo  die  Nivoauflücben  die  Rotationsaxe  schneiden;  man  erkennt 
dann,  dafs  der  Druck  dort  gleich  ist  dem  Gewichte  der  Flüssigkeitssäule, 
deren  Höhe  gleich  ist  dem  Abstande  der  betrachteten  Niveauflüche  von  der 
Oberfläche  der  Flüssigkeit. 

WOllnkr,  Physik  I.  *4.  Attfl.  19 
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§ 66. 

Archimedisches  Princip.  Wenn  ein  Körper  in  eine  Flüssigkeit  ge- 
taucht wird,  so  wird  die  Oberfläche  desselben  von  der  Flüssigkeit  rings- 
umher einen  Druck  erfahren,  welcher  an  allen  Punkten  senkrecht  gegen 
jedes  Element  der  Oberfläche  gerichtet  ist,  und  dessen  Gröfse  gleich  ist  dein 
Gewichte  der  Flüssigkeitssäule,  deren  Querschnitt  gleich  ist  dem  Elemente 
dor  Oberfläche  des  Körpers,  und  deren  Höhe  gleich  ist  der  Höhe  der  Flüssig- 
keit über  diesem  Elemente.  Wenn  wir  nun  diese  rings  auf  alle  Punkte  der 
Körperoberfläche  senkrecht  wirkenden  Druckkräfte  in  zwei  auf  einander 
senkrechte  Komponenten  zerlegen,  eine  horizontale  und  eine  vertikale,  so 
ist  klar,  dafs  erstere  als  von  Flüssigkeitsschichten  berrührend,  welche  gleich 
tief  unter  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  liegen,  an  den  entgegengesetzten 
Seiten  des  Körpers  paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  sind;  sie  werden 
daher  den  Körper  nur  mehr  oder  weniger  zusammendrucken.  Anders  jedoch 
mit  den  vertikalen  Komponenten,  auch  diese  werden  zwar  auf  den  nach  oben 
den  Körper  begrenzenden  Elementen  der  Oberfläche  vertikal  nach  unten, 
auf  den  untern  nach  oben,  also  gerade  entgegengesetzt  gerichtet  sein;  aber 
sie  sind  sich  nicht  gleich,  weil  die  obern  Elemente  den  Druck  einer  weniger 
hohen  Flüssigkeitssäule  erfahren  als  die  unteren.  Mit  der  Differenz  dieser 
Drucke  wird  deshalb  der  Körper  in  der  Flüssigkeit  nach  oben  getrieben  werden. 

Um  die  Gröfse  dieser  Differenz  zu  erhalten , denken  wir  uns  den  Körper 
durch  eine  Schar  sehr  naher  vertikaler  Ebenen  in  eine  Reihe  sehr  schmaler 
Scheiben  zerlegt,  und  diese  nochmals  durch  eine  Schar  paralleler,  eben- 
falls vertikaler,  aber  zu  den  erstem  senkrechter  Ebenen  zerschnitten.  Da- 
durch haben  wir  den  ganzen  Körper  in  ein  Aggregat  elementarer  Prismen 
zerlegt,  deren  Endflächen  ebenfalls  sehr  kleine  Flächenstücke  sind,  die  wir 
überdies  als  einander  gleich  betrachten  können.  Der  Druck  nun,  den  die 
obere  Endfläche  dieses  Prismas  vertikal  abwärts  erfährt,  ist  gleich  dem 
Drucke  eines  Flüssigkeitsprismas,  dessen  Basis  gleich  ist  einem  Flächen- 
element. und  dessen  Höhe  der  senkrechte  Abstand  desselben  von  der  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  ist.  Auf  die  untere  Endfläche  wirkt  ein  nach  oben 
gerichteter  Druck,  dessen  Gröfse  gleich  ist  dem  Gewichte  einer  Flüssigkeits- 
säulo  mit  einer  der  Gröfse  des  Elementes  gleichen  Basis,  und  mit  einer 
Höhe  gleich  dem  senkrechten  Abstande  dieses  Elementes  von  der  Ober- 
fläche. Die  Differenz  beider  Drucke  ist  also  das  Gewicht  eines  Flüssigkeits- 
prismas mit  einer  jenen  beiden  gleichen  Grundfläche  und  einer  der  Differenz 
jener  beiden  Abstände  gleichen  Höhe  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Gewicht 
eines  jenem  betrachteten  Prisma  an  Gröfse  gleichen  Prismas.  Es  wird  also 
ein  solches  Prisma  mit  einem  Drucke  aufwärts  getrieben,  welcher  dem  Ge- 
wichte einor  ihm  an  Gröfse  gleichen  Flüssigkeitsmenge  gleich  ist.  Was  von 
dem  einzelnen  Prisma  gilt,  gilt  in  gleicher  Weise  auch  von  allen  zusammen; 
wir  gelangen  daher  zu  dem  Resultate,  dafs  jeder  in  eine  Flüssigkeit  ge- 
tauchte Körper  einen  von  unten  nach  oben  gerichteten  Druck,  oinen  Auf- 
trieb, erfährt,  der  dem  Gewichte  einer  ihm  an  Volumen  gleichen  Flüssig- 
keitsmenge gleich  ist. 

Man  spricht  diesen  Satz  auch  wohl  so  aus:  Jeder  in  eine  Flüssigkeit 
getauchte  Körper  verliert  ein  Gewicht,  welches  gleich  ist  dem  Gewichte  dor 
aus  der  Stelle  gedrängten  Flüssigkeit. 
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Es  läfst  sich  dieser  Satz  noch  auf  eine  andere  Weise  ableiten.  Denken 
wir  uns  im  Innern  der  Flüssigkeit  eine  irgendwie  begrenzte  Menge  von  der 
umgebenden  Flüssigkeit  isoliert,  so  wird  diese  von  der  umgebenden  Flüssig- 
keit im  Zustande  des  Gleichgewichtes 
vollkommen  getragen,  ihrer  Schwere 
wird  durch  den  Druck  im  Innern  der 
Flüssigkeit  das  Gleichgewicht  gehalten. 

Da  nun  aber  dieser  Druck  unabhängig 
ist  von  der  Natur  und  Begrenzung  des 
eingetauchten  Körpers,  so  ist  klar, 
dafs,  wenn  wir  anstatt  dieser  Flüssig- 
keitsmenge einen  andern  Körper  ein- 
tauchen,  der  der  verdrängten  Flüssig- 
keitsmenge gleiche  Teil  seines  Ge- 
wichtes von  der  Flüssigkeit  getragen 
wird,  oder,  was  dasselbe  ist,  dafs  er 
einen  so  grofsen  Teil  seines  Gewichtes 
verliert. 

Um  diesen  Satz,  welcher  nach 
seinem  Entdecker  Archimedesdas  Archi- 
medische Princip  genannt  wird,  experi- 
mentell zu  beweisen,  hängt  man  unter 
eine  mit  einem  Haken  versehene  Wag- 
schale (Fig.  84)  einen  hohlen  Kupfer- 
cylinder C und  unter  diesen  einen  massiven  Kupfercylinder  A',  der  genau 
in  den  Cylinder  C hineinpafst.  Nachdem  man  nun  mittels  auf  die  andere 
Wagschale  gelegter  Gewichte  die  Wage  ins  Gleichgewicht  gebracht  hat, 
läfst  man  den  massiven  Kupfercylinder  in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gefäfs 
hinab,  indem  man  mittels  des  Zahngetriebes  im  Ständor  der  Wage  den 
Wagebalken  herabläfst.  Sowie  der  Kupfer- 
cylinder einzutauchen  beginnt,  ist  das  vor- 
hin hergestellte  Gleichgewicht  gestört,  die 
mit  den  Gewichten  belastete  Schale  sinkt 
herab.  Es  folgt  daraus,  dafs  der  einge- 
tauchte Körper  an  Gowicht  verliert,  dafs 
er  einen  Auftrieb  erfährt.  Dafs  derselbe 
nun  genau  gleich  ist  dem  Gewichte  der 
verdrängten  Flüssigkeit,  folgt  daraus,  dafs 
wir  den  hohlen  Kupfercylinder  ganz  mit 
Wasser  anfüllen  müssen,  um  das  Gleich- 
gewicht herzustellen,  wenn  der  Kupfer- 
cylinder ganz  in  das  Wasser  getaucht  ist. 

Wenn  wir  umgekehrt,  wie  in  Fig.  85, 
das  mit  Wasser  gefüllte  GefÜfs  auf  die 
Wagschale  stellen,  es  durch  Gewichte 
balancieren  und  nun  unsern  an  einem 
festen  Gestell  aufgehängten  Kupfercylinder  in  das  Gefäfs  herablassen,  so 
wird  das  Gleichgewicht  wieder  gestört;  die  mit  dem  Geflifs  belastete  Wag- 
schale sinkt  herab;  sie  ist  also  schwerer  geworden  und  zwar,  wie  sich  leicht 
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Fig.  84. 
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Schwimmende  Körper. 
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naehweisen  läfst,  gerade  um  so  viel  schwerer,  als  der  eingetauehte  Körper 
leichter  wird.  Nehmen  wir  nämlich  Wasser  aus  dem  Gefäfse  fort  und 
füllen  es  in  den  hohlen  Kupfercylinder  C ein,  so  ist  das  Gleichgewicht 
wieder  bergestellt,  sobald  wir  den  Cylinder  C vollgeschöpft  haben. 

Diese  Thatsache  erklärt  sich  sofort  aus  dem  Princip  der  Gleichheit 
von  Aktion  und  Reaktion;  denn  es  ist  klar,  dafs,  wenn  der  eingetauchte 
Körper  einen  von  unten  nach  oben  gerichteten  Druck  erfährt,  das  Wasser 
entgegen  einen  ebenso  grofsen  Druck  von  oben  nach  unten  erfahren  rnufs. 
Man  kann  diesen  Versuch  aber  auch  auf  folgende  Art  erklären.  Wir  sahen, 
die  Flüssigkeit  trägt  einen  eingetauchten  Körper  gerade  so  weit,  als  wenn 
ein  gleich  grofses  Volumen  Flüssigkeit  in  ihr  Inneres  gebracht  wäre.  Das 
Eintauchen  des  Körpers  bewirkt  also  ganz  dasselbe,  als  wenn  wir  die 
Flüssigkeit  um  eine  dem  Körper  an  Volumen  gleiche  Menge  vermehrt 
hätten;  es  muls  sich  daher  das  Gewicht  der  Flüssigkeit  um  das  diesem 
Volumen  gleiche  Gewicht  vergröfsem. 

Da  nun  ein  eingetauchter  Körper  zwei  Gruppen  von  Parallelkräften 
oder  den  an  seinem  Schwerpunkte  angreifenden  Resultierenden  unterworfen 
ist,  welche  sich  gerade  entgegengesetzt  sind,  so  folgt,  dafs  er,  wenn  er  frei 
ist,  entweder  der  einen  oder  der  andern  Kraft  folgen,  aufsteigen  oder  nieder- 
sinken kann.  Sei  v das  Volumen  des  Körpers,  d seine  Dichtigkeit,  cf  die 
der  Flüssigkeit,  so  ist  vd  das  Gewicht  des  Körpers,  vcf  das  Gewicht  der 
verdrängten  Flüssigkeit,  also  die  Kraft,  welche  ihn  in  die  Höhe  treibt; 
v(d  — <f)  die  Resultante  aus  boiden.  Ist  nun  rl  > f,  so  fällt  der  Körper; 
ist  d = <t , so  fällt  er  nicht  und  steigt  nicht,  er  ist  im  Gleichgewicht;  ist 
aber  endlich  d < if,  so  folgt  der  Körper  dem  Auftrieb,  er  steigt  in  der 
Flüssigkeit  auf. 

§ 67. 

Schwimmende  Körper.  Wenn  der  eingetauchte  Körper  mit  der 
Flüssigkeit  die  gleiche  Dichtigkeit  besitzt,  so  ist  er,  wie  wir  sahen,  im 
Innern  der  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht.  Man  kann  dieses  leicht  durch 
den  Versuch  zeigen.  Ein  Ei  ist  dichter  als  Wasser,  weniger  dicht  als  eine 
gesättigte  Kochsalzlösung;  in  ersterem  sinkt  es  unter,  in  letztere  taucht  es 
nur  zum  Teil  ein;  in  einer  passenden  Mischung  beider  ist  es  an  allen  Stellen 
im  Gleichgewicht.  Ähnliches  zeigt  ein  Gemisch  ans  1 Teil  Zinnober  und 
225  Teilen  weissem  Wachs;  in  Wasser  getaucht,  ist  es  an  allen  Stellen  im 
Gleichgewicht.  Dasselbe  zeigen  Oltropfen  in  einem  passenden  Gemische 
von  Wasser  und  Alkohol. 

Ist  dio  Dichtigkeit  des  eingetauchten  Körpers  kleiner  als  die  der 
Flüssigkeit,  so  steigt  er  in  derselben  auf;  ist  er  vollständig  untergetaucht, 
so  treibt  ihn  die  Kraft  t>(d  — f)  in  die  Höhe,  er  steigt  deshalb  mit  be- 
schleunigter Geschwindigkeit,  jedoch  nur  so  lange,  bis  ein  Teil  des  Körpers 
aus  der  Flüssigkeit  hervorragt.  Von  dem  Augenblick  an  vermindert  sich 
das  Volumen  ehr  aus  der  Stelle  gedrängten  Flüssigkeit  und  damit  der  Auf- 
trieb. Ist  das  eingetauchte  Volum  nur  mehr  v\  so  ist  der  Auftrieb  v it. 

Da  nun  das  Gewicht  des  Körpers  vd  dasselbe  bleibt,  so  wird  in  einem 
bestimmten  Zeitpunkt  v d = v' a , Auftrieb  und  Schwere  halten  sich  das 
Gleichgewicht.  Wegon  der  bei  der  aufsteigenden  Bewegung  erhaltenen  Ge- 
schwindigkeit wird  jedoch  der  Körper  über  diese  Lage  emporsteigen,  dann 
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wieder,  weil  vd  > v d'  wird,  herabfallen  und  so  erst  nach  einigen  Oscilla- 
tionen  zur  Ruhe  kommen.  Körper,  welche  leichter  sind  als  die  Flüssigkeit, 
in  welche  sie  eingetaucht  sind,  sind  also  im  Gleichgewicht,  wenn  sie  zum 
Toil  und  zwar  so  woit  eingetaucht  sind,  dal's  das  aus  der  Stelle  gedrängte 
Wasser  ihrem  Gewichte  gleich  ist. 

Die  Körper  können  dann  zwar  keine  fortschreitende,  wohl  aber  noch 
eine  drehende  Bewegung  machen.  Soll  auch  diese  nicht  statt linden,  so 
müssen  die  beiden  auf  den  Körper  einwirkenden  Kräfte  sich  auch  gerade 
entgegengesetzt  sein.  Das  Gewicht  des  Körpers  greift  an  seinem  Schwer- 
punkte an,  der  Auftrieb  am  Schwerpunkte  des  aus  der  Stelle  gedrängten 
Wusse*.  Es  müssen  demnach  diese  beiden  Punkte  in  einer  Vertikalebeno 
liegen,  wenn  der  Körper  im  Gleichgewicht  sein  soll.  Eine  schwimmende 
homogene  Kugel  ist  demnach  in  jeder  Lage  im  Gleichgewicht,  ein  Ellipsoid, 
wenn  eine  seiner  Axen  vertikal  ist,  ein  Parallelepiped,  wenn  seine  Kanten 
vertikal  sind. 

Unter  diesen  Bedingungen  braucht  aber  das  Gleichgewicht  noch  koin 
stabiles  zu  sein;  damit  das  der  Fall  ist,  d.  h.  damit  der  Körper  bei  kleinen 
Veränderungen  seiner  Lage  immer  wieder  in  seine  frühere  Stellung  zurUck - 
kehre,  dazu  mufs  noch  eine  dritte  Bedingung  erfüllt  sein.  Es  mufs  nämlich 
das  Metaccntrum  des  schwimmen-  ... 

•den  Körpers  über  dem  Schwerpunkte 
liegen,  indem  dann  die  auf  den 
schwimmenden  Körper  wirkenden 
Kräfte  immer,  bei  Schwankungen, 
denselben  in  seine  frühere  Lage 
zurückdrehen.  Um  die  Bedeutung 
dieses  Punktes  zu  erkennen,  sei  in 
Fig.  86  der  schwimmende  Körper 
S aus  seiner  Lage  gebracht,  so  dal's 
die  frühere  Vertikale  PG,  welche 
durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  und  den  Mittelpunkt  des  Auftriebs  P 
geht,  die  Lage  PG'  erhalten  habe. 

'Der  Schwerpunkt  des  Körpers  liegt  dann  in  G' , der  Mittelpunkt  des 


sondern  P , weil  die  Gestalt  des  ein- 
Bei  P'  greift  der  Auftrieb 


Auftriebs  ist  aber  nicht  mehr  P\ 
getauchten  Körpers  sich  geändert  hat. 
von  unten  nach  oben  gerichtet, 
bei  G'  die  Schwere,  von  oben  nach 
unten.  Beide  Kräfte  suchen  also 
dem  Körper  eine  Drehung  zu  geben, 
welche  ihn  von  seiner  frühem  Lage 
entfernt;  er  kehrt  also  nicht  dahin 
zurück,  er  war  im  labilen  Gleich- 
gewicht. Di»  Vertikallinie,  die  wir 
durch  P"  legen,  schneidet  die  Linie 
P'G',  welche  durch  die  beiden  Schwer  - 
punkte  in  der  ersten  Lage  ging,  in  dem  unterhalb  G'  liegenden  Punkte  M. 
Dieser  Punkt  heifst  das  Metacentrum.  Wäre  dagegen  die  Lage  des  Körpers 
die  in  Fig.  87,  und  liegt  nach  der  Drehung  der  Mittelpunkt  des  Auftriebs 
in  P",  so  ist  das  Metacentrum  M über  dem  Schwerpunkte  G,  beide  Kräfte 
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bringen  an  dem  Körper  eine  Drehung  hervor,  welche  ihn  seiner  frühem 
Lago  nähert;  der  Körpor  schwimmt  im  stabilen  Gleichgewicht.  Die  durch 
P"  gelegte  Vertikale  schneidet  die  Linie  G'P'  um  so  leichter  oberhalb  Cr , 
das  Metacentrum  liegt  um  so  eher  über  dem  Schwerpunkt,  je  tiefer  dieser 
liegt,.  Es  ist  daher  für  einen  Körper,  der  im  stabilen  Gleichgewicht 
schwimmen  soll,  z.  B.  Schilfe,  das  Beste,  wenn  ihr  Schwerpunkt  möglichst 
tief  liegt. 

§ 68. 

Bestimmung'  des  speciflseben  Gewichtes  fester  Körper.  Wir 

sahen  in  § 66,  dafs,  wenn  die  Dichtigkeit  d des  eingetauchten  Körpers 
gröfser  ist  als  die  Dichtigkeit  a der  Flüssigkeit,  der  Körper  dann  unter- 
sinkt, dafs  er  aber  soviel  an  Gewicht  verliert,  als  die  Flüssigkeit  wiegt, 
welcho  er  aus  der  Stelle  drängt.  Wir  haben  nun  in  § ‘23  das  spocifische 
Gewicht  eines  Körpers  dahin  definiert,  dafs. es  das  Gewicht  der  Volumeinheit 
sei,  wobei  als  Einheit  das  Gewicht  der  Volumeinheit  Wasser  zu  Grunde  ge- 
legt wird.  Nennen  wir  das  Volumen  eines  Körpers  F,  sein  specifisches 
Gewichts,  so  ist  sein  Gewicht  P = V - s.  Das  Gewicht  eines  gleichen 
Volumens  Wasser  ist  dann  in  der  obigen  Einheit  ausgedrückt  V , es  ist 
demnach 

P Vs 

V V ~ s- 

Kennen  wir  demnach  das  Gewicht  eines  Körpers  und  das  Gewicht  eines 

P 

gleichen  Volumens  Wasser,  so  ist  der  Quotient  beider  y das  specifische 

Gewicht  des  Körpers.  Da  ein  in  Wasser  untergetauehter  Körper  gerade 
soviel  an  Gewicht  verliert,  als  das  Volumen  Wasser  wiogt,  welches  er  aus 
der  Stelle  drängt,  so  haben  wir  hier  ein  vortreff- 
liches Mittel,  um  das  Gewicht  eines  dein  Köiper 
gleichen  Volumens  Wasser  zu  bestimmen  und  somit 
sein  specifisches  Gewicht  zu  erhalten. 

Das  einfachste  Verfahren,  tun  das  specifische 
Gewicht  fester  Körper  zu  bestimmen,  ist  die  An- 
wendung der  hydrostatischen  Wage,  welche  sich 
von  der  gewöhnlichen  Wage  nur  darin  unterscheidet, 
dafs  die  eine  Wagschale  nicht  so  tief  horabhüngt 
und  in  der  Mitte  ihrer  untern  Fläche  mit  einem 
Häkchen  versehen  ist.  Man  hängt  an  dasselbe  (Fig  88) 
mittels  eines  sehr  feinen  Drahtes  den  zu  untersuchen- 
den Körper,  bestimmt  sein  Gewicht  in  der  Luft,  lüfst 
ihn  dann  in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gofäfs  hinab 
und  bestimmt  sein  Gewicht  neuerdings.  Der  Ge- 
wichtsverlust ist  genau  das  Gewicht  eitles  dem  Kör- 
per gleichen  Wasservolumens,  der  Quotient  beider 
das  spocifischo  Gewicht  des  Körpers. 

Es  sind  hierbei  jedoch  einige  Vorsiehtsinafs- 
regeln  zu  beachten.  Zunächst  haben  wir  schon  be- 
merkt, dafs  der  Draht  möglichst  fein  sein  nrnfs,  da  sonst  auch  das  von 
diesem  aus  der  Stelle  gedrängte  Wasser  auf  den  Gewichtsverlust  von  rnerk- 
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liebem  Einflüsse  ist,  wir  also  nicht  das  Gewicht  einer  dem  Körper  allein  an 
Volumen  gleichen  Wassermenge  erhalten. 

Ferner  ist  notwendig,  dafs  man  reines  destilliertes  Wasser  anwende, 
und  dafs  diesos  die  Temperatur  4°C.  habe.  Wir  werden  später  sehen,  dal's 
das  Wasser  bei  dieser  Temperatur  seine  gröfste  Dichtigkeit  besitzt,  und 
das  Gewicht  der  Volumeinheit  Wasser  bei  dieser  Temperatur  die  gewählte 
Gewichtseinheit  ist.  Hat  das  Wasser  eine  andere  Temperatur,  so  bedarf  es 
einer  Korrektur,  welche  aus  der  gemessenen  Ausdehnung  des  Wassors  be- 
stimmt werden  kann.  Einer  ähnlichen  Korrektur  bedarf  es  wegen  der 
Temperatur  der  Körper,  da  auch  diese  beim  Erwärmen 
sich  ansdehnen.  Man  ist  nun  überein  gekommen,  das 
somit  ftlr  verschiedene  Temperaturen  verschiedene  speci- 
fische  Gewicht  der  Körper  stets  auf  die  Temperatur  des 
schmelzenden  Eises,  auf  0°  zu  reducieren.  In  der  Lehre 
von  der  Ausdehnung  durch  die  Wärme  werden  wir  die 
Mittel  kennen  lernen,  diese  Reduktionen  vorzunehmen1). 

Eine  zweite  auf  demselben  Princip  beruhende  Me- 
thode zur  Bestimmung  des  "specifischen  Gewichtes  ist  die 
Anwendung  des  Nicholsonschen  Aräometers.  Dasselbe 
besteht  aus  einem  hohlen  unten  und  oben  konisch  zuge- 
spitzten Cylinder  von  Messingblech  A (Fig.  89).  Von  der 
Spitze  des  obern  Kegels  steigt  als  Verlängerung  der  Axe 
des  Cylinders  ein  feines  Stäbchen  B auf,  an  dessen  oberm 
Ende  eine  Schale  C angebracht  ist,  auf  welche  man,  wie 
auf  eine  Wagschale,  den  zu  untersuchenden  Körper  und 
Gewichte  legen  kann.  An  dem  Stäbchen  ist  durch  eitlen 
Feilstrich  eine  feine  Marke  bei  B angebracht. 

Von  der  Spitze  des  untern  Kegels  hängt,  mittels 
eines  gabelförmigen  Drahtes  daran  befestigt,  ein  Gewicht 
D herab,  das  nach  oben  hin  eine  horizontale  Fläche  hat, 
auf  welche  man  den  zu  untersuchenden  Körper  legen  kann. 

Da  durch  das  Gewicht  D der  Schwerpunkt  des  Apparates  möglichst  tief 
liegt,  so  schwimmt  derselbe  aufrecht  und  zwar  im  stabilen  Gleichgewicht. 
Das  Gewicht  des  Apparates  ist  so  bestimmt,  dafs  ein  Teil  desselben,  wenn 
er  in  Wasser  getaucht  wird,  aus  dem  Wasser  hervorragt,  und  dafs  er  nur 
durch  Auflegung  von  Gewichten  auf  die  Schale  C bis  zu  der  Marke  B 
einsinkt. 

. üm  nun  mittels  dieses  Apparates  das  specifische  Gewicht  eines  Kör- 
pers zu  bestimmen,  verfährt  man  folgendermafsen.  Zunächst  legt  man  den 
zu  untersuchenden  Körper  auf'die  obere  Schale  C und  bewirkt  durch  aufser- 
dem  aufgelegte  Gewichte,  dafs  das  Aräometer  genau  bis  zur  Marke  ein- 
taucht. Darauf  nimmt  man  den  Körper  fort  und  bewirkt  durch  zugolegte 
Gewichte,  dafs  der  Apparat  wieder  bis  B eintaucht.  Da  derselbe  in  bei- 
den Fällen  genau  dasselbe  Volumen  Wasser  aus  seiner  Stelle  drängt,  so 
ist  in  beiden  Fällen  das  Gewicht  dasselbe;  die  statt  des- Körpers  aufgelegten 
Gewichte  geben  uns  also  das  absolute  Gewicht  des  Körpers  P.  Darauf  legt 


')  Man  sehe  im  111.  Band  § 9 und  § 17. 
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man  dann  den  Körper  in  die  untere  Schale  D und  nimmt  die  vorhin  zu- 
gelegten Gewichte  wieder  fort.  Da  jetzt  der  Körper  aber  in  Wasser  taucht, 
so  verliert  er  an  Gewicht,  und  deshalb  sinkt  der  Apparat  nicht  wieder  bis 
B ein.  Um  das  zu  bewirken,  müssen  wir  ein  Gewicht  P'  auf  die  obere 
Schale  legen,  welches  uns  den  Gewichtsverlust  des  Körpers  im  Wasser,  also 
das  Gewicht  einer  ihm  an  Volumen  gleichen  Wassermenge  gibt.  Der  Quo- 

p 

tient  j,.  gibt  uns  also  nach  dem  Vorigen  das  specitische  Gewicht  des 
Körpers. 

Dafs  wir  hier  dieselben  Korrektionen  anbringen  müssen  wie  bei  dem 
vorigen  Verfahren,  ist  klar;  aber  selbst  dann  ist  es  äufserst  schwierig,  ein 
genau  richtiges  Resultat  zu  erhalten,  besonders  weil  es  wegen  der  Wirkung 
der  demnächst  zu  betrachtenden  Kapillarität  schwer  ist  zu  bestimmen,  wann 
der  Apparat  genau  bis  zur  Marke  B eintaucht.  Um  genaue  Resultate  zu 
erhalten,  ist  daher  die  vorige  Methode  vorzuziehen. 

Die  beiden  bisherigen  Methoden  beruhen  auf  der  Erfahrung,  dafs  ein 
eingetauchter  Körper  im  Wasser  an  Gewicht  verliert.  Man  kann  als  dritte 
Methode  noch  die  Umkehr  der  ersten  hinzufügen,  den  Satz  benutzend,  dafs 
das  'Gewicht  des  mit  Wasser  gefüllten  Gefttfses  durch  das  Eintauchen  eines 
Körpers  gerade  soviel  an  Gewicht  zunimmt,  als  der  Körper  verliert. 

Man  wiegt  ein  Gefüfs  mit  Wasser  ah  und  bestimmt  dann  die  Gewichts- 
zunahme, welche  es  erhält,  wenn  der  neben  der  Wage  aufgehängte  Körper 
von  bekanntem  Gewichte  in  das  Wasser  hinabgesenkt  wird.  Der  Quotient 
des  bekannten  Gewichtes  des  Körpers  und  dieser  Gewichtszunahme  ist  dann 
das  gesuchte  specifischo  Gewicht  des  Körpers.  Dieses  Verfahren  ist  beson- 
ders bei  der  Untersuchung  grofser  und  schwerer  Körper  anzuwenden,  indem 
es  keine  besondern,  an  grofsen  Wagen  schwer  anznbringenden  Vorrichtungen 
erfordert. 

Alle  diese  Methoden  können  jedoch  nur  benutzt  werden,  wenn  es  sich 
darum  handelt,  das  specitische  Gewicht  von  Körpern  zu  bestimmen,  welche 
nicht  porös,  nicht  in  Wasser  löslich  und  schwerer  als  Wasser  sind.  Sind 
die  Körper  porös,  so  mnfs  man  sie  mit  einem  sehr  feinen  Lack  überstreichen, 
so  dafs  sowohl  das  Gewicht  als  auch  das  Volumen  der  Körper  möglichst 
wenig  geändert  wird,  und  da  man  dadurch  das  Eindringen  des  Wassers  in 
den  Körper  gehindert  hat,  verfahren  wie  vorhin;  sind  die  Körper  in  Wasser- 
löslich oder  leichter  als  Wasser,  so  wendet  man  statt  des  Wassers  Flüssig- 
keiten an,  in  denen  sich  der  Körper  nicht  löst,  oder  die  ein  geringeres  speci- 
tisches  Gewicht  haben.  Das  Verfahren  bleibt  dann  ungeändert  dasselbe.  Ist 
das  Gewicht  des  Körpers  i\  sein  Gewichtsverlust  in  der  betreffenden  Flüssig- 
keit gleich  P",  sein  specifisches  Gewicht  gleich  s,  das  der  Flüssigkeit  gleich  s" 
und  das  Volumen  des  Körpers  gleich  v,  so  ist 

P=vs,  P"=*vs\ 

P 8 „ V 

TTr  *“  »"  • s ==’  s ‘ i>“  ' 

Kennt  man  also  s",  das  specitische  Gewicht  der  Flüssigkeit,  so  läl'st 
sich  s berechnen. 
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Sind  die  zu  untersuchenden  Körper  pulvor förmig,  so  lassen  sich  die 
beschriebenen  Methoden  zur  Bestimmung  ihres  specifischen  Gewichtes  nicht 
anwenden;  in  einem  solchen  Falle  verführt  man  am  besten  so,  dafs  man 
direkt  die  von  einer  gewogenen  Quantitüt  dos  Pulvers  aus  einem  Gefäfs 
verdrängte  Menge  WasBers,  oder  im  Falle  das  Pulver  in  Wasser  löslich 
oder  leichter  als  Wasser  ist,  einer  andern  Flüssigkeit  bestimmt.  Man  be- 
nutzt dazu  sogenannte  Pyknometer,  wie  Fig.  90  ein  solches  darstellt.  Es 
sind  kleine  Fläschchen,  welche  einen 
ziemlich  weiten  Hals  haben,  in  welchen 
ein  Glasstöpsel  eingeschliffen  ist , so 
dafs,  wenn  er  eingesetzt  ist,  ein  ganz 
bestimmter  immer  gleicher  Raum  im 
GefÜfso  abgeschlossen  ist.  Da  man,  wie 
vorhin  erwähnt,  bei  diesen  Versuchen 
immer  die  Temperatur  der  Flüssigkeit 
kennen  rnufs,  so  wendet  man  als  Glas- 
stöpsel, wie  Fig.  90  zeigt,  sehr  boquenj 
ein  Thermometer  an.  An  dem  Gefäfs 
ist  ferner  eine  kapillare  Röhre  c an- 
gebracht, welche  oben  ausgeweitet  ist 
und  dort  ebenfalls  mit  einem  eingerie- 
benen Glasstöpsel  verschlossen  werden 
kann.  An  der  kapillaren  Röhre  ist  bei 
m eine  Marke. 

Man  füllt  das  Gefäfs  zunächst  mit 
Wasser,  schliefst  es,  während  das  ka- 
pillare Rohr  offen  ist,  durch  Einsetzen 
des  Stöpsels  bei  h und  tupft  dann, 
während  man  es  auf  konstanter  Tem- 
peratur hält,  das  Wasser  bis  zur  Marke 
m ab.  Man  schliefst  die  kapillare  Röhre 
und  wiegt  das  Gefäfs  ab.  Es  habe  das 
Gewicht  P.  Darauf  öffnet  man  das 
Gefäfs  und  schüttet  eine  gewogene 
Quantität  p des  zu  untersuchenden 
Pulvers  hinein.  Man  schliefst  wieder, 
tupft  das  Wasser  bis  m ab  und  wiegt 
wieder.  Man  findet  jetzt  das  Gewicht  P' . 

Das  Gewicht  P'  ist  dann  gleich  dem 
zuerst  gefundenen  Gewicht  P,  vermehrt  um  das  Gewicht  p des  eingeschütteten 
Pulvers,  aber  vermindert  um  das  Gewicht  n des  von  dem  Pulver  ver- 
drängten Wassers,  oder 

P'=  P + p-n, 

somit 

n = P -\-p  — P\ 

Demnach  ist  das  specifische  Gowicht  des  Pulvers 
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Bei  diesem  Verfahren  mufs  man  dafilr  sorgen,  dafs  das  Pulver  keine 
Luft  oingosehlossen  hält;  am  besten  ist  es,  daft  man  vor  dem  letzten  Wägen 
das  Wasser  bis  nahe  zum  Sieden  erhitzt  und  dann  erst,  nach  eingetretoner 
Abkühlung,  schliefst  und  nach  dem  Abtupfen  wägt. 

§ 69. 

Bestimmung  des  speciflsehen  Gewichtes  der  Flüssigkeiten.  Zur 

Bestimmung  des  specifischen  Oiewichtes  von  Flüssigkeiten  kann  man  ebenfalls 
eine  Reihe  von  Methoden  anwenden,  von  denen  mehrere  auf  der  Bestimmung 
des  Oiewichtsverlustes  eingetauchter  Körper  beruhen,  andere  nicht. 

Von  letzteren  machen  wir  zwei  namhaft.  Die  genaueste  ist  die,  dafs 
man  die  im  vorigen  Paragraphen  beschriebenen  Pyknometer  bis  zur  Marke 
einmal  mit  Wasser  füllt,  abwiegt  und  durch  Abziehen  des  vorher  bestimm- 
ten Gewichtes  des  Gläschens  das  Gewicht  des  im  Gefüfse  enthaltenen 
Wassers  bestimmt.  Darauf  füllt  man  dasselbe  Ciefilfs  wieder  bis  zur  Marke 
mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  und  bestimmt  auf  gleiche  Weise  das 
Gewicht  derselben.  Man  hat  auf  diese  Weise  direkt  das  Gewicht  gleicher 
Volumina  Wasser  und  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit,  der  Quotient  bei- 
der gibt  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit 

Eine  zweite  Methode  beruht  auf  dem  Satze,  dafs  in  zwei  kommuni- 
eierenden  Röhren  die  Höhen  verschiedener  Flüssigkeiten  sich  umgekehrt 
wie  ihre  specitischen  Gewichte  verhalten.  Vor  einem  Mafsstabe  (Fig.  91) 
sind  zwei  Glasröhren  befestigt,  welche  vertikal  herabsteigen  und  unten  so 
umgebogon  sind,  dafs  zwei  kürzere  aufsteigendo  Arme  entstehen,  welche  bei 
.1  so  vereinigt  sind,  dafs  die  beiden  Röhren  gleichsam  nur  eine  mehrfach 
gekrümmte  Röhre  bilden.  Man  giefst  nun  in  die  eine  Wasser  und  zugleich 
in  die  andere  die  zu  untersuchende  Flüssigkeit.  Auf  diese  Art  erhält  man 
zwei  durch  eine  Luftschicht  getrennte  Flüssigkeitssäulen.  Wenn  man  nun 
die  Flüssigkeitsmengen  so  reguliert,  dafs  das  Niveau  derselben  in  den  um- 
gebogenen  Röhrenschenkeln  gleich  hoch  und  das  des  Nullpunktes  der  Tei- 
lung ist,  so  sind  die  Höhen  der  Flüssigkeiten  in  den  senkrechten  Röhren 
ihrem  specitischen  Gewichte  umgekehrt  proportional.  Ist  die  Höhe  der 
Wassersäule  h,  die  der  Flüssigkeit  gleich  //,  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit 
gleich  ({,  die  des  Wassers  gleich  1 , so  ist 

/»:/»'«=  i : 1 , 


Eine  etwas  andere  Anordnung  des  Apparates  zeigt  Fig.  92.  Die  verti- 
kalen Röhren  tauchen  unten  in  zwoi  abgesonderte  GefÜfse , welche  mit  den 
zu  vergleichenden  Flüssigkeiten  gefüllt  sind.  Oben  kommunieieren  sie 
mittels  eines  gebogenen  Rohres  mit  einander  und  durch  einen  verschliefs- 
baren  Hahn  mit  einer  kleinen  Luftpumpe.  Pumpt  man  bei  geöffnetem  Hahn 
durch  Heraufziehen  des  Kolbens  etwas  Luft  aus,  so  steigen  die  Flüssigkeiten 
durch  den  äufsem  Luftdruck  zu  Höhen,  welche  ihren  specifisclien  Gewichten 
umgekehrt  proportional  sind.  Schliefst  man  also  den  Hahn  oben  und  mifst 
die  Höhen,  so  erhält  man  daraus  gerade  wie  vorhin  das  specifische  Gewicht 
der  einen  Flüssigkeit,  wenn  das  der  andern  bekannt  ist. 
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Die  andern  Methoden  zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit  von  Flüssig- 
keiten beruhen  auf  dem  Gewichtsverlust  eingetanchter  Körper.  Die  ein- 
fachste und  genaueste  dieser  Methoden  ist  die,  dal»  man  einon  passend  ge- 
formten Körper,  etwa  ein  kleines  Glasröhrchen,  welches  unten  und  oben 
zugeschmolzen  ist,  nachdem  man  etwas  Quecksilber  hineingobracht  hat,  an 
einem  sehr  feinen  Drahte,  wie  in  Fig.  93,.  befestigt.  Man  wiegt  denselben 
genau  und  bestimmt  dann  seinen  Gewichtsverlust  oinmal,  wenn  er  in  Wasser 


getaucht  ist,  und  dann,  wenn  er  sich  in  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit 
befindet.  Diese  Gewichtsverluste  geben  dann  die  Gewichte  von  Flüssigkeits- 
mengen, deren  Volumen  gleich  ist  dem  dos  eingetanchten  Körpers,  die 
Quotienten  der  Gewichtsverluste  also  das  specifische  Gewicht  der  zu  unter- 
suchenden Flüssigkeit. 

Auch  das  Nicholsonscho  Aräometer  kann  man,  wie  leicht  ersichtlich 
ist,  zu  dem  Zwecke  anwenden.  Man  bestimmt  zunächst  das  Gewicht  des 
Apparates;  dasselbe  sei  A ; man  taucht  es  dann  in  Wasser,  und  damit  es 
bis  zur  Marke  einsinke,  sei  ein  Gewicht  p erforderlich.  Da  das  Aräometer 
schwimmt,  so  ist  das  Gewicht  des  dem  eingetauchten  Teile  an  Volumen 
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gleichen  Wassers  gleich  A -f-  p.  Darauf  taucht  man  es  in  die  zu  unter- 
suchende Flüssigkeit,  und  ist  p'  das  jetzt  aufzulegende  Gewicht,  damit  es 
bis  zur  Marke  einsinkt,  so  ist  A -j-  P das  Gewicht  einer  der  vorigen  Wasser- 
menge an  Volumen  gleichen  Flüssigkeitsmenge.  Der  Quotient  beider  oder 


A +p 

+ P 


ist  gleich  dem  specifischen  Gewichte  der  Flüssigkeit. 

Da  es  im  praktischen  Leben  sehr  hiiufig  notwendig  ist,  das 
Kig.  93.  Sj>ecifi8che  Gewicht  von  Flüssigkeiten  zu  bestimmen,  ohne  dafs 
eine  möglichst  grofse  Genauigkeit  erfordert  wird,  so  hat  man  noch 
ein  anderes  Verfahren  ersonnen,  um  leicht  und  schnell  das  Ge- 
forderte zu  leisten;  man  bestimmt  nämlich  dio  Dichtigkeit  von 
Flüssigkeiten  mittels  Aräometer  von  veränderlichem  Volumen. 
Während  man  mittels  des  Nicholsonschen  Aräometers  die  Dichtig- 
keit der  Flüssigkeiten  aus  den  verschiedenen  Gewichten  gleicher 
Volumen  ableitet  und  dann,  wenn  V das  Gewicht  der  Flüssigkeit 
von  der  Dichtigkeit  7),  p das  der  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  il 
ist,  dio  gesuchte  Dichtigkeit  aus  der  Proportion  erhält, 

Ti  : d — P : p , 

verführt  man  bei  den  jetzt  zu  betrachtenden  Apparaten  so,  dafs 
man  ein  konstantes  Gewicht  P in  verschiedene  Flüssigkeiten  ein- 
taucht und  das  Volumen  beobachtet,  welches  dieses  aus  der  Stelle  drängt. 
Der  Körper  sinkt  stets  so  tief  ein,  dafs  die  verdrängte  Flüssigkeit  seinem 
Gewichte  P gleich  ist.  Sinkt  er  nun  in  die  Flüssigkeit  von  der  Dichtigkeit  D 
so  tief  ein,  dafs  er  ein  Volumen  V aus  der  Stelle  drängt,  so  ist 

P = V ■ D. 


Drängt  er  in  einer  andern  Flüssigkeit  das  Volumen  v aus  der  Stelle, 
so  ist 

P = v ■ d 

und  daher 

vd=  V-D-,  d-.D—V-.v. 

Nohmen  wir  also  z.  15.  eine  cylindrische  Glasröhre,  welche  unten  und 
oben,  nachdem  etwas  Quecksilber  hineingebracht,  zugeschmolzen  ist,  um  zu 
bewirken,  dafs  sie  stets  aufrecht  schwimmt,  und  dafs  sie  bis  zu  einem  be- 
stimmten, etwa  in  der  Mitte  der  Röhre  liegenden  Punkte  in  Wasser  ein- 
sinkt, so  ist  es  leicht,  aus  dieser  ein  Aräometer  zu  machen,  bei  welchem 
eine  einfache  Ablesung  genügt,  um  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  in  die 
es  getaucht  ist,  zu  erhalten.  Man  bezeichnet  die  Stelle,  bis  zu  welcher  die 
Röhre  (Fig.  94)  in  Wasser  einsinkt,  durch  eine  Marke,  setzt  daneben  die 
Zahl  100  und  teilt  nun  die  Länge  der  Röhre  von  diesem  Teilstriche  aus 
nach  unten  hin  in  100  gleiche  Teile,  und  trägt  ebenso  die  Teilung  auch 
noch  nach  oben  hin  fort.  Der  Rauminhalt  zwischen  zwei  Teilstrichen  ent- 
spricht dann,  da  wir  dio  Röhre  als  cylindriseh  voraussetzton,  '/lm  des  Raum- 
inhaltes der  Röhre  von  unten  bis  zum  Teilstriche  100.  Tauchen  wir  nun 
dioso  Röhro  in  eine  Flüssigkeit,  in  welche  sie  bis  zum  Teilstriche  80  ein- 
sinkt, so  schliefsen  wir  daraus,  da  sie  eine  ihrem  Gewichte  gleiche  Flüssig- 
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keitsmenge  ans  ihrer  Stelle  drängt,  dafs  80  Volumteile  dieser  ebensoviel 
wiegen  als  100  Volumteile  Wasser.  Wir  haben  demnach  für  das  specifische 
Gewicht  dieser  Flüssigkeit  s 

s : 1 = lbO  : 80, 

* = 107«o  - 1,25; 

taucht  die  Röhre  dagegen  bis  zum  Teilstriche  120  ein,  so  ist 
S — l0%»  - 0,833; 

taucht  überhaupt  die  Röhre  in  irgend  eine  Flüssigkeit  bis  zum  Teilstrich  n 
ein,  so  haben  wir  für  ihr  specifisches  Gewicht  — ■ 

Diese  Aräometer  bestimmen  demnach  das  speci- 
fische Gewicht  einer  Flüssigkeit  aus  der  Vergleichung 
des  Volumens  derselben  mit  dem  Volumen  einer  gleichen 
Gewichtsmenge  Wasser.  Sie  führen  daher  den  Namen 
Volumeter. 

Man  gibt  ihnen  meist  eine  andere  Form  (Fig.  95). 

Es  ist  klar,  dafs  die  Apparate  eine  um  so  gröfsere  Ge- 
nauigkeit liefern,  je  weiter  zwei  Teilstriche  von  einander 
entfernt  sind.  Zu  dem  Ende  wählt  man  sehr  dünne 
Röhren,  und  damit  sie  dann  nicht  zu  lang  und  somit 
zu  unbeholfen  werden,  setzt  man  unten  ein  Stück  einer 
weitern  Röhre  daran.  Die  Teilung  kann  dann  nur 
empirisch  aufgetragen  werden;  man  verführt  folgender- 
mafsen.  Man  bringt  in  die  Röhre  etwas  Quecksilber,  so 
dafs  das  Gewicht  des  Apparates  gleich  p wird,  taucht 
ihn  in  Wasser  und  bezeichnet  die  Stelle,  bis  zu  welcher 
er  einsinkt,  mit  50.  Darauf  vermehrt  man  durch  Hinzu- 
fttgen  von  Quecksilber  sein  Gewicht  auf  2p,  3p  und 
taucht  ihn  wieder  in  Wasser.  Das  doppelte  und  drei- 
fache Gewicht  verdrängt  die  doppelte  und  dreifache 
Wassermenge,  der  Apparat  sinkt  also  tiefer  ein.  Die 
Stelle,  bis  zu  der  er  bei  doppeltem  Gewichte  einsinkt, 
bezeichnet  man  mit  100,  die  bei  dreifachem  Gewichte 
mit  150  und  teilt  nun  den  Raum  zwischen  50  und  100, 
sowohl  als  zwischen  100  und  150,  in  50  gleiche  Teile. 

Der  Raum  zwischen  50  und  100  ist  die  Hälfte  von  dem 
Raum,  den  das  Instrument  ausfüllt,  wenn  es  bis  zu  100 
einsinkt;  der  Raum  zwischen  zvijpi  Teilstrichen  also 
Vioo  dieses  Raumes.  Man  gibt  mm  schliefslich  dem 
Apparate  das  Gewicht  2p  und  schliefst  ihn  dann  oben.  Im  Wasser  taucht 
dann  derselbe  bis  zum  Teilstriche  100  ein;  wir  können  ihn  daher  jetzt 
gerade  so  benutzen  wie  das  einfachere  Aräometer;  taucht  er  in  eine  Flüssig- 
keit bis  zum  Teilstriche  «,  so  ist  ihr  specifisches  Gewicht. 

n * 

Aber  auch  so  erhält  der  Apparat  immer  noch  eine  bedeutende  Länge 
und  wird  dadurch  zum  praktischen  Gebrauche  unbequem.  Man  verfertigt 
daher  selten  Apparate,  welche  zugleich  dazu  dienen,  das  specifische  Gewicht 
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von  Flüssigkeiten  zu  bestimmen,  welche  schwerer  oder  leichter  sind  als 
Wasser,  sondern  meist  solche,  welche  nur  für  die  eine  oder  andere  Art  von 
Flüssigkeiten  bestimmt  sind. 

Ist  das  Instrument  für  schwerere  Flüssigkeiten  bestimmt,  so  bezeichnet 
man  den  Punkt  oben  an  der  Röhre,  bis  zu  welchem  sie  beim  Gewichte  2p 
in  Wasser  einsinkt,  mit  100,  und  ganz  unten  über  der  weitern  Röhre  beim 
Gewicht  p mit  50,  gibt  dem  Apparate  das  Gewicht  2 p und  graduiert  wio 
vorhin.  Ist  es  für  die  Bestimmung  des  speciiischen  Gewichtes  leichterer 
Flüssigkeiten  bestimmt,  so  richtet  man  das  Gewicht  p des  Apparates  so 
ein,  dal's  er  in  Wasser  getaucht  bis  gerade  über  die  weite  Röhre  eintaucht, 
und  bei  dem  Gewichte  2p  bis  oben.  Der  Apparat  erhält  dann  das  Ge- 
wicht p , und  der  untere  Punkt  wird  mit  100,  der  obere  mit  200  bezeich- 
net; das  speeifisehe  Gewicht  ergibt  sich  dann  wie  vorhin. 

Häufig  findet  man  auch  auf  den  Aräometerskalen  anstatt  oder  neben 
der  der  Teilung  entsprechenden  Zahl  die  Angabe  des  specifischen  Gewich- 
tes verzeichnet,  welche  dem  nebenstehenden  Teilstriche  entspricht;  also 
neben  dem  Teilstriche  100 — 1,  neben  dem  120  daim  0,833,  150 — 0,666, 
200  — 0,5;  eine  einfache  Ablesung  ergibt  dann  das  gesuchte  speeifisehe 
Gewicht. 

Aräometer  für  besondere  Flüssigkeiten.  Wenn  zwei  Flüssigkeiten 
verschiedenen  specifischen  Gewichtes,  die  sich  mit  einander  mischen,  zu- 
sammengegossen  werden,  so  hängt  das  speeifisehe  Gewicht  des  Gemisches 
von  den  Mengenverhältnissen  der  einzelnen  Flüssigkeiten  ab..  Kennt  man 
daher  für  alle  Mischungen  ihre  specifischen  Gewichte,  so  kann  man  mittels 
der  Aräometer  die  Bestandteile  des  Gemisches  kennen  lernen.  Für  ein- 
zelne Flüssigkeiten  sind  diese  Untersuchungen  durchgeftthrt  und  am  ge- 
nauesten für  Alkohol,  da  es  im  praktischen  Leben  vielfach  von  Wichtig- 
keit ist,  den  Procentgehalt  eines  Weingeistgemisches  mit  Schnelligkeit, 
bestimmen  zu  können.  Auf  den  ersten  Blick  sollte  man  glauben,  dafs  nichts 
einfacher  soi,  als  aus  dom  specifischen  Gewichte  eines  Flüssigkeitsgemisches 
den  Gehalt  desselben  im  der  einen  oder  andern  zu  bestimmen,  indem  man 
•las  speeifisehe  Gewicht  aus  den  Mengenverhältnissen  berechnet.  Darnach 
würde  z.  B.  ein  Gemisch  von  50  Volumen  Wasser  und  50  Volumen  Alkohol 
ein  Gemisch  von  100  Volumen  geben,  dessen  spocifisehes  Gewicht  gerade 
in  der  Mitte  dessen  des  Alkohols  oder  des  Wassers  läge,  also,  da  das  des 
Alkohols  gleich  0,794,  das  .des  Wassers  bei  15°  C.  gleich  0,9991  ist,  gleich 
0,8866  sein  würde. 

Dem  ist  jedoch  nicht  so,  und  zwar  deshalb  nicht,  weil  bei  der  Mischung 
zweier  Flüssigkeiten  meist  eine  Änderung  des  Volumens  eintritt. 

Giefst  man  z.  B.  Alkohol  und  Wasser  zu  gleichen  Teilen  zusammen, 
so  ist  das  Volumen  des  Gemisches  nicht  gleich  der  Summe  der  Volumina, 
sondern  kleiner.  Es  tritt  eine  Kontraktion  der  Flüssigkeiten  ein;  das  speci- 
fische  Gewicht  ist  demnach  gröfser  als  das  vorhin  berechnete. 

Hach  den  neuesten  Vorsuchen  von  Baumhauer1)  geben: 

')  ron  llaumhaurr.  Memoire  sur  la  densitcS  etc.  de»  mdlanges  d’alcool  et  d'eau. 
Amsterdam,  1860.  Etwas  von  diesen  verschiedene  Werte  ergeben  sich  aus  den 
Versuchen  von  Metuieleje/I',  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXVIJI. 
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Volume  Wasser.  Weingeist.  Mischung.  1 Volume  Wasser.  Weingeist.  Mischung. 
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Wenn  man  nun  ein  Volumeter  so  einrichtet,  dafs  es  in  Wasser  ge- 
taucht his  zu  einem  mit  0 bezeichneten  Punkte  eintaucht,  so  wird  es  in 
Gemischen  aus  Alkohol  und  Wasser  tiefer  eintauchen.  Bezeichnet  man 
die  Punkte,  bis  zu  denen  es  in  Flüssigkeiten  vom  specifischen  Gewichte 
0,9857,  0,9750  etc.  einsinkt,  mit  10,  20  • •,  so  erhillt  man  ein  Alkoholometer, 
welches  in  ein  Weingeistgemisch  eingetaucht  durch  eine  einfache  Ablesung 
angibt,  wieviel  Volumprocente  das  Gemisch  an  reinem  Alkohol  enthält. 

So  sind  die  Alkoholometer  von  Tralles1)  eingerichtet,  welche  in  Deutsch- 
land meist  gebraucht  werden,  um  den  Alkoholgehalt  des  käuflichen  Spiritus 
zu  bestimmen. 

Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dafs  die  Zahlen  fUr  das  specifische  Gewicht 
des  Alkohols,  wie  schon  erwähnt,  und  so  auch  die  der  Gemische  nur  ftlr 
eine  bestimmte  Temperatur  gelten,  nämlich  für  15®  C.  Deshalb  gelten  auch 
die  Angaben  der  Alkoholometer  nur  ftlr  diese  oder  eine  andere  Temperatur, 
bei  der  sie  graduiert  sind.  Um  jedoch  den  Apparat  auch  ftlr  andere  Tem- 
peraturen brauchbar  zu  machen,  hat  Tralles  eine  Tabelle  aufgestellt®),  ans 
welcher  man  ftlr  jede  Temperatur  den  Alkoholgehalt  eines  Gemisches  ent- 
nehmen kann,  wenn  man  beobachtet  hat,  bis  zu  welchem  Punkte  bei  dieser 
Temperatur  der  Apparat  in  das  Gemische  eintaucht.  Deshalb  ist  an  den 
meisten  Alkoholometern  auch  ein  Thermometer  angebracht. 

Vielfach  ist  auch  an  den  Alkoholometern  selbst  die  Korrektion  bemerkt, 
welche  man  ftlr  die  verschiedenen  Temperaturen  anzubringen  hat.  in  der 
weitem  Rohre  am  untern  Teile  des  Apparates  ist  neben  dem  Thermometer 

')  Tralles,  Gilbert  Annalen  XXXVIII.  349—431. 

*)  Tralles  a.  a.  0. 
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•eine  Skala  bofestigt,  auf  der  dann  neben  dem  normalen  Thermometerstand, 
fllr  welchen  das  Instrument  graduiert  ist,  0 verzeichnet  ist  und  darüber 
oder  darunter,  wieviel  Procente  man  von  der  Angabe  des  Alkoholometers 
abziehen  oder  derselben  hinzufügen  mufs,  wenn  das  Thermometer  einen 
hohem  oder  tiefem  Stand  hat. 

Aufser  den  Alkoholometern  müssen  wir  noch  die  Aräometer  von  Boaume 
erwähnen,  welche  vielfach  in  Gebrauch  sind,  obwohl  sie  direkt  weder  etwas 
Uber  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeiten,  noch  über  ihre  Zusammensetzung 
aussagen.  Beaume  konstruierte  zwei  Aräometer,  das  erste  graduierte  er  so, 
dafs  er  den  Punkt,  bis  zu  dem  es  in  Wasser  eintauchte,  mit  0,  und  den, 
bis  zu  welchem  es  in  einer  Lösung  von  15  Teilen  Kochsalz  auf  85  Wasser 
eintauchte,  mit  15  bezeichnete.  Die  Teilung  wurde  dann  weiter  nach  unten 
fortgesetzt.  Der  Apparat  gibt  in  Schwefelsäure-Hydrat  6Ü  Grade  an  und 
in  konzentrierter  Salpetersäure'  36. 

Für  Flüssigkeiten,  welche  leichter  sind  als  Wasser,  wurde  der  Punkt, 
bis  zu  welchem  der  Apparat  in  oine  Lösung  von  10  Teilen  Kochsalz  auf 
90  Wasser  taucht,  mit  0,  in  Wasser  mit  10  bezeichnet  uud  die  Teilung 
nach  oben  bin  fortgesetzt.  In  käuflichem,  meist  80 — 90procentigem  Spiritus 
zeigt  der  Apparat  34 — 38  Grade1). 

§ 70. 

Molekularwirkungen  zwischen  flüssigen  und  festen  Körpern. 

In  unseren  bisherigen  Entwicklungen  über  die  Gesetze  des  Gleichgewichtes 
der  flüssigen  Körper  haben  wir  keino  Rücksicht  genommou  auf  die  Wirkung 
von  Kräften,  welche  an  den  Gefüfswänden  zwischen  den  Molekülen  der  festen 
Wand  und  denen  des  flüssigen  Körpers  thätig  sind,  also  gemäfs  unserer 
Benennung  in  § 58  und  46  auf  die  Wirkung  der  Adhäsion  der  flüssigen 
an  die  festen  Körper  und  die  Kohäsion  der  Flüssigkeiten. 

Von  dem  Dasein  beider  Kräfte  kann  man  sich  leicht  überzeugen.  Taucht 
man  ein  reines  Glasstäbchen  in  Wasser  und  zieht  es  dann  heraus,  so  sieht 
man,  dafs  eine  Wasserschicht  an  demselben  haftet.  Hält  man  es  vertikal, 
so  sammelt  sich  an  seinem  untern  Ende  ein  Tropfen  an,  der  nicht  herabfällt, 
sondern  der  Wirkung  der  Schwere  entgegen  an  dem  Stäbchen  haften  bleibt. 
Diese  einzige  Thatsache  beweist  das  Dasein  der  Adhäsion  des  flüssigen 
Körpers  an  den  festen  sowohl  als  auch  das  der  Kohäsion  der  einzelnen 
Teile  der  Flüssigkeit.  Denn  die  zunächst  am  Glase  anhängende  Wasser- 
schicht wird  durch  die  Adhäsion  des  Wassers  am  Glase  getragen  und  der 
übrige  Teil  des  Tropfens  durch  dio  Kraft,  mit  welcher  die  einzelnen  Wasser- 
teilchen an  einander  haften. 

Aus  diesem  Versuche  geht  zugleich  hervor,  dafs  in  diesem  Falle  so- 
wohl die  Kohäsion  der  Flüssigkeit  als  auch  die  Adhäsion  derselben  am 
Glase  gröfser  ist  als  die  Wirkung  der  Schwere;  denn  nur  dann  ist  es  mög- 
lich, dafs  der  Tropfen,  der  Schwere  entgegen,  getragen  wird.  Der  Versuch 
zeigt  aber  weiter,  dafs  hier  auch  die  Adhäsion  des  Wassers  am  Glase  gröfser 
ist  als  die  Kohäsion  der  Wasserteile  unter  einander;  denn  beim  Heraus- 

')  Weiteres  Meissner,  Die  Aräometrie  in  ihrer  Anwendung  auf  Chemie  und 
Technik.  Wien,  1816. 
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ziehen  des  Stabos  wurden  die  an  dem  Stabe  haftenden  Wasserteile  von 
ihrer  Umgebung  losgerissen,  mit  welcher  sie  durch  die  Kohäsion  Zusammen- 
hängen. 

Nicht  immer  ist  das  jedoch  der  Fall;  denn  wenn  wir  den  Glasstab  in 
Quecksilber  tauchen,  so  bloibt  kein  Quecksilber  daran  haften,  er  wird  von 
demselben  nicht  benetzt.  Dafs  aber  auch  hier  eine  Adhäsion  des  Queck- 
silbers am  Glase  vorhanden  ist,  läfst  sich  durch  einen  andern  Versuch 
zeigen.  Hängt  man  nämlich  eine  Platte  mittels  dreier  Fäden  an  dem  einen 
Arm  einer  Wage  horizontal  auf  und  äquilibriert  sie  durch  Gowichte,  welche 
auf  die  andere  Wagschale  gelegt  werden,  so  bringt  das  geringste  Über- 
gewicht, auf  die  Wagschale  gelegt,  eine  Erhebung  der  Glasplatte  hervor. 
Nähert  man  aber  der  Platte  von  unten  ein  weites,  mit  Quecksilber  gefälltes 
Gefäfs  so  weit,  dal's  die  untere  Fläche  der  Glasplatte  die  Oberfläche  des 
Quecksilbers  gerade  berührt,  so  bedarf  es  auf  der  andern  Wagschale  be- 
deutender Zulage,  um  die  Platte  von  dem  Quecksilber  loszureifsen,  ein  Be- 
weis, dafs  sie  mit  einer  gewissen  Kraft  am  Quecksilber  haftet,  dal's  also 
auch  das  Quecksilber  am  Glase  adhäriert. 

Die  Kohäsion  der  verschiedenen  Flüssigkeiten  sowohl  als  die  Adhäsion 
derselben  Flüssigkeit  an  verschiedene  feste  Körper  ist  verschieden.  Während 
Quecksilber  Glas  nicht  benetzt,  also  an  Glas  nicht  so  stark  adhäriert,  dafs 
die  Kohäsion  der  Quecksilberteile  überwunden  werden  kann,  wird  Gold 
vom  Quecksilber  benetzt.  Während  reines  Glas  vom  Wasser  benetzt  wird, 
vermag  eine  fettigo  Glasscheibe  die  Kohäsion  der  Wasserteile  nicht  zu 
überwinden. 

Bei  denjenigen  Substanzen,  bei  welchen  die  Adhäsion  an  feste  Körper 
gröfser  ist  als  die  Kohäsion  der  flüssigen  Teile,  kann  obiges  Verfahren, 
welches  wir  anwandten,  um  die  Adhäsion  des  Quecksilbers  am  Glase  nachzu- 
weisen, dazu  dienen,  die  Kohäsion  der  Flüssigkeit  zu  messen.  Gay-Lussac1) 
hat  für  einige  Flüssigkeiten,  welche  am  Glase  adhärieren,  dieses  Verfahren 
angewandt  und  mit  einer  Scheibe  von  118,3GG  Millim.  Durchmesser  folgende 
Resultate  erhalten: 


Flüssigkeit 

Specifisches 

Gewicht 

Gewichte 

Wasser 

bei  8°, 5 C. 

1 

59,40  «L 

Alkohol 

0,8196 

31,08  ., 

Alkohol 

10° 

0,8595 

32,87  „ 

Alkohol 

„ ' 8 

0,9415 

37,15  „ 

Terpentin  - Öl  . . . . 

it  ® « 

0,8G94 

34,10  ,. 

Die  angegebenen  Gewichte  sind  diejenigen,  welche  bei  langsamem  Auf- 
legen der  Gewichte  gerade  die  benetzte  Platte  loszureifsen  imstande  waren. 
Ganz  dieselben  Resultate  erhielt  Gay-Lussac,  als  er  die  Glasscheibe  der 
vorigen  Versuche  durch  eine  Kupferscheibo  .ersetzte,  was  einen  neuen  Be- 

')  Gay-Lussaai  Versuche  in  La  Place  Supplement  ä ln  Theorie  de  l'action 
capillaire.  II.  Supplement  zum  10.  Huche  der  Mecaniquo  celeste.  Daraus  Gilbert, 
Annalen  Bd.  XXXIII.  p.  320  ff. 

WDbLin,  Phytik.  I.  4.  Aull.  20 
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weis  dafür  liefert,  dafs  durch  diese  Versuche  wirklich  die  Kohäsion  der 
Flüssigkeiten  gemessen  wird. 

Bei  Flüssigkeiten,  welche  nicht  benetzen,  kann  man  dieses  Verfahren 
benutzen,  um  die  Adhäsion  zu  messen.  Gay-Lussac  stellte  derartige  Ver- 
suche an,  um  die  Adhäsion  dos  Quecksilbers  am  Glase  zu  erhalten;  die 
Zahlen  jedoch,  welche  er  erhielt,  schwankten  um  ein  Bedeutendes,  zwischen 
158*r-  und  2 9 6 *T- , je  nachdem  er  die  Übergewichte  rasch  oder  langsam 
auflegte.  Der  Grund  dieser  Schwankung  liegt  zum  Teil  in  der  Reibung 
des  Quecksilbers  am  Glase,  wie  wir  später  nachweisen  werden. 

§ 71. 

Normaldruck  in  der  Oberfläche  der  Flüssigkeiten.  Aus  den  im 

vorigen  Paragraphen  mitgeteilten  Thatsachen  folgt  erstens,  dafs  die  be- 
nachbarten Moleküle  einer  Flüssigkeit  sich  anziehen,  und  zweitens,  dafs 
die  Moleküle  eines  in  eine  Flüssigkeit  getauchten  festen  Körpers  ebenfalls 
die  benachbarten  Teile  der  Flüssigkeit  anziehen.  Bei  der  Bestimmung  des 
Gleichgewichtszustandes  einer  Flüssigkeit  müssen  wir  daher  auf  diese  bei- 
den Kräfte  Rücksicht  nehmen;  es  wird  daher  zunächst  unsere  Aufgabe  sein, 
zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  sie  Änderungen  des  von  uns  bisher  be- 
trachteten Zustandes  hervorbringen  können.  Beginnen  wir  mit  der  An- 
ziehung der  Flüssigkeitsteile  auf  einander,  und  setzen  wir  bei  dieser  wie 
bei  der  zweiten  Art  von  Kräften  voraus,  dafs  die  Kräfte  sich  nur  auf  un- 
mefsbare  Entfernungen  erstrecken,  dafs  sie  unmerklich  werden,  sobald  die 
Entfernungen  mefsbar  sind1). 

Betrachten  wir  zu  dem  Ende  eine  flüssige  Masse,  welche  durch  irgend 
eine  Oberfläche  MN  (Fig.  9fi)  begrenzt  ist,  und  untersuchen  die  Resul- 
tierende aller  auf  die  Moleküle  m,  »»',  m"  von  den  benachbarten  Molekülen 
ausgeübten  Anziehungen.  Seien  zu  dem  Ende  die  mit  den  Radien  r,  welche 
als  unendlich  klein  vorausgesetzt  werden,  um  die  betrettenden  Moleküle  be- 
schriebenen Kugeln  die  Anziehungssphären  derselben,  so  dafs  also  auch  nur 
die  in  dieser  Kugel  befindlichen  Moleküle  anziehend  auf  *»,  »»',  w"  wirken. 


Flg.  9«. 

m’  M 


Auf  das  Molekül  m wirken  die  ringsum  ganz  gleicbmüfsig  verteilten 
Moleküle  der  Flüssigkeit  anziehend  ein;  dasselbe  wird  also  nach  allen  Rich- 
tungen des  Raumes  mit  gleicher  Stärke  angezogen,  die  auf  »i  wirkenden 
Kräfte  halten  sich  daher  das  Gleichgewicht,  das  Molekül  verhält  sich  gerade 
so,  als  wenn  keine  Kräfte  auf  dasselbe  einwirkten. 


’)  I-a  Place , Theorie  capillaire  im  Supplement  zum  10.  Buche  der  Mecanique 
celeite,  daraus  Gilbert,  Annalen  XXXItl. 


Digitized  by  Googl 


Normaldruck  der  Flüasigkeitaoberflüchen. 


307 


§ 71. 


Das  Moleklll  m",  welches  gerade  in  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
liegt,  wird  jedoch  nicht  nach  allen  Richtungen  mit  gleicher  Stärke  an- 
gezogen. Nur  die  untere  Hälfte  seiner  Anziohungssphäre  ist  mit  Flüssigkeits- 
molekülen  angefllllt,  die  obere  nicht.  Die  anziehenden  Kräfte  der  die  un- 
tere Halbkugel  ausftillenden  Moleküle  haben  nun,  wie  unmittelbar  klar  ist, 
eine  zur  Oberfläche  MN  senkrechte  Resultierende  B,  da  in  den  der  Ober- 
fläche parallelen  Schichten  die  Moleküle  rings  um  m"  ganz  gleichmäfsig 
verteilt  sind.  Das  Molekül  m"  und  somit  alle  in  der  Oberfläche  befind- 
lichen Flüssigkeitsmoleküle  werden  durch  eine  gegen  die  Oberfläche  senk- 
rechte Kraft  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit  gedrückt. 

Ähnliches  gilt  für  das  Molekül  in,  welches  um  weniger  als  r unter 
der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  liegt.  Auch  dessen  Anziehungssphäre  ist 
nicht  ganz  mit  Flüssigkeit  angefllllt,  und  unterhalb  st  wirkt  eine  Quantität 
Flüssigkeit  auf  dasselbe  ein,  doren  Anziehung  nicht  durch  eine  nach  oben 
gerichtete  Anziehung  das  Gleichgewicht  gehalten  wird;  auch  an  m greift 
daher  eine  zur  Oberfläche  der  Flüssigkeit  senkrechte,  gegen  das  Innere  der- 
selben gerichtete  Kraft  J(  an,  die  jedoch  kleiner  ist  als  R. 

Dasselbe  ist  der  Fall  mit  allen  Molekülen,  welche  um  weniger  als 
r unter  der  Oberfläche  liegen,  deren  Anziehungssphären  also  zum  Teil 
nicht  mit  Flüssigkeit  angefllllt  sind.  Legen  wir  daher  parallel  der  Ober- 
fläche im  Innern  der  Flüssigkeit  eine  Flüche,  welche  von  der  Oberfläche 
tim  r absteht,  so  werden  alle  in  dieser  Schicht  liegenden  Moleküle  nach 
innen  gezogen.  Diese  Schicht  wird  also  z.  B.  auf  eine  Flüssigkeitskugel 
wirken  wie  ein  elastisches  Häutchen,  welches  sich  zusammenzuziehen  sucht, 
oder  auf  jede  Flüssigkeit,  die  in  einem  Gcfäfse  steht,  einen  rings  gegen 
das  Innere  der  Flüssigkeit  gerichteten  Druck  ausüben,  da  sie  auch  an  den 
von  den  Wänden  begrenzten  Flächen  vorhanden  sein  mufs.  Man  nennt  daher 
diese  Schicht  das  Flüssigkeitshäutchen  und  diesen  Druck  den  Normaldruck. 

Dieser  Normaldruck  der  Flüssigkeiten  mufs  verschieden  sein  je  nach 
der  Gestalt  der  Oberfläche.  Während  nämlich  in  ebenen  Oberflächen  die 
Flüssigkeit  nur  durch  die  betrach- 
teten Molekularwirkungen  nach 
innen  gezogen  wird,  tritt  in  ge- 
krümmten Oberflächen  durch  die 
in  der  Oberfläche  vorhandenen 
Moleküle  noch  eine  eigentümliche 
Spannung  hinzu,  welche  den  Nor- 
maldruck vermehrt  oder  vermin- 
dert. Eine  Vermehrung  tritt  dann 
ein , wenn  die  Oberfläche  nach 
aufsen  konvex,  eine  Verminderung 
dann,  wenn  die  Oberfläche  nach 
aufsen  konkav  ist.  Denn  ist  AB  (Fig.  97)  ein  Durchschnitt  durch  eine 
konvexe,  A,  Bx  ein  solcher  durch  eine  konkave  Oberfläche,  so  erkennt  man 
leicht,  dafs  die  gegenseitigen  Anziehungen  der  in  der  Oberflächenschicht 
liegenden  Flüssigkeitsteilchen  eine  der  Normale  parallele  Komponente  liefern, 
welche  bei  den  konkaven  Flächen  nach  aufsen,  bei  den  konvexen  Flüchen 
nach  innen  gerichtet  ist.  Man  nennt  diese  von  der  Form  der  Oberfläche 
abhängige  Komponente  die  Oberflächenspannung. 

20* 


Fig.  »7. 
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Um  die  Grüfte  dieser  Oberflächenspannung  und  ihre  Abhängigkeit  von 
der  Gestalt  der  Oberfläche  zu  bestimmen1),  sei  Fig.  97  P ein  Punkt  der 
Oberttüehonschirht,  welche  in  Jem.Schnitt  AB  derselben  liege,  und  sei  m 
das  im  Punkte  P vorhandene  Massenteilchen  der  Flüssigkeit.  Ein  im 
Punkte  p vorhandenes  Massenteilchen  in',  welches  von  m die  üulserst 
kleine  Strecke  »■  entfernt  ist,  wird  dann  auf  das  Massenteilchen  w»  mit  einer 
Kraft  wirken,  welche  wir  dem  Produkte  der  Massen  m ■ m und  irgend  einer 
Funktion  der  Entfernung  f(r)  proportional , also  gleich  m ■ m • f(r ) setzen 
können;  von  der  Funktion  f(j)  wissen  wir  nur,  daft  sie  verschwindet,  so- 
bald r gröfser  als  der  Radius  der  Wirkungssphäre  wird.  Ein  in  demselben 
Schnitt  in  derselben  Entfernung  r bei  p"  gelegenes  Massenteilchen  in  wird 
dann  auf  das  Massenteilchen  m genau  dieselbe  Wirkung  mm  f(r)  ausüben. 
Diese  Wirkungen  sind  nach  den  Verbindungslinien  Pp'  resp.  Pp"  gerichtet. 

Zerlegen  wir  diese  Wirkungen  jede  in  zwei  Komponenten,  die  eine 
senkrecht,  die  andere  parallel  der  im  Punkte  P errichteten  Normale  der 
Oberflächo,  so  heben  sich  die  senkrecht  zur  Normale  wirkenden  Kompo- 
nenten als  einander  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  auf.  Die  der  Nor- 
male parallel  gerichteten  Komponenten  dagegen  summieren  sich,  sie  geben 
also  eine  auf  das  bei  P liegende  Massenteilchen  m wirkende  Kraft 

2 • m • in  • f(r)  • cos  p’ PC. 


In  der  Nähe  des  Punktes  P,  und  soweit  die  Wirkungssphäre  der 
Moleküle  reicht,  fällt,  welches  auch  die  Gestalt  der  Oberfläche  ist,  der 
Schnitt  AB  mit  einem  Kreisbogen  zusammen,  dessen  Mittelpunkt  in  C liegt, 
dessen  Radius  p der  Krümmungsradius  des  Schnittes  AB  im  Punkte  P ist. 
Daraus  folgt,  da  das  über  dem  Durchmesser  eines  Kreises  beschriebene 
Dreieck,  dessen  dritte  Ecke  in  der  Peripherie  liegt,  an  dieser  dritten  Ecke 
rechtwinklig  ist,  daft 


somit  daft  die  aus  der  Wirkung  von  p und  p"  auf  P resultierende  der 
Normale  parallele  Komponente  gleich  ist 

2 mm  f(r)  • = mm’f(r) 

Die  Wirkung  aller  Flitssigkeitstoilchen  in  dem  Normalschnitt  A B auf 
das  Massenteilchen  m bei  P erhalten  wir,  wenn  wir  für  alle  je  zwei  in 
gleicher  Entfernung  liegenden  Massenteilchen,  deren  Abstand  von  P zwischen 
n und  dem  Radius  der  Wirkungssphäre  enthalten  ist,  denselben  Ausdruck 
bilden  und  alle  diese  Ausdrücke  summieren,  also  in  der  Summe 


£mm  f(r)  • 

v ' v 

Da  jedes  Glied  dieser  Summe  den  Faktor  hat,  so  können  wir  diesen 
Faktor  herausschreiben  und  erhalten  dann 

1 Zmm'  f(r)  ■ r = --  , 

wenn  wir  die  Summe  mit  dem  Zeichen  h bezeichnen. 

')  Man  sehe  Quincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXV.  p.  022. 
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30!) 


Denken  wir  uns  jet/.t  einen  zweiten  Normalsebnitt  durch  den  Punkt  P 
der  Oberfläche  gelegt,  welehor  senkrecht  zu  dem  Normalschnitt  A B ist  und 
den  Krümmungsradius  q hat,  so  gilt  für  diesen  ganz  dieselbe  Entwicklung. 
Wir  erhalten  deshalb  für  die  Wirkung  der  in  diesem  Schnitt  der  Oberfläche 
liegenden  FlUssigkeitsteilchen  auf  das  Teilchen  hei  P 

h 

9 


und  filr  die  Wirkung  beider  Schnitte  . 


Denken  wir  uns  jetzt  die  ganze  Oberfläche  um  den  Punkt  P durch 
unzählig  viele  Paare  von  je  zwei  zu  einander  senkrechten  durch  den  Punkt  P 
gelegter  Normalschnitte  gegeben,  so  wird  die  gesamte  durch  die  Gestalt  der 
Oberfläche  bewirkte  Spannung  gleich  sein  der  Summe  aller  der  Spannungen, 
die  wir  für  jedes  Schnittpaar  erhalten.  Ftir  irgend  ein  beliebiges  Schnitt- 
paar, deren  Krümmungsradien  q„  und  p'„  sind,  wird  die  Spannung  sein 


h 


und  die  ganze  Summe  können  wir  dann  bezeichnen  mit 


21, 


Bezeichnen  wir  nun  mit  1t  den  Radius  der  stärksten  Krümmung,  also 
den  kleinsten  Krümmungsradius,  mit  if,  den  Radius  der  schwächsten  Krüm- 
mung, also  den  gröfsten  bei  den  Schnitten  vorkommenden  Krümmungs- 
radius, so  ist  nach  einem  von  Euler  bewiesenen  Satze  immer 


1 

’ 


oder  die  Summe  der  reeiproken  Werte  dor  Krümmungsradien  zweier  zu 
einander  senkrechter  Schnitte  hat  bei  einer  gegebenen  Oberfläche  immer 
denselben  Wert  und  ist  gleich  der  Summe  dor  reeiproken  Werte  des  gröfsten 
und  kleinsten  Krümmungsradius.  Wir  können  demnach  aus  obiger  die  Ober- 
flächenspannung darstellenden  Summe  den  konstanten  Faktor  heraussehreiben 
und  erhalten  dann  für  dieselbe 


Die  in  diesem  Ausdrucke  vorkommende  Summe  2h  können  wir  noch 
in  folgender  Weise  näher  definieren.  Wir  bezeichnen  den  auf  die  Flächen- 
einheit einer  Kugeloberflächo  vom  Radius  1 infolge  der  Oberflächenspannung 
resultierenden  Druck  mit  fl.  Indem  wir  dann  den  eben  abgeleiteten  Aus- 
druck für  die  Oberflächenspannung  auf  die  Einheit  der  Oberfläche  beziehen 
unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Flüche  überall  dieselbe  Krümmung  hat 
als  im  Punkte  P , erhalten  wir  aus  demselben  die  Oberflächenspannung  der 
Kugel  vom  Radius  1,  indem  wir  li  = K , = 1 setzen,  somit  , 


2 ■ 2h  = //;  2h 


H 
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Damit  wird  dann  die  Oberflächenspannung  für  eine  irgendwie  gekrümmte 
Fläche 


In  einer  Ebene  ist  eine  solche  Oberflächenspannung  nicht  vorhanden, 
da  dort  die  zur  Normale  parallelen  Komponenten  gleich  Null  werden.  Das 
gibt  auch  unser  Ausdruck  zu  erkennen;  denn  bei  einer  Ebene  werden  sowohl 
Ti  als  Ti,  unendlich  grofs,  ihro  reciprokon  Werte  also  gleich  Null. 

Bei  einer  nach  aufsen  konvoxen  Oberfläche  tritt  diese  Oberflächen- 
spannung zu  dem  in  einer  ebenen  Oberfläche  derselben  Flüssigkeit  vor- 
handenen Normaldruck  hinzu,  indem  der  aus  dieser  Oberflächenspannung 
resultierende  Druck,  der  in  jedem  Normalschnitt  gegen  den  Mittelpunkt  der 
Krümmung  gerichtet  ist,  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit  wirkt. 

Bei  einer  nach  aufsen  konkaven  Fläche  AiBi  Fig.  97  ist  der  Normal- 
druck um  diese  Griifse  kleiner  als  in  der  Ebene,  da  die  auch  hier  gegen  C\ 
gerichtete  Oberflächenspannung  nach  aufsen  wirkt.  Nennen  wir  den  auf 
die  Flächeneinheit  bezogenen  Normaldruck  in  einer  ebenen  Oberfläche  der- 
selben Flüssigkeit  K,  so  erhalten  wir  für  den  in  einer  gekrümmten  Ober- 
fläche vorhandenen  Normaldruck1) 

worin  das  positive  Vorzeichen  für  konvexe,  das  negative  Vorzeichen  für 
konkave  Flächen  gilt.  Unterscheiden  wir  die  Krümmung  der  Oberfläche,  ob 
konvex  oder  konkav,  dadurch,  dafs  wir  die  Vorzeichen  der  Radien  positiv 
für  konvexe,  negativ  für  konkave  Radien  wählen,  so  können  wir  in  unserm 
Ausdrucke  dem  zweiten  Gliede  allgemein  das  positive  Vorzeichen  geben, 
also  setzen 

*-*+r(i  + i-)- 

Dafs  ein  solcher  Unterschied  des  Normaldruckes  in  nach  aufsen  kon- 
vexen und  nach  aufsen  konkaven  Flächen  in  der  That  vorhanden  ist,  zeigt 
eine  bekannte  Erscheinung  an  Seifenblason.  Die  Wände  einer  kugelförmigen 
mit  Luft  gelllllten  Seifenblase  sind  auf  der  äulsem  Seite  konvex,  auf  der 
innorn  konkav  gekrümmt.'  Auf  der  äufsem  Seite  ist  daher,  wenn  wir  den 
Radius  der  Seifenblase  mit  Ti  bezeichnen,  der  gegen  den  Mittelpunkt  der 
Kugol  gerichtete  Druck 

* P*=K+II±, 

auf  der  innern  Seite  der  von  dem  Mittelpunkt  fortgerichtete  Druck 


’)  Der  Satz  wurde  zuerst  abgeleitet  von  Thomas  Young,  Philosophical  Trans- 
actione  of  London  Itoyal  Society  for  1805  p.  65;  von  La  Place:  Sur  1 action  eapil- 
laire.  Supplement  au  X livre  du  traite  de  mdcanique  celcsto ; von  Poisson:  Nou- 
velle  thdorie  de  l'action  capillaire.  Paris  1831;  von  Gams:  l’rincipia  geueralia 
theoriae  figurac  fluidorum  in  statu  aequilibrii.  Commentat.  societ.  reg.  Göttingen 
T.  VII.  1832  p.  43  ff.  Man  sehe  auch  Moussou  l’oggend.  Ann.  lid,  (JXLtl.  p.  405  ff. 
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wenn  wir  den  Radius  der  innem  Kugelfläehe  wegen  der  sehr  geringen 
Dicke  der  flüssigen  Hülle  gleich  dem  der  äufsem  Kugelfläche  setzen.  Die 
beiden  Drucke  liefern  als  Resultierende  einen  gegen  den  Mittelpunkt  ge- 
richteten Druck 

P — P,  = 27/  j(  ■ 

Man  kann  diesen  Druck  leicht  wahrnehmen.  Denn  schliefst  man  das 
Rohr,  durch  welches  man  die  Blasen  dargestellt  hat,  mit  dem  Finger,  so 
behält  die  Blase  ihre  ursprüngliche  Gröl'se;  wenn  man  das  Rohr  aber  öffnet, 
so  sieht  man,  wie  die  Kugel  allmählich  kleiner  wird,  indem  jetzt  die  in 
der  Blase  vorhandene  Luft  jenem  Drucke  folgen  und  aus  dem  Rohr  ent- 
weichen kann. 

§ 72. 

Einflufs  der  Wände.  Auch  die  festen  Körper  üben,  wie  wir  sahen, 
auf  die  Flüssigkeitsteilchen  eine  anziehende  Wirkung  aus,  es  inufs  also  an 
den  Wänden  eines  mit  Flüssigkeit  gefüllten  Gefilfses  zwischen  den  Teilen 
der  festen  Wand  und  den  Flüssigkeitsteilchen  eine  Wechselwirkung  statt- 
linden.  Diese  Einwirkung  mufs  sich  in  doppelter  Weise  geltend  machen. 

Zunächst  mufs,  worauf  Poisson1)  zuerst  aufmerksam  machte,  in  der 
Nähe  einer  in  eine  Flüssigkeit  eingetauchten  Wand  eine  Änderung  in  der 
Dichtigkeit  der  Flüssigkeiten  bewirkt  werden.  Wenn  die  Lage  der  einzelnen 
Moleküle  im  Innern  der  Flüssigkeit  von  den  Anziehungen  der  umgebenden 
Moleküle  abhängt,  so  mufs,  wenn  die  Anziehung  der  Wandschicht  oine 
andere  ist  als  die  Anziehung  einer  an  derselben  Stelle  gedachten  Flüssig- 
keitsschiebt, die  Verteilung  der  Moleküle  in  derselben  eine  andere  werden, 
als  inmitten  der  Flüssigkeit.  Ist  die  Anziehung  der  Wand  auf  die  Flttssig- 
keitsmoleküle  eine  stärkere,  so  müssen  in  der  der  Wand  nächsten  Flüssig- 
keitsschicht  mehr  Moleküle  sich  ansammeln  als  in  anderen  parallel  dieser 
im  Innern  der  Flüssigkeit  liegenden  Schichten.  Die  der  Wand  zunächst 
liegende  Flüssigkeitsschicht  mufs  demnach  eine  gröfsere  Dichtigkeit  er- 
halten als  die  übrige  Flüssigkeit.  Diese  Verdichtung  mufs  sich  bis  auf 
eine  gewisse  Entfernung  von  der  Wandfläche  erstrecken,  denn  die  unmittel- 
bar an  der  Wand  anliegende  verdichtete  Schicht  mufs  eine  ähnliche  Wirkung 
auf  die  folgende  Schicht  ausüben,  als  die  Wand  auf  die  erste  Schicht,  welche 
indes  nicht  ganz  so  stark  sein  kann  als  die  Anziehung  der  Wand  selbst. 
In  dieser  Weise  erkennt  man,  dafs  die  Verdichtung  an  der  Wand  am 
gröfsten  sein  mufs,  und  dafs  mit  Entfernung  von  der  Wand  die  Dichtigkeit 
allmählich  abnehmen  mufs,  bis  sie  in  einem  gewissen  Abstande  von  der- 
selben die  normale  der  Flüssigkeit  wird. 

Das  Entgegengesetzte  mufs  eintreten,  wenn  die  Anziehung  der  Wand 
auf  die  Flüssigkeit  eine  kleinere  ist  als  jene  einer  an  der  Stelle  der  Wand 
gedachten  Schicht  derselben  Flüssigkeit. 

Die  in  der  Nähe  der  t)rand  befindlichen  Moleküle  erhalten  dann  gegen 
die  Flüssigkeit  bin  einen  stärkeren  Antrieb  als  gegen  die  Wand,  es  können 
deshalb  in  der  Nähe  der  Wand  nicht  so  viele  Moleküle  vorhanden  sein,  als 
in  entsprechenden  Schichten  im  Innern  der  Flüssigkeit. 

')  Poisson,  Nouvelle  theorie  de  l’action  capillaire.  Paris  1831.  Im  Auszage 
von  Link,  Poggend.  Ann.  XXV  und  XXVII. 
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Zweitens  aber  inufs  in  der  Nähe  der  Wand  eine  Krümmung  der  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  eintreten,  es  kann  die  Flüssigkeit,  wenn  wir  etwa  in 
eine  solche,  deren  Oberfläche  horizontal  ißt.  eine  vertikale  Wand  eintauchcn, 
nicht  bis  an  die  Wand  hin  eine  horizontale  ebene  Oberfläche  erhalten,  welche 
die  Wand  unter  einem  rechten  Winkel  schneidet,  sie  mufs  vielmehr  die 
Wand  unter  einem  andern  Winkel  schneiden,  welcher  von  den  Anziehungen 
der  Wand  zur  Flüssigkeit  und  von  der  Kohäsion  der  Flüssigkeit  ab- 
hängig ist. 

Um  das  zu  erkennen,  und  zugleich  zu  bestimmen,  von  welchen  Um- 
ständen die  Gröfse  dieses  Winkels  abhängt,  sei  Fig.  98  A B eine  feste  ver- 
tikale Wand,  welche  in  eine  Flüssigkeit  eintaucht,  deren  Oberfläche  in 

hinreichendem  Abstande  von  der  Wand 
horizontal  sei.  Die  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  sei  in  der  Nähe  der  Wand 
nach  aufsen  konkav  gekrümmt,  und 
das  letzte  an  der  Wand  anliegende 
Flüssigkeitselement  schneide  die 
Wandfläche  unter  dem  Winkel  ltC D 
F =9.  Es  sei  also  CD  Tangente  an 
der  Flüssigkeitsoberfläche  im  Schnitt- 
punkte. 

Auf  das  letzte  Flüssigkeitselement 
in  der  Oberfläche  wirken  dann  eine 
Reihe  von  Kräften,  welche  bei  der 
Beweglichkeitdcr  Flüssigkeitsteilchen 
sich  sämtlich  aufheben  müssen,  wenn 
das  Teilchen  im  Gleichgewicht  sein 
soll.  Diese  Kräfte  sind  erstens  ein  gewisser  Zug  in  der  Richtung  CN, 
normal  zur  Oberfläche  in  C,  lierrUhrend  von  der  Oberflächenspannung  der 
gegen  die  Wand  gekrümmten  Flüssigkeit,  zweitens  ein  Zug  nach  der  Rich- 
tung der  Tangente  CD,  welche  die  Tangentialkomponente  der  in  der  Ober- 
fläche wirksamen  Kräfte  ist.  Bei  der  Betrachtung  der  in  der  Oberflächo 
thätigen  Kräfte  im  vorigen  Paragraphen  fiel  diese  Kraft  heraus,  weil  in 
der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  diese  Kräfte  rings  um  den  betrachte- 
ten Punkt  dieselben  waren,  somit  sich  gegenseitig  aufhoben.  Hier  aber, 
wo  das  in  C befindliche  Flüssigkeitselement  nur  nach  der  Seite  dev  Flüssig- 
keit hin  eine  Anziehung  von  in  der  Oberfläche  befindlichen  Flüssigkeits- 
molekülen  erfährt,  ist  diese  Tangentialkomponente  der  oberflächlichen  An- 
ziehungen sehr  erheblich.  Drittens  üben  die  in  dem  Winkel  t>  vorhandenen 
Moleküle  der  Flüssigkeit  einen  Zug  aus,  dessen  Richtung  innerhalb  des 
Winkels  & liegt,  und  dessen  Stärke  wesentlich  abhängt  von  der  Verdich- 
tung der  Flüssigkeit  an  der  Oberfläche  der  Wand.  Dazu  kommt  viertens 
die  Anziehung  der  festen  Wand,  also  aller  Moleküle,  welche  in  einer  von 
C aus  mit  dem  Radius  der  Wirkungssphäre  in  das  Innere  des  festen  Kör- 
pers beschriebenen  Halbkugel  liegen,  auf  das  Flüssigkeitselement.  Die 
Richtung  des  sich  hieraus  ergebenden  resultierenden  Zuges  würde  einfach 
die  zur  Wand  normale  Richtung  C IV  sein,  wenn  wir  die  Wand  als  ganz 
homogen  betrachten  dürfen.  Das  wird  indes  nicht  der  Fall  sein,  vielmehr 
wird  die  in  die  Flüssigkeit  tauchende  Wandschicht  durch  die  Anziehung 
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der  Flüssigkeit  eine  Lockerung  erfahren  haben,  infolge  deren  die  Anziehung 
der  untern  Hälfte  der  Halbkugel  ohne  Zweifel  eine  etwas  andere  geworden 
ist,  als  diejenige  der  obern  Hälfte.  Die  Richtung  der  Resultierenden  wird 
deshalb  in  den  Winkel  W CA  fallen. 

Zu  diesen  molekularen  Anziehungen  würde  dann  noch  die  Wirkung 
der  Schwere  kommen,  welche  wir  indes  gegenüber  den  molekularen  An- 
ziehungen nach  den  Bemerkungen  dos  § 70  als  verschwindend  klein  aufser 
Acht  lassen  dürfen. 

Wir  bilden  nun  von  allen  diesen  Kräften  ihre  Komponenten  erstens 
parallel  CD,  sei  diese  Komponente  gleich  F', , zweitens  parallel  AB,  sei 
diese  gleich  F3,  und  zwar  positiv,  wenn  dieselbe  nach  A hin,  also  von  der 
Flüssigkeit  nach  aufsen  gerichtet  ist  und  drittens  parallel  CM',  sei  diese 
gleich  F’3. 

Die  Resultierende  F,  hängt  nur  von  der  Anziehung  der  Flüssigkeit 
auf  das  betrachtete  Element  ab,  dieselbe  wird  deshalb  einfach  proportional 
der  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Oberflächenspannung  respektive 
der  Konstanten  H gesetzt  werden  dürfen,  da  der  hauptsächlichste  Teil  dieser 
Resultierenden  die  tangentialo  Komponente  der  in  der  Oberfläche  liegenden 
Flüssigkeitsteilchen  ist,  welche  nach  der  Bezeichnung  des  vorigen  Para- 
graphen proportional  Emm  f(r)  ist.  Die  Kräfte  F’s  und  F3  dagegen  hängen 
wesentlich  von  der  Anziehung  des  Festen  und  des  Flüssigen  ab,  also  von 
der  Adhäsion  des  Flüssigen  zum  Festen. 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  ist  nun,  dafs  diese  an  dem  Flüssig- 
keitselemente  wirkenden  Kräfte  sich  aufheben.  Stellen  Ft,  F%,  F's  (Fig.  99) 
der  Gröfse  und  Richtung  nach  die  drei  resultierenden  Kräfte  dar,  so  er- 
kennt man  sofort  aus  der  Bedingung 
des  Gleichgewichtes , dafs  je  zwei  der- 
selben eine  Mittelkraft  geben  müssen, 
welche  der  dritten  an  Gröfse  gleich, 
aber  der  Richtung  nach  entgegen- 
gesetzt sein  rnufs,  dafs  die  drei  Kräfte 
sich  verhalten  müssen  wie  die  Seiten 
eines  Dreiecks,  welches  aus  den  Kräf- 

ten  mit  den  Nebenwinkeln  der  Winkel,  ^ * 

die  sie  mit  einander  bilden,  konstruiert 
wird.  Denn  bilden  wir  mit  den  Kräften 
F,  und  F’2  das  Kräfteparallelogramm, 
so  mufs,  wenn  Gleichgewicht  vorhan- 
den sein  soll,  die  Diagonale  C 1 V,= C W 
sein  und  W IV,  mnis  eine  gerade  Linie 
bilden.  Demnach  ist  in  dom  Dreieck 
ACWy  der  Winkel  AC IV,  der  Neben- 
winkel des  Winkels  co, , welchen  /•) 
und  F's  mit  einander  bilden,  der  Winkel  A H',6'  = DC  Wt  ist  Nebenwinkel 
des  Winkels  u3,  den  F',  und  F3  einschliefsen,  und  schliefslich  CAW,  ist 
Nebenwinkel  von  s>3.  Da  nun  in  einem  Dreiecke  sich  die  Seiten  verhalten 
wio  die  Sinus  der  Gegenwinkel,  so  können  wir  die  Gloichgewiektsbedingung 
schreiben  p^  p*  p 

sin  o),  sin  tu,  sin  co,  ’ 


Fi*.  99. 
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wo  wir  an  Stelle  der  Sinus  der  Dreieckswinkel  die  Sinus  der  Nebenwinkel, 
welche  die  Kräfte  mit  einander  einschliefsen,  geschrieben  haben. 

Nennen  wir  den  Nebenwinkol  von  os3,  den  Winkel,  welchen  das  letzte 
Überflächenelement  mit  der  Wandfläche  bildet,  9,  so  ist  nach  dem  ver- 
allgemeinerten pythagoreischen  Lehrsatz 

C 1F,2  = Fs*  = F,*  + Fs*  — 2 F,  Fs  cos  9 , 


somit  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  für  den  Winkel  9 


cos  9 = 


F,’ 


+ - F,» 

2F.F, 


In  unserem  speciolleren  Falle  ist  der  der  Seite  F,  gegenüberliegende 
Winkel,  da  wir  Ft  parallel  der  Wandflächo  Fs  senkrecht  zu  derselben  ge- 
nommen haben,  ein  Rechter,  somit 

F * F 2 = F * 

rl  r3  1 

und  demnach 

Fa 

cos  0 = -ff-  • 


Es  folgt  somit,  dal's  der  Winkel  ö,  unter  welchem  die  OberHilche  der 
Flüssigkeit  die  WandHilche  schneidet,  nur  von  dem  Verhiiltnis  der  beiden 
Kräfte  F,  und  h\  abhängig  ist,  von  denen  die  zweite  nur  von  der  Kohäsion 
der  Flüssigkeit,  welche  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung  der  Kon- 
stanten in  dem  Ausdrucke  für  die  Oberflächenspannung  gleich  gesetzt  wer- 
den kann,  und  Ft  wesentlich  von  der  Adhäsion  des  Flüssigen  zum  Festen 
abbängt.  Es  folgt  somit,  dafs  ein  und  dieselbe  Flüssigkeit  Wandflächen 
eines  und  desselben  festen  Körpers  immer  unter  demselben  Winkel,  den 
man  als  den  Randwinkel  bezeichnet,  schneiden  muls. 

Die  Krümmung  der  Oberfläche  gegen  den  festen  Körper  hin  kann  sich 
nicht  auf  das  letzte  Flüssigkeitselement  beschränken,  sie  mufs  vielmehr  sich 
bis  zu  einem  gewissen  Abstande  von  der  Wandfläche  erstrecken,  der  er- 
heblich gröfser  ist  als  der  Radius  der  Wirkungssphäre.  Je  weiter  wir  uns 
aber  von  der  Wand  entfernen,  um  so  mehr  mufs  der  Winkel  0 sich  einem 
Rechten  nähern,  die  Oberfläche  mufs  allmählich  in  die  ebene  übergehen. 
Zunächst  erkennt  man,  dafs  mit  einer  Entfernung  von  der  Wand  innerhalb 
des  Radius  der  Wirkungssphäre  des  festen  Körpers  F4  kleiner  werden  mufs, 
er  wird  aber  noch  nicht  in  einem  dem  Radius  der  Wirkungssphäre  gleichen 
Abstande  zur  Null,  da,  wie  wir  sahen,  in  der  Nähe  der  festen  Wand  eine 
Änderung  in  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeiten  eintritt.  Die  in  der  Dichtig- 
keit geänderten  Flüssigkeitsschichten  wirken  aber  auf  die  in  der  Richtung 
gegen  die  Flüssigkeiten  weiter  folgenden  in  demselben  Sinne  nur  schwächer 
ein  als  die  feste  Wand  auf  die  nächstliegenden , deshalb  ninunt  der  Zähler 
des  Ausdruckes  für  cos  9 mit  Entfernung  von  der  Wand  stetig  ab.  Von 
da  ab,  wo  derselbe  gleich  Null  geworden  ist,  treten  wieder  die  gewöhn- 
lichen Gleichgewichtsbedingungen  der  Flüssigkeit  ein,  es  bleibt  nur  der  in 
der  Ebene  vorhandene  Normaldruck  übrig,  dem  die  elastische  Reaktion 
der  unter  der  Oberfläche  liegenden  Flüssigkeit  das  Gleichgewicht  hält,  die 
Oberfläche  stellt  sich  wieder  normal  zu  den  wirksamen  Kräften. 

Der  Winkel  0 ist  ein  spitzer,  wenn  F„  positiv  ist,  wenn  also  die 
sämtlichen  parallel  der  Wand  gerichteten  Kräfte  von  der  Oborfläche  der 
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Flüssigkeit  nach  aufsen  gerichtet  sind,  es  ist  das  stets  der  Fall,  wenn  die 
Flüssigkeit  die  Wand  benetzt,  wie  wir  schon  daraus  schließen  können,  dafs 
wir  in  dem  Falle  an  einer  vertikal  aus  der  Flüssigkeit  gezogenen  Wand 
Flüssigkeit  mit  emporheben  können.  Deshalb  sieht  man  auch  stets,  dal's 
eine  die  Wand  benetzende  Flüssigkeit  sich  an  der  Wand  emporzieht.  Die 
Oberflftche  nimmt  die  Fig.  98  dargestellte  Gestalt  an. 

Der  Winkel  O ist  ein  stumpfer,  wenn  negativ  ist,  das  keifst  wenn 
die  sämtlichen  der  Wand  parallelen  Komponenten  der  Kräfte,  welche  wir 
bei  der  vorigen  Zerlegung  erhalten,  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit,  in 
der  Zeichnung  also  nach  unten  gerichtet  sind.  Es  ist  das  dann  der  Fall, 
wenn  die  Wand  nicht  von  der  Flüssigkeit  benetzt 
wird,  wenn  also  eine  in  die  Flüssigkeit  einge- 
tauchte vertikale  Wand  keine  Flüssigkeit  mit 
herauszuheben  imstande  ist.  In  dem  Falle,  z.  ü. 
wenn  wir  eine  Glaswand  in  Quecksilber  tauchen, 
sehen  wir  auch,  dafs  die  Oberfläche  in  der  Nähe 
der  Wand  herabgedrückt  wird,  sie  nimmt  die  in 
Fig.  100  dargestellte  Form  an,  sie  ist  in  der 
Nähe  der  Wand  nach  aufsen  konvex  gekrümmt. 

Die  hier  durchgeführten  Betrachtungen  zeigen, 
dafs  in  zwei  Fällen  an  einer  festen  Wand  über- 
haupt kein  Gleichgewichtszustand  eintreten  kann, 
nämlich  erstens  wenn  Ft  > f\ , denn  in  dem  Falle 
erhalten  wir  für  den  cos  -9  einen  Wert,  der  gröfser 
ist  als  1,  und  zweitens,  wenn  die  Summe  der  zur 
Wand  normalen  Komponenten  negativ  ist,  die 
Resultierende  F,  also  von  der  Wand  gegen  die  Flüssigkeit  gerichtet  ist.  Welche 
Erscheinungen  dann  eintreten  müssen,  werden  wir  später  kurz  besprechen. 

Wenn  wir  der  einen  festen  Wand  in  einer  Flüssigkeit  eine  andere  in 
hinreichend  kleiner  Entfernung  gegenüberstellen,  oder  wenn  wir  in  die 
Flüssigkeit  eine  enge,  sogenannte  kapillare 
Röhre  eintauchen,  so  nrafs  die  ganze  Ober- 
fläche im  Innern  gekrümmt  werden.  Wenn 
die  Flüssigkeit  die  Wand  benetzt,  so  mufs 
sie  sich  in  der  Röhre  rings  an  der  Wand 
emporziehen  und  ein  Durchschnitt  durch  die 
Oberfläche  mufs  die  Gestalt  3fOX  Fig.  101 
A annehmen.  Wird  die  Wand  von  der  Flüssig- 
keit nicht  benotzt,  so  mufs  diese  rings  an  der 
Wand  herabgedrückt  werden,  ein  Durchschnitt 
nimmt  die  Gestalt  31j  0,3/,  Fig.  101  B an. 

In  Röhren  von  kreisförmigem  Querschnitt  mufs  diese  Fläche  eine  Ro- 
tationsfläche werden,  da  dann  jeder  Durchschnitt  durch  die  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  dieselbe  Gestalt  haben  mufs.  Ist  der  Durchmesser  der  Röhre 
nicht  zu  grofs,  so  ist  die  Fläche  sehr  nahe  eine  Kugelfläche,  wir  Wollen  sie 
als  das  Segment  einer  solchen  betrachten1). 


')  Diese  Annahme  ist  strenge  genommen  nur  für  sehr  enge  Köhren  gültig. 
Man  sehe  darüber  außer  l'oisson  a.  a.  0.  llageu,  Poggend.  Ann.  Bd.  LXVIl  p.  1. 
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Wir  haben  bei  der  Bestimmung  des  Winkels  0 erwähnt,  dafs  die 
Wirkung  der  Schwere  bei  Betrachtung  der  an  der  Wand  wirksamen  Kräfte 
aufser  Acht  gelassen  werden  kann.  Es  folgt  daraus,  dafs  dor  als  Rand- 
winkol  bezeichnete  Winkel  ff  bei  derselben  Flüssigkeit  und  derselben  Sub- 
stanz der  Wandfläehe  auch  immer  derselbe  sein  mufs.  Wir  werden  sehen, 
dafs  die  Erfahrung  diese  Folgerung  bestätigt1). 

Wir  wollen  den  konstanten  Randwinkel  stets  mit  ff,  seinen  Neben- 
winkel, wenn  wir  denselben  in  unsere  Gleichungen  einführen,  zum  Unter- 
schiede mit  dem  grofsen  griechischen  Buchstaben  0 bezeichnen. 

§ 73. 

Niveauvoränderungen  in  kapillaren  Böhren.  Da,  wie  wir  in 

g 71  sahen,  der  molekulare  Druck,  den  eine  Flüssigkeitsoberiläche  durch 
die  Wirkung  der  Flüssigkeitsmoleküle  auf  sich  selbst  erfährt,  verschieden 
ist  je  nach  der  Gestalt  der  Obertläche,  so  folgt,  dafs  durch  die  Veränderung 
der  Oberfläche  das  Niveau  einer  Flüssigkeit  in  engen  Röhren  ein  anderes  sein 
mufs  als  iu  damit  kommuniciorenden  weiten  Röhren  oder  als  in  einem  weiten 
mit  Flüssigkeit  gefüllten  Gefäfs,  in  welches  die  enge  Röhre  eingetaucht  ist. 

Beginnen  wir  mit  dem  Falle,  wo  die  Röhre  benetzt  wird,  die  Flüssig- 
keitsoberfläche also  konkav  ist. 

Wenn  die  Obertläche  einer  Flüssigkeit  konkav  ist,  so  ist,  wie  wir 
sahen,  der  Druck,  den  die  Flüssigkeitshaut  nach  dem  Innern  der  Flüssig- 
keit ausübt,  kleiner  als  bei 
ebenen  Flächen.  Wird  daher 
in  eine  Flüssigkeitsmasse  mit 
ebener  Oberfläche  MN  (Fig.  102), 
z.  B.  Wasser,  eine  enge  Röhre  ge- 
stellt, deren  Wände  benetzt  wor- 
den, so  ist  aulserhalb  der  Röhre 
der  vertikal  herabgehende  Druck, 
der  aus  der  Schwere  der  Flüssig- 
keit und  dem  Normaldruck  zu- 
sammengesetztist, gröfser  als  im 
Innern  der  Röhre.  Auswärts  ist, 
wenn  wir  mit  g den  aus  der  Wir- 
kung der  Schwere  hervorgoben- 
den  Druck  bezeichnen,  der  ver- 
tikal abwärts  gehende  Druck  in  jedem  der  Einheit  gleichen  Stücke  der  Ober- 
fläche gleich  <j  -f-  K,  im  Innern  der  Röhre  aber  gleich  //  -f-  K — </.  wenn  wir 

K.  Dt, «uns,  Annalen  de  chim.  et  de  phys.  3.  Serie.  T.  1,1.  Wertheim,  Annales 
de  chim.  et  de  phys.  3.  Serie.  T.  LXI1I. 

')  Der  Satz  von  der  Konstanz  des  Kandwinkels  wurde  zuerst  von  Thomas 
Young  lectures  on  natural  philosophy  II  p.  686.  1807.  Young  Works  I p.  469  ff. 
(Encycl.  Britt.  1816)  abgeleitet.  Man  sehe  Quincke , Annalen  der  Physik  und 
Chemie,  neue  Folge,  Bd.  II,  p.  147  ff.  Ähnlich  leitet  ihn  ab  Mouticr  C.  R.  LXX 
p.  612.  In  anderer  Weise  gelangen  J.a  TIacc,  Theorie  capillaire  im  Supplement 
zum  10.  Buche  der  Möcanique  edleste,  daraus  Gilbert,  Annalen  Bd.  XXXIII, 
Pbisson,  Nouvelle  theorie  de  l’Action  capillaire,  Paris  1831,  Gauss,  principia 
generalia  theoriae  figurae  fluidorum  in  statu  aequilibrii.  Com.  soc.  reg.  Göttingen 
T.  VII.  p.  43  ff  1832,  ,1/oasson,  Poggcnd.  Ann.  Bd.  CXLVII,  p.  405  ff.  zu  dem 
gleichen  Resultate. 


Kig.  102. 
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die  Oberflächenspannung  mit  q bezeichnen.  Legen  wir  durch  die  Flüssigkeit 
eine  mit  der  Oberfläche  parallele  Ebene  M' N',  so  mufs  Uber  dieser  in  der  Röhre 
die  Flüssigkeit  soviel  höher  stehen  als  aufserhalb,  dafs  das  Gewicht  der 
über  dem  äufseron  Niveau  gehobenen  Flüssigkeit  gleich  ist  der  Differenz 
zwischen  dom  vertikal  abwärts  gerichteten  Drucke  in  einem  dem  Quer- 
schnitt der  Rübro  gleichen  Flächenstücke  des  äufseren  ebenen  Niveaus  und 
demselben  in  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  im  Innern  der  Röhre.  Denn 
wir  wissen,  dafs  eine  der  Schwere  unterworfene  Flüssigkeit  nur  dann  im 
Gleichgewicht  sein  kann,  wenn  der  Druck  in  allen  Punkten  einer  horizon- 
talen Schicht  derselbe  ist.  Denken  wir  uns  nun  in  c ein  dem  Querschnitt 
f der  Röhre  gleiches  Flächenstück,  so  ist  der  dort  wirksame  Druck,  wenn 
wir  gleichzeitig  mit  s die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  bezeichnen, 

s-f-cd  + f-K. 

Im  Punkte  b senkrecht  unter  der  Röhre  wirkt  das  Gewicht  der  Flüssig- 
keitssäule ha  vom  Querschnitt  /',  das  Gewicht  des  Meniskus,  welcher  Uber 
der  durch  a gelegten  Ebene  gehoben  ist,  das  mit  in  bezeichnet  werde,  und 
die  Vertikalkomponente  der  in  der  gekrümmten  Fläche  wirkenden  Ober- 
flächenspannung. Um  zunächst  die  letztere  zu  bestimmen,  denken  wir  uns 
ein  Flächenelement  df  in  der  Oberfläche,  welches  mit  der  Horizontalobene 
den  Winkel  ip  bildet.  Der  Normaldruck  in  diesem  Elemente  (A  — q)df 
bildet  dann  mit  der  Vertikalen  denselben  Winkel  <jp,  und  die  vertikale  Kom- 
ponente ist  somit 

cos  q>  (K  — q)  df. 

Cos  q>  • df  ist  mm  aber  die  horizontale  Projektion  dos  Flächenelemen- 
tes df\  somit  ist  die  vertikale  Komponente  der  in  dem  Flüchenelement 
wirkenden  Oberflächenspannung  gleich  dem  Produkte  aus  dieser  Spannung 
in  die  horizontale  Projektion  des  Flächenelements.  Was  für  dieses  Element 
gilt,  gilt  fllr  alle;  somit  ist  die  vertikale  Komponente  der  Oberflächen- 
spannung einfach  gleich  (K  — q)  • /",  da  der  Querschnitt  der  Röhre  die 
horizontale  Projektion  der  Oberfläche  in  der  Röhre  ist. 

Der  in  b wirksame  Druck  ist  somit 

s • f ■ ab  -f-  m -f-  (K  — q)  ■ f, 
und  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  wird 

8 • f • ab  -f-  »i  -{-  (K  — q)  • f = 8 • f ■ cd  -f-  f • K 

oder 

s • f (ab  — cd)  -f-  m »=»  q • f. 

■ Wird  die  Röhre  von  der  Flüssigkeit  nicht  benetzt,  tauchen  wir  z.  B. 
eine  Glasröhre  in  Quecksilber,  so  ist  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  der 
Röhre  konvex  (Fig.  103).  Dadnrch  ist  nach  dem  Frühem  der  vertikal  ab- 
wärts gehende  Druck  im  Innern  dor  Röhre  gröfser  als  aufserhalb,  und  es 
ist  klar,  dafs  deshalb  die  Höhe  der  Flüssigkeit  in  der  Röhre  kleiner  sein 
mufs  als  aufserhalb. 

In  ganz  gleicher  Weise  wie  vorhin  folgt  dann  wieder,  dafs  der  Ge- 
wichtsunterschied der  Flüssigkeitssüulen  cd  • s • f und  ab  • s • f -f-  m der 
Differenz  der  vertikalen  Drucke  bei  a und  d gleich  sei;  es  mufs 


s • f {ab  — cd)  m = — qf 

sein. 
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Diese  Folgerungen  lassen  sich  leicht  durch  den  Versuch  bestätigen. 
Tauchen  wir  eine  enge  Glasröhre  in  eine  Flüssigkeit,  welche  die  Röhren- 
wllnde  benetzt,  so  wird  im  Innern  derselbe*  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 

konkav,  und  die  Flüssigkeit  er- 
hebt sich  bedeutend  über  das 
Niveau  der  äufsem  Flüssigkeit. 
Umgekehrt  zeigt  sich  eine  De- 
pression bei  konveier  Oberfläche 
beim  Eintauchen  einer  Röhre  in 
das  sie  nicht  benetzende  Queck- 
silber. Man  kann  diese  Thatsache 
sehr  anschaulich  machen  bei  An- 
wendung U - förmig  gebogener 
Glasröhren  (Fig.  104),  deren  einer 
Schenkel  sehr  weit,  der  andere 
aber  sehr  eng  ist.  Füllt  man  ein 
solches  Rohr  mit  Wasser,  so  sieht 
man,  wie  in  Fig.  104,  dafs  das 
Wasser  in  dem  engen  Schenkel  um  vieles  höher  steht  als  im  weiten,  während 
die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  in  dem  weiten  Rohre  eine  viel  geringere 
Krümmung  besitzt  als  in  dem  engen  Rohre.  Das  Umgekehrte  zeigt  sich, 
wenn  man  in  dasselbe  Glasrohr  Quecksilber  giel'st.  Das  Quecksilber  steht 
dann,  wie  Fig.  105,  im  engen  Rohre  viel  tiefer  als  im  weiten  Rohre. 

Durch  einen  andern  Versuch  kann  man  es  sehr  deutlich  bestätigen, 
dafs,  wie  wir  soeben  nachwiesen,  die  Erhebung  der  Flüssigkeiten  bei  be- 
netzonden,  die  Depression  bei  nicht  benetzenden, 
nur  von  der  Krümmung  der  Oberfläche  abhängig 
ist.  Versieht  man  ein  anderes  Gefäfs  (Fig.  106) 
mit  einer  engen  Röhre  a,  und  taucht  dieselbe  so 
weit  in  Wasser,  dafs  das  untere  Ende  der  engen 
Röhre  unter  die  Oberfläche  des  Wassers  reicht, 
so  steigt  das  Wasser  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  h 
über  dem  äufsem  Niveau ; zieht  man  nun  das  Gefäfs 
aus  der  Flüssigkeit  allmählich  heraus,  so  mufs  in 
der  engen  Röhre  das  Wasser  immerfort  die  Höhe  li 
Uber  dem  Niveau  des  äufsem  Wassers  besitzen, 
weil,  wie  wir  sahen,  die  Höhe,  bis  zu  der  die 
Flüssigkeit  ansteigt,  proportional  ist  der  durch 
die  Krümmung  der  Oberfläche  entstehenden  Druckdifferenz.  Und  das  mufs 
selbst  der  Fall  sein,  wenn  ein  Teil  des  weiten  GefUfses  aus  der  Flüssigkeit 
hervorragt.  Denn  der  Druck  in  b hängt,  wie  wir  früher  sahen,  nicht  ab 
von  der  Form  des  Gofäfses,  sondern  nur  von  der  Höhe  ba  der  Flüssigkeit 
Uber  b.  Wie  der  Versuch  zeigt,  kann  man  auf  diese  Weise  ziemlich  grofse 
Flüssigkeit^säulen  heben. 

Taucht  Ina n dieses  Gefäfs  umgekehrt,  wie  in  Fig.  107,  in  Quecksilber, 
so  ist  die  Depression  ab  des  Quecksilbers  dieselbe,  als  wenn  man  eine  Glas- 
röhre von  der  Weite  der  engen  angesetzten  Röhre  in  Quecksilber  ointanchen 
würde,  wie  es  nach  dem  Vorigen  die  Theorie  verlangt. 


Fig.  103. 
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Einen  noch  evidenteren  Versuch  führt  La  Place  in  seiner  „Theorie 
capillaire“  an. 

Taucht  man  ein  heberförmiges  Glasröhrchen,  wie  ABC  (Fig.  108), 
senkrecht  so  tief  in  Wasser,  dafs  der  kürzere  Schenkel  ganz  untergetaucht 
ist,  so  steigt  das  Wasser  in  dem  längem  Schenkel  bis  zu  einer  gewissen 
Höbe  a Uber  das  Niveau  der  Uufsem  Flüssigkeit  AJ.  Zieht  man  nun  das 


Röhrchen  heraus,  so  bildet  sich  bei  A ein  konvexer  Tropfen,  und  sofort 
sieht  man,  wie  die  Flüssigkeit  in  dem  längorn  Schenkel  höher  steigt  bis  b, 
weil  jetzt  in  der  konvexen  Oberfläche  bei  A der  vertikal  abwärts  gerichtete 
Druck  gröfser  ist  als  vorher  in  der  ebenen 
Oberfläche  der  äufsem  Flüssigkeit.  Nimmt 
man  nun  den  Tropfen  vorsichtig  fort,  so  wird 
die  Konvexität  bei  A kleiner,  und  man  sieht 
dann,  dafs  dem  entsprechend  die  Flüssigkeit  in 
BC  sinkt;  hat  man  schliefslich  die  Begrenzungs- 
flilche  der  Flüssigkeit  in  A durch  fortgesetzte 
Wegnahme  des  Tropfens  eben  gemacht,  so  ist 
die  Höhe  der  Flüssigkeit  in  BC  wieder  ebenso, 
wie  sie  war,  als  das  Röhrchen  in  das  Wasser 
eingetaucht  war.  Wenn  man  dann  durch  vor- 
sichtiges Zulegen  von  Tröpfchen  in  A die  frühere 
Konvexität  wieder  herstellt,  so  steigt  auch  das  Wasser  in  BC  wieder  zu 
seiner  frühem  Höhe  an. 

Einen  ähnlichen  Versuch  gibt  La  Place  an,  um  zu  zeigen,  dafs  die 
Depression  und  Erhebung  der  Flüssigkeit  der  gleichen  Ursache  angehören. 

Giefst  man  in  eine  Glasröhre  (Fig.  109),  bei  welcher  der  weitere 
Schenkel  länger  ist  als  der  enge,  Alkohol,  so  wird  zunächst  der  Alkohol  in 
dem  engen  Schenkel  höher  stehen  als  im  weiten.  Durch  langsames  und  vor- 
sichtiges Nachtröpfeln  von  Alkohol  bewirkt  man  nun,  dafs  die  Flüssigkeit 
in  dem  engen  Schenkel  gerade’das  Ende  erreicht;  zunächst  bleibt  die  Ober- 
fläche konkav,  und  der  Alkohol  steht  im  weitem  Schenkel  gerade  soviel 
tiefer  als  vorher.  Durch  weiteres  vorsichtiges  Nachtröpfeln  kann  man  dann 
bewirken,  dafs  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  bei  b erst  eben,  dann  wie  bei 
dem  vorigen  Versuche  ein  konvexer  Tropfen  wird.  Man  beobachtet  dann 
auch,  dafs  bei  ebener  Begrenzung  in  b die  Flüssigkeit  im  weiten  Schenkel 
nahezu  die  gleiche  Höhe  hat  als  im  engen,  und  bei  konvexer,  dafs  die 


Fi*.  108.  Fig,  io». 
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Flüssigkeit  in  dem  weiten  viel  höher  steht;  ein  Beweis,  dafs  die  Erhebung 
oder  Depression  in  einer  Röhre  nur  von  der  Gestalt  der  Oberfläche  und 
somit  von  der  Oberflächenspannung  abbängt. 


§ 74. 

Steighöhen  in  verschiedenen  Räumen.  Wir  gelangten  vorhin  zu 
dem  Resultat,  dafs  in  einer  kapillaren  Röhre  das  Gewicht  der  gehobenen 
oder  deprimierten  Flüssigkeit  gleich  sein  mufs  der  Druckdifferenz  in  der 
gekrümmten  Oberfläche  der  Flüssigkeit  im  Innern  der  Röhre  und  in  einem 
dem  Querschnitt  der  Röhre  gleichen  FlUchenstücke  der  ebenen  Oberfläche. 

Behalten  wir  die  vorhin  gebrauchte  Bezeichnung  bei  und  setzen  die 
Differenz  ab  — cd,  die  Steighöhe  der  Flüssigkeit  gleich  h,  so  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  derselben 

sfh  -}-»«  = + qf, 

wobei  zu  beachten  ist,  dafs  q die  mittlere  Oberflächenspannung  der  flüssigen 
Oberfläche  in  der  Röhre  ist,  das  heifst  die  Oberflächenspannung  für  die 
Einheit  der  Fläche,  vorausgesetzt,  dafs  dieselbe  an  allen  Punkten  der  Ober- 
fläche die  gleiche  ist.  Wenn  wir  das  Vorzeichen  von  q wie  im  § 71  be- 
stimmen, also  positiv  setzen,  wenn  die  Fläche  konvex  nach  aufsen,  dagegen 
negativ,  wenn  die  Fläche  nach  aufsen  konkav  ist,  können  wir  das  doppelte 
Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  fortlassen  und  schreiben 


sfl,  + iii  = - qf. 


Nehmen  wir  Röhren  von  kreisförmigem  Querschnitt  und  solchem  Durch- 
messer, dafs  die  Oberfläche  im  Innern  derselben  ein  Kugelsogment  ist,  so 
erhalten  wir  aus  der  allgemeinen  Gleichung  der  Oberflächenspannung 


1 


II 

8 


da  in  einer  Kugel  alle  Krümmungsradien  und  an  allen  Stellen  gleich  und 
gleich  dem  Radius  q der  Kugel  sind  , 

H 


Q 


9 ’ 


somit  für  das  Gewicht  der  in  einer  solchen  Röhre  gehobenen  Flüssigkeit 
sfh  + m = — H f (1) 

Das  Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit  hängt  somit  ab  von  dem 
Krümmungsradius  der  Flüssigkeitsoberfläche  und  dem  Querschnitt  der  Röhre. 
Dieser  Krümmungsradius  der  Flüssigkeitsoberfläche  läfst.  sich  direkt  ans 
dem  Radius  der  Röhre  bestimmen.  Ist  ab  (Fig.  110)  die  Röhre  und  ust 
die  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  o der  Mittelpunkt  der  kugelförmigen  Ober- 
fläche und  der  Radius  der  Röhre  gleich  r,  so  ist 


on  — q — 


Legen  wir  nun  im  Punkte  u an  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine 
Tangente,  so  bildet  diese  mit  der  Röhrenwand  nach  der  Seite  der  Flüssig- 
keit hin  den  Winkel  ft,  welcher  für  dieselbe  Flüssigkeit  und  für  dasselbe 
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Material  (1er  Röhrenwand  konstant  ist,  da  0 der,  wie  wir  sahen,  unter  dieser 
Voraussetzung  konstante  Winkel  ist,  unter  wolchem  die  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  die  Wand  der  Röhre  schneidet.  Da  nun  oit  senkrecht  zur 
Tangente  und  uv  senkrecht  zur  Röbrenwand  u«  in  u ist,  so  folgt,  dafs  der 
Winkel  vuo  das  Supplement  von  0,  also  gleich  0 ist,  somit 

r 

ou  ==  g — at  • 
v cos  0 


Setzen  wir  diesen  Ausdruck  in  die  oben  erhaltene  Gleichung  für  das 
Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit  ein,  so  wird 

.*  fli  -}-  m = — II  • cos  0 ■ ^ — II-  cos  0 • £ (2). 


Die  Gleichung  zeigt  unmittelbar,  dafs,  wenn  der  RaDdwinkel  0 < 90°, 
die  Flüssigkeit  in  der  engen  Röhre  höher  steht,  da  dann  cos  0 und  damit 
h einen  positiven  Wert  hat,  dafs  dagegen,  wenn  0>  90"  eine  Depression 
der  Flüssigkeit  stattfindet. 

Da  der  Querschnitt  der  Röhre 


so  ist  auch 
oder 


sfh-\-m  — H-  cos  0 • n - r , 


ft  fh  + m 
2 *r 


H 

— ■ cos 


0 


(3). 


Der  Nenner  auf  der  linken  Seite  ist  der  innere  Um- 
fang der  Röhre;  den  Quotienten  aus  dem  Gewichte  der 
gehobenen  Flüssigkeit  und  dem  Röhrenumfange  können 
wir  somit  bezeichnen  als  das  von  der  Längeneinheit  der 
llerührungslinie  zwischen  Flüssigkeit  und  fester  Wand 
gehobene  Flüssigkeitsgewicht,  und  gelangen  dann  zu  dem 
Satze,  dafs  dieses  Gewicht  unabhängig  ist  von  der  Weite 
der  Röhro  und  nur  abhängt  von  der  Beschaffenheit  der 
Flüssigkeit  und  derjenigen  der  festen  Wand,  da  die  Kon- 
stanten H und  0 nur  von  dieser  abhängen. 

Dividieren  wir  die  Gleichung  (2)  durch  f,  so  wird 

, , m ,r  . t 

s/t  -f-  ~y  — II  ’ cos  fr  r i 


Fig.  110. 


bei  den  vorausgesetzten  engen  Röhren  können  wir  nun  das  Gewicht  des 
Meniskus  vernachlässigen  und  erhalten  dann 


sh  = II  ■ cos  0 • 


H \ 1 

h = - • cos  0 — = a“  cos  . 

8 r r 

jj 

wenn  wir,  nach  der  von  Poisson  eingeführten  Bezeichnung,  — = ns  setzen. 

Es  folgt  also,  dafs  bei  hinreichend  engen  cylindrischen  Röhren  des- 
selben Materials  die  Steighöhen  oder  Depressionen  einer  Flüssigkeit  dem 
Halbmesser  der  Röhren  umgekehrt,  proportional  sind. 

WCllvbk,  Physik.  I.  4.  Auf!. 
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Dieser  Satz,  den  schon  ältere  Physiker  aus  ihren  Beobachtungen  ab- 
leiteten, so  der  Jesuit  Honoratius  Fabry  *)  um  die  Mitte  dos  1 7.  Jahrhunderts, 
ist  in  neuerer  Zeit  durch  sehr  genaue  Beobachtungen  bestätigt  worden, 
zunächst  von  Gay-Lussac,  weleher  auf  Anregung  von  La  Place  Versuche 
zur  Prüfung  der  Theorie  anstellte*).  Die  Köhren,  welche  Gay-Lussac  an- 
wandte, waren  sorgfältig  kalibriert  und  ihr  Durchmesser  aus  dem  Gewichte 
eines  Quecksilberfadens  von  gemessener  Länge  folgendennafsen  bestimmt. 
Ist  die  Länge  des  Quecksilberfadens  in  der  Röhre  gemessen  gleich  l , das 
Gewicht  desselben  gleich  g,  das  specifische  Gewicht,  des  Quecksilbers  gleich  * 
und  der  Radius  der  Röhre  gleich  r,  so  ist 


g — r*nls 


Die  Röhren,  in  welchen  die  Steighöhen  verglichen  wurden,  waren 
zugleich  in  einer  durchbohrten  Metallplatte  befestigt,  welche  auf  den  eben 
nbgeschliflenen  Rand  eines  grofsen  Glasgefäfsos  gelegt  wurde.  Das  Gefilfs 
konnte  durch  Stellschrauben  so  gerichtet  werden,  dafs  die  Ebene,  auf  der 
die  Metallplatte  lag,  genau  horizontal  und  somit  die  Röhren  genau  vertikal 
waren.  Nun  wurde  das  Gefüfs  mit  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  ge- 
füllt, die  Röhren  im  Innern  durch  mehrmaliges  Aufsaugen  der  Flüssigkeit, 
vorsichtig  benetzt  und  dann  die  Höhe  der  F'lüssigkeitssäulen  in  den  Röhren 
gemessen. 

Die  von  Gay-Lussac  erhaltenen  Resultate  sind  folgende: 


Flüssigkeit, 

Durchmesser  der 
Röhre  2 • r 

Steighöhe  h 

2 rh 

Wasser 

1 1,294  Millim. 

23,379  Millim. 

30,202 

11,908  „ 

1 5,903  „ 

30,203 

Alkohol  vom  specif. 

(1,294  „ 

9,398  „ 

12,164 

Gew.  0,8190 

1 1,903  „ 

6,389  „ 

12,168 

Man  sieht,  dafs  die  Werte  für  2 rh  bei  den  verschiedenen  Beobach- 
tungen fast  genau  dieselben  sind,  dafs  also  wirklich  die  Steighöhen  der 
Flüssigkeit  in  verschiedenen  Röhren  desselben  Materials  dem  Durchmesser 
der  Röhren  umgekehrt  proportional  sind. 

Dasselbe  Resultat  bestätigen  die  Versuche  von  Brunner*),  Desains'1), 
Bede6),  Simon6)  u.  a.  für  Röhren,  deren  Querschnitte  hinreichend  klein  sind, 
so  dafs  die  Voraussetzung  einer  kugelförmigen  Oberfläche  erfüllt  ist. 

Die  fllr  das  Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit  erhaltene  Gleichung 

shf  + m = — qf 

')  Grhlcrs  physikalisches  Wörterbuch.  Artikel  Kapillarität. 

’)  Gay-  Lussac , Versuche  in  Im  I’lace  Theorie  capillaire.  Suppleui.  zum 
10.  Buche  der  Häcuique  Celeste.  Gilberts  Annalen  Bd.  XXXIII.  p.  810  ff. 

*)  Brunntr,  Poggendortfs  Annalen  Bd.  LXX. 

*)  E.  Desains,  Annales  de  chini.  et  de  phys.  III.  Ser.  T.  LI. 

b)  Erde,  Memoires  couronnes  de  l'Acadenue  de  Bruxelles.  T.  XXX.  1801 . 

")  inton , Ann.  de  ebim.  et  de  pbys.  III.  Ser.  T.  XXXII. 
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kSnnen  wir  immer  unmittelbar  anwenden,  wenn  in  kapillaren  Räumen  die 
Krümmung  der  Oberfläche  und  damit  die  Oberflächenspannung  an  allen 
Stellen  dieselbe  ist;  es  ist  das  z.  B.  auch  der  Fall  zwischen  zwei  einander 
sehr  nahe  gegenüber  gestellten  parallelen  Platten.  Dort  ist  die  Flüssigkeits- 
oberfläche ein  Teil  einer  fylinderfläche , indem  nach  der  einen  Richtung 
hin  die  Flüssigkeit  gar  keine  Begrenzung  hat.  Ein  durch  die  Flüssigkeits- 
oberfläche parallel  den  Platten  gelegter  Schnitt  schneidet  die  Oberfläche 
demnach  in  einer  geraden  Linie,  der  Krümmungsradius  dieses  Schnittes  ist 
unendlich  grofs.  Ein  senkrecht  zu  den  Platten  gelegter  Schnitt  schneidet 
die  Oberfläche  dagegen  in  einem  Kreisbogen,  dessen  Radius  q sei.  Die 
Gleichung  für  die  Oberflächenspannung 


<1 


geht  daher  in  diesen  Fällen  Uber  in 


ij  = 


2 


1 

9 


Ist  nun  (Fig.  lll)  ah  ein  Durchschnitt  senkrecht  zur  Ebene  der  Platten, 
os  = ou  = q der  Krümmungsradius  des  Schnittes,  d der  Abstand  der 
Platten,  so  erhalten  wir  auch  hier  wieder 


9 = 


uv 

cos  ouv 


J 

2 - cos  8 


q = — 11  ■ cos  & ■ ~ = 77 cos  9 -g 
und  das  Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit  wird 

shf  -f - m = H cos  9 ^ • f. 


Nehmen  wir  ein  Stück  von  der  Länge  /,  so  ist 
dem  Querschnitt  des  auf  dieser  Länge  zwischen  den 
Platten  eingeschlossenen  Raumes,  und  es  wird 


shf  -J-  wi 

2l~~ 


H 

i 


• cos  O. 


Da  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  jede  der  beiden 
Platten  in  der  Länge  l berührt,  bedeutet  die  linke  Seite 
der  Gleichung  wieder  das  Gewicht,  der  an  der  Längen- 
einheit der  Berührungslinie  gehobenen  Flüssigkeit  ; es 
ergibt  sich  für  diese  somit  derselbe  Wert  wie  in  kapil- 
laren Röhren,  der  nur  von  der  Beschaffenheit  der  Flüssig- 
keit und  der  festen  Wand  abhängt. 

Für  die  Steighöhe  h erhalten  wir 


d = f gleich 

* Fig.  111. 


\ 


»1  9 „ 1 

cos  «■  • -y  = a”  cos  fr  ~r  , 
d d ' 


worin  für  hinreichend  kleine  Werte  von  d das  Gewicht  m des  Meniskus 
anfser  Acht  gelassen  werden  kann. 

Die  Steighöhe  zwischen  zwei  parallelen  Platten  ist  sonach  umgekehrt 
proportional  dem  Abstande  der  beiden  Platten;  oder  die  Steighöhe  zwischen 

2t* 
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parallelen  Platten  ist  halb  so  grofo  als  in  Röhren  gleichen  Durchmessers. 
Der  Versuch  bestätigt  dies;  denn  Gay-Lussac  fand  bei  den  schon  vorhin 
erwähnten  Messungen  für  einen  Abstand  der  Platten  von  1,069  Millimeter 
die  Steighöhe  des  Wassers  gleich  13,574  Millimeter,  woraus  das  Produkt 
ilh  = 14,524  sich  ergibt,  welches  nur  wenig  von  der  Hälfte  des  Wertes 
von  2 rh  = 30,262  ab  weicht. 

Ist  die  Krümmung  der  Oberfläche  in  einem  Raume  nicht  an  allen  Stellen 
dieselbe,  so  läfst  sich  das  Gewicht  der  ganzen  gehobenen  Flüssigkeit  nicht 
so  einfach  berechnen,  wohl  aber  die  Steighöhe  an  irgend  einer  Stelle  dieses 
Raumes.  Denn  ist  für  irgend  ein  Flächenelement  df  der  grölst«  Krümmungs- 
radius B,  der  kleinste  7f,,  so  gilt  für  dieses  unmittelbar  die  § 73  abgeleitete 
Gleichung 

•**> "(n  + «,)■"■■ 


da,  wenn  wir  das  Flächenelement  uns  unendlich  klein  denken,  das  Gewicht 
des  Meniskus  gleich  Null  ist;  es  ergibt  sich  daraus 

®* T ( n + r)  h 2 ( i + i ) • 

Man  kann  hiernach  z.  B.  sehr  leicht  die  Steighöhen  an  den  verschie- 
denen Stellen  des  Zwischenraumes  zwischen  zwei  Platten  erhalten,  welche 
(wie  Fig.  112)  so  aufgestellt  sind,  dal's  sie  sich  in  einer  vertikalen  Linie 
schneiden,  so  dafs  also  ihre  einander  zugewandten  Flächen  mit  einander 

einen  sehr  kleinen  Winkel  bilden. 

1,18  Bezeichnen  wir  den  Abstand  a eines 

Punktes  in  der  Halbierungsebene  des 
Winkels  von  dem  Scheitel  des  Win- 
kels mit  x,  so  ist  der  Abstand  x der 
Platten  in  diesem  Punkte 

d = c • x, 

wenn  c eine  Konstante  bedeutet,  deren 
Wert  von  der  Neigung  der  Platten 
gegen  einander  abhüngt.  Da  wir  den 
Winkel,  den  die  Platten  bilden,  als 
klein  voraussetzen,  so  ist  der  Abstand  der  Platten  überall  so  klein,  dafs 
wir  den  senkrecht  zur  Halbierungsebene  des  Winkels  durch  die  Oberfläche 
geführten  Schnitt  als  oinen  Kreisbogen  ansehen  dürfen,  dessen  Radius  dann 
gerade  wie  bei  parallel  gestellten  Platten  gegeben  ist  durch 
d cx  cx 


2 cos  W 


2 cos  G 


2 cos  O 


Dieser  Krümmungsradius  ist  überall  der  kleinste;  die  Halbierungsebeno 
des  Winkels  schneidet  die  Oberfläche  nach  der  schwächsten  Krümmung, 
deren  Radius  ein  überall  so  grofser  ist,  dafs  wir  seinen  reciprokon  Wert 
gegenüber  dem  reciproken  Wert  des  eben  bestimmten  kleinsten  Krümmungs- 
radius vernachlässigen  dürfen.  Dann  ergibt  sich  für  die  Höhe  li  in  einem 
Abstande  x von  der  Schnittlinie  der  Platten 

I a*  cos  & 
cx 
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Es  ergibt  sieh  somit,  dafs  die  Steighöhen  der  Entfernung  des  betrach- 
teten Punktes  ff  von  dem  Scheitel  des  Winkels  umgekehrt  proportional  sind, 
oder  dafs  die  Halbierungsebene  des  Winkels  die  Oberfläche  in  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  schneidet,  deren  Asymptoten  die  Vertikale,  in  welcher 
die  Innenseiten  der  Platten  sich  schneiden,  und  die  Horizontale  sind,  welche 
in  der  Halbierungsebeno  der  Winkel  liegt.  Denn  es  werden 

für  x = 0 h — <x>  und  für  h = 0 x — so. 


>'ig.  ns. 


Eine  Messung  der  zusammengehörigen  Werte  von  h und  x bei  der 
Fig.  112  dargestellten  Zusammenstellung  bestätigt  diese  Folgerung. 

In  ähnlicher  Weise  können  wir  die  Steighöhe  an  einer  vertikalen  ebenen 
Wand , die  Gestalt  der  Oberfläche  der  an  der  Wand  emporgehobenen  Flüssig- 
keit und  das  Gewicht  dieser  Flüssigkeit  er- 
halten. Sei  Fig.  113  AB  ein  Durchschnitt 
der  vertikalen  ebenen  Wand,  und  CD  ein 
Durchschnitt  durch  die  Oberfläche  der  an 
der  Wand  emporgezogenen  Flüssigkeit.  Die 
Steighöhe  h der  Flüssigkeit  in  einem  Punkte  g ; 

P ist  dann 


h “ - 8 ( i + /!,)' 


Ist  die  Wand  eben,  so  schneidet  ein 
der  Wand  parallel  geführter  Schnitt  die 
Oberfläche  in  einer  geraden  Linie,  der  Krüm- 
mungsradius dieses  Schnittes  ist  also  un- 
endlich grofs,  sein  reciproker  Wert  somit 
gleich  Null.  Wir  erhalten  daher  für  die 
Steighöhe  im  Punkte  P,  wenn  wir  den  Krümmungsradius  des  Schnittes  CD 
im  Punkte  P mit  Q bezeichnen, 

j — a*  1 

‘ 2 Q 

Beziehen  wir  die  Schnittkurve  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system, dessen  Anfangspunkt  im  Punkte  0 liegt,  wo  die  passend  verlängerte 

horizontale  Flüssigkoitsttäche  die  Wand  schneiden  würde,  und  dessen  Axen 
die  horizontale  0 D und  die  vertikale  0 A sind,  so  würden  wir  die  Gestalt 
des  Schnittes  CD  und  damit  die  der  flüssigen  Oberfläche  erhalten,  wenn 
wir  den  Krümmungsradius  der  Schnittkurve  im  Punkte  P durch  die  Ko- 
ordinaten dieses  Punktes  Pp  = h und  pO  — x ausdrücken  würden.  Die 
Durchführung  dieser  Rechnung  ist  aber  ohne  ausgedehnte  Anwendung  der 
höhern  Analysis  nicht  möglich;  wir  begnügen  uns  deshalb  damit,  die  Steig- 
höhe in  einer  etwas  andern  Weise  auszudrücken,  welche  uns  gestattet,  die 
Steighöhe  im  Punkte  C,  wo  die  Schnittkurve  die  Wand  schneidet,  und  das 
Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit  zu  berechnen. 

Wir  drücken  zu  dem  Ende  den  Krümmungsradius  q aus  durch  den 
Winkel  jr,  welchen  die  im  Punkte  P an  die  Schnittkurve  gelegte  Tangente 
ST  mit  der  Axe  OA  bildet,  also  durch  den  Winkel  TSO.  Für  ein  un- 
endlich kleines  zwischen  den  Punkten  P und  gelegenes  Stück  ds  der 
Schnittkurve  fällt  dieselbe  mit  dem  an  P gelegten  Krümmungskreise  zu- 
sammen. Ist  also  AI  der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises,  und  bezeichnen 
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wir  den  Winkel  PMP, , den  die  beiden  von  21  nach  V und  1\  gezogenen 
Radien  mit  einander  bilden,  mit  d r,  so  ist 

ds  = g ■ d r 
da 

' dt 

Legen  wir  nun  in  dem  Funkte  P,  die  Tangente  S , T,  an  die  Schnitt- 
knrve,  so  ist,  da  die  Tangenten  eines  Kreises  zu  den  Radien  senkrecht  sind, 
der  Winkel  d r,  den  die  beiden  Radien  mit  einander  bilden,  gleich  dem, 
welchen  die  beiden  Tangenten  mit  einander  bilden.  Dieser  Winkel  ist  aber 
gleich  der  Zunahme,  welche  der  Winkel  % erfährt,  welchen  die  Tangente 
ST  mit  OA  bildet,  wenn  dieselbe  anstatt  an  den  Punkt  P an  den  folgenden 
Punkt  P,  gelegt  wird.  Denn  der  Winket  T,S,  0 = x -f-  d%  ist  Aufsen- 
winkel  des  von  den  beiden  Tangenten  gebildeten  Dreiecks;  der  eine  Gegen- 
winkel ixt  2' SO  = j;,  der  andere  der  Winkel  dt,  welchen  die  beiden  Tangen- 
ten mit  einander  bilden.  Darnach  ist 


somit 


dx  = dZ, 
da 


9 “ 


dz 


Ziehen  wir  nun  von  dem  Punkte  P,  die  Senkrechte  l\q  auf  die  Ordinate 
Pp,  so  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  PP,q  der  Winkel  qPP , = jj, 
somit 

Pq 


PP, 


cos  z- 


Pq  ist  die  Änderung  der  Steighöhe  h , wenn  wir  in  der  Schnittkurve 
von  einem  Punkte  zu  dem  nächstfolgenden  Ubergehen.  Setzen  wir  diese 
Änderung  gleich  dh,  so  wird,  da  PP,  = ds, 


dh 

~d»  = cos  x ; 


Damit  wird  dann 


und 


oder 


da  = 
dh 

cos  z dz 


dh 
cos  z 


h = — : 


cos  zdz 
dh 


•2  h • dli  = — «*cos  % dz- 

Da  sich  nun  h um  dh  ändert,  wenn  sich  x um  dx  ändert,  so  folgt  aus 
dieser  Gleichung  nach  schon  mehrfach  benutzten  Sätzen  der  Einleitung  und 
den  Regeln  E 1 und  E 4 

tr  =6'  — as  • sin  x- 

Die  Konstante  C bestimmt  sich,  wenn  wir  beachten,  dafs  dort,  wo  die 
Flüssigkeit  horizontal,  somit  x — 90°  ist,  die  Steighöhe  h = 0 ist,  somit 

0 =<  C — a1 ; C = <1*. 

Damit  wird 

Ä*  = a*  (1  — sin  j;). 
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§ 74. 


In  dem  Punkte  C,  in  welchem  die  Schnittkurve  die  Warnt  schneidet, 
ist  der  Winkel  y gleich  dem  Winkel  ff;  dort  wird  somit  die  Steighöhe  //„ 


a • Y 1 — sin  ff  = — si 


i»). 


Die  Steighöhe  hängt  also  nur  ab  von  der  Beschaffenheit  der  Flüssig- 
keit und  der  festen  Wand. 

Das  Volumen  der  an  einer  Wandstrecko  von  der  Länge  l gehobenen 
Flüssigkeit  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Fläche  CBO  mit  der  Länge  l mul- 
tiplicieren.  Die  Fläche  CBO  ist  gleich  der  Summe  aller  der  unendlich 
kleinen  Vierecke  PpplPl,  in  welche  wir  die  Fläche  zerlegen,  wenn  wir 
uns  von  allen  Punkten  P der  Kurve  die  Ordinaten  Pp  gezogen  denken. 
Nennen  wir  die  Abstände  dieser  Ordinaten  dar,  so  ist  h ■ dx  der  Flächen- 
inhalt eines  jeden  solchen  Vierecks,  und  die  Summe  aller  Produkte  h dx , 
wenn  h von  h0  dem  Werte  an  der  Wand  bis  zu  Null  abnimmt,  liefert  uns 
dann  die  ganze  Fläche.  Ersetzen  wir  in  dem  Produkte  hdx,  h durch  den 
aus  der  Gleichung 


h 


• cos  x 


dl 

dh 


sich  ergebenden  Wert,  so  wird 

ii  “s  , dx 

h-dx=°  — 2 • cos  x-dx-^- 


In  diesem  Ausdrucke  ist  unter  Beachtung,  dal's  mit  wachsendem  x die 
Höhe  li  kleiner  wird,  für  ein  positives  dx  also  dh  negativ  ist, 


dx 
dh' 

somit  wird 

hdx  — ■ cos  x 

und  die  Fläche  CBO  wird 

CBO  = 


g P, 

1 P 


— tang  x ; 

tang  * • ff*  = “ sin  x dz. 


/ = 

■Jr 


sin*  dz, 


da  dem  Werte  .r  = 0 oder  h — li„  der  Wert  z = ff  und  dem  Werte  h *=  0 


der  Wert  z 


• 90°  entspricht.  Die  Summe  wird  nach  E VIII  und  E 3 


CBO  = — ~ |cos  90" 


»w  — COS  ff  1 = a - 


cos  ff. 


Das  für  die  Länge  l gehobene  Volumen  erhalten  wir,  wenn  wir  diese 
Fläche  mit  l multiplicieren,  und  das  Gewicht,  wenn  wir  das  Volumen  mit 
der  Dichtigkeit  s der  Flüssigkeit  multiplicieren.  Das  für  die  Längeneinheit 
gehobene  Flüssigkeitsgewicht  wird  demnach 

„ a’s  „ It 

Cr  — ——  • COS  ff  = — • COS  ff. 
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Wir  gelangen  also  auch  hier  zu  demselben  Resultat,  dafs  das  Gewicht 
der  an  der  Längeneinheit  gehobenen  Flüssigkeit  nur  von  den  beiden  Kon- 
stanten II  und  0 abhängig  ist,  ein  Satz,  der  ganz  allgemein  gilt,  welches 
auch  die  Gestalt  des  Raumes  ist,  in  welchem  die  Flüssigkeit  omporsteigt. 

§ 75. 

Bildung  von  Tropfen  auf  horizontaler  Ebene.  Wenn  man  auf 
eine  horizontale  Ebene  eine  Flüssigkeit  möglichst  langsam  auffliefscn  läfst, 
so  sammelt  sich  dieselbe  auf  der  Ebene  in  Form  von  Tropfen  an,  deren 
Gestalt  ebenfalls  durch  die  Kohäsion  der  Flüssigkeit  und  ihre  Adhäsion  an 
der  Substanz  der  Unterlage  bedingt  ist.  Zunächst  erkennt  man  leicht,  dal's 
ein  solcher  Tropfen  durch  der  Ebene  parallele  Schnitte  in  Kreisen  ge- 
schnitten werden  inufs,  dafs  also  seine  Oberfläche  eine  Rotationsfläche  sein 
mufs;  denn  auch  bei  dem  Tropfen  ist  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes, 

dals  in  allen  Punkten 
der  Oberfläche  die  nor- 
mal zu  derselben  nach 
innen  und  nach  aufsen 
gerichteten  Kräfte  ein- 
ander das  Gleichge- 
wicht halten  müssen. 
Denken  wir  uns  nun 
durch  einen  Tropfen 
(Fig.  114)  eine  mit 
der  Unterlage  A B pa- 
rallele Ebene  MN  ge- 
_ legt,  so  ist  in  den 
Punkten  der  Ober- 
fläche, welche  von  dem  Schnitte  getroffen  werden,  der  von  innen  nach  aufsen 
gerichtete  Dmck  überall  derselbe  und  zwar  gleich  dem  Gewichte  einer 
Flüssigkeitssäule,  deren  Höhe  gleich  ist  dem  Abstande  des  höchsten  Punktes 
C des  Tropfens  von  der  Ebene  MN.  Es  mufs  deshalb  aueh  in  allen  Punkten 
des  Schnittes  der  normal  nach  innen  gehende  Druck  derselbe,  oder  es  mufs 
die  Oberfläche  in  allen  Punkten  des  Schnittes  MN  gleich  gekrümmt  sein. 
Das  ist  aber  nur  der  Fall,  wenn  die  Fläche  eine  Rotationsfläche  ist,  deren 
Axe  durch  den  Scheitel  C des  Tropfens  geht. 

Zur  Untersuchung  der  Gestalt  des  Tropfens  genügt,  es  deshalb,  die 
Gestalt  einer  durch  die  Axe  CT)  des  Tropfens  gelegten  Schnittkurve  zu  be- 
stimmen. 

Wir  gelangen  dazu  in  folgender  Weise.  Der  im  Punkte  M gegen  das 
Innere  des  Tropfens  gerichtete  Normaldruck  ist  bezogen  auf  die  Flächen- 
einheit 

P==A'+  ? (i  + m)' 

Diesem  Drucke  hält  der  an  derselben  Stelle  von  innen  nach  aufsen 
gerichtete  Druck  das  Gleichgewicht,  der  sich  zusammensetzt  aus  dem  Nor- 
maldruck in  dem  höchsten  Punkte  des  Tropfens  und  dem  Gewichte  einer 
Flüssigkeitssäule,  deren  Querschnitt  der  Flächeneinheit  gleich  ist,  und 


* 
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deren  Höhe  gleich  ist  dem  vertikalen  Abstande  A des  höchsten  Punktes  des 
Tropfens  von  dem  Punkto  M. 

Ist  der  Tropfen  nicht  zu  klein,  so  ist  im  Punkte  C die  Oberfläche  des 
Tropfens  eine  horizontale  Ebene;  der  Normaldruck  ist  somit  gleich  K.  Ist 
die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  gleich  s,  so  ist  der  von  innen  nach  aufsen 
gerichtete  Druck 

P=  K+h-s. 

Damit  wird  die  die  Gestalt  der  Oberfläche  liefernde  Gleichgewichts- 
bedingung 


Ist  die  Tropfongröfse  ziemlich  beträchtlich,  so  kann  man  den  reci- 
proken  Wort  des  Krümmungsradius  jenes  Schnittes,  den  wir  in  31  senkrecht 
zu  Hem  Schnitte  MC  XD  legen,  vernachlässigen;  bezeichnen  wir  dann  den 
Krümmungsradius  dos  Schnittes  MCND  im  Punkte  31  mit  p,  so  wird  die 
G leichge  wichtsbodingung 


Wir  können  nun,  gerade  so  wie  im  vorigen  Paragraphen,  den  Wert 
von  p durch  A,  den  Winkel  cp , welchen  die  in  31  an  den  Schnitt  gelegte 
Tangente  mit  der  Horizontalen  bildet,  und  den  Zuwachs,  welchen  dieser 
Winkel  cp  erfährt,  wenn  wir  vom  Punkto  31  zu  dom  nachfolgenden  Punkte 
m des  Schnitts  übergehen,  dessen  Tiefe  unterhalb  der  an  C gelegten  Tan- 
gente A -f-  dh  ist,  ausdrücken.  Ist  nämlich  die  Länge  des  Elementes  Mm 
gleich  du,  und  der  Winkel,  den  die  beiden  nach  M und  m gezogenen  Krüm- 
mungsradien im  Krümmungsmittelpunkte  mit  einander  bilden,  d r,  so  ist 
zunächst  wieder 

ds  = p d t. 

Nun  ist  dz  gleich  dem  Winkel,  den  die  beiden  Tangenten  AT  und  Al  T, 
mit  einander  bilden,  von  denen  die  erste  im  Punkte  M,  die  zweite  im 
Punkte  m an  den  Schnitt  gelegt  ist.  Dieser  Winkel  ist  aber  gleich  dem 
Zuwachs  dtp  des  Winkels  cp,  den  die  Tangente  mit  der  Horizontalen  bildet 
Demnach  ist 

ds  = Qclcp. 

Andererseits  ist  aber 


dh 


ds 

— sin 

somit  ist 

1 

sin  rp  drp 

dh  * 

und 

2 hdh  = 

n . , 

— • sin  tp  dtp. 

Daraus  ergibt  sich  aber 


Ir  = — — • cos  cp  -f-  const. 
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Zur  Bestimmung  der  Konstanten  erhalten  wir,  da  fUr  den  obersten 
Punkt  des  Tropfens,  für  welchen  h = 0 ist,  auch  der  Winkel  cp  gleich  0 
wird,  da  die  in  C an  den  Schnitt  gelegte  Tangente  horizontal  ist, 

0 = — 1-  const. 

s 1 

H — const. , 
s 

somit 

h3  — (l  — cos  «p). 

Um  die  Höhe  des  ganzen  Tropfens  zu  erhalten,  müssen  wir  für  <p  den 
Winkel  einsetzen,  unter  welchem  der  Schnitt  des  Tropfens  die  horizontale 
Flüche  schneidet.  Nach  § 72  ist  der  Winkel,  unter  welchem  eine  Flüssig- 
keit dio  feste  Wand  schneidet,  immer  derselbe  Bandwinkel  9,  dort  wo -der 
Tropfen  dio  Ebene  schneidet  ist  demnach 

<p=9, 

somit  wird  dio  Höhe  T des  Tropfens  gegeben  durch 
T*  = ~ (1  — cos  &). 


Für  Flüssigkeiten,  welche  die  Wand  benetzen,  ist  der  Winkel  0 immer 
kleiner  als  90",  da  diese  Flüssigkeiten  an  einer  vertikalen  Wand  eine  kon- 
kave Oberflüche  bilden;  es  ist  deshalb  cos  9 positiv,  somit 


Bei  Flüssigkeiten,  welche  die  Unterlage  nicht  benetzen,  die  also  an 
einer  vertikalen  Wand  eine  nach  oben  konvexe  Oberfläche  bilden,  ist  9 
gröfser  als  90°,  somit  cos  9 negativ  und 


T 


Da  nun  bei  solchen  Tropfen  der  Winkel  cp,  welcher  au  der  Kuppe  des 
Tropfens  gleich  Null  ist,  stetig,  wenn  man  auf  die  Schnittkurve  bis  zur 
Basis  des  Tropfens  fortschreitet,  bis  zu  dem  Werte  <p  = 0 > 90°  wächst, 
so  rnnfs  an  einer  Stelle  der  Schnittkurve  <p  = 90®  werden,  also  die  Tangente 
senkrecht  stehen.  An  dieser  Stelle  hat  somit  der  Tropfen  seinen  gröfsten 
Durchmesser.  Nennen  wir  den  vertikalen  Abstand  dieser  Stelle  von  der 
Tropfenkuppe  /,  so  ist  dort 


Aus  den  Werten  von  T und  t erhalt  man  somit 
y*  = /*  (1  — cos  0 ) 

T* 

cos  9 — 1 — t j • 
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Die  Beobachtung  der  Höhen  T des  ganzen  Tropfens  und  / des  Abstandes 
der  Stelle,  an  welcher  der  Tropfen  den  gröfsten  Durchmesser  hat,  von  der 
Kuppe  des  Tropfens,  liefert  also  direkt  und  getrennt  von  einander  die 
Werte  der  Gröfse  o und  des  Winkels  O,  wenn  die  Flüssigkeiten  die  Wand 
nicht  benetzen. 

Dasselbe,  was  Tropfen  für  Ki®-  ,15- 

nicht  benetzende  Flüssigkeiten  - r »r 

geben,  liefern  uns  Luftblasen,  “ 

welche  wir  unter  einer  ebenen  JSIIIIvIm  Jmjwjm 

horizontalen  Fläche  in  einer  be-  ''  «Ujjj 

netzenden  Flüssigkeit  bilden.  Ist 

AB  (Fig.  115)  etwa  eine  Glas-  \ 

fläche,  welche  auf  Wasser  sich  be-  \ > t 

findet,  und  bringen  wir  eine  Luft-  \ 

blase  unter  die  Fläche,  so  mufs  \ 

diese  Luftblase  dieselbe  Gestalt  \ 

annehmen,  welche  ein  die  Unter-  T| 

läge  nicht  benetzender  Tropfen 

annimmt,  wie  eine  der  im  Beginne 

dieses  Paragraphen  gemachten  ganz  gleiche  Überlegung  ergibt.  Die  Gleich- 
gewichtsbedingung für  die  Oberfläche  ergibt  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise. 
Im  Punkte  M ist  der  gegen  das  Innere  der  Flüssigkeit  gerichtete  Normaldruck 


p — k HL  (—  _i M . 

1 A 2 \B  ' li,J 


In  dem  tiefsten  Punkte  C der  Blase  ist  der  Normaldruck,  wenn  die 
Blase  nicht  zu  klein  ist,  gleich  K\  bezeichnen  wir  die  vertikale  Erhebung 
des  Punktes  M über  C mit  h und  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  mit  s,  so 
können  wir  diesen  Druck  K gleich  setzen 

K=  P+  h-s, 

da  der  Druck  in  C um  das  Geweht  der  Flüssigkeitssäule  von  der  Höhe  h 
gröfser  sein  mufs  als  in  dem  um  h höher  liegenden  Punkte  M.  Diese  bei- 
den Gleichungen  liefern  dann,  genau  wie  bei  dem  Tropfen, 


h • s = T (*]f  + L ) • 


Drücken  wir  den  Krümmungsradius  g wieder  durch  den  Winkel 
TAB  — <p  aus,  so  wird  ganz  in  derselben  Weise  wie  vorhin 

/<*  = — — • cos  (p  -f-  const. 

Dort  wo  die  Grenzfläche  der  Blase  die  Platte  AB  schneidet,  wird  tp 
gleich  dem  Winkel  0,  also  in  diesem  Falle  gleich  dem  Supplement  des 
Randwinkels  Für  den  tiefsten  Punkt  C der  Blase  wird  h = 0 und 
gleichzeitig  <p  — 0 cos  <p  = 1. 

Demnach  ist  auch  jetzt 

h const.  = 0 , 

s 1 ’ 

H 
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Daraus  ergibt  sich 

/!*  = *[  (1  — cos  <p). 

Da  die  Wand  der  Blase  die  Flüche  A B unter  dem  Winkel  H schneidet, 
so  wird  die  Höhe  T der  Blase 


7*  = ~ (1  — cos  B)  = --  (1  -f  cos  9). 


An  der  Stelle  des  gröfsten  Durchmessers  wird  rp  = OO";  cos  qp  — 0. 
Nennen  wir  den  vertikalen  Abstand  dieser  Stelle  von  der  Kuppe  der  Blase  /, 
so  ist 


II 

» 


somit 


II 

t* 


1 + 


cos  0 = 2 cos* 


fr 

2 


TV  i 

t 


Wie  demnach  aus  der  Beobachtung  von  Tropfen  der  Flüssigkeiten, 
welche  die  Unterlage  nicht  benetzen,  kann  aus  der  Beobachtung  von  Luft- 
blasen zwischen  einer  Ebene  und  einer  dieselbe  benetzenden  Flüssigkeit 
jede  der  Gröfsen  II  und  9 gesondert  bestimmt  werden. 


§ 76.  . 

Kapillaritätskonstanteu.  Die  in  den  letzten  Paragraphen  dargclegte 
Theorie  der  Kapillarerscheinungen  zeigt,  dafs  dieselben  wesentlich  von  den 
Gröfsen  <r  und  tt  abhängig  sind,  von  denen  die  erstere,  oder  genauer  das 
Produkt  derselben  in  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  die  Gröfse  H,  ein 
Mals  fllr  die  Kohüsion  dieser  Flüssigkeit  ist,  da  sie  uns  die  Oberflächen- 
spannung in  der  Flächeneinheit  einer  Kugeltläche  gibt,  deren  Badius  der 
Einheit  gleich  ist;  während  die  andere  Gröfse,  der  Winkel  0,  von  dem  Ver- 
hältnisse der  Adhäsion  der  Flüssigkeit  an  die  feste  Wand  und  der  Kohäsion 
der  Flüssigkeiten  abhängig  ist.  Die  Bestimmung  dieser  Konstanten  aus  den 
verschiedenen  kapillaren  Erscheinungen  ist  deshalb  gleichzeitig  eine  experi- 
mentelle Bestätigung  dieser  Theorie,  da  die  verschiedenen  Erscheinungen 
zu  denselben  Werten  von  o*  oder  II  und  9 Führen  müssen. 

Für  solche  Flüssigkeiten,  welche  die  Körper  vollkommen  benetzen,  ist 
der  Winkel  9 sofort  gegeben,  er  ist  gleich  0°.  Denn  bei  einer  Flüssigkeit, 
welche  einen  festen  Körper  vollkommen  benetzt,  haftet  die  letzte  Flüssig- 
keit einfach  an  der  Wand  wie  eine  Haut,  das  letzte  Flttssigkeitselement  ist 
somit  der  Wand  parallel.  Da  wir  den  Winkel  9 von  der  innem  in  die 
Flüssigkeit  tauchenden  Seite  der  Wand  gerechnet  haben,  so  wird  demnach 
9 = 0°. 

Für  Flüssigkeiten,  welche  eine  feste  • Wand  vollkommen  benetzen, 
können  wir  deshalb  zunächst  aus  den  Steighöhen  in  Köhren  oder  an  einer 
festen  Wand  die  Konstante  a*  oder  II,  welche  die  Kohäsion  der  Flüssig- 
keiten raifst,  abloiten. 
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ln  § 74  erhielten  wir  filr  das  Gewicht  der  in  einer  Böliro  vom  Radius 
r gehobenen  Flüssigkeit  den  Ausdruck 

r 

h • s • f m = H ■ cos  9 • , 

worin  tn  das  Gewicht  des  Flttssigkeitsmeniskus  ist,  welcher  Uber  dem  tiefsten 
Punkte  der  nach  aufsen  konkaven  Flüssigkeitsoberfläche  erhoben  ist.  Für 
den  Fall,  dafs  der  Randwinkel  0°  ist,  läfst  sich  das  Gewicht  dieses  Menis- 
kus in  solchen  cylindrischen  Rühren,  in  welchen  die  Oberflächo  ein  Kugel- 
segment ist,  leicht  bestimmen.  Wenn  nämlich  die  kugelförmige  Oberfläche 
die  Rührenwand  unter  einem  Winkel  von  0°  schneidet,  so  ist  dieselbe  eine 
Halbkugel,  deren  Radius  gleich  dem  Radius  der  Rühre  ist.  Das  Volumen 
des  Meniskus  ist  somit  gleich  demjenigen  eines  Cylinders,  dessen  Querschnitt 
gleich  ist  dem  Querschnitt  f der  Rühre,  dessen  Hühe  gleich  ist  dem  Radius  r 
der  Rühre  weniger  dem  Volumen  der  Halbkugel  vom  Radius  r.  Es  ist  somit 

*»  -=(/•■  r — $ran)  s = /■(»•  — $r)  • s = |/V  ■ s. 


Damit  wird  die  Gleichung  für  das  gehobene  Gewicht 

h • * • f + i r • 8 . f = H ■ cos  & ■ y , 

oder,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  durch  s ■ f dividieren,  <1  ==  0°  setzen, 

h 4-  \ r — — • — — a — 

1 J s r r 

r (A  + i *0  = 

oder  die  Kapillaritätskonstante  «ä  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  um  ein 
Drittel  des  Radius  vermehrten  Steighöhe  in  den  Radius  der  Rühre,  wenn 
die  Röhre  so  enge  ist,  dafs  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine  Kugelfläche 
ist.  Darin,  dafs  die  Konstante  hier  als  das  Produkt  zweier  Dimensionen 
auftritt,  liegt  auch  der  Grund,  dafs  sie  als  a*  bezeichnet  ist.  Wird  der 
Radius  r = ln>m,  so  wird 

n*  = (/,  -f-  J) , 


oder  die  Konstante  <js  kann  auch  als  die  um  vermehrte  Steighöhe  in 
einem  Rohre  von  2m“  Durchmesser  definiert  werden,  vorausgesetzt,  dafs 
dort  die  kapillare  Oberfläche  eine  Kugelfläche  wäre. 

Für  die  Steighöhe  an  einer  vertikalen  Wand  erhielten  wir  in  § 74 
den  Ausdruck 

A0  — 1 — sin  9)  — a ’Y  1 — sin  9. 


Ist  der  Winkel  9 = 0°,  so  ist  sin  0-  = 0;  somit  wird  für  vollkommen 
benetzende  Flüssigkeiten 


oder  die  Kapillaritätskonstanto  «2  ist  ebenfalls  gleich  dem  Quadrate  der 
Steighöhe  der  Flüssigkeit  an  einer  vertikalen  ebenen  Wand. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  n*  genügt  es  deshalb,  die  Steighöhe 
einer  Flüssigkeit  in  einem  cylindrischen  Rohr  von  bekanntem,  aber  sehr 
kleinem  Radius  r oder  an  einer  ebenen  Wand,  welche  vollkommen  von  der 
Flüssigkeit  benetzt  werden,  zu  messen,  und  in  dieser  Weise  ist  dieselbe  für 
eine  nicht  unbeträchtliche  Anzahl  von  Flüssigkeiten  unter  Benutzung  von 
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Glasröhren  und  Glaswänden  von  Frankenheim1),  MendMeeff*) , Bede3), 
Quincke4)  u,.  a.  bestimmt  worden. 

Für  das  Gewicht  der  von  der  Längeneinheit  der  Berührungslinie 
zwischen  Flüssigkeit  und  fester  Wand  getragenen  Flüssigkeit  erhielten  wir 
im  § 74  ganz  allgemein 

_ 11 

fr  = -r-  • cos  d «=  a ■ cos  9. 

. Ist  9 gleich  0°,  so  wird 


oder  die  Hälfte  der  die  Oberflächenspannung  messenden  Konstante  77  ist 
hei  vollkommen  die  Wand  benotzendon  Flüssigkeiten  gleich  dem  Gewichte 
der  von  der  Längeneinheit  der  Berührungslinie  Uber  das  Niveau  der  Flüssig- 
keiten erhobenen  Flüssigkeit. 

Man  kann  die  Konstante  « = _,  ebenso  als  die  Konstante  der  Kapil- 
larität einer  Flüssigkeit  bezeichnen,  wie  es  in  neuerer  Zeit  besonders  von 
Wilhelmy  und  Quincke  geschehen  ist. 

Wilhelmy5)  hat  diese  Konstante  nach  einer  sehr  einfachen  Methode  zu 
bestimmen  und  gleichzeitig  die  nach  der  Poissonschen  Theorie  an  den  Wän- 
den der  eingetauchten  Körper  eintretende  Verdichtung  zu  messen  versucht. 
Wilhelmy  hing  feste  Körper,  planparallele  Platten  oder  Cylinder,  deren 
Dimensionen  vorher  genau  gemossen  waren,  an  den  einen  Arm  einer  feinen 
Wage  und  bestimmte  ihr  Gewicht.  Er  liefs  diese  Körper  dann  bis  zu  einer 
bestimmten  Tiefe,  so  dafs  ein  genau  bekanntes  Volumen  derselben  ein- 
tauchte, in  die  zu  untersuchende  Flüssigkeit  hinab.  Wegen  der  Methode, 
durch  die  Wilhelmy  dieses  Volumen  bestimmte,  müssen  wir  auf  die  Ab- 
handlung selbst  verweisen.  Es  wurde  dann  das  Gewicht  des  eingetauchten 
Körpers  beobachtet.  Dieses  Gewicht  ist  gleich  dem  Gewichte  des  Körpers 
in  der  Luft,  weniger  dem  Gewicht  der  verdrängten  Flüssigkeit  plus  dem 
Gewichte  der  kapillar  gehobenen  und  der  an  der  Oberfläche  verdichteten 
Flüssigkeit.  Denn  diese  beiden  Flüssigkeitsmengen  werden  von  dem  Körper 
getragen.  Ist  demnach  77  das  Gewicht  des  eingetanchten  Körpers,  P sein 
Gewicht  in  der  Luft,  G das  Gewicht  der  verdrängten  Flüssigkeit,  ferner  k 
der  Umfang  des  festen  Körpers  im  Niveau  der  Flüssigkeit,  taucht  weiter 
die  Flüche  0 des  festen  Körpers  ein  und  nennen  wir  ß das  Gewicht  der  an 
der  Einheit  der  Oberfläche  verdichteten  Flüssigkeit,  so  ist 
77  = P — G + ak  -f  ßO. 

Um  in  dieser  Weise  die  beiden  gesuchten  Gröfsen  o und  ß zu  be- 
stimmen, wird  hei  weiteren  Versuchen  der  Körper  tiefer  eingetaucht. 
Nennen  wir  die  bei  einem  zweiten  Versuche  eingetauchte  Oberfläche  0, , 
das  Gewicht  der  verdrängten  Flüssigkeit  G,,  so  wird 

77,  = P — G,  + «X  + ßOv 

')  Frankenhäm,  Kohäsionslehre.  Breslau  1885.  p.  79  ff 

’)  Mendelceff , Comptes  rendus.  T.  L.  p 52.  T.  LI.  p.  97. 

a)  Bede,  Memoires  couronnea  de  Bruxelles.  T.  XXX. 

4)  Quincke,  Poggond.  Ann.  Bd.  CXXXV.  Bd.  CXXX1X. 

*)  Wilhelmy,  Poggend.  Ann.  Bd.  CX1X,  CXXI,  CXXI1. 
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Ans  diesen  beiden  Beobachtungen  ergibt  sieb 

g, -ß  + n,-n 

p o,  — o 1 

und  mit  dem  so  bestimmten  ß erhalten  wir  dann  a 

n + G — p — po 

a = I 

Wilhelmy  Schlots  ans  seinen  Versuchen,  dafs  in  der  That  an  der  Ober- 
fl Siehe  der  festen  Körper  eine  sehr  wohl  mefsbare  Verdichtung  stattfünde, 
und  dafs  dieselbe  je  nach  der  Natur  des  festen  Körpers  und  der  Flüssigkeit, 
verschieden  sei.  Wilhelmy  gibt  folgende  Werte  von  ß in  Milligrammen  auf 
das  Quadratmillimeter. 


Flüssigkeiten 

Werte  von  ß an 

Glas 

Platin 

Silber  | Messing 

Zink 

Aluminium 

Äthylalkohol 

0,01259 

0,00641 

0,01512  0,02326 

0,00709 

0,00716 

Amylalkohol 

0,01242 

0,00449 

0,01160  0,00497 

0,00786 

0,00657 

Äther 

0,01186 

0,01180 



— 

— 

Aceton  .... 

0,01290 

0,00220 

1 — 

— 

— 

Essigsäure  . 

0,00875 

0,00169 

1 

— 

— 

Essigäther  . 

0,00051 

0,00521 

— ! — 

— 

— 

Es  zeigt  sich  hier  keineswegs,  was  man  zunächst  hätte  vermuten 
sollen,  dafs  die  Verdichtung  mit  der  Dichtigkeit  des  festen  Körpers  zu- 
nimmt, im  Gegenteil  sind  die  Verdichtungskoefficienten  für  den  dichtesten 
Körper,  das  Platin,  im  allgemeinen  am  kleinsten. 

Für  die  Konstante  a ergab  sich  nach  diesen  Versuchen  ein  verschie- 
dener Wert  je  nach  dem  festen  Körper,  der  in  die  Flüssigkeit  eingetaucht 
war,  trotzdem  alle  Körper  von  den  untersuchten  Flüssigkeiten  benetzt  wur- 
den. Weiter  schlofs  Wilhelmy,  dafs,  der  Theorie  entgegen,  selbst  die  Form 
der  Körper,  ob  Platte,  ob  Cylinder,  auf  den  Wert  von  a von  Einflufs  sei. 
Folgende  Tabelle  enthält  einige  von  Wilhelmy  für  Äthylalkohol  und  Amyl- 
alkohol erhaltene  Werte  von  o und  ß für  verschiedene  Platten  und  Cylinder. 


Name  der  festen  Körper 

a 

ß 

Äthylalkohol  Amylalkohol 

Äthylalkohol 

- . 

Amylalkohol 

Silberplatte 

2,444 

2,512 

0,015  12 

0,011  60 

Kupferplatte 

2,410 

2,396 

0,004  67 

0,004  05 

Platinplatte 

2,395 

2,401 

0,006  41 

0,004  49 

Glasplatte 

2,325 

2,407 

0,012  59 

0,012  42 

Messingplatte 

2,448 

2,551 

0,023  26 

0,004  97 

Messingcylinder  mm 

Durchmesser  14,945 

2,983 

3,098 

0,024  95 

0,028  27 

„ 5,009 

2,358 

2,477 

0,020  05 

0,015  23 

„ 1,529 

2,301 

2,299 

0,009  00 

0,006  75 
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Gegen  die  von  Wilhelmy  aus  seinen  Versuchen  gezogenen  Schlüsse, 
dals  an  den  Oberflächen  der  festen  Körper  eine  so  erhebliche  Verdichtung 
der  Flüssigkeiten  stattfiinde,  und  dafs  der  Wert  der  Konstante  a von  der 
Gestalt  der  Oberflächen  abhängig  sei,  sind  später  sehr  erhebliche  Einwände 
gemacht  worden.  Böntgen  *)  bestimmte  zunächst  den  Gewichtsverlust  eines 
sehr  leicht  spaltbaren  Gypsstückes  von  3600  Quadratmillimeter  Oberfläche 
bei  dem  Eintauchen  in  Weingeist.  Dieselbe  Gypsplatte  wurde  dann  in 
11  einzelne  Platten  zerteilt,  so  dals  jetzt  die  Oberfläche  des  eingetauchten 
Gypses  um  360001““  zunahm.  Nimmt  man  nun  auch  den  kleinsten,  von 
Wilhelmy  für  Äthylalkohol  gegebenen  Verdiehtungskoefficienten,  nämlich 
0,005  an,  so  inüfste  in  dem  letzten  Falle  der  Gewichtsverlust  0,180®* 
weniger  betragen  haben.  Röntgen  fand  aber  den  Gewichtsverlust  im  letzten 
Falle  genau  gleich  demjenigen  im  ersten  Falle,  so  dafs  er  gar  keine  mefs- 
baro  Verdichtung  beobachten  konnte.  Dasselbe  ergab  ein  Versuch  mit  Glas. 
An  der  Gebläselampe  wurde  Glas  zu  äulserst  feinen  Häutchen  ausgeblasen. 
Von  diesen  Häutchen  hatte  eine  Gewichtsmenge  von  0,730®r  nach  einer 
Schätzung  mindestens  80000®““  Oberfläche.  Mit  dem  von  Wilhelmy  ge- 
gebenen Verdiehtungskoefficienten  0,012  59  hätte  diese  Glasoberfläche  etwa 
1000“®*  Alkohol  auf  sich  verdichten  müssen.  Setzt  man  das  specifische  Ge- 
wicht des  Glases  gleich  2,5,  das  des  Alkohols  gleich  0,8,  so  verdrängt 
dieses  Glas  beim  Eintauchen  in  Alkohol  etwa  250“®*  Alkohol.  Die  ver- 
dichtete Flüssigkeit  hätte  also  etwa  das  Vierfache  der  verdrängten  Flüssig- 
keit gewogen,  oder  dieses  Glas  hätte  bei  dem  Eintauchen  in  Alkohol 
750“®'  mehr  wiegen  müssen  als  in  der  Luft.  Es  ergab  sich  indes  eine  Ge- 
wichtsabnahme von  231“®*,  aus  der  sich  das  specifische  Gewicht  des  Glases 
gleich  2,53  berechnet,  während  sich  für  ein  massives  Stück  desselben  Glases 
das  specifische  Gewicht  2,51  ergab.  Es  liofs  sich  also  überhaupt  keine 
merkliche  Verdichtung  beobachten. 

Zu  gleichen  Resultaten  gelangte  Schleiermacher8)  bei  einer  Unter- 
suchung Uber  die  auf  benetzten  Körpern  verdichtete  Flüssigkeitsmenge, 
welche,  wenn  sie  so  grofs  iet  wie  Wilhelmy  sie  aunahm,  auf  specifische 
Gewichtsbestimmungon  von  beträchtlichem  Einflüsse  sein  kann.  Schleier- 
macher findet,  dals  die  Verdichtung  der  Flüssigkeiten  höchstens  0,0001“** 
auf  das  Quadratmillimetcr  betragen  könne,  und  dafs  sich  ebenso  wenig 
Unterschiede  derselben  für  die  verschiedenen  Substanzen  erkennen  lassen. 

Volkmann8)  hat  dann  die  Folgerung  Wilhelmys  geprüft,  dafs  die  Ge- 
stalt des  eingetauebten  Körpers  auf  den  Wert  der  Konstanten  von  Einflufs 
sei.  Zunächst  weist  derselbe  nach,  dafs  die  Verdichtung  der  Flüssigkeiten 
an  den  Oberflächen,  welche  Wilhelmys  Versuche  zu  ergeben  schienen,  sich 
vollständig  erklären  lassen,  wenn  man  annehme,  dafs  Wilhelmys  Bestim- 
mung des  specifischen  Gewichtes  des  Alkohol  mit  einem  kleinen  Fehler  be- 
haftet sei,  und  dafs  dieselbe  Annahme  auch  die  an  verschiedenen  Formen 
derselben  Substanz  gefundenen  Werte  von  a sich  sehr  viel  näher  bringe; 
weiter,  dafs  die  Annahme  eines  kleinen  konstanten  Einstellnngsfehlers  bei 
Bestimmung  der  Grenze,  bis  zu  welcher  die  Körper  eingetaucht  seien,  die 
Unterschiede  der  gefundenen  Werte  von  u fast  zum  Verschwinden  bringe. 

')  höntge «,  Wiedem.  Anu.  Bd.  III.  p.  321. 

*)  Schleiermacher , Wiedem.  Ann.  Bd.  VIII.  p.  52. 

')  VoUmtitw,  Wiedem.  Ann.  Bd.  XI.  p.  177. 
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Dm  einen  etwaigen  Einflufs  der  Krümmung  der  Oberfläche  zu  unter- 
suchen, bestimmte  Volkmann  dann  mit  der  gröfsten  Sorgfalt  die  Steighöhen 
einiger  Flüssigkeiten  zwischen  parallelen  Platten,  die  in  verschiedenen  Ab- 
ständen einander  gegenüber  standen,  und  in  Röhren  verschiedenen  Durch- 
messers. Die  aus  diesen  Beobachtungen  sich  ergebenden  Kapillaritäts- 
konstanten  as  fanden  sich  durchaus  gleich,  so  dafs  ein  Einflufs  der  Krümmung 
der  Flächen  sich  gar  nicht  erkennen  liefs.  So  fand  Volkmann  unter  andern 
fllr  Alkohol  folgende  Werte  von  oa,  dieselben  berechnet  unter  der  Annahme, 
dafs  der  Randwinkel  & = 0 war. 


Platten  Röhren 


Abstand 

mm 

fl* 

Durchmesser 

mm 

fl* 

1,956 

5,78 

2,931 

5,80 

1,519 

5,81 

2,349 

5,79 

1,138 

5,75 

1,006 

5,80 

0,438 

5,78 

0,714 

5,80 

Der  von  Wilhelmy  aus  seinen  Versuchen  gefolgerte  Einflufs  der  Sub- 
stanz des  festen  Körpers  auf  das  von  der  Längeneinheit  der  Berührungs- 
linie getragene  Gewicht  der  kapillar  gehobenen  Flüssigkeit  ist  dagegen 
durch  andere  Beobachtungen  bestätigt  worden.  So  läfst  sich  zunächst  ein 
solcher  Einflufs,  wie  Quincke1)  gezeigt  hat,  aus  Versuchen  von  Guthrie s) 
über  die  Bildung  von  Tropfen  folgern.  Läfst  man  nämlich  von  einem  festen 
Körper  Tropfen  einer  Flüssigkeit,  die  denselben  vollkommen  benetzt,  ab- 
fiiefsen,  so  liefert  das  Gewicht  dos  abfallenden  Tropfens  das  Gewicht, 
welches  an  einer  dem  Umfango  des  Tropfens  an  der  Berübrungsstelle 
gleichen  Kontaktlinie  zwischen  festem  und  flüssigem  Körper  getragen 
werden  kann.  Der  Quotient  aus  dem  Tropfengewichte  und  dem  erwähnten 
Umfange  mufs  deshalb  der  von  uns  mit  a bezeichneten  Gröfse  sehr  nahe 
gleich  sein.  Kennt  man  den  Umfang,  so  kann  man  aus  dem  Tropfen- 
gewichte den  Wert  a berechnen.  Man  kann  das  erreichen,  indem  man  von 
kleinen  vollkommen  benetzten  Scheiben  Tropfen  abfallen  läfst;  der  Umfang 
der  Scheiben  ist  dann  gleich  dem  obern  Umfange  des  Tropfens.  Handelt 
es  sich  nur  um  eine  Vergleichung  der  Kapillaritätskoefficienten,  so  braucht 
man  den  Tropfenumfang  nicht  zu  kennen,  wenn  man  die  Tropfen  verschie- 
dener Flüssigkeiten  von  einem  und  demselben  festen  Körper  abfliefsen  läfst, 
oder  indem  man  bei  Benutzung  verschiedener  fester  Körper  dieselben  in 
Form  von  Kugeln  gleicher  Radien  benutzt.  Da  die  Umfänge  der  Tropfen 
bei  benetzenden  Flüssigkeiten  dann  gleich  sind,  so  sind  die  Gewichte  der 
Tropfen  den  Kapillaritätskoefficienten  proportional. 

In  dieser  Weise  hat  Guthrie  das  Gewicht  von  Wassertropfen  bestimmt, 
welche  von  Kugeln  verschiedener  Substanzen  abfielen,  deren  Radien  gleich  7mm 

*)  Quincke,  Berliner  Berichte  über  die  Fortschritte  der  Physik  für  das 
Jahr  1866.  Bd.  XXI.  p.  99  ff. 

*)  Guthrie,  On  drops.  l’roceedinga  of  Royal  Society  of  London  T.  XIII. 

WCLI.SBK,  Plijrtik  I.  4.  Aufl.  22 
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waren.  Die  von  Guthrie  erhaltenen  Zahlen  enthält  folgende  kleine  Tabelle, 
das  Gewicht  der  Tropfen  ist  in  Milligrammen  gegeben. 

Antimon  . . 119,8  Blei  ....  122,6 

Schwefel  . . 120,2  Phosphor  . . 122,7 

Kadmium  . . 121,8  Wismuth  . . 122,8 

Zink.  . . 122,5  Zinn.  . . 124,2. 

Von  einer  Glaskugel,  deren  Radius  7mm,l  betrug,  fielen  die  Tropfen 
im  Gewicht  129,7  und  von  einer  gleichen  Messingkugel  132,2. 

Die  Unterschiede  sind  ähnlich  wie  bei  den  Versuchen  von  Wilhelmy; 
auch  hier  zeigt  sich  wie  dort  der  Wert  von  a bei  Messing  grfifser  als 
bei  Glas. 

Dieser  Kinflufs  der  Körpersubstanz  auf  das  getragene  Flüssigkeits- 
gewicht  läfst  sich,  wie  Wilhelmy1)  hervorhebt,  mit  der  Theorie  vereinigen, 
wenn  man  die  Voraussetzung  fallen  läfst,  dafs  bei  allen  benetzenden  Flüssig- 
keiten der  Randwinkol  ft  = 0 ist.  Wilhelmy  glaubt,  wie  es  schon  Poisson 
annahm,  dafs  man  als  die  Kapillarröhre,  in  welcher  die  Flüssigkeit  auf- 
steigt, die  letzte  an  der  Wand  haftende  Flüssigkeitsschicht  ansehen  müsse, 
welche  je  nach  der  Natur  des  festen  Körpers  mehr  oder  weniger  verdichtet 
sei.  Der  Winkel  t> , der  dann  mafsgebend  ist,  ist  jener,  unter  welchem  sich 
die  kapillare  Oberfläche  der  Wandschicht  anschliefst,  und  dieser  ist  dann 
je  nach  der  Verdichtung  der  Wandschicht  verschieden.  Damit  mufs  dann 
auch  der  beobachtete  Wert  von  a verschieden  sein,  da  wir  aus  der  Steig- 
höhe oder  dem  gehobenen  Gewicht  die  wahre  Kapillaritätskonstante  nur 
erhalten,  wenn  0 = 0°  ist. 

Diese  Ansicht  von  Wilhelmy  ist  durch  die  Beobachtungen  von  Quincko 
bestätigt,  indem  er  zunächst  zeigte*),  dafs  die  Steighöhe  des  Wassers  an 
einer  Glaswand  verschieden  ist,  je  nachdem  man  dieselbe  gleich  nach  Her- 
stellung des  Meniskus  oder  längere  Zeit  nachher  untersucht.  Aus  5 Ver- 
suchsreihen, bei  denen  er  die  Höhe,  bis  zu  welcher  das  Wasser  an  der  verti- 
kalen Wand  einer  vorher  luftfrei  gemachten  Flasche  emporstieg,  bestimmte, 
fand  er  im  Mittel 

hn  = a = 4,169 

bei  einer  Temperatur  von  17°.  Bei  Wiederholung  desselben  Versuches, 
nachdem  das  Wasser  mehrere  Wochen  mit  Abschlufs  der  Luft  gestanden 
hatte,  ergab  sich  bei  derselben  Temperatur 

= a = 3,867, 

also  ein  merklich  kleinerer  Wert,  der  beweist,  dafs  der  Winkel  ft  gröfser 
als  0°  geworden  war. 

Später  hat  Quincke5)  dann  direkt  die  Steighöhen  in  kapillaren  Köhren 
mit  den  aus  der  Messung  von  Luftblasen  sich  ergebenden  Werten  der  Kon- 
stanten verglichen,  und  nach  den  im  vorigen  Paragraph  abgeleiteten  Glei- 
chungen die  Werte  von  U und  ft  direkt  bestimmt.  Nach  diesen  Gleichungen 
ist  die  Höhe  T der  ganzen  Luftblase 

T °=  y ~r  (l  + cos  &)  = a • Y 1 -f-  cos  ft 

')  Wilhelmy,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXIX. 

*)  Quincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXV.  Man  sehe  auch  Volckmann  si.  a.  0. 

’)  Quincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXIX. 
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und  der  Abstand  der  Blasenkuppe  von  dem  Schnitte,  in  wolcbom  die.  Blase 
den  gröfsten  Durchmesser  hat, 

-a. 

* • 

Für  den  Winkel  ff  ergab  sich  schliefslich 


Folgende  kleine  Tabelle  enthält  die  von  Quincke  aus  don  Steighöhen 
in  kapillaren  Röhren  abgeleiteten  Konstanten  a,  sowie  die  aus  Beobachtungen 
an  Tropfen  sich  ergebenden  Werte  von  a und 

Die  Beobachtung  der  Steighöhen  geschah  bei  einer  Temperatur  von  20°, 
jene  an  Tropfen  bei  etwa  25°  C. 


Substanzen 

Kapillaritätskonstanton  a und  ff  aus 

Steighöhen 
a = VA  • r 

Beobachtungen 
o = t TVi 

m Blasen 

ff 

Lösung  von  unterschwHgs. 

Natron  in  Wasser  . 

3,684 

3,748 

3,670 

23°  20' 

Wasser 

3,804 

3,062 

3,834 

25°  32' 

Schwefelkohlenstoff  . 

2,296 

4,270 

2,185 

32°  16' 

Olivenöl 

2,675 

2,868 

2,817 

21°  50' 

Terpentinöl 

2,497 

2,615 

2,475 

37°  44' 

Chloroform 

1,916 

— 

— 

— 

Steinöl 

2,536 

2,850 

2,705 

36°  20' 

Alkohol 

2,379 

2,564 

2,503 

25°  12' 

Für  die  Kapillaritätskonstanten  a = 


Werte: 


ergeben  sich  daraus  folgende 


Substanzen. 

Dichte 

8 

ans 

Steighöhen 
a,  Milligr. 

aus  Blasen 
a Milligr. 

« coa  & 

Unterseh wefligs.  Natron  . 

1,1248 

7,636 

7,903 

7,256 

Wasser 

1 

7,235 

8,253 

7,449 

Schwefelkohlenstoff  . 

1,2678 

3,343 

3,274 

2,768 

Olivenöl 

0,9136 

3,271 

3,760 

3,490 

Terpentinöl 

0,8867 

2,765 

3,033 

2,398 

Chloroform 

1,4878 

2,733 

— 

1 

Steinöl 

0,7977 

2,566 

3,233 

2,604 

Alkohol 

0,7906 

2,273 

2,599 

2,352  1 

Wie  man  sieht,  stimmen  aufser  ftlr  Schwefelkohlenstoff  und  Terpentinöl 
die  Zahlen  der  zweiten  und  letzten  Kolumne  ziemlich  gut  Uberein,  ein 
Beweis,  dal's  man  aus  der  Beobachtung  kapillarer  Steighöhen  und  unter 

22* 

« • 
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§ "G. 


Voraussetzung  ff  = 0°  im  allgemeinen  zu  kleine  Werte  der  Konstanten  a 
oder  a erhält. 


Die  Abweichungen  bei  Schwefelkohlenstoff  und  Terpentinöl  glaubt 
Quincke  eine^  chemischen  Veränderung  dieser  Flüssigkeiten  während  des 
Verlaufs  der  Versuche  zuschreiben  zu  müssen. 

In  einer  ausführlichen  Untersuchung  über  den  Randwinkel  hat  dann 
Quincke1)  später  denselben  für  eine  Anzahl  Flüssigkeiten  und  feste  Körper 
direkt  an  Tropfen,  welche  er  auf  Flächen  derselben  auffallen  liefs,  gemessen. 
Bei  ganz  reinen  Flächen,  dio  indes  nur  schwierig  und  auf  ganz  kurze  Zeit 
hcrzustellen  sind,  glaubt  er  aus  seinen  Versuchen  schliefsen  zu  können,  dafs 
der  Randwinkel  benetzender  Flüssigkeiten  gleich  Null  sei.  Für  gewöhnlich 
hat  der  Randwinkel  indes  gröfsere,  bei  derselben  Flüssigkeit  und  verschie- 
denen festen  Körpern  sowohl  als  bei  demselben  festen  Körper  und  ver- 
schiedenen Flüssigkeiten  verschiedene,  von  0 verschiedene  Werte.  Quincke 
nimmt  an,  dafs  die  feste  Oberliäche  mit  einer  unmerklich  dünnen  Schicht 
einer  andern  Substanz,  etwa  adhäriorenden  Gases,  überzogen  sei,  deren 
Dicke  kleiner  als  der  Radius  der  Wirkungssphäre  der  Moleküle  sei.  Die 
Dicke  dieser  Schicht  hat  auf  die  Gröfse  des  Randwinkels  Eintlufs.  Deshalb 
tindet  man  bei  derselben  Flüssigkeit,  wie  Wasser,  Alkohol  auf  demselben 
festen  Körper  verschiedene  Randwinkel.  So  erhielt  or  mit  Wasser  auf 
reinen  Oberflächen,  je  nachdem  er  2 Minuten  oder  10  Minuten  nach  Her- 
stellung der  reinen  Oberfläche  wartete,  ehe  er  die  Tropfen  aufbrachte, 
folgende  Werte  von  ff: 

nach  nach 

2 Minuten  10  Minuten 


Platin  10°  43”  18°  13' 

Gold  4°  16'  H"1H' 

Silber  11°  32'  17“  38' 


In  folgender  Tabelle  sind  eine  Anzahl  von  Kapillaritätskonstanten  a 
oder  vielmehr  a ■ cos  ff  zusammengestellt;  die  Beobachtungen  von  Brunner, 
Hagen,  Frankenhoim,  MendMeeff  und  Bede  sind  mit  Kapillarröhren  an- 
gestellt und  in  der  vorhin  angegebenen  Weise  aus  der  Steighöhe  berechnet. 

Die  angegebenen  Konstanten  gelten  nur  für  die  neben  jeder  angegebenen 
Temperaturen,  indem  dieselben  mit  steigender  Temperatur  beträchtlich  ab- 
nehrnen.  Die  Abhängigkeit  der  Kapillaritätskonstanten  von  dor  Temperatur 
ist  besonders  von  Brunner8)  untersucht  und  für  Wasser,  Äther  und  Olivenöl 
bestimmt  worden.  Für  die  Stoighöhen  in  einer  Röhre  von  lmm  Radius 
tindet  Brunner 

Wasser  15,332  15  — 0,028  639  6 u 
Äther  5,353  6 —0,028  102  u 
Olivenöl  7,464  0 — 0,010  486  «, 

worin  u die  Temperatur  in  Graden  des  hundertteiligen  Thermometers  be- 
deutet. 


')  Quincke,  Wiedem.  Ann.  Bd.  II. 

) Brunner,  Poggend.  Ami.  Bd.  1 , X X . 
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Flüssigkeit 

Specif.üew. 

a inMilligr. 

l'emp. 

Beobachter 

Wasser 

1,000 

7,666 

0° 

Brunner 

TT  

TT 

7,558 



Hagen  *) 

Schwefelsäure  . . . 

1,849 

6,333 

14°, 5 

Frankenheim 

n ... 

1,522 

7,610 

17°, 5 

H ... 

1,127 

7,556 

TT 

Salzsäure  .... 

1,153 

1-  7,149 

Salpetersäure  . . . 

1,500 

4,275 

16°,0 

TT  ... 

1,271 

6,768 

19°,0 

11  ... 

1,117 

7,098 

Lösung  v.  Kochsalz  . 

1,200 

8,400 

„ 

„ „ Kalisalpeter 

1,137 

7,276 

n 

TT 

„ „ Natronsalp. 

1.373 

8,512 

Äthylalkohol  . . . 

0,7933 

2,325 

18° — 24° 

Wilhelmy 

! Wässrig.Weingeist 

0,810 

2,361 

17° 

Frankenheim 

TT  TT 

0,895 

2,775 

TT 

TT  TT 

0,967 

3,727 

» 

Amylalkohol  . . . 

0,8181 

2,427 

18° — 24° 

Wilhelmy 

ff  ... 

„ 

2,445 

Mendeleeff 

TT  ... 

V 

2,426 

Bede 

Äther 

0,725 

1,815 

TT 

Wilhelmy 

TT 

» 

1,737 

20° 

Brunner 

TT 

n 

1,796 

— 

Mond616eft' 

TT 

TT 

1,892 

— 

Bödo 

Aceton 

0,8124 

2,581 

18° — 24° 

Wilhelmy 

Essigsäure  ...  . 1 

1,0511 

2,973 

TT 

Essigs.  Äthyl  . . . J 

0,8814 

2,564 

TT 

TT 

Quincke  hat  ferner  durch  Messung  von  Tropfen  die  Kapillaritäts- 
konstanten  des  Quecksilbers  untersucht*).  Daboi  ergab  sich,  wie  schon  aus 
den  frühem  schwankenden  Angaben  zu  schliefsen  war,  dafs  der  Winkel  B, 
den  Quecksilber  mit  einer  reinen  Glasflilche  bildet,  mit  der  Zeit  sehr  variabel 
ist;  an  einem  und  demselben  Tropfen  erhielt  er  gleich  nach  dem  Auf- 
legen 37°  17',  nach  8,5  Stunden  42°  22'  und  nach  21  Stunden  47°.  Später 
erhielt  ers)  fllr  flache  Quecksilbertropfen  auf  reinen  Spiegolglasplatten  mög- 
lichst rasch  nach  denr  Auflegen  im  Mittel  aus  8 Beobachtungen  bei  20°  C. 


T = 3mm,629  t = 2ram,850 

und  daraus,  die  Dichte  s des  Quecksilbers  gleich  13,5432  gesetzt, 
0 = 51°  8'  a ■=  55mgr,03. 


In  sehr  ausgedehnter  Weise  hat  Quincke  die  Kapillaritätskonstanten 
geschmolzener  Substanzen,  geschmolzener  Salze  und  Metalle  untersucht1). 


')  Hagen,  Abhandl.  der  Borl.  Akudemio  1845. 

*)  (Juincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CV. 

*)  Quincke.  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXX1X. 

‘)  Quincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXIV.  Bd.  CXXXV.  Bd.  CXXXV1IL 
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Er  bestimmte  zu  dem  Zwecke  entweder  das  Gewicht  von  Tropfen,  welche 
von  den  Drähten  der  betreffenden  Metalle,  deren  Enden  in  der  Flamme 
eines  Lötrohrs  geschmolzen  wurden,  oder  welche  aus  engen  Glasröhren,  in 
denen  die  Substanzen  geschmolzen  wurden , herabtielen,  oder  er  gofs  die 
geschmolzenen  Substanzen  auf  horizontalen  Unterlagen  aus,  welcho  von  den 
Substanzen  nicht  benetzt  wurden.  In  letzterem  Falle  bildeten  die  Substanzen 
Tropfen,  welche  auch  nach  dem  Erstarren  dieselbe  Gestalt  behielten,  die 
sie  flüssig  im  Momente  des  Erstarrens  besessen  hatten.  Die  Gestalt  dieser 
Tropfen  war  somit  bedingt  durch  die  Oberflächenspannung  bei  der  Schmelz- 
temperatur, und  der  Abstand  der  Tropfenknppe  von  dem  Schnitte,  wo  der 
Tropfen  seinen  gröfsten  Durchmesser  hatte,  lieferte  bei  grofsen  Tropfen 
sofort  die  Konstante  a. 

Für  das  Quadrat  dieser  Konstanten  «2  = — , also  den  Quotienten  aus 

der  Oberflächenspannung  und  der  Dichte  der  betreffenden  Substanz,  welchem 
Quincke  den  Kamen  der  specifischen  Kohäsion  beilegt,  ergibt  sich  aus  diesen 
Versuchen  das  interessante  Resultat,  dafs  dieselbe  für  alle  untersuchten 
Körper  sich  als  ein  einfaches  Vielfaches  der  Zahl  4,3  darstellen  liefs,  mit 
Abweichungen  nur,  welche  innerhalb  der  Grenze  der  bei  diesen  Versuchen 
unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  liegen.  Die  specilischo  Kohäsion  des 
Wassers  bei  0n  ist  17,58  = 4 • 4,3  -f-  0,38;  entsprechende  Werte  haben  von 
den  Metallen  Platin,  Gold,  Silber,  Kadmium,  Zinn,  Kupfer.  Die  specifisehe 
Kohäsion  des  Quecksilbers  gibt  Quincke  zu  8,65  = 2-4,3  an;  fast  genau 
gleiche  Werte  zeigen  Blei,  Wismuth  und  Antimon;  eine  dreimal  so  grofse 
specifisehe  Kohäsion  zeigen  Zink  und  wahrscheinlich  auch  Eisen  und  Palla- 
dium; für  Zink  ergab  sieh  der  Wert  as  = 25,41,  für  Palladium  25,26,  für 
einen  Gufseisentropfen  25,81,  für  einen  zweiten  Gufseisentropfen  27,14. 
Für  Natrium  fand  sich  der  Wert  sechsmal  so  grofs  als  für  Quecksilber, 
nämlich  er  = 52,97. 

Für  geschmolzene  chemische  Verbindungen  ergab  sich  der  Satz:  Ge- 
schmolzene Substanzen  von  ähnlicher  chemischer  Zusammensetzung  haben 
dieselbe  specifisehe  Kohäsion  bei  einer  Temperatur,  die  ihrem  Schmelzpunkte 
möglichst  nahe  liegt. 

Kohlensäure  und  schwefelsaure  (wahrscheinlich  auch  phosphorsaure) 
Salze  zeigen  im  geschmolzenen  Zustande  dieselbe  specifisehe  Kohäsion  wie 
das  Wasser. 

Salpetersaure  Salze,  Chlormetalle,  Zuckerarten  und  Fette  zeigen  die- 
selbe specifisehe  Kohäsion  wie  das  Quecksilber. 

Brom-  und  Jod-Metalle,  sowie  Selen,  Brom,  Schwefel  und  Phosphor 
zeigen  eine  halb  so  grofse  specifisehe  Kohäsion  wie  das  Quecksilber. 

In  wie  weit  die  von  Quincke  direkt  beobachteten  Zahlon  mit  diesen 
Sätzen  übereinstimmen,  möge  an  folgender  Reihe  angedeutot  werden,  wolclio 
die  Werte  a*  für  die  untersuchten  Nitrate  und  Chloride  angibt. 


Natrinmnitrat  <i* 

= 8,55 

Kalciumchlorid  a1  = 

9,49 

Kaliumnitrat 

8,35 

Strontiumchlorid 

8,18 

— 

— 

Bariumchlorid 

8,29 

Lithiumchlorid 

8,53 

Silberchlorid 

8,18. 

Natriumchlorid 

8,41 

Kaliumchlorid 

8,76 
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Wie  man  sieht,  weichen  diese  Zahlen  nur  wenig  von  dem  für  Queck- 
silber gefundenen  Werte  8,6  ab. 

Auch  in  Lösungen  fand  Quincke ')  für  manche  Salze  eine  einfacho  lie- 
ziehung  zwischen  den  Kapillaritätskonstanten  und  den  gelüsten  Salzen. 
Besonders  für  Lösungen  von  Chloriden  in  Wasser  und  Alkohol  ergab  sich, 
dafs  äquivalente  Mengen  zu  derselben  Menge  Lösungsmittel  gebracht,  nahezu 
Lösungen  von  gleichen  Kapillaritätskonstanten  liefern.  Ebenso  erhielt 
Duclaux3)  für  Lösungen  verschiedener  Alkohole  und  Säuren  der  Fottsäuren- 
reihe  interessante  Beziehungen  für  die  Oberflächenspannung,  durch  welche 
er  annähernd  den  Gehalt  an  Säure  in  einer  Lösung  bestimmen  zu  können 
glaubt. 

§ 77. 

Gröfse  der  "Wirkungssphäre  der  Molekularkräfte.  Wir  haben 
bei  den  Versuchen  von  Wilhelmy  im  vorigen  Paragraph  das  Resultat  er- 
wähnt, dafs  die  gefundenen  Werte  von  a nicht  nur  von  der  Substanz  des 
eingetauchten  festen  Körpers,  sondern  auch  bei  einer  und  derselben  Sub- 
stanz von  der  Form  des  eingetauchten  festen  Körpers  abhängig  sei;  die 
Werte  waren  für  eingetauchte  Platten  andere  als  für  eingetauchto  Cylinder 
und  ihr  diese  verschieden  je  nach  dem  Durchmesser  des  Cylindors. 

Dieso  allerdings  später  bestrittene  Erfahrung  mufs  an  der  ersten  Grund- 
annahme von  La  Place  Uber  die  Wirkung  der  Molekularkräfte  eine  Modifika- 
tion anbringen,  an  der  Annahme  nämlich,  dafs  die  molekularen  Kräfte  nur 
auf  für  uns  unmefsbare  Entfernungen  hin  wirken,  sie  müssen  in  endlichen  Ent- 
fernungen wirken.  Würden  nämlich  die  Molekularkräfte  nur  auf  unmofsbar 
kleine  Entfernungen  wirken,  so  würdo  eine  gekrümmte  Oberfläche  eines  ein- 
getaucliten  festen  Körpers  an  jedem  Punkte  so  wirken,  wie  die  an  dieselbe  ge- 
legte tangierende  Ebene,  mit  welcher  sie  auf  unendlich  kleinem  Abstande  zu- 
sammenfällt, die  Wirkung  einer  gekrümmten  Oberfläche  müfste  also  jener 
der  ebenen  ganz  gleich  sein.  Es  fragt  sich  daher,  ob  sich  die  Entfernung, 
bis  auf  welche  die  Molekularkräfte  wirken,  oder  der  Radius  der  Wirkungs- 
sphäre der  Moleküle  nicht  messen  läfst. 

Der  erste,  der  eine  solche  Messung  versuchte,  war  Plateau3).  Er  be- 
nutzte zu  diesem  Zwecke  Seifenblasen,  welche  aus  der  von  ihm  angegebenen 
Mischung  dargestellt  eine  sehr  grofse  Dauer  haben.  Zur  Darstellung  dieser 
Mischung  löst  man  1 Gewichtsteil  Marseiller  Seife,  die  vorher  in  dünne 
Stückchen  geschnitten  ist,  bei  gelinder  Wärme  in  40  Teilen  destillierton 
Wassers  und  filtriert  die  Lösung,  wenn  sie  erkaltet  ist.  Hierauf  mischt 
man  sorgfältig  in  einer  Flasche  durch  starkes  und  anhaltendes  Schütteln 
2 Volume  Glycerin  mit  3 Volumen  der  Lösung  und  läfst  stehen.  Das  im 
Momente  der  Bildung  klare  Gemenge  trübt  sich  nach  einigen  Stunden;  es 
entsteht  ein  leichter  weifser  Niederschlag,  welcher  mit  ungemeiner  Lang- 
samkeit steigt  und  nach  mehreren  Tagen  eine  im  obem  Teil  der  Flüssig- 
keit scharf  abgeschnittene  Schicht  bildet.  Man  zieht  dann  mit  einem  Heber 
die  klare  Flüssigkeit  ab,  die  man  zu  den  Versuchen  benutzt. 

')  (Juincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CLX.  Man  sehe  auch  Buliginaky  i’oggend. 
Ann.  Bd.  CXXXIV. 

s)  Uuclaux,  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  6.  Sdrie.  T.  XIII. 

*)  Plateau,  Memoires  de  l'Acad.  de  Bruxelles  T.  XXXIII.  Poggend.  Ann. 
Bd.  CXIV. 
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§ 77. 


Blasen  aus  dieser  Flüssigkeit  gebildet  halten  sich  in  freier  Luft  stunden- 
lang, und  wenn  man  sie  mit  einer  Glocke  bedeckt,  tagelang.  Im  § 71  er- 
wähnten wir  schon,  dafs  die  Blase  auf  die  in  ihr  eingeschlossene  Luft  einen 
gewissen  Druck  ausübt,  den  man  daran  erkennt,  dafs  die  Luft  aus  der 
Blase  entweicht,  wenn  das  Röhrchen,  durch  welches  man  die  Blase  gebildet 
hat,  nicht  verschlossen  wird.  Es  gelang  Plateau,  diesen  Druck  zu  messen, 
indem  er  derartige  Blasen  an  der  Mündung  eines  kleinen  umgekehrten 
Trichters  erzeugte,  der  mit  einem  Wassermanometer  kommunicierte.  Die 
Gröfse  dieses  Druckes  haben  wir  damals  abgeleitet.  Ist  R der  Radius  der 
kugelförmigen  Blase,  so  ist  der  auf  der  äufsom  Fläche  gegen  das  Innere 
der  Blase  gerichtete  Normaldruck 

P=K+ 

Da  die  Haut  der  Blase  gegen  den  Radius  nur  eine  sehr  kleine  Dicke 
hat,  so  können  wir  ohne  merklichen  Fehler  auch  den  Radius  der  innem 
Fliicho  der  Blasonhaut  gleich  R setzen.  Dann  ist  der  auf  die  Innenfläche 
der  Blase  gegen  das  Innere  der  Haut,  also  von  dem  Centrum  der  Kugel 
fortgerichtete  'Normaldruck 

1 


1\  = * 


H 


R ' 


Der  Druck,  welchen  die  Blasenhaut  auf  die  eingeschlossene  Luft  aus- 
übt, ist  die  Differenz  dieser  beiden  Drucke,  somit  ist  derselbe 


P—  Pt  =>  2U 
p ■ R = 2 II. 


1 

R 


Es  ist  somit  das  Produkt  aus  dem  Radius  der  Blase  und  dem  auf  die 
Flächeneinheit  wirkenden  Drucke  gleich  der  doppelten  Konstanten  II.  Be- 
zeichnen wir  mit  li  die  Steighöhe  der  Blasenllüssigkeit  in  einer  Röhre  von 
l1""1  Durchmesser,  deren  Wände  von  der  Flüssigkeit  vollkommen  benetzt 
werden,  so  ist  nach  § 74 

//  • .s  = 2 II, 

wenn  s das  specitische  Gewicht  der  Flüssigkeit  bedeutet;  es  ist  somit 


p • R > 


h 


feine  Relation,  welche  Plateau  auch  bei  seinen  Versuchen  bestätigt  fand. 

Nim  macht  Plateau  darauf  aufmerksam,  dafs  diese  Relation  nur  so 
lango  ihre  Gültigkeit  habe,  als  die  Dicke  der  Blasenhaut  wenigstens  gleich 
ist  dem  doppelten  Radius  der  Wirkungssphäre  der  Moleküle,  indem  die 
beiden  für  P und  I\  abgeleiteten  Ausdrücke  für  die  Oberfläche  einer  flüssigen 
Masse  gelten,  bei  der  also  sämtliche  innerhalb  des  Radius  der  Wirkungs- 
sphäre liegenden  Moleküle  auf  die  in  der  Oberfläche  liegenden  Teilchen  ihre 
Wirkung  ausüben. 

Bei  einer  sich  mehrere  Tage  haltenden  Blase,  welche  durch  Verdunstung 
und  allmähliches  Herabrinnen  der  Flüssigkeit  zur  Ansatzstelle  der  Blase 
nach  und  nach  dünner  wurde,  liefs  sich  nun  oino  Verminderung  des  Druckes 
bis  zu  dem  Momente,  in  welchem  die  Blase  zersprang,  nicht  erkennen,  so 
dafs  die  Dicke  der  Blase  bis  zu  diesem  Momente  nicht  kleiner  war  als  der 
doppelte  Radius  der  Wirkungssphäre  der  Moleküle.  Die  Dicke  der  Blase 
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ergab  sich  nach  einer  optischen,  im  zweiten  Bande  zu  besprechenden  Methode, 
aus  der  Farbo  der  Blase1),  zu  0mm,000  1 1 3 5.  Daraus  folgt  dann,  dafs  der 
Radius  der  Wirkungssphäre  den  Wort  von  0mra,000  056  7 nicht  über- 
schreitet. Nimmt  man  an,  dafs  die  Blase  nicht  länger  bestehen  kann,  als 
die  Dicke  der  Haut  gleich  ist  dem  doppelten  Radius  der  Wirkungssphäre, 
so  würde  etwa  dies  der  Radius  der  Wirkungssphäre  für  die  Molokularkräfte 
dieser  Seifenlösung  sein,  ein  zwar  kleiner,  aber  wie  man  sieht  noch  wohl 
mefsbarer  Wert. 

Quincke  hat  den  Radius  der  Wirkungssphäre  in  anderer  Weise  direkt 
zu  messen  gesucht*).  Bringt  man  auf  eine  Glasplatte  sehr  dünne,  keil- 
förmige Schichten  einer  andern  Substanz,  so  wird  der  Randwinkel  einer 
Flüssigkeit  an  den  verschiedenen  Stellen  verschieden  sein,  wenn  die  Dicke 
der  keilförmigen  Schicht  nicht  so  grofs  ist  als  der  Radius  der  Wirkungs- 
sphäre, er  wird  konstant  erst  von  der  Stelle  der  keilförmigen  Schicht,  von 
der  ab  ihre  Dicke  gleich  dem  Radius  der  Wirkungssphäre  ist.  Denn  der 
Randwinkel  hängt,  wie  wir  sahen,  ab  von  dem  Verhältnis  der  Adhäsion  der 
Flüssigkeit  an  den  festen  Körper  zur  Kohäsion  der  Flüssigkeit.  Ist  dem- 
nach die  Adhäsion  der  Flüssigkeit  an  das  Glas  eine  andere,  als  an  die  auf 
das  Glas  gebrachte  Schicht,  was  immer  dann  der  Fall  sein  wird,  wenn  die 
Flüssigkeit  die  beiden  Substanzen  nicht  vollkommen  benetzt,  so  mufs,  so 
lange  die  Schicht  eine  so  kleine  Dicke  hat,  dafs  das  Glas  noch  durch  sie 
hindurch  wirkt,  der  Randwinkel  ein  anderer  sein  als  dort,  wo  der  Abstand 
der  Flüssigkeit  vom  Glase  gleich  oder  gröfser  ist  als  der  Radius  der  Wir- 
kungssphäre. 

Derartige  keilförmige  Schichten  lassen  sich  auf  Glas  sehr  gilt  durch 
Silber  erzeugen3),  indem  man  auf  eine  Glasplatte  eine  an  verschiedenen 
Stellen  verschieden  dicke  Schicht  einer  Versilberangsflüssigkeit  bringt. 
Quincke  brachte  zwischen  eine  ebene  Glasplatte  und  darauf  gelegte  Cylinder- 
fläcbe  von  Spiegelglas,  welche  einen  Radius  von  120'““  besafs,  Martinscbe 
Versilberungsflüssigkeit,  aus  welcher  dann  eine  doppelt  keilförmige  Silber- 
schicht sich  absetzte,  welche  in  der  Mitte,  dort  wo  die  Cylinderfläche  die 
Platte  berührte,  am  dünnsten  war.  Zwei  solcher  Platten  wurden  vorsichtig 
abgespült,  dann  durch  dünne  Glasplättchen  getrennt  mit  den  versilberten 
Flächen  einander  gegenübergestellt,  so  dals  etwa  gleich  dicke  Schichten 
Silber  einander  gegenüberlagen.  Eine  schwache  Metallfeder  drückte  die 
beiden  Platten  gegen  einander.  Dieselben  wurden  dann  in  einen  Trog  mit 
destilliertem  Wasser  so  aufgestellt,  dafs  die  Schneiden  der  Silberkeile  ver- 
tikal standen.  Das  Wasser  erhob  sich  in  dem  kapillaren  Raum  zwischen 
den  parallelen  Silberlamellen  bis  zu  einer  Höhe  h,  welche  an  der  dünnsten 
Stelle  des  Silbers  am  höchsten  war,  und  immer  kleiner  wurde,  je  dicker 
das  Silber  wurde.  Da  der  Abstand  cl  der  Platten  überall  der  gleiche  war, 
so  folgt  aus  der  Gleichung  für  die  Steighöhe  zwischen  den  Platten 
, H „ 1 „ „ 1 

h COS  V • -V  = a • COS  & ■ -y  , 

s d d ’ 

dafs  mit  zunehmender  Silberdicke  der  Winkel  & immer  gröfser  wird. 

*)  Man  sehe  im  2.  Band:  „Farbe  dünner  Blättchen". 

*)  Quincke,  l'oggend.  Ann.  Bd.  CXXXVI1. 

s)  Man  sehe  darüber  Quincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXIX.  p.  44  ff. 
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Folgernde  Tabelle  enthält  eine  Beobachtungsreihe  von  Quincke;  die 
Dicke  der  Silberschicht  wurde  nach  einer  optischen  Methode,  wie  sie  auch 
von  Plateau  benutzt  wurde,  bestimmt.  Die  Winkel  ff  sind  aus  obiger 
Gleichung 

* hd 

• COS  ff  = — 

a’ 

abgeleitet,  in  der  Quincke  n*,  die  specitische  Kohilsion  des  Wassers  gleich  15 
einsetzte.  Die  mit  x überschriebene  Kolumne  gibt  die  Abstände  der  Stellon, 
denen  die  Steighöhe  h entspricht  von  der  dünnsten  Stelle  der  Silberschicht, 
f ist  die  Dicke  der  Silborschicht. 


d = Omu,,633 


X 

£ 

h 

ff 

mm 

mm 

mm 

0 

0,000  004  0 

13,74 

54°  33' 

l 

0.000  005  2 

13,58 

55°  2' 

2 

0,000  008  0 

13,33 

55°  44' 

3 

0,000013  0 

13,10 

56°  26' 

4 

0,000  014  2 

12,82 

57°  15' 

5 

0,000  020  0 

11,92 

59°  48' 

6,5 

1 0,000  028  4 

9,73 

65°  38'  | 

Man  sieht,  wie  li  mit  wachsender  Silberschicht  ganz  beträchtlich  ab- 
nimiut.  Diese  Abnahme  dauerte  selbst  an  don  dicksten  Stellen  der  Silber- 
schichten, die  noch  durchsichtig  waren,  fort,  Stellen,  welche  eine  Dicke  bis 
zu  0,nm,000  054  2 besafsen,  so  dals  der  Radius  der  Wirkungssphäre  bei 
Glas-Silber-Wasser  noch  etwas  gröfser  anzunehmen  ist. 

Mit  Quecksilber  kann  man  ähnliche  Beobachtungen  machen,  indem 
man  die  Silborschicht  durch  Behandeln  mit  Schwefelwasserstoff  in  Schwefel- 
silber tiberfuhrt,  und  dann  direkt  durch  Spiegelung  die  Stelle  aufsucht,  wo 
der  Winkel,  unter  welchem  das  Quecksilber  die  vertikal  gestellte  Platte 
schneidet,  konstant  wird,  oder  wo  die  Depression  des  Quecksilbers  an  der 
vertikalen  Wand  einen  konstanten  Wert  erhält  Derartige  Versuche  lieferten 
Quincke  für  den  Radius  der  Wirkungssphäre  den  Wert  0mm,000048  3. 
Nach  Überführung  des  Silbers  in  Jodsilber  fand  Quincke  den  Winkel  bei 
einer  Schichtdicke  von  0mla, (100  059  konstant  werden.  Als  die  Glasplatte 
mit  einer  Kollodiumschicht  überzogen  war,  fand  sich  die  Dicke  der  Schicht, 
wo  der  Randwinkel  des  Quecksilbers  konstant  wurde,  kleiner  als  ümm, 000  08, 
eine  genauere  Bestimmung  war  in  diesem  Falle  wegen  des  optischen  Ver- 
haltens der  Kollodiumschicht  nicht  möglich. 

Wenn  man  nach  diesen  Methoden  wegen  der  Schwierigkeit,  die  Ober- 
Hächenbeschaffeuheit  der  festen  Körper  an  allen  Stellen  genau  gleich  zu 
erhalten,  keine  absolut  genauen  Messungen  des  Radius  der  Wirkungssphäre 
erwarten  kann,  so  beweisen  diese  Versuche  doch,  dafs  man  mit  grofser 
Annäherung  diesen  Radius  50  Millionteilen  eines  Millimeter  gleich  setzen 
darf,  eine  zwar  kleine,  aber  sehr  wohl  mefsbare  Gröfse.  Wir  müssen  daher 
die  Annahme  fallen  lassen,  dals  die  Molekularkräfte  auf  nur  unmefsbar 
kleine  Entfernungen  wirken. 
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§ 78. 

Bewegungen  infolge  von  Kapillarwirkung.  Durch  die  bisher  be- 
trachteten Gesetze  der  Oberflächenspannung  erklären  sich  eine  Anzahl  auf- 
fallender Erscheinungen,  von  denen  wir  einige  Bewegungserschoinungen 
ableiten  wollen. 

Wenn  man  zwischen  zwei  unter  einem  spitzen  Winkel  zusammenstofsende 
Platten  oder  in  ein  konisches  Glasröhrchen  einen  FlUssigkeitstropfen  bringt, 
der  die  Röhrenwände  benetzt,  so  sieht  man,  dal's  der  Tropfen  sich  gegen 
den  Schoitel  des  Winkels  hinbewegt;  ein  die  Röhrenwände  nicht  benetzen- 
der Tropfen  dagegen  bewegt  sich  von  dem  Scheitel  des  Winkels  oder  der 
Spitze  der  Röhre  fort.  Diese  Bewegung  erklärt  sich  unmittelbar  aus  den 
vorhin  erkannten  Gesetzen  der  Oberflächenspannung.  Die  Bogrenzungs- 
flächen  der  Flüssigkeit  sind  in  dem  ersten  Falle  konkav;  an  dor  engem 
Seite  der  Röhre  (Fig.  116),  oder  gegen  den  Scheitel  des  Winkels  hin  ist 
wegen  dos  kleinem  Abstandes  der  Wände  die  Krümmung  der  Oberfläche 
stärker  als  an  der  entgegengesetzten  Seite.  Deshalb  ist  der  Druck  gegen 
das  Innere  der  Flüssigkeit  an  der  weiten  Stelle  der  Röhre  stärker  und 
diesem  Drucke  folgend  mnfs  sieh  der  Tropfen  gegen  das  engere  Ende  der 
Röhro  hin  bewegen. 


Fig.  116.  • Fig.  117. 


Umgekehrt  ist  es  im  zweiten  Falle  (Fig.  117);  die  Oberfläche  ist  dann 
konvex,  die  Krümmung  an  der  engen  Seite,  und  damit  der  gegen  das  Innere 
der  Flüssigkeit  gerichtete  Drack  von  dieser  Seite  her  stärker.  Der  Tropfen 
mufs  sich  daher  gegen  das  weitere  Epdc  der  Röhre  hin  bewegen. 

Fig.  US.  Fig.  II». 


Wenn  man  zwei  parallele  ebene  Platten  mit  ihren  unteren  Enden  in 
eine  Flüssigkeit  vertikal  eintaucht,  so  bemerkt  man,  dafs  diese  Platten  sich 
zu  nähern  streben,  sowohl,  wenn  die  Wände  benetzt  worden,  die  Flüssig- 
keit also  zwischen  den  Platten  steigt  (Fig.  118),  als  auch,  wenn  die  Wände 
nicht  benetzt  werden,  die  Flüssigkeit  zwischen  den  Platten  tiefer  steht  als 
aufserhalb  (Fig.  119).  La  Place1)  orklärt  diese  Erscheinung  folgender- 
mafson.  Da  die  Flüssigkeitssäulon  zwischen  den  Platten  und  aufserhalb 

')  La  l’lacc,  Theorie  etc.  Gilbert,  Aunalen  Bd.  XX XIII.  p.  293. 
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im  Gleichgewicht  sind,  so  ist  der  Druck  auf  die  Platten  unterhalb  a von 
allen  Seiten  gleich,  nicht  aber  so  oberhalb  n z.  B.  in  b.  In  dem  Punkte  b 
wird  die  Platte  nach  innen  gedruckt  durch  den  Druck  der  Luft,  den  wir 
mit  P bezeichnen  wollen,  nach  aufsen  jedoch  durch  den  Seitendruck  der 
Uber  b liegenden  Flttssigkeitssäule,  welcher  gleich  ist  dem  senkrechten 
Drucke,  den  ein  Punkt  in  der  durch  b gelegten  Horizontalebene  erfahrt. 
Dieser  Druck  setzt  sich  zusammen  aus  dem  vertikal  abwilrtsgehenden  Drucke 
der  Atmosphiiro,  dem  Gowichto  der  Flüssigkeitssäulo  Uber  b und  dem  ver- 
tikal aufwärts  gehenden  Drucke  der  Differenz  dor  Oberflächenspannung  ^ — 
zwischen  und  aniserhalb  der  Platten,  welche  das  Steigen  der  Flüssigkeit 

zwischen  den  Platten  bewirkte;  er  ist  also  P -f-  g — -r— , wenn  wir  mit  n 

**  H 

das  Gewicht  der  Flüssigkeit  über  b bezeichnen.  Nun  ist  aber  — gleich 

Jf 

dom  Gewichte  der  ganzen  gehobenen  Flüssigkeitssäule,  demnach  — >■</ 
11 

und  g — < 0 — — cP,  wenn  wir  mit  c eine  Konstante  bezeichnen, 

welche  kleiner  als  1 ist.  Die  Platt«  wird  somit  durch  einen  Druck  P nach 
innen  und  durch  einen  Druck  P(1  — c)  nach  aufsen  getrieben,  also  durch 
den  Überschufs 

P — P{\  —c)  = Pc 

nach  innen  getrieben  Gleiches  gilt  von  der  zweiten,  der  ersten  genäherten 
Platte,  so  dafs  also  die  Platten  mit  einer  Kraft  2 Pc  gegen  einander  ge- 
trieben werden. 

Dasselbe  ist  in  der  Anordnung  Fig.  119  der  Fall.  Durch  eino  ganz 
ilhnliche  Entwicklung  erhält  man,  dafs  die  Uber  a liegenden  Punkte  durch 
die  aufserhalb  höher  stehende  Flüssigkeit  einen  nach  innen  gerichteten 
Druck  erfahren.  Unterhalb  u sind  die  Drucke  nach  innen  und  aufsen  gleich, 
da  die  Flüssigkeiten  innerhalb  und  aufserhalb  der  Platten  im  Gleichgewicht 
sind;  bei  b aber  wirkt  nach  aufsen  der  Druck  der  Luft,  nach  innen  der 
Seitendruck  der  Flüssigkeit,  welcher  gleich  ist  dem  Drucke  der  Luft,  ver- 
mehrt um  das  Gewicht  der  über  b vorhandenen  Flüssigkeitsschicht,  der 
letztere  Teil  des  Seitendruckcsmufs  demnach  die  Platten  gegen  einanderdrücken. 

Wäre  der  nach  innen  und  aufsen 
gleich  wirkende  Druck  P dor  Luft  auch 
nicht  vorhanden,  so  bleibt  doch  in  bei- 
den Fällen  der  nach  innen  gerichtete 
Druck  übrig,  nur  dafs  wir  ihn  im 
ersten  Falle  nicht  als  den  Überschufs 
des  äufsem  über  den  innora  Druck 
anffassen  müfston,  sondern  als  die  An- 
ziehung zwischen  Wand  und  Flüssigkeit, 
welche  eben  den  von  innen  nach  aufsen 
wirkenden  Druck  in  unserer  vorigen  Be- 
trachtungsweise vermindert. 

Wenn  die  eine  der  Platten  von  der 
Flüssigkeit  benetzt  wird,  die  andere  nicht,  so  steigt  die  Flüssigkeit  an  der  einen 
auf,  an  der  andern  nicht,  wie  in  Fig.  120;  man  beobachtet  dann  eine  Abstofsung. 


Fig.  120. 
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Diese  läfst  sich  aus  denselben  Principien  ableiten.  An  der  benetzenden 
Platte  a mufs  dann  die  Flüssigkeit  aufserhalb  höher  ansteigen  als  im 
Zwischenräume  der  beiden  Platten,  weil  die  Flüssigkeit  aul’sen  so  hoch 
steigen  mufs,  dafs  die  durch  die  konkave  Krümmung  verminderte  Ober- 
flächenspannung durch  die  gehobene  Flüssigkeit  äquilibriert  wird,  lin 
Innern  dagegen  zwischen  a und  b ist  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit, 
doppelt  gekrümmt,  indem  die  Flüssigkeit  an  a sich  konkav,  an  b aber 
konvex  anlegt.  Die  Oberflächenspannung  wird  daher  in  der  einen  Hälfte 
der  Flüssigkeit  zwar  vermindert,  in  der  andern  gegen  b liegenden  dagegen 
verstärkt,  und  deshalb  ist  die  Verminderung  an  a nicht  so  grofs  wie  aufser- 
halb;  die  Flüssigkeit  kann  also  im  Innern  an  a nicht  so  hoch  steigen.  Aus 
eben  dem  Grunde  mul's  sie  an  b aufsen  eine  stärkere  Depression  erhalten 
als  zwischen  den  Platten. 

Aus  dieser  Gruppierung  ergibt  sich  dann  nach  der  Entwicklung  der 
beiden  vorigen  Fälle,  dafs  sowohl  a als  auch  b einen  Antrieb  von  innen 
nach  aufsen -erführt,  die  Platten  müssen  sich  also  von  einander  entfernen. 

Eine  genauere  Untersuchung  der  gekrümmten,  zwischen  den  Platten 
vorhandenen  Oberfläche  der  Flüssigkeit  hat  La  Place  zu  dem  Resultate  ge- 
führt, dafs  bei  sehr  grolser  Annäherung  der  Platten  die  Abstofsung  in  eine 
Anziehung  übergeht,  ein  Resultat,  das  Versuche  von  Hauy1)  bestätigen. 

§ 79. 

Ausbreitung  von  Flüssigkeiten  auf  festen  Körpern.  Auflösung. 

Im  § 72  bei  Ableitung  der  Beziehung,  welche  die  Gröfse  des  Randwinkels 
bestimmt,  erwähnten  wir,  dafs  in  zwei  Füllen  sich  ein  Gleichgewichts- 
zustand nicht  herstellen  könne.  Wir  nannten  die  Summe  der  der  Wand- 
flüche parallelen  Komponenten  der  wirksamen  Kräfte  Fiy  und  rechneten 
dieselben  positiv,  wenn  sie  von  der  Flüssigkeit  fortgerichtet  sind;  die  Summe 
der  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  parallelen  Komponenten  bezeichneten  wir 
mit  Fv  Von  dieser  bemerkten  wir  schon  damals,  dafs  wir  sie  der  Kon- 
stanten in  dem  Ausdrucke  für  die  Oberflächenspannung,  also  der  Kapillari- 
tütskonstanten  a proportional  setzen  konnten.  Führen  wir  diese  Bezeichnung 
ein,  so  ist  der  Ausdruck  für  den  Randwinkel  9 

F, 

cos  ü = — - ■ 

a 

Der  Winkel  9 wird  unmöglich,  wenn  F.2  > «;  in  dem  Falle  kann  also 
ein  Gleichgewichtszustand  nicht  eintreten.  Ja,  wenn  wir  einen  Tropfen  auf 
einen  festen  Körper,  etwa  eine  horizontale  Platte  legen,  kann  ein  Gleich- 
gewichtszustand schon  dann  nicht  eintreten,  wenn  F2  — <*,  somit  9 = 0 
wird.  Denn  wenn  ein  solcher  Tropfen  liegen  bleibt,  so  ist  immer  der 
Winkel  9 von  Null  verschieden.  Es  mufs  sich  also  der  Tropfen  auf  der 
Fläche  ausbreiten  und  dieselbe  mit  einer  dünnen  flüssigen  Schicht  überziehen*). 


')  Ilauy,  a.  a.  0.  Gilbert,  Annalen  Bd.  XXXIII.  p.  308. 

*)  Man  -ehe  Quincke,  Wiedem.  Ann.  Bd.  II.  Auf  die  genauere  Unter- 
suchung der  Ausbreitungsphänomenc , speciell  auf  die  Verdrängung  einer  Flüssig- 
keit durch  eine  andere  und  die  Beziehung  dieser  Erscheinungen  zu  den  Kapilla- 
ritätskonstanten  können  wir  hier  nicht  eiogelien. 
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In  der  That,  ist  das  auch  der  Fall,  reine  Flüchen  werden  von  sie  vollkommen 
benetzenden  Flüssigkeiten  überzogen,  wenn  man  einen  Tropfen  der  letztem 
auf  sie  bringt  , es  tritt  eine  Ausbreitung  der  Flüssigkeiten  auf  den  festen 
Körpern  ein.  Der  bereits  § 77  erwähnte  Schlufs  von  Quincke,  dafs  der 
liandwinkel  der  freien  Oberfläche  verschiedener  Flüssigkeiten  wie  Wasser, 
Alkohol  n.  s.  w.,  und  wässeriger  oder  alkoholischer  Salzlösungen  gegen  voll- 
kommen reine  Glas-,  Krystall-  oder  Metallflächen  Null  zu  sein  scheine,  be- 
ruht eben  darauf,  dafs  die  Flüssigkeiten  sich  auf  den  reinen  festen  Ober- 
flächen ausbreiten. 

Als  zweiten  Fall,  bei  welchem  sich  kein  Gleichgewichtszustand  her- 
steilen kann,  bezeichneten  wir  den,  dafs  die  Summe  der  bei  der  damaligen 
Zerlegung  sich  ergebenden  zur  Wand  senkrechten  Kräfte  von  der  Wand 
fort  gerichtet  sei.  Das  ist  nur  bei  einer  solchen  Lockerung  der  Moleküle, 
welche  in  die  Flüssigkeit  eintauchen  möglich,  dafs  dadurch  die  Kohäsion 
des  festen  Körpers  aufgehoben  wird.  Es  tritt  deshalb  in  dem  Falle  eine 
Trennung  der  Moleküle  des  festen  Körpers  und  eine  Vermischung  derselben 
mit  denjenigen  des  flüssigen  Körpers  ein,  wir  beobachten  die  Auflösung 
des  festen  Körpers.  Wenn  man  ein  Salz  in  Wasser  bringt,  so  zerteilt  es 
sich  und  verbreitet  sich  in  der  Flüssigkeit,  so  dafs  nach  einiger  Zeit  die 
ganze  Flüssigkeit  Salzteilchen  enthält,  welche  durch  die  Anziehung  des 
Wassers  zu  den  Salzteilchen  in  dem  Wasser  der  Schwere  entgegen  gehoben 
und  verbreitet  werden. 

Die  Auflösung  eines  Körpers  in  einer  Flüssigkeit  wird  vielfach  als 
eine  chemische  Verbindung  angesehen;  von  den  eigentlichen  chemischen 
Verbindungen  unterscheidet  sie  sich  jedoch  dadurch,  dafs  sie  nicht  wie 
diese  nach  festen  Verhältnissen  vor  sich  geht.  Im  Gegenteil,  eine  Flüssig- 
keit kann  einen  in  ihr  löslichen  Körper  in  allen  Verhältnissen  bis  zu  einer 
gewissen,  bei  konstanter  Temperatur  festen  Grenze  aufnehmen.  Jene  Grenze 
nennt  man  die  Löslichkeitsgrenze. 

Hei  der  Lösung  eines  Salzes  in  Wasser  zeigt  sich  die  Anziehung  der 
Salz-  und  Wasserteilchen  überdies  in  der  sogenannten  Kontraktion  der 
Salzlösungen.  Das  Volumen  der  hergestellten  Lösung  ist  nämlich  mit 
wenigen  Ausnahmen  kleiner  als  die  Summe  der  Volumina  der  einzelnen  Be- 
standteile. So  ergab  sich  z.  B.  aus  einigen  mit  Salpeterlösungen  von  mir 
angestellten  Versuchen  bei  einer  Sprocentigen  Lösung  eine  Kontraktion 
von  0,8  Procent;  eine  Lösung  von  21,522  Kubikcentimeter  (44,293?r)  in 
554,077  Kubikcentimeter  Wasser  von  20°  C.  ergab  nicht  575,599  Kubik- 
contimeter  Lösung,  sondern  nur  570,838,  so  dafs  also  das  entstandene  Vo- 
lumen der  Lösung  um  4,762  Kubikcentimeter  kleinor  war  als  die  Summe 
der  ursprünglichen  Volumina. 

Die  genauem  Gesetze  dieser  Kontraktion  sind  noch  nicht  bekannt. 

§ 80. 

Mischung  und  Schichtung  der  Flüssigkeiten;  Plateaus  Versuche. 

Wenn  man  zwei  Flüssigkeiten  zusammenschüttot,  so  beobachtet  man,  dafs 
ebenso,  wie  die  anziehenden  Wirkungen  der  flüssigen  Körper  auf  die  festen 
verschieden  sind,  so  auch  die  der  flüssigen  Körper  unter  einander.  Man 
sieht  nämlich  entweder,  dafs  die  Flüssigkeiten,  wenn  sie  verschiedenes 
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specifisches  Gewicht  haben,  einfach  sich  über  einander  lagern  ihrer  Schwere 
gemilfs,  oder  dafs  die  Flüssigkeiten  sich  mischen,  dafs  die  eine  die  andere 
vollständig  durchdringt,  und  so  die  schwerere  in  der  leichtern  gehoben  und 
verbreitet  und  die  leichtere  in  die  schwerere  hinabgezogen  wird.  So  mischen 
sich  z.  B.  Wasser  und  Weingeist  in  allen  Verhältnissen,  während  Wasser 
und  Öl  sich  nicht  mischen,  sondern  ihrer  Schwere  gemäfs  sich  über  ein- 
ander lagern. 

Ein  Flüssigkeitsgemische  ist  eine  ganz  homogene  Flüssigkeit,  deren 
einzelne  Bestandteile  sich  nicht  durch  mechanische  Mittel,  sondern  nur 
durch  eine  Veränderung  des  Aggregatzustandes  von  einander  trennen.  Da- 
durch unterscheidet  sich  ein  Gemisch  wesentlich  von  einem  Gemenge,  wie 
man  es  herstellen  kann,  wenn  man  zwei  Flüssigkeiten  gleichen  specifischen 
Gewichtes  in  einem  Gefäfse  zusammengiefst  und  stark  schüttelt. 

Bei  der  Mischung  zweier  Flüssigkeiten  zeigt  sich  in  den  meisten  Fällen 
auch  eine  Kontraktion  des  Gemisches,  indem  das  Volumen  der  Mischung 
kleiner  und  somit  seine  Dichtigkeit  gröfser  ist  als  die  Summe  der  Volumina 
der  Bestandteile  und  deren  mittlere  Dichtigkeit.  Am  genauesten  ist  die 
Kontraktion  der  Mischungen  bei  den  Gemischen  aus  Alkohol  und  Wasser 
untersucht,,  wir  haben  einige  Zahlen  bei  der  Betrachtung  der  Alkoholo- 
meter angegeben. 

Wenn  man  zwei  Flüssigkeiten  gleichen  specifischen  Gewichtes  zusam- 
mengiefst, die  sich  nicht  mischen,  so  z.  B.  Öl  in  ein  Gemische  aus  Alkohol 
und  Wasser  bringt,  so  beobachtet  man,  dafs  sich  die  Flüssigkeiten  nicht  in 
unregelmäfsiger  Weise  durch  einander  lagern,  sondern  dafs  die  eine  in  der 
andern,  so  das  Öl  in  dem  Gemische  in  der  Gestalt  kugelförmiger  Tropfen 
schwimmt. 

Es  folgt  dieses  mit  Notwendigkeit  aus  den  in  den  vorigen  Paragraphen 
vorgetragenen  Lehren  über  die  Oberflächenspannung.  Denn  dadurch,  dafs 
das  Öl  in  dem  Alkohol  schwimmt,  ist  es  ganz  ohno  Schwere;  die  Gleich- 
gewichtsgestalt, in  welcher  es  sich  ansammelt,  wird  daher  nur  durch  die 
wirksamen  Molekularkräfte  bedingt.  Dieselben  sind  die  Anziehung  des 
Alkohols  auf  das  Öl  und  die  Wirkung  des  Öles  auf  sich  selbst,  von  denen 
die  Kohäsion  des  Öles  die  Anziehung  des  Alkohols  bedeutend  überwiegt, 
wie  daraus  hervorgeht,  dafs  sich  die  Flüssigkeiten  nicht  mischen.  Dem- 
nach rnufs  das  Öl  eine  solche  Gestalt  annehmen,  dafs  die  Oberflächen- 
spannung an  allen  Punkten  dieselbe  ist.  Wir  batten  für  dieselbe  allgemein 


wenn  wir  mit  H'  die  Oberflächenspannung  des  im  Alkohol  schwimmenden 
Olivenöls  bezeichnen,  welche  eben  wegen  der  Anziehung  des  Alkohols  auf 
das  öl  kleiner  ist  als  in  einer  freien  nur  von  Luft  begrenzten  Oberfläche 
des  Öls’). 

Dieser  Ausdruck  ist  nur  dann  konstant,  wenn  die  Summe 

— I — V =*  const., 

9 9 

')  Über  die  Oberflächenspannung  einer  Flüssigkeit  in  einer  andern  sehe 
man  Quincke , Poggend.  Ann.  Bd.  CXXX1X. 
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Fig.  121. 


also  die  Summe  der  reciprok«'U  Werte  der  Hauptkrümmungsradien  für  alle 
Punkte  der  Oberfläche  dieselbe  ist.  Das  ist  der  Fall,  wenn  die  Oberfläche 
eine  Kugel  ist. 

Läl'st  man  nun  auf  den  gewichtslosen  Tropfen  noch  andere  Kräfte 
wirken,  indem  man  ihn  an  feste  Körper  adhärieren  macht,  so  kann  er  noch 
eine  Reihe  anderer  Gestalten  annehmen,  für  deren  freie  Oberflächen  aber 

die  allgemeine  Bedingung  bestehen  bleiben  mufs  --  -4-  \ = const. 

Platoau1)  hat  Uber  die  Ge- 
stalten, welche  Flüssigkeiten 
in  einer  andern  von  gleichem 
specifischen  Gewichte  anneh- 
men können,  vielfache  Ver- 
suche angestellt.  Um  zwei 
Flüssigkeiten  gleichen  speci- 
fischen Gewichtes  herzustcllen, 
wandte  er  ein  Gemische  von 
Alkohol  und  Wasser  an,  wel- 
ches das  gleiche  specifische 
Gewicht  hatte  als  öl,  so 
dafs  also  ein  Öltropfen  an 
jeder  Stelle  dieses  Gemisches 
im  indifferenten  Gleichgewacht 
schwimmt. 

Die  Versuche  werden 
in  einem  parallelepipedischen 
Glasgefäfs  (Fig.  121)  ange- 
stellt, dessen  Wände  aus  ebe- 
nen Glasscheiben  bestehen,  die 
mit  ihren  Rändern  zusammen- 
gekittet sind.  In  der  Boden- 
platte ist  ein  Hahn  ange- 
bracht, um  die  Flüssigkeiten  abzulassen,  und  in  der  Deckelplatte  ver- 
schiedene Öffnungen,  um  die  Flüssigkeiten  und  einige  bei  den  Versuchen 
benutzte  Apparate  hineinzubringen.  Nachdem 
der  Kasten  mit  dem  Weingeistgemische  ange- 
füllt ist,  bringt  man  mittels  einer  kleinen  Pi- 
pette, welche  mit  einem  etwas  gefärbten  Oie 
angefüllt  ist,  in  die  Mitte  der  Flüssigkeit  etwas 
01,  welches  sich  an  dem  Ende  der  Pipette  in  Form 
eines  grofsen  Tropfens  ansammelt.  Zieht  man 
dann  die  Pipette,  nachdem  man  sie  oben  mit 
dem  Finger  verschlossen  hat,  vorsichtig  heraus, 
so  bleibt  der  Tropfen  in  Form  einer  Kugel  ruhig  an  seinem  Platze  stehen, 
wie  es  die  Theorie  verlangt.  Denn  ist  der  Tropfen  sich  selbst  überlassen, 
so  dafs  nur  die  Oberflächenspannung  auf  ihn  einwirkt,  so  mufs  diese  an 


Fig.  182. 


')  Plateau,  in  verschiedenen  Jahrgängen  der  Bulletins  de  l'Academie  de 
Bruxelles,  daraus  l’oggend.  Ann.  Bd.  LV,  LVI.  Ergftnzungsband  II.  1848.  LXXXIII. 
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allen  Stellen  gleich  sein,  und  das  ist,  wie  wir  sahen,  der  Fall,  wenn  die 
Krümmung  der  Oberfläche  an  allen  Stellen  dieselbe  ist. 

Wenn  man  den  Tropfen  an  gewissen  Stellen  mittels  vorher  mit  01 
bestrichener  Eisendrähte  fixiert,  so  adhänert  der  Tropfen  an  diesen  nnd 
dort  wirkt  dann  aufser  der  Kohäsion  des  Öles  die  Adhäsion  am  Eisen.  Die 
Gestalt  der  Oberflächen  mufs  demnach  eine  andere  werden,  indem  an  ge- 
wissen Stellen  die  Oberflächenspannung  modificiert  wird;  fUr  die  freien 

Oberflächen  mufs  aber  auch  in  diesem  Falle  — -J = const.  sein. 

P 8 

Legt  man  den  Tropfen  in  einen  Bing  von  Eisendraht,  so  nimmt  er  die 
Gestalt  einer  bikonvexen  Linse  an  (Fig.  123),  deren  beide  Flächen  Kugel- 
segmente von  gleichem  Badius 
sind.  Für  die  freienOberflächen 
ist  dadurch  die  Bedingung  er- 
füllt — -4-  * = const.  Wenn 

8 8 

man  den  in  dem  Drahtringe 
schwebenden  Tropfen  vorsich- 
tig herabläfst,  bisernntoneinen 
Drabtring  berührt,  so  legt  er 
sich  auch  an  diesen  an,  und 
wenn  man  dann  den  an  dem 
Dreifufs  befestigten  Drahtring 
wieder  aufzieht,  während  man 
Öl  in  den  Tropfen  nachfliefsen 
läfst,  so  bleibt  der  Tropfen  unten  an  dem  Drahte  haften,  und  zwischen  den 
beiden  Drähten  bildet  sich  ein  vollkommener  Kreiscylinder  (Fig.  124), 
welcher  oben  und  unten  von  Kugelsegmenten  gleichen  Badius  begrenzt  ist. 

Der  eino  Krümmungsradius  des  Cylinders  in  einer  durch  die  Axo 
parallel  derselben  geführten  Ebene  ist  unendlich,  da  diese  Ebene  die  Cylinder- 
flüche  in  einer  geraden  Linie  schneidet,  deshalb  ist 


8 

Der  andere  Krümmungsradius  ist  der  Badius  des  Cylinders.  I)a  die 
Oberflächenspannung  an  allen  Punkten  der  freien  Oberflächen  gleich  sein 
mufs,  so  mufs,  wenn  wir  mit  p,  den  Badius  der  Kugelllächen  bezeichnen, 


A'  + 


H’ 
2 ‘ 
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2 8 


1 =K-\-  H’  ■ 1 
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es  mufs  demnach  der  Badius  der  Kugolscgmerilo  doppelt  so  grofs  sein  als 
der  Badius  des  Cylinders.  Eino  Messung  der  Hfilie  der  Kugelsegmente  und 
ihrer  Krümmung  ergibt  in  der  That  p,  = 2 p. 

Mittels  Drahtfiguren  von  verschiedener  Gestalt  ist  es  Plateau  gelungen, 
noch  eine  Heike  Flüssigkeitsfiguren  herzustellen,  so  Würfel,  Octaeder  u.  s.  f. 
mit  konvexen,  ebenen  und  konkaven  Oberflächen,  je  nach  der  Ölmenge, 
welche  er  zwischen  die  Drahtnetze  brachte. 

WOt-LXH,  PhytUc.  I.  4.  Aull.  23 
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Wenn  man  auf  die  Tropfen  noch  andere  als  die  innern  Kräfte  der 
Kohäsion  und  Adhäsion  wirken  liifst,  so  wird  auch  dadurch  die  Gestalt  der 
Tropfen  eine  andere.  Plateau  bewirkte  zu  dem  Ende,  dafs  der  Tropfen  sich 
an  den  in  Fig.  121  abgebildeten,  in  der  Mitte  des  parallelepipedischen 
Kastens  herabgehenden  Metalldraht  anlegte,  welcher  mittels  der  Kurbel  in 
Rotation  versetzt  werden  konnte.  Die  in  der  Mitte  dos  Drahtes  befindliche 
Seheibo  war  vorher  mit  Öl  bestrichen,  und  nun  mittels  eines  Eisendrahtes 
die  Ölkugel,  von  6cm  Durchmesser,  so  an  dio  Scheibe  geführt,  dafs  sie 
sich  symmetrisch  um  Scheibe  und  Draht  herumlegte  (Fig.  125).  Wenn  man 
nun  die  Handhabe  langsam  dreht,  so  sieht  man  zunächst,  wie  die  Kugel 
allmählich  an  den  Polen,  durch  welche  die  Drekungsaxe  geht,  sich  abplattet 
und  am  Äquator  anschwillt  (Fig.  126).  Dreht  man  rascher  und  rasclior, 
so  wird  die  Kugel  von  unten  und  oben  hohl  und  dehnt  sich  immer  mehr  in 
horizontaler  Richtung  aus;  endlich  verläfst  sie  die  Scheibe  und  verwandelt 
sich  in  einen  vollkommen  regelmäfsigen  Ring  (Fig.  127). 


Diese  Erscheinungen  erklären  sich  leicht  durch  die  zur  Molekular- 
wirkung der  Flüssigkeit  auf  sich  selbst  hinzutretende  Centrifugalkraft  Der 
ganze  an  dem  Drahto  und  dor  Scheibe  adhürierende  Tropfen  wird  mit  in 
Rotation  versetzt,  und  die  einzelnen  Teile  desselben  erhalten  dadurch  eine 
von  der  Drekungsaxe  fortgerichtete  centrifugale  Beschleunigung,  wolche  in 
der  Nähe  des  Äquators  am  stärksten  ist.  Dadurch  suchen  die  Teile  in  der 
Nähe  des  Äquators  sich  am  stärksten  von  der  Axe  zu  entfernen.  Anfangs 
wird  dieser  centrifugalen  Beschleunigung  dureh  eine  verstärkte  Oberflächen- 
spannung das  Gleichgewicht  gehalten,  und  es  tritt  nur  eine  Abplattung  des 
Tropfens  an  den  Polen,  eine  Aufhäufung  und  verstärkte  Krümmung  am 
Äquator  ein.  Üborwiegt  die  centrifugale  Beschleunigung,  so  reifst,  sich  die 
ganze  Masse  von  der  Axe  los  und  umgibt  dieselbe  in  der  Form  eines  Ringes, 
der  eine  Zeit  lang  besteht,  dann  aber,  da  sich  die  Rotationsgeschwindigkeit 
durch  dio  Reibung  des  Öls  am  Alkohol  stetig  vermindert,  wieder  zusammen- 
lliefst,  und  sich  als  kugelförmiger  Tropfen  wieder  um  die  Axe  legt. 

Durch  besondere  Kunstgriffe  gelang  es  Plateau1)  es  auch  dahin  zu 
bringen,  dafs  sich  nur  ein  Teil  des  Tropfens  als  Ring  loslöste,  während  ein 

')  Plateau,  Poggcnd.  Amt.  Krg.-Hd.  II. 
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anderer  Teil  in  Gestalt  eines  abgeplatteten  Hphäroids  an  der  Axe  haften 
blieb;  also  eine  Erscheinung  hervorzurufen,  welche  mit  der  des  Saturn  im 
W eltenraum  die  gröfste  Ähnlichkeit  hat. 


Ausbreitung  von  Flüssigkeiten  auf  anderen.  Wenn  man  einen 
Tropfen  einer  specitisch  leichtern  Flüssigkeit  auf  die  Oberfläche  einer  an- 
dern von  greiserem  specifiscben  Gewichte  bringt,  so  ist  das  Verhalten  des 
Tropfens  je  nach  dem  Verhältnis  der  Kapillaritätskonstnnt.en  ein  sehr  ver- 
schiedenes. Entweder  legt  sich  der  Tropfen  in  Form  einer  Linso  auf  die 
Oberfläche  der  Flüssigkeit,  so,  wenn  man  fette  Öle  oder  Terpentinöl  auf 
Wasser  bringt,  welches  längere  Zeit  an  der  Luft  gestanden  hat,  oder  es 
breitet  sich  der  Tropfen  Uber  der  Oberfläche  immer  weiter  und  weiter  zu 
einer  sich  immer  mehr  verdünnenden  Flüssigkeitsschicht  aus.  Die  Be- 
dingung, unter  welcher  das  erstere  oder  das  letztere  eintritt,  ist  dieselbe, 
unter  der  sich  auf  einer  festen  Unterlage  ein  Tropfen  bildet,  oder  die  Aus- 
breitung der  Flüssigkeit  stattfindet.  Ein  Tropfen  kann  sich  nur  dann  in 
Form  einer  Linse  halten,  wenn  der  Randwinkol,  unter  welchem  die  auf  der 
Oberfläche  befindliche  Flüssigkeit  die  Oberfläche  schneidet,  gröfser  als  Null 
ist;  sobald  der  Winkel  gleich  Null  ist,  mufs  die  Flüssigkeit  sich  auf  der 
untern  ausbreiten1).  Die  Abhängigkeit  des  Winkels  9 von  den  hier  ins 
Spiel  kommenden  molekularen  Kräften  ist  am  präcisesten  von  Quincke*) 
formuliert.  Stelle  (Fig.  128)  T einen  Tropfen  auf  einer  Flüssigkeitsober- 
fläche dar;  derselbe  drückt  unter  sich  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  etwas 
ein,  so  dafs  ein  durch  den  Tropfen  ge-  rl  isg 

ftthrter  Meridianschnitt  die  Flüssigkeit,  a 

auf  der  der  Tropfen  liegt,  in  der  kon-  7 

kaven  Schnittkurve  CD  schneidet.  Be-  / 

trachten  wir  das  letzte  Element  des 

Tropfens  im  Punkte  C,  wo  es  die  untere  ' ß P 

Flüssigkeit  berührt,  so  ist  die  Bedingung  '%■ 
des  Gleichgewichtes,  dafs  die  auf  dieses  V'  , , > ' ■ ■ A*4- 

Element  wirkenden  Kräfte  sich  aufheben.  »/* 

Diese  auf  das  Element  wirkenden 

Kräfte  sind  erstens  die  Tangentialkomponente  der  Oberflächenspannung  der 
Flüssigkeit  des  Tropfens,  welche  in  der  Richtung  der  freien  Oberfläche  des 
Tropfens  nach  «,  wirkt;  zweitens  die  Molekularanziehung  der  Flüssigkeit 
des  Tropfens,  welche  nach  irgend  einer  Richtung  in  das  Innere  des  Tropfens 
wirkt;  drittens  die  nach  orlä  wirkende  Tangentialkomponente  der  zwischen 
den  beiden  Flüssigkeiten  vorhandenen  Oberflächenspannung,  da  in  der  Ober- 
fläche CD  zwischen  Tropfen  und  Unterlage  die  Wirkung  beider  Flüssig- 
keiten vorhanden  ist;  viertens  die  Anziehung  der  Flüssigkeit,  welche  die 
Unterlage  des  Tropfens  bildet,  und  welche  nach  irgend  einer  Richtung  in 
das  Innere  dieser  Flüssigkeit  gerichtet  ist. 

Wir  zerlegen  diese  Kräfte  nach  der  Richtung  parallel  der  an  das 
letzte  Tropfenelement  gelegten  Tangente,  parallel  der  Richtung  o,s,  der  an 

’)  Paul  du  Bois  Hciimond,  I’oggeud.  Ana.  Bd.  C1V,  Bd.  CXXX1X. 

’)  (Quincke,  Foggend.  Ann.  Bd.  CXXXIX. 
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das  letzte  Element  der  gemeinsamen  Oberfläche  CD  gelegten  Tangente, 
und  parallel  ks  der  Schnittlinie  der  Oberfläche  der  untern  Flüssigkeit.  Sei 
die  Summe  der  parallel  «,  wirkenden  Kräfte  gleich  der  parallel  <rt4 
wirkenden  gleich  «Iä  und  sehliefslich  der  parallel  a,  wirkenden  gleich  «... 

Von  diesen  so  erhaltenen  Kräften  hängt  et,  wesentlich  von  den  zwi- 
schen den  Teilchen  der  Tropfenflilssigkeit,  die  wir  die  Flüssigkeit  1 nennen 
wollen,  wirksamen  Kräften  ab.  Nach  den  schon  im  § 72  vorgelegten  Er- 
wägungen werden  wir  dieselbe  der  Kapillaritütskonstanten  der  Flüssigkeit 
1 proportional  setzen  dürfen,  wir  haben  sie  deshalb  auch  mit  er,  bezeichnet. 
Ganz  dieselben  Erwägungen  ergeben,  dals  wir  die  Kraft  «a  der  Kapillari- 
tätskonstanten der  Flüssigkeit  2,  der  der  Unterlage  ebenso  proportional 
setzen  dürfen.  Die  Kraft  aIS  ist  dann  in  derselben  Weise  der  Oberflächen- 
spannung in  der  den  beiden  Flüssigkeiten  gemeinsamen  Oberfläche  propor- 
tional zu  setzen,  da  sie  einmal  von  der  Tangentialkomponente  dieser  Ober- 
flächenspannung und  weiter  von  den  Anziehungen  beider  Flüssigkeiten  abhängt. 

Wir  gelangen  dann  für  den  Winkel,  den  die  beiden  Kräfte  «,  und  «,» 
mit  einander  und  mit  o3  bilden  müssen,  zu  ganz  demselben  Satze,  den  wir 
auch  § 72  erhielten.  Die  drei  Kräfte  müssen  sich  verhalten  wie  die  drei 
Seiten  eines  Dreiecks,  dessen  Winkel  die  Nebenwinkel  der  drei  Winkel  0,, 
9j,  f>3  (Fig.  128)  sind;  jeder  Seite  liegt  der  Nebenwinkel  desjenigen  Winkels 
gegenüber,  welchen  die  betreffende  Kraftrichtung  schneidet1).  Es  besteht 
somit  zwischen  den  drei  Winkeln  die  Beziehung 


_«i  _ «V  = “.a 

ein  #,  ein  tt,  sin 

Hieraus  folgt  zunächst,  dafs  die  drei  Winkel  längs  des  ganzen  Um- 
fanges des  Tropfens  dieselben  sein  müssen,  da  o,,  «s,  dort  überajl  den- 
selben Wert  haben.  Der  Tropfen  mufs  daher  einen  Rotationskörper  bilden, 
sein  der  Oberfläche  paralleler  Schnitt,  also  auch  der  durch  CD  gelegte, 
mufs  ein  Kreis  sein.  Die  Erfahrung  zeigt  das,  wie  man  sofort  an  einem 
Oltropfen  erkennt,  den  man  auf  die  Oberfläche  von  Wasser  bringt,  welches 
längere  Zeit  an  der  Luft  gestanden  hat. 

Da  in  den»  aus  den  drei  Kapillarkonstanten  mit  den  Nebonwinkeln  der 
Winkel  {>,,  Os , ff,  gebildeten  Dreiecke  dem  Nebenwinkel  von  ff3  die  Seite 
«u  gegenüberliegt,,  so  erhalten  wir  für  den  Randwinkel  tt.,  des  Tropfens  die 
Gleichung 

= «*  -f-  «3  -f-  2 or,  cos  ff3 


— cos  9S 


2 i 2 2 

“l  + “*  - “iS 

2«,o3 


Die  Gleichung  zeigt,  dafs  der  Winkel  gleich  180°  oder  unmöglich 
wird,  sobald 

“I  + — “is  > 2 «,  «„ , 

S >22 


oder 


"s  — “i  > "is- 


■)  Der  Satz  ist  zuerst  von  F.  E.  Neumann  aus-gesprochen.  Man  .sehe 
Quincke,  l’oggeml.  Ann.  Bd.  CXXXIX  p.  59.  1‘.  Du  Iluis  Iteymond,  I’oggend. 

Arin.  Bd.  CXXXIX  p.  260. 
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§ 82. 


Bringt  man  also  eine  Flüssigkeit  1 auf  eine  Flüssigkeit  2 mit  gröfserer 
Kapillarkonstante,  so  breitet  sieh  die  Flüssigkeit  stets  aus,  wenn  die  in 
der  gemeinsamen  Oberfläche  der  beiden  Flüssigkeiten  vorhandene  Kapillar- 
konstante gleich  oder  kleiner  ist  als  die  Differenz  der  Kapillarkonstanten 
der  freien  Oberflächen  der  beiden  Flüssigkeiten. 

Quincke  hat  diesen  Satz  durch  Messung  von  Kapillaritätskonstanten 
an  der  gemeinschaftlichen  Oberfläche  zweier  Flüssigkeiten,  etwa  an  Tropfen 
von  einer  schweren  Flüssigkeit,  welche  er  in  eine  leichtere  brachte,  wie 
Quecksilber,  Chloroform,  Schwefelkohlenstoff  in  Wasser,  oder  in  anderer 
Weise  geprüft.  Es  fand  sich  stets  obige  Relation  bei  Ausbreitungsversuchon 
bestätigt.  Am  einfachsten  stellt  sich  obiges  Gesetz  bei  Flüssigkeiten,  welche 
in  jedem  Verhältnisse  mischbar  sind.  Denn  dort  ist,  wie  schon  im  vorigen 
Paragraphen  erwähnt  wurde,  a12  stets  gleich  Null.  In  dem  Falle  mufs  also 
stets  die  Flüssigkeit  mit  kleineren  Kapillarkonstanten  sich  auf  einer  Flüssig- 
keit mit  gröfseren  Kapillarkonstanten  ausbreiten1). 

Da  das  Ausbreitungsphänomen  wesentlich  von  der  Oberflächenspannung 
der  sich  berührenden  Flüssigkeiten  abhängt,  so  erkennt  man,  dafs  kleine 
Verunreinigungen  der  Oberflächen,  besonders  derjenigen,  auf  der  die  Aus- 
breitung stattfinden  soll,  von  wesentlichem  Einflufs  auf  die  Erscheinung 
sein  mufs.  So  erklärt  es  sich,  dafs  Öl  auf  frischem  Wasser  sich  ausbreitet, 
nicht  auf  gestandenem,  dafs  Wasser  sich  nur  auf  der  Oberfläche  ganz  reinen 
Quecksilbers  ausbreitet  u.  m.  a.s). 


§ 82. 

Diffusion.  Wenn  zwei  mischbare  Flüssigkeiten  vorsichtig  so  zu- 
sammengegossen werden,  dafs  die  leichtere  anfänglich  Uber  der  schwereren 
gelagert  ist,  so  findet  dennoch  allmählich  eine  Mischung  der  Flüssigkeiten 
statt,  indem  wegen  der  stärkern  Anziehung  der  einen  Flüssigkeit  auf  die 
Moleküle  der  andern  oine  Mischung  zunächst  in  der  Grenzschicht  der  beiden 
Flüssigkeiten  eintritt  und  aus  dieser  dann  die  Moleküle  der  einen  Flüssigkeit 
weiter  in  die  andere  verbreitet  werden.  Man  bezeichnet  dieses  Durch- 
dringen der  Flüssigkeiten  mit  dem  Namen  der  Diffusion.  Je  nachdem 
längero  oder  kürzere  Zeit  vergeht,  ehe  die  Mischung  der  Flüssigkeiten  auf 
diese  Weise  vollständig  wird,  schreibt  man  ihnen  eine  gröfsere  oder  kleinere 
Diffusionsgeschwindigkeit  zu. 

Am  genauesten  ist  die  Diffusion  gelöster  Substanzen  untersucht  worden. 
Der  erste,  welcher  sich  näher  damit  beschäftigte,  war  Graham3);  derselbe 
stellte  Gefäfse,  welche  mit  verschieden  konzentrierten  Lösungen  der  zu 
untersuchenden  Salzo  gefüllt  waren,  in  gröfsere  Gefäfse  mit  Wasser  und 
verglich  dio  Salzquantitäten,  welche  in  gloichen  Zeiten  in  das  umgebende 
Wasser  hinübergegangen  waren.  Er  fand,  dafs  bei  nicht  zu  konzentrierten 
Lösungen  diese  Mengen  der  Konzentration  der  angewandten  Lösungen, 

‘)  Quincke  a.  a.  0.  Lüdtge , Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXVII.  Marangoni , 
Poggend.  Ann.  Bd.  CXLIII. 

3)  Mau  «ehe  über  den  Einflufs  unmerklich  dünner  Schichten  fremder  Sub- 
stanzen Quincke,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXIX  und  Nene  Folge  (Wiedem.  Ann.) 
Bd.  II. 

s)  Graham,  Liebigs  Annalen  Bd.  LXXVII.  Bd.  LXXX.  Bd.  CXXI. 
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resp.  <ln  11  Mengen  des  in  gleichen  Volumen  derselben  gelfisten  Salzes  pro- 
portional waren,  dafs  bei  gleicher  Konzentration  indes  die  Mengen  ver- 
schiedener Salze  sehr  verschieden  waren,  so  dafs  man  den  verschiedenen 
Salzen  eine  sehr  verschiedene  Diffusionsgeschwindigkeit  zuschreiben  niufs. 

Bald  nach  den  Versuchen  Grahams  gab  Pick1)  eine  einfacho  Theorie 
der  Diffusion,  durch  welche  man  zu  einer  präcisen  Definition  des  Begriffes 
der  Diftusionsgeschwindigkeit  gelangt.  Fick  nimmt  an,  dafs  die  Menge  des 
in  der  Zeiteinheit  aus  einer  Schicht  in  die  nächstfolgende  übergehenden 
Salzes  der  Konzentrationsdifterenz  der  beiden  Schichten  proportional  ist. 
Denken  wir  uns  nun  ein  cylindrisches  Kohr,  welches  unten  geschlossen  ist 
und  auf  seinem  Boden  eine  Schicht  Salzlösung  von  der  Konzentration  u0 
enthalte,  wo  die  im  Kubikcentimeter  Lösung  vorhandene  Menge  Salz 
bedeuten  soll.  Über  diese  Schicht  sei  zunächst  reines  Wasser  gebracht. 
Nach  irgend  einer  Zeit  t wird  dann  ein  Teil  des  Salzes  in  das  Wasser 
diffundiert  sein  und  eine  Schicht  in  der  Höhe  x Uber  dem  Boden  hat  zu  der 
Zeit  die  Konzentration  u.  Eine  um  dx  höhere  Schicht  hat  dann  die  Kon- 
zentration u — du;  während  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  ist  dann  die  aus 
der  ersteren  in  die  folgende  übergehende  Salzmenge  nach  der  Annahme 
von  Fick 

ds  — — xq  du  ■ dt, 

wo  wir  auf  der  rechten  Seite  das  negative  Vorzeichen  schreiben  müssen, 
weil  der  Salzstrom  nach  der  Richtung  der  abnehmenden  Konzentration 
stattfindet.  Es  bedeutet  in  der  Gleichung  q den  Querschnitt  des  Gefiifses 
und  x eine  nur  von  der  Natur  des  Salzes  abhängige  Konstante,  welche  die 
Menge  des  durch  die  Flächeneinheit  übertretenden  Salzes  sein  würde,  wenn 
die  Differenz  der  Konzentration  zweier  benachbarter  Schichten  gleich  der 
Einheit  wäre.  Anstatt  der  Konstanten  x,  welche  sehr  grofs  sein  würde,  da 
der  Konzentrationsunterschied  zweier  benachbarter  Schichten  immer  sehr 
klein  ist  und  zudem,  da  wir  den  Unterschied  du  niemals  wirklich  angeben 
können,  nicht  bestimmbar  wäre,  führen  wir  besser  eine  andere  Konstante  k 
ein,  welche  wir  dann  als  das  Mafs  der  Diftusionsgeschwindigkeit  erhalten. 
Als  solche  bezeichnen  wir  die  Salzmenge,  welche  in  der  Zeiteinheit  durch 
die  Querschnittseinheit  geht,  wenn  zwei  um  die  Längeneinheit  von  einander 
entfernte  Querschnitte  die  Konzentrationsdifferenz  1 haben,  vorausgesetzt, 
dafs  die  Konzentrationsabnahme  von  Querschnitt  zu  Querschnitt,  welche 
um  dx  von  einander  entfernt  sind,  immer  denselben  Wert  bat.  Ist  die 
Konzentrationsabnahme  in  zweien  um  dx  entfernten  Querschnitten  gleich  du, 

so  ist  sie  in  zweien  um  die  Längeneinheit  entfernten  gleich  , und  mit 

Einführung  der  Konstanten  k erhalten  wir  dann  für  die  in  der  Zoit  dt  von 
einem  Querschnitte  zu  dem  folgenden  übergehende  Salzmenge 

ds  — — kq  j’-1  dt. 

' dx 

Dieser  aus  der  Fickschen  Annahme  sich  ergebende  Ausdruck  für  die 
im  Zeitelement  dt  flbergohonde  Salzmenge  gestattet  uns  nun  zunächst  die 
dort  eintretende  Konzentrationsänderung  zu  berechnen.  In  derselben  Zeit, 


’)  Fick , Poggend.  Ann.  IM.  XCIV. 
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in  der  durek  den  Querschnitt  x diese  Salzmengo  ds  in  den  Raum  zwischen 
x und  dx  tritt,  wandert  eine  andere  Salzmenge  ds  durch  den  Querschnitt 
x -f-  dx  aus  "diesem  Raum  weiter.  Nennen  wir  die  Konzenlrationsdifferonz 
zwischen  dem  Querschnitt  x dx  imd  x -j-  2 dx  in  dem  betrachteten  Zeit- 
moment du,  so  erhalten  wir  für  ds' 

ds=  — kq  d“x  dt, 

somit 

i j • i du— du  ,, 

ds  — ds  — — kq — dt. 

Diese  Salzmenge  wandert  in  den  zwischen  x und  dx  vorhandenen 
Raum  mehr  zu  als  aus  demselben  fort.  Nach  unserer  Definition  der  Kon- 
zentration ist  somit  die  Konzentrationsänderung,  die  Zunahme  der  Salz- 
menge in  der  Volumeinheit 

ds  — ds' 
qdx  ’ 

da  qdx  der  Raum  ist,  in  welchem  die  Salzmenge  um  ds  — ds'  zunimmt. 
Bezeichnen  wir  auch  diese  in  der  Zeit  dt  stattfindendo  Zunahme  der  Kon- 
zentration mit  du,  so  wird 

du  du— du  , (Du 

ir  k dx*  * 

wenn  wir  die  Differenz  der  beiden  Konzentrationsänderungen  du  und  du 
in  zwei  um  dx  entfernten  Schichten  als  d3u  bezeichnen.  Die  Entwicklung 
zeigt  uns,  dafs  die  Konzentration  u zu  einer  gegebenen  Zeit  abhängig  ist 
von  dem  Abstande  x des  betrachteten  Querschnittes  von  dem  untern  Ende 
des  Rohres,  dafs  sie  also  eine  Funktion  von  x ist.  Gleichzeitig  ändert  sie 
sich  aber  an  allen  Stellen  mit  der  Zeit,  sie  ist  also  eine  Punktion  der  Zeit. 
Nach  den  Entwicklungen  der  Einleitung  erkennen  wir  dann,  dafs  uns  die 
Fieksche  Annahme  eine  Beziehung  liefert  zwischen  dem  ersten  Diflerential- 
qnotienten  von  u als  Funktion  der  Zeit  und  dem  zweiten  Diflerential- 
quotienten  als  Funktion  des  Abstandes  des  betrachteten  Querschnittes  von 
dem  untern  Ende  des  Cylinders. 

Die  allgemeine  Behandlung  dieser  Gleichung,  das  heilst  dio  Ableitung, 
welche  Funktion  die  Konzentration  u von  der  Zeit  t und  von  x ist,  bietet 
ziemliche  Schwierigkeiten1).  In  gewissen  einfachen  Fällen  können  wir  die- 
selbe indes  auflösen  und  damit  Versuehsmetkoden  erhalten,  durch  welche 
wir  dio  Theorie  prüfen  können. 

Wir  bringen  auf  den  Boden  des  Cylinders  eine  Menge  festen  Salzes, 
so  dafs  dort,  so  lange  auch  der  Versuch  dauert,  immer  eine  konzentrierte 
Lösung  des  Salzes  ist.  Dann  setzen  wir  den  Cylinder,  dessen  Länge  l sei, 
in  ein  grofses  GefUI's  mit  Wasser,  so  dafs  selbst  wenn  alles  Salz  in  dieses 
Wasser  hinöberdiftündiert  wäre,  die  Konzentration  doch  eine  so  kleine  ist, 
dafs  wir  sie  gleich  Null  setzen  dürfen.  Die  Konzentration  ist  dann  an  dem 
nntem  Ende  des  Cylinders  für  x = 0 für  die  ganze  Dauer  des  Versuches 
konstant  und  gleich  »0  der  Konzentration  der  konzentriertesten  Salzlösung, 

')  Die  allgemeine  Behandlung  geben  Wild  und  Simmler,  f’oggend.  Ami 
Bd.  C. 
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am  obem  Ende  für  x = l dagegen  gleich  Null.  Läfst  man  die  Diffusion 
hinreichend  lange  stattfinden,  so  mufs  sich  scbliefslicb  ein  sta^  ionärer  Zu- 
stand hersteilen,  sobald  nämlich  der  letzte  Querschnitt  des  Cy  linde  rs  in 
gleichen  Zeiten  ebensoviel  an  die  Umgebung  abgibt,  als  er  von  den  darunter 
liegenden  Querschnitten  erhält.  Dafs  dies  nach  einiger  Zeit  eintreten  mufs, 
ergibt  die  Überlegung,  dafs  mit  Zunahme  der  Konzentration  in  der  letzten 
Schicht  die  Menge  des  in  gegebener  Zeit  an  die  Umgebung  abgegebenen 
Salzes  zunimmt,  dagegen  diejenige  des  von  der  tiefern  Schicht  herkommen- 
den Salzes  abnimmt,  da  in  der  Tiefe  die  Konzentration  konstant  ist.  Ist 
aber  der  letzte  Querschnitt  von  einer  konstanten,  sich  mit  der  Zeit  nicht 
mehr  ändernden  Konzentration,  so  mtlssen  es  auch  alle  tiefer  liegenden  sein, 
da  eben  der  letzte  Querschnitt  nur  dann  eine  konstante  Konzentration  haben 
kann,  wenn  auch  der  vorletzte  sie  hat  und  so  fort.  Ist  aber  die  Konzen- 
tration in  jedem  Querschnitte  eine  mit  der  Zeit  sich  nicht  mehr  ändernde 
geworden,  so  ist 


und  die  Gleichung,  welche  uns  die  Abhängigkeit  der  Konzentration  von  x 
gibt,  wird 


Nach  unserer  mathematischen  Einleitung  ist  der  zweite  Differential- 
quotient der  erste  des  ersten  Differentialquotienten,  oder 


d*  u 
d~xT 


dx 


Daraus,  dafs  der  zweite  Differentialquotient  von  u nach  x gleich  Null 
ist,  folgt  dann  nach  E I , dafs  der  erste  Differentialquotient  eine  konstante, 
von  x nicht  abhängige  Gröfse  ist,  oder  es  ist 


du  _ 
dx 


Hieraus  folgt  dann  unter  Beachtung  von  E 1 
u = nx  -f-  b. 

Die  beiden  Konstanten  n und  b ergeben  sich  daraus,  dafs  für  x — 0 
die  Konzentration  u = »#  ist,  somit 

b = u0, 

feiner,  dafs  für  x — l,  u = 0,  also 

0 = al  -f  «0,  « = — “j“  , 

somit  wird 


oder  die  Konzentration  nimmt  dem  Abstande  von  dem  untern  Ende  des 
(Jylinders  proportional  ab. 

Man  hätte  diesen  Satz  auch  einfach  aus  der  Überlegung  ableiten 
können,  dafs  der  stationäre  Zustand  nur  ointroten  kann,  wenn  durch  jeden 
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Querschnitt  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Mengen  des  Salzes  wandern,  was  nur 
möglich  ist,  wenn  die  Konzentrationsdifferenz  je  zweier  auf  einander  folgen- 
der Querschnitte  durch  den  ganzen  Cylinder  dieselbe  ist.  Ist  das  aber  der 
Fall,  so  mufs  aufch  die  Konzentrationsdifferonz  je  zweier  gleich  weit  ent- 
fernter Querschnitte  die  gleiche  sein,  oder  die  Konzentration  mufs  jedesmal 
um  die  gleiche  Gröfse  abnehmen,  wenn  wir  in  dem  Cylinder  um  gleiche 
Strecken  aufsteigen,  was  eben  unsere  Gleichung  fltr  « darstellt. 

Fick  hat  diese  Folgerung  der  Theorie  zu  prüfen  versucht,  indem  er 
in  einem  in  der  angegebenen  Weise  hergestellten  Cylinder,  dessen  Boden 
kristallisiertes  Kochsalz  enthielt,  den  Diffusionsvorgang  wochenlang  dauern 
liefs,  und  dann  durch  vorsichtig  eingesenkte  mit  einem  Bufserst  feinen 
Drahte  an  einer  Wage  hängende  GlaskUgelchen  das  specifisehe  Gewicht  der 
Lösung  in  verschiedenen  Höhen  * über  dem  Boden  bestimmte.  Die  aus 
den  gefundenen  specifiscben  Gewichten  sich  ergebenden  Konzentrationen 
entsprachen  der  Gleichung  so  genau,  als  es  bei  der  Schwierigkeit  dieser 
Methode,  wo  das  Einsenken  des  Kügelchens  jedenfalls  eine  geringe  Mischung 
verschiedener  Schichten  zur  Folge  hat,  nur  erwartet  werden  kann. 

Um  nach  dieser  Methode  die  Diffusionsgeschwindigkeit  k zu  bestimmen, 
gehen  wir  zu  der  Gleichung 

ds  , du 

di *«  IG 

zurück.  Die  linke  Seite  bedeutet  die  in  der  Zeiteinheit  von  einer  Schicht 
zur  nächstfolgenden  wandernde  Salzmenge,  da  ds  die  in  der  Zeit  dt  über- 
gehende Menge  ist.  Nach  Eintritt  des  stationären  Zustandes  ist  das  ein- 
fach die  in  der  Zeiteinheit  aus  dem  Cylinder  in  das  umgebende  Wasser 
austretende  Salzmenge.  Nach  Eintritt  des  stationären  Zustandes  ist 

_ du_  «o 

dx  l 

Nennen  wir  nun  die  Menge  des  in  der  Zeiteinheit  austretenden  Salzes 
S , so  wird 

oder  es  mufs  die  in  gleichen  Zeiten  aus  den  Röhren  anstretende  Salzmenge 
der  Länge  dev  Röhren  umgekehrt  proportional  sein. 

Auch  diesen  Satz  fand  Fick  bestätigt  , indem  er  in  der  vorhin  an- 
gegebenen Weise  drei  Röhren  sehr  verschiedener  Länge  herstellte  und  nun 
nach  Eintritt  des  stationären  Zustandes  die  Menge  des  im  Laufe  eines 
Tages  in  das  Bufsere  Wasser  übertretenden  Salzes  durch  eine  chemische 
Analyse  des  Wassers,  welche  an  in  bestimmten  Zeiträumen  genommenen 
Proben  desselben  ausgeführt  wurde,  bestimmte.  Er  erhielt  für  k nach  der 
Gleichung 


ans  Versuchen  mit  der 

Temperatur  längsten  mittleren  kürzesten  Röhro 
18°  — 19  Jfc  = 1,071  * = 1,108  k = 1,050 

drei  Zahlen,  die  mit  Berücksichtigung  der  unvermeidlichen  Fehlerquellen 
in  der  That  als  gleich  zu  betrachten  sind. 
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Die  Zahlen  bedeuten  in  Grammon  die  Salzmenge,  welche  im  Laufe 
eines  Tages  durch  einen  Querschnitt  von  lqcm  geht,  wenn  zwei  um  lcm  von 
einander  entfernte  Schichten  eine  solche  Konzentrationsdiffcrenz  haben,  wie 
sie  dem  Unterschied  von  1 Gramm  Salz  im  Kubikcentimeter  Lösung  ent- 
spricht. 

Durch  Abwarten  des  stationüren  Zustandes  erreicht  man,  dafs  die 
Konzentration  in  dem  Diffusionsgefäfs  nicht  mehr  eine  Funktion  der  Zeit, 
sondern  nur  eine  Funktion  dos  Abstandes  einer  Schicht  vom  Boden  des 
Gefiifses  ist;  durch  eine  andere  von  Jolly  angegebene  Versuchsanordnung 
hat  Beilstein *)  es  dahin  zu  bringen  gesucht,  dafs  die  Konzentration  in  dem 
ganzen  Diffusionsgefilfs  an  allen  Stellen  die  gleiche  aber  mit  der  Zeit  sich 
ändernde  ist.  Die  Lösung  wurde  in  eine  etwa  6cra  lange  Glasröhre  (Fig.  129) 

gefüllt,  welche  unten  umgebogen  und  an 
ihrer  Umbiegung  so  abgeschliffen  war,  dafs 
das  Niveau  der  Mündung  möglichst  nabe 
über  dem  tiefsten  Punkte  der  Umbiegung 
war;  am  obem  Ende  war  das  Gläschen  etwas 
ansgezogen  und  durch  einen  eingeriebenen 
Glasstöpsel  verschliefsbar.  Um  das  Gläschen 
zu  füllen,  wurde  es  in  ein  Becherglas  ganz 
in  Lösung  untergetaucht,  und  während  die 
obere  Öffnung  mit  der  Lösung  bedeckt  war, 
mit  dem  Stöpsel  verschlossen.  Das  gefüllte 
Gläschen  wurde  dann  mittels  eines  durch- 
bohrten Korkes  in  ein  Brettchen  gesteckt, 
welches  auf  dem  horizontalen  Rande  eines 
mit  Wasser  gefüllten  Gef  Ilses  lag,  so  dafs 
sich  die  untere  Öffnung  des  Gläschens  einige 
Millimeter  unter  der  Oberfläche  des  Wassers 
befand.  Es  wurde  die  Konzentration  der  Lösung  vor  dem  Beginne  des 
Versuches  bestimmt,  und  dann  wieder,  nachdem  der  Versuch  einen  Tag 
oder  zwei  Tage  gedauert  hatte.  Der  Apparat  war  in  einem  Kellerraum  von 
konstanter  Temperatur  aufgestellt.  Die  umgebende  Wassermenge  war  so 
grol's,  dafs  deren  Konzentration  stets  gleich  Null  gesetzt  werden  konnte. 

Infolge  der  Diffusion  wurde  die  Lösung  zunächst  in  der  Umbiegung 
verdünnt  ; da  dann  aber  die  Lösung  in  dem  ganzen  Gläschen  konzentrierter, 
somit  specitisch  schwerer  ist,  nimmt  Beilstein  an,  dafs  stets  durch  Nieder- 
sinken der  konzentrierteren  Lösung  eine  Mischung  statt  finde,  so  dafs  zu 
jeder  Zeit  innerhalb  dos  Gläschens  nnd  an  der  Öffnung  dieselbo  aber  infolge 
der  Diffusion  mit  der  Zeit  abnehmende  Konzentration  vorhanden  sei.  Ganz 
wird  dieser  Zustand  allerdings  nicht  erreicht  werden  können,  da  die  in  der 
Biegung  befindliche  Lösung  als  die  t.icfstliegendo  an  dieser  Mischung  nicht 
teilnohmen  kann.  Annähernd  wird  aber  dio  Voraussetzung  erfüllt,  sein. 

Nennen  wir  die  in  einem  gegebenen  Momente  in  dem  Gläschen  und 
der  Grenzfläche  vorhandeno  Konzentration  u , so  können  wir  die  in  dem 
Zeitelement  dt  durch  den  Querschnitt  q der  Öffnung  nach  aul'sen  wandernde 
Salzmenge,  da  das  Wasser  dio  Konzentration  Null  hat,  setzen 

')  Beiletcin , Liebigs  Annalen  Bd.  XCIX. 
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dS  = Kyudt , m 

worin  K der  von  nns  definierten  Ditfusionsgesehwindigkeit  proportional, 
nicht  derselben  gleich  ist,  da  hier  nicht  die  Abnahme  u auf  0 auf  der 
Längeneinheit,  sondern  in  einer  kleinern  allerdings  nicht  bekannten  Strecke 
stattfindot.  Nennen  wir  das  Volumen  dos  Gefüfses  V",  so  können  wir  die 
in  dem  gegebenen  Momente  in  dem  GofÄfse  vorhandene  Salzmenge 

S—  7-u,  dS^—Vdu 

setzen,  wo  wir  das  negative  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  schreiben, 
um  anzudeuten,  dafs  durch  Fortwandern  der  Salzmenge  dS  die  Konzentra- 
tion u des  Geftifses  um  du  abnimmt.  Damit  wird 


du  — udl ; 


du 

u 


df- 


Um  die  zur  Zeit  / vorhandene  Konzentration  zu  erhalten,  haben  wir 
auf  beiden  Seiten  die  Summen  zu  bilden  von  f = (>  bis  t = I.  Nennen  wir 
die  bei  Beginn  des  Versuches  in  dem  GefÜfse  vorhandene  Konzentration  u0, 
so  wird 


«0  0 

Nach  E VIT1  und  E 2 wird  dann 

log  «0  — log  u = / 

h\  = A).'/  = y (log  «0  — log  «). 


Es  mufs  demnach  der  Quotient  aus  der  Differenz  der  Logarithmen  der 
bei  Beginn  und  am  Ende  des  Versuches  in  dem  Gläschen  vorhandenen 
Konzentration  dividiort  durch  die  Dauer  des  Versuches  konstant  sein. 

In  der  That  geben  die  Beobachtungen  Beilsteins  dieses  Resultat,  mit 
Abweichungen,  welche  hinreichend  dadurch  erklärt  werden,  dafs  die  Voraus- 
setzungen der  Berechnung,  eine  in  dem  ganzen  DitfnsionsgefUfs  überall 
gleiche  Konzentration,  nicht  strenge  erfüllt  sind. 

So  erhielt  Beilstein  unter  andern  folgende  Werte  von  h\  für  ver- 
schieden konzentrierte  Lösungen,  und  bei  Versuchen,  die  teils  einen,  teils 
zwei  Tage  dauerten.  Die  Temperaturen  waren  stets  5 — 7°  C Als  Zeiteinheit 
ist  dabei  der  Tag  angenommen. 

Salpetersanres  Kali: 

,,0  = 0.0197  Kx  — 0,1 81  TU,  = 0,1891 

0,0393  0,192  0,190  Mittel  0,1845. 

0,0962  0,176  0,176 1 


= 0,0199 
0,0394 


Doppelchromsanres  Kali: 
0,146  0,146 

0,153  0,149 


Mittel  0,1480. 


Chlorkalium. 

«„  = 0,0394  0,208  0,198  ) Mittel  0,2010. 

Die  Werte  K\  sind  aus  den  Versuchen  mit  zweitägiger  Dauer  berechnet. 
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Später  haben  Voit1)  und  Johannisjanz*)  die  Richtigkeit  der  Theorie 
zu  prüfen  und  für  einige  Substanzen  die  Diffnsionsgeschwindigkeiten  zu  be- 
stimmen gesucht,  indem  sie  auf  den  Boden  eines  cylindrisclien  oder  prisma- 
tischen Gefäfses  Lösung  und  auf  diese  Wasser  brachten,  und  dann  die 
Konzentration  u in  verschiedenen  Höben  über  der  ursprünglichen  Trennungs- 
schieht  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Zeit  beobachteten.  Wie  indes  Stefan3) 
gezeigt  hat,  sind  die  von  diesen  beiden  Physikern  angewandten  optischen 
Beobachtungsmethoden  nicht  zur  Erlangung  richtiger  Resultate  geeignet. 
Stefan  hat  dann  an  den  Versuchen  Grahams  die  Theorie  bestätigt  und  aus 
denselben  eine  Anzahl  Diffusionsgeschwindigkeiten  verschiedener  Salze  be- 
rechnet4). 

Spätere  Beobachtungen  von  F.  Weber1),  Schuhmeister6)  und  Long7) 
scheinen  indes  doch  eine  Abhängigkeit  der  Diffusionsgeschwindigkeit  von 
der  Konzentration  zu  ergeben.  Weber  erhielt  nach  einer  Methode,  die  wir 
hier  nicht  auseinandersetzen  können,  für  Zinkvitriol  und  den  Konzentrationen 

« = 0,214  /.  = 0,2403;  «==0,318  Ä;  = 0,2299 

bei  der  Temperatur  18°,  also  einen  mit  steigender  Konzentration  abnehmen- 
den Wert  von  k.  Die  Werte  von  k sind  in  den  vorhin  definierten  Einheiten 
gegeben. 

Schuhmeister  führte  entweder  über  einen  mit  Salzlösung  gefüllten 
Cylinder  einen  langsamen  Wasserstrom,  in  den  das  Salz  aus  dem  Cylinder 
diffundierte  und  bestimmte  die  Menge  des  ausgetretenen  Salzes  aus  der 
Konzentration  der  Lösung  vor  Beginn  und  nach  Beendigung  des  Versuches, 
oder  er  stellte  auf  einen  mit  Salzlösung  gefüllten  Cylinder  einen  zweiten 
von  genau  gleichem  Querschnitt  und  gleicher  Länge,  der  mit  Wasser  gefüllt 
war.  Nach  Beendigung  des  Versuches  konnten  die  beiden  Cylinder  ohne 
Mischung  des  Inhalts  von  einander  getrennt  werden  und  in  jedem  einzelnen 
die  Konzentration  bestimmt  w-erden.  Für  die  aus  dem  untern  Cylindor  in 
der  Zeit  t austretende  Salzmenge  ergibt  die  allgemeine  Gleichung  nach  den 
Entwicklungen  Stefans  *)  in  dem 

ersten  Falle  zweiten  Falle' 

s = 2 unq  y 11  's = u0q  yh. , 

wenn  «„  die  anfängliche  Konzentration,  q den  Querschnitt  des  Cylinders 
und  n die  Ludolphische  Zahl  bedeutet. 

So  erhielt  Schuhmeister  z.  B.  für  Chlorkalium  bei  einer  Temperatur 

18°  8 C. 

für  «0  = 0,084  09  k = 1,319;  w0  = 0,184  37  k = 1,406 
«„  = 0,289  74  k = 1,464. 

')  Fort,  Poggend.  Arm.  Bd.  CXXX. 

'')  Johannisjan: , Wiedem.  Ann.  Bd  II. 

')  Stefan,  Wiener  Berichte.  Bd.  LXXVIll. 

4)  Stefan,  Wiener  Berichte.  Bd.  LXX1X.. 

■')  F.  Weber,  Wiedem.  Ann.  Bd.  VII. 

*)  Schuhmeister , Wiener  Berichte.  Bd.  LXXIX. 

’)  l.ong,  Wiedem.  Ann.  Bd.  IX. 

*)  Stefan,  Wiener  Bcr.  Bd.  LXXVIll. 
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Es  zeigte  sich  somit  hier,  un«l  das  Gleiche  ergaben  fast  alle  Versuche, 
entgegen  der  Beobachtung  Webers,  eine  Zunahme  der  Diffusionsgeschwin- 
digkeit mit  steigender  Konzentration.  Ähnliches  zeigen  auch  die  Versuche 
von  Long,  dor  indes  nur  die  Diffusionsgoschwindigkeiten  verschiedener  Salze 
mit  einander  verglichen  hat,  ohne  die  Werte  k zu  berechnen. 

§ 83. 

Endosmose.  Die  Diffusion  der  Flüssigkeiten  beschränkt  sich  nicht 
auf  den  soeben  betrachteten  Fall,  wenn  zwei  Flüssigkeiten  sich  direkt  be- 
rühren, sondern  sie  findet  auch  dann  statt,  wenn  die  beiden  Flüssigkeiten 
durch  eine  poröse  Membran  von  einander  getrennt  sind.  Füllt  man  z.  B. 
eine  Röhre,  welche  an  ihrem  untern  Ende  durch  eine  thierische  Membran 
geschlossen  ist,  mit  Alkohol  und  taucht  sie  dann  in  Wassor,  so  dafs  das 
Wasser  die  Membran  berührt,  so  zeigt  sich  ein  Austausch  der  beiden  Flüssig- 
keiten, indem  durch  die  Membran  hindurch  Wasser  zum  Alkohol  und  um- 
gekehrt Alkohol  zum  Wasser  übergeht.  Ganz  dasselbe  zeigt  sich,  wenn 
man  in  die  Röhre  eine  Salzlösung  bringt  und  sie  dann  in  Wasser  einsenkt, 
es  geht  Salz  zum  Wasser  und* Wasser  durch  die  Membran  in  die  Röhre,  so 
lange,  bis  die  Flüssigkeiten  auf  beiden  Seiten  der  Membran  gleichförmig 
geworden  sind. 

, In  den  meisten  Fällen  beobachtet  man  dabei  an  der  einen  Seite  der 
Membran  eine  Zunahme  der  Flüssigkeitsmenge,  indem  z.  B.  bei  dem  Ver- 
suche mit  Alkohol  und  Wasser  mehr  Wasser  durch  die  Membran  zum 
Alkohol  in  die  Röhre  dringt,  als  umgekehrt  Alkohol  zum  Wasser;  ebenso, 
wenn  man  Wasser  und  eine  Salzlösung  durch  eine  poröse  Zwischenwand 
trennt,  findet  man  stets,  dafs  eine  gröfsere  Quantität  Wasser  zur  Salzlösung 
wandert,  als  umgekehrt.  Enthält  deshalb  die  Röhre  Wassor,  so  sinkt  das 
Niveau  in  ihr,  enthält  sie  die  Salzlösung,  so  steigt  es. 

Dieser  Umstand  deutet  schon  darauf  hin,  dafs  die  Scheidewand  von 
wesentlichem  Einflufs  ist,  und  dafs  wir  hier  nicht  eine  einfache,  nur  durch 
die  Scheidewand  verzögerte  Diffusion  der  Flüssigkeiten  vor  uns  habon,  denn 
in  dem  Falle  würde  eine  Veränderung  des  Niveau  in  der  Weise  nicht  statt- 
finden können. 

Noch  deutlicher  zeigt  sich  das  bei  Anwendung  verschiedener  Mem- 
branen, indem  mit  Änderung  der  porösen  Zwischenwand  sich  die  Niveau- 
änderungen oft  geradezu  umkehren.  So  zeigt  sich  z.  B.,  weim  man  Wasser 
und  Weingeist  durch  eine  thierische  Membran  trennt,  dafs  der  stärkere 
Strom  von  dem  specifisch  schwerem  Wasser  zum  leichtem  Weingeist  geht; 
dafs  das  Niveau  des  Weingeistes  steigt,  jones  des  Wassers  fällt.  Wird 
dagegen  Weingeist  und  Wasser  durch  Kautschuk  getrennt,  so  zeigt  sich 
das  Entgegengesetzte,  das  Niveau  des  Weingeistes  sinkt,  während  das  des 
Wassers  steigt.  . • 

Man  unterscheidet  daher  die  Diffusion  der  Flüssigkeiten  durch  feuchte 
Membranon  von  der  vorhin  betrachteten,  und  bezeichnet  sie  mit  dem  Namen 
der  Endosmose. 

Um  die  Endosmose  messend  zu  verfolgen  und  die  sie  bedingenden 
Umstände  aufzufinden,  bedarf  es  der  Untersuchung,  in  welchem  Verhältnis 
der  Austausch  verschiedener  Stoffe  durch  poröse  Scheidewände  geschieht, 
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und  wie,  bei  Salzlösungen  z.  II.,  der  Austausch  erfolgt,  wenn  man  ver- 
schieden dichte  Lösungen  derselben  Substanz  unter  sonst  gleichen  Um- 
ständen der  Endosmose  unterwirft. 

Die  ältem  Versuche  beschränkten  sich  darauf,  die  Volumzunahme  zu 
messen,  welche  auf  der  einen  Seite  der  Scheidewand  eintrat,  und  glaubten 
in  dieser  Volumzunabme  ein  Mals  des  endosmotischen  Vorganges  zu  er- 
kennen. Darauf  hin  gab  Dutrochet1)  einen  Mefsapparat,  das  sogenannte 
Endosmometer  an,  welches  in  weiter  nichts  bestand  als  in  einer  geteilten, 
unten  trichterförmig  erweiterten  und  mit  einer  Membran  geschlossenen 
Röhre.  In  dieso  wurde  die  eine  Flüssigkeit,  z.  B.  eine  Salzlösung,  bis  zu 
einer  bestimmten  Höhe  eiugefllllt  und  dann  die  trichterförmige  Erweiterung 
der  Röhre  in  die  zweite  Flüssigkeit,  z.  B.  Wasser,  getaucht.  Die  Volum- 
zunahme wurde  an  der  Teilung  der  Röhre  abgelesen.  Mit  diesem  oder 
einem  ähnlichen  Apparate  untersuchten  Jerichau*),  Brücke3),  Vierordt4)  die 
Endosmose  verschiedener  Stolle  durch  verschiedene  Membranen. 

Indes  kann  diese  Methode  nicht  zu  genauen  Resultaten  führen,  da  sie 
nur  die  Volumänderung  der  einen  Flüssigkeit,  also  nur  den  Diffusionsstrom 
nach  der  einen  Richtung  berücksichtigt.  Diose  Methode  würde  z.  B.  in  dem 
Falle,  wo  die  beiden  entgegengesetzt  gerichteten  Ströme,  welche  den  Aus- 
tausch der  Flüssigkeiten  vermitteln,  ganz  gleiche  Stärke  haben,  also  eine 
Volumänderung  nicht  eintritt,  zu  dem  ganz  falschen  Schlüsse  führen,  dafs 
gar  keine  Diffusion  eingetreten  sei;  in  diesem  Falle  würde  sie  gar  nichts 
messen  können.  Aus  diesem  Grunde  waren  auch  die  Resultate  dieser  Be- 
obachter mehr  qualitativer  Natur,  es  ergaben  sich  aus  ihnen  die  That- 
sachen,  welche  wir  vorhin  angeführt  haben. 

Jedoch  folgerten  Dutrochet  und  Vierordt  schon  aus  ihren  Versuchen, 
dafs  die  Stärke  der  Endosmose  bei  Lösungen  unter  sonst  gleichen  Verhält- 
nissen der  Dichtigkeit  der  Lösungen  proportional  sei,  d.  h.  dal's  die  Wasser- 
mengen, Vielehe  in  gleichen  Zeiten  durch  die  Membran  in  die  Röhre  dringen, 
in  demselben  Verhältnisse  zu  einander  stehen,  wie  die  Dichtigkeit  der 
Lösungen  in  der  Röhre. 

Jolly'’)  wandte  ein  anderes  Verfahren  an;  er  mafs  nicht  die  Volum- 
änderungen, sondern  die  Gewichtsänderungen  der  Endosmometer,  denen  er 
dazu  auch  eino  sehr  einfache  Form  gab.  Eine  cylindrisehe  Glasröhre  von 
vielleicht  zwei  Decimeter  Länge  und  l1/,  Centimeter  Weite  wurde  einfach 
an  ihrem  Ende  mit  einem  Stücke  einer  feuchten  thierischen  Blase  geschlossen 
und  dann  mit  einer  abgewogenen  Menge  des  zu  untersuchenden  Stoffes  ge- 
füllt und  in  reines  Wasser  getaucht.  Der  leichtern  Übersichtlichkeit  des 
Versuches  wegen  wurde  dann  dafür  gesorgt,  dafs  die  äufsere  Flüssigkeit 
stets  Wasser  war,  indem  die  Rühre  in  ein  grofses  Gefüfs  mit  Wasser  ge- 
taucht wurde,  in  welchem  das  Wasser  von  Zeit  zu  Zeit  erneuert  wurde. 

Zunächst  liefs  Jolly  den  cndosmotischen  Vorgang  so  lange  dauern,  bis 
im- Innern  der  Röhre  nur  mehr  reines  Wasser  vorhanden  war,  indem  er  so 


’)  Ihdrochet , Annalen  de  chim.  et  de  pbys.  T.  XXXV. 

’)  Jcrichau,  Poggend.  Ann.  Bd.  XXXIV.  613. 

*)  Brücke,  De  Ditfusione  humorum  per  septa.  Berlin  1841.  Daraus  l'oggend. 
Ann.  Bd.  LV1U.  p.  77. 

*)  Vierordt  in  Archiv  von  Roser  und  Wunderlich.  Bd.  VI.  1847. 

*)  Jolly,  Zeitschrift  für  die  rationelle  Medicin  von  Beule  und  Pfeufor.  Bd.VU. 
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lange  die  Rühre  in  das  Wasser  tanchen  liefs,  bis  sich  keine  Gewichts- 
iinderung  der  Rühre  mehr  zeigte.  Da  dann  die  eine  Substanz  ganz  aus  der 
Rühre  verschwunden  war,  so  erhielt  er  in  der  Gewichtszunahme  der  Rühre 
die  Menge  Wassers,  welche  den  ausgetauschten  Stoff  ersetzt  hatte. 

Die  Versuche  ergaben,  dafs  bei  gleicher  Membran  und  gleichbleibender 
Temperatur  für  eine  gewisse  Menge  des  der  Endosmose  ausgesetzten  Stoffes 
stets  die  gleiche  Menge  Wasser  eintrat,  ob  man  nun  ursprünglich  eine 
kleinere  oder  gröfsere  Menge  des  Stoffes  in  die  Rühre  gethan  hatte.  So 
fand  sich,  dafs  bei  Anwendung  derselben  Membram  für  1*'  Kochsalz  stete 
nahezu  Wasser  in  die  Rühre  getreten  waren.  Bei  oinem  Versuche 
zeigten  sich  z.  B.  folgende  Zahlon,  aus  denen  man  auch  ein  Bild  erhält,  wie 
Jolly  die  Versuche  ausfiihrte. 

Zunllchst  wurde  das  Endosmometer  leer,  aber  mit  ganz  durchfeuchteter 


Membran  gewogen  und  es  war: 

Gewicht  der  Rühre  leer,  feucht 37,8 1 

Gewicht  des  trockenen  Kochsalzes 2,00  „ 

Gewicht  des  Lösungswassers 6,20  „ 

Totalgewicht  46,01  *' 

Gewicht  nach  6 Tagen,  nachdem  alles  Kochsalz 

aus  der  Rühre  getreten  war \ 53,17*' 

Die  Gewichtszunahme  der  Rühre  betrug  also  . . 7,16  „ 


Da  ferner  2*'  Kochsalz  ausgetreten  waren,  die  ebenfalls  durch  Wasser 
ersetzt  waren,  so  waren  im  ganzen  9,1 01"  W'asser  bei  der  Endosmose  für 
die  2gr  Kochsalz,  oder  für 

l*1  Kochsalz  4,58**  W'asser 

eingetreten. 

In  einem  andern  Versuche  wurden  2,4*'  trockenes  Kochsalz  auf  die 
Membran  gelegt,  und  es  traten  ein  10,36  Wasser,  oder  für 

1*'  Kochsalz  4,316*'  W'asser. 

ln  einem  dritten  Versuche  traten  für  0,741*'  Kochsalz  3,215*'  W'asser 
ein,  oder  für 

1*'  Kochsalz  4,338*'  Wasser. 

Jolly  wandte  zu  seinen  Versuchen  Schweinsblasen  an,  aber  selbst  für 
verschiedene  Stücke  derselben  Membran  fanden  sich  die  Werte  der  oin- 
tretenden  Wassermengen  für  denselben  Stoff  verschieden.  Nur  bei  Anwen- 
dung desselben  Membranstückes  waren  sie  konstant,  indes  weichen  die  von 
Jolly  für  verschiedene  Stücke  Schweinsblasen  bestimmten  Zahlen  so  wenig 
von  einander  ab,  dafs  man  wohl  füglich  eine  Mittelzahl  aus  diesen  als  für 
Schweinsblase  überhaupt  gültig  ableiten  kanu. 

Jolly  nennt  die  für  1*'  eines  Stoffes  eintretenden  Wassermengen  das 
endosmotisehe  Äquivalent,  des  Stoffes.  Das  endosmotische  Äquivalent  ändert 
sich  nach  deu  neueren  Versuchen  von  Schmidt1)  nicht  merklich  mit  der 
Temperatur.  Jolly  findet  aus  seinen  Versuchen  folgende  endosmotische 
Äquivalente  für  Schweinsblase: 


’)  Schmidt  in  Poggend.  Ann.  Bil.  CI I. 
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Kochsalz  ... 

. 4,22 

Glaubersalz 

. 1 1,05 

Schwefels.  Kali  . 

. 12,70 

Schwefels.  Magnesia 

. 11,05 

Kalihydrat 

. 231,40 

Alkohol  .... 

4,13 

Zucker 

7,25 

FUr  andere  Membranen  erhält  man  andere  Zahlen;  so  fand  Eckhard') 
für  den  Herzbeutel  des  Kindes  das  Äquivalent  für  Kochsalz  = 3,2. 

Jolly  weist  dann  in  seiner  Arbeit  ferner  nach,  dafs  das  von  Dutrochet 
ausgesprochene  Gesetz,  dafs  die  Stärke  der  Endosmose  der  Dichtigkeit  der 
Lösung  proportional  sei,  richtig  ist;  ein  Resultat,  welches  Schmidt  bestätigt. 

Gegen  Jollys  Annahme  endosmotischer  Äquivalente  trat  bald  darauf 
Ludwig')  auf,  indem  er  nachzuweisen  suchte,  dafs  dasselbe  von  der  Kon- 
zentration der  Flüssigkeit  abhänge,  welche  man  der  Endosmose  aussetzt. 
So  ergaben  Ludwigs  Versuche  für  Glaubersalz  eino  Schwankung  zwischen 
4 und  42.  Indessen  lassen  sich  gegen  die  Ludwigsehen  Zahlen  manche  Ein- 
wendungen machen,  indem  die  Veränderlichkeit  derselben  mehr  auf  eine 
Änderung  der  Membran  als  des  Äquivalents  hindeutet.  Es  wurde  z.  B. 
auch  bei  derselben  Temperatur  ein  und  derselben  Konzentration  der  Lösung 
einmal  31,9,  ein  anderesmal  21,0  und  bei  einem  andern  Stück  Schweinsblase 
gar  nur  8 als  endosmotisches  Äquivalent  des  Glaubersalzes  gefunden.  Die 
Änderungen  zeigen  sich  hauptsächlich  nach  Anwendung  krystallisierteu 
Salzes.  In  solchen  Fällen  findet  Schmidt  für  Glaubersalz  etwas  Ähnliches, 
aber  viel  unbedeutendere  Schwankungen  als  Ludwig,  indem  Schmidt  für 
Glaubersalz  und  den  Herzbeutel  eines  Rindes  eine  Zahl  nabe  gleieh  8 er- 
hält, die  bei  Anwendung  krystallisierten  Salzes  etwas  Uber  10  wird.  Man 
ist  geneigt,  dieses  auf  eine  Änderung  der  Membran  zu  schieben. 

Als  durchaus  konstant  scheint  man  indes  nach  neueren  Versuchen  von 
Eckhard3)  die  endosmotischen  Äquivalente  uuch  bei  vollständig  gleich- 
bleibender Membran  nicht  annehmen  zu  können.  Wie  Eckhard  angibt,  bleibt 
der  frische  Herzbeutel  des  Rindes,  nachdem  derselbe  einige  Stunden  in  kaltem 
destilliertem  Wasser  ausgewässert  und  dann  zwischen  den  Versuchen  unter 
Wasser  aufbewahrt  ist,  lange  Zeit  ungeändert,  wie  sich  daraus  ergibt,  dafs 
man  für  das  endosmotische  Äquivalent,  wenn  man  es  von  Zoit  zu  Zeit  unter 
denselben  Umständen  wieder  bestimmt,  immer  denselben  Wert  findet. 

Zur  Bestimmung  des  Äquivalentes  des  Kochsalzes  verfuhr  Eckhard 
zunächst  so,  dafs  er  in  die  Röhre  gesättigte  Kochsalzlösung  und  festes  Salz 
brachte,  und  um  auf  beiden  Seiten  der  Membran  während  der  ganzen  Dauer 
des  Versuches  denselben  Zustand  zu  erhalten,  den  endosmotiscbou  l’rocess 
nur  so  lange  dauern  liefs,  als  in  der  Röhre  sich  noch  festes  Salz  befand. 
Die  Menge  des  eingedrungenen  Wassers  wurde  aus  der  Gewichtszunahme 
der  Röhre  und  die  Menge  des  fortgewanderten  Salzes  aus  einer  Analyse  des 
Röhreninhalts  bestimmt.  Für  Kochsalz  ergab  sich  so  der  vorhin  angegebene 
Wert  3,2. 

')  Eckhard,  Beiträge  zur  Physiologie  berausgegcben  von  C.  Eckhard. 
II.  Bd.  Gicfsen. 

*)  I.udwig  in  Zeitschrift  für  rationelle  Medicin.  B.  VIII. 

•)  Ecklmrd,  l’oggend.  Ann.  Bd.  CXXV1II.  p.  01. 
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Um  bei  verdünnteren  Lösungen  ebenso  auf  beiden  Seiten  der  Membran 
während  des  Versuches  einen  konstanten  Zustand  zu  erhalten,  liefs  Eckhard 
während  der  Dauer  desselben  durch  die  Röhre  einen  Strom  von  einigen  hun- 
dert Kubikcentimetern  der  benutzten  Lösung  gehen;  aus  deren  Konzentrations- 
änderung, die  immer  sehr  klein  war,  wurde  dann  die  übergegangene  Salz- 
und  Wassermenge  bestimmt.  Ftlr  eine  Lösung,  die  etwa  22  Teile  Koch- 
salz in  100  Wasser  gelöst  hatte,  ergab  sich  so  als  Äquivalent  2,88,  ftir 
eine  von  12,ö  Teilen  Salz  auf  100  ergab  sich  2,34;  Eckhard  fand  also  das- 
selbe mit  abnehmender  Konzentration  kleiner. 

Mit  dieser  Angabe  Eckhards  scheint  mir  indes  eine  andere  nicht  recht 
vereinbar,  nach  welcher  sich  immer  dasselbe  Äquivalent  findet,  wenn  man 
eine  gesättigte  Lösung  in  andere  Lösungen  desselben  Salzes  diffundieren 
läfst,  welches  auch  die  Konzentration  der  äufsern  Lösung  ist. 

Es  fragt  sich  nun,  nach  Vorführung  der  wichtigsten,  die  endosmotischen 
Erscheinungen  betreffenden  Thatsachen,  wie  haben  wir  uns  die  Volum- 
änderungen der  Flüssigkeiten,  den  Austausch  nach  verschiedenen  Mengen 
zu  erklären.  Wir  lassen  hier  die  von  Jolly  gegebene  Theorie  folgen,  da  sie 
die  einfachste  ist  und  die  wenigsten  Hypothesen  voraussetzt. 

Wird  eine  poröse,  mit  unzählig  vielen  kapillaren  Zwischenräumen  ver- 
sehene Membran  in  eine  Flüssigkeit  getaucht,  so  beweisen  uns  Versuche, 
dafs  je  nach  der  Molekularanziehung  zwischen  der  Substanz  der  Membran 
und  der  Flüssigkeit  verschiedene  Mengen  Flüssigkeit  von  der  Membran 
resorbiert  werden;  so  nehmen  100  Gewichtsteile  trockene  Ochsenblase  in 
24  Stunden  auf 

268  Gewichtsteile  Wasser, 

133  „ Kochsalzlösung  (1,214  spec.  Gew.), 

38  „ Weingeist  (84  Proc.). 

Wird  deshalb  eine  Membran  in  ein  Gemische  zweier  Flüssigkeiten  ge- 
taucht, so  wird  sie  von  beiden  nach  Mafsgabe  ihrer  Anziehung  resorbieren, 
also  auch  aus  einer  Salzlösung  gelöstes  Salz  und  Wasser.  Jolly  nimmt 
an,  dafs  die  Menge  des  resorbierten  in  einer  Salzlösung  gelösten  Salzes  über- 
dies proportional  sei  der  Dichtigkeit  der  Lösung. 

Wenn  eine  Membran  zur  Trennung  zweier  Flüssigkeiten,  etwa  Wasser 
und  Kochsalzlösung  dient,  so  wird  die  Membran  durch  Molekularanziohung 
jeden  der  beiden  getrennten  Stoffe  aufnehmen;  die  Quantität  des  auf- 
genommenen Kochsalzes  ist  aber  verschieden  nach  der  Dichtigkeit  der 
Lösung.  Dieser  so  mit  zwei  Stollen  imprägnierten  Blase  wird  auf  der 
einen  Seite  durch  das  daran  liegende  Wasser  Kochsalz,  auf  der  andern  Seite 
durch  das  daran  liegende  Kochsalz  Wasser  entzogen;  in  verschiedenen  Mengen 
jedoch,  weil  die  resorbierten  Stoffe  in  verschiedenen  Mengen  in  der  Blase 
enthalten  sind,  und  weil  die  Resultierende  aller  Molekularanziehungen  der 
gelösten  Salzteile  auf  das  Wasser  verschieden  ist,  je  nach  der  Dichtigkeit 
der  Lösung.  Nimmt  man  an,  dafs  die  Resultierende  proportional  sei  der 
Dichtigkeit  der  Lösung,  so  folgt  hieraus,  dafs  das  Verhältnis  der  sich  aus- 
tauschenden Stoffe  für  alle  Dichtigkeitsgrade  der  Lösung  konstant  bleibt. 
Denn  wird  die  Dichtigkeit  der  Lösung  z.  B.  die  Hälfte,  so  wird  auch  die 
resorbierte  Salzmenge  die  Hälfte,  das  Wasser  entzieht  also  der  Blase  nur 
die  halbe  Menge  Salz;  ebenso  entzieht  aber  auch  die  Lösung,  deren  Dichte 
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die  Hfilfte  ist,  der  Binse  nur  die  halbe  Menge  Wasser.  Sind  die  endos- 
motischen Äquivalente  nicht  konstant,  so  mufs  man  schliefsen,  dafs  die  re- 
sultierende Molekularanzioliung  der  Liisungsdichtigkeit  nicht  einfach  pro- 
portional zu  setzen  ist,  sondern  mit  derselben  in  kompliciertorer  Be- 
ziehung steht. 

8 84. 

Aueflufs  der  Flüssigkeiten.  Torieellis  Theorem.  Wenn  man  in 
den  Boden  oder  die  Seitenwand  eines  mit  einer  Flüssigkeit  gefüllten  Gefäfses 
eine  Öffnung  macht,  so  fliefst  die  Flüssigkeit  mit  einer  gewissen  Geschwin- 
digkeit daraus  hervor,  welche  um  so  gröfser  ist,  je  höher  das  Niveau  der 
Flüssigkeit  Uber  der  Ausflufsöff'nung  ist.  Um  diese  Geschwindigkeit  zu  be- 
stimmen, wollen  wir  uns  ein  Geflifs  denken,  in  welchem  trotz  des  Ausflusses 
durch  regelmüfsiges  Nachttiefsen  die  Flüssigkeit  auf  demselben  Niveau  ge- 
halten wird.  Da  die  unten  in  der  Öffnung  ausfliefsende  Flüssigkeit  sofort 
durch  nachsinkende  Flüssigkeit  wieder  ersetzt  wird,  so  mufs  die  ganze  im 
Gefilfs  Uber  der  Ausflufsöffnung  befindliche  Flüssigkeit  in  Bewegung  ge- 
raten und  sich  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  gegen  die  Ausflufs- 
öffnung hin  bewegen.  Dabei  mufs  sich  dann  ferner  sofort  nach  Beginn  des 
Ausfliefsons  in  dem  ganzen  Gefäfso  ein  stationärer  Zustand  einstellen,  das 
heilst,  es  mufs  durch  jeden  Querschnitt  des  Gefäfses  in  gleichen  Zeiten  die 
gleiche  Menge  von  Flüssigkeit  hindurchgehen.  Denn  ist  AB  (Fig.  130)  ein 
Querschnitt  durch  die  Flüssigkeit  des  Gefäfses  M'NOP  und  CD  irgend  ein 
anderer  Querschnitt,  so  ist  die  zwischen  diesen  beiden  Querschnitten  vor- 
handene Flüssigkeitsmenge  immer  dieselbe;  es  mufs  daher  in  gleichen  Zeiten 
in  den  zwischen  den  Querschnitten  gelegenen  Kaum  durch  AB  ebensoviel 
Flüssigkeit  eintreten  , wie  ihn  durch  den  Querschnitt  CD  wieder  verläfst. 

Nennen  wir  nun  die  mittlere  senkrecht  gegen 
A B gerichtete  Komponente  der  Geschwindig- 
keit der  Flüssigkeitsteilchen  im  Momente,  wo 
sie  AB  passieren,  u,  und  die  Gröfse  des  Quer- 
schnitts Q , so  ist  die  Menge  Flüssigkeit,  welche 
in  der  Zeiteinheit  den  Querschnitt  A B passiert, 
gleich  Qu.  Wir  bezoichnoten  u als  die  mittlere 
senkrecht  gegen  AB  gerichtete  Geschwindig- 
keitskomponente, denn  in  Wirklichkeit  werden 
sich  weder  alle  Teilchen  senkrecht  gegen  AB, 
noch  alle  mit  derselben  Geschwindigkeit  be- 
wegen. Aber  welches  auch  die  Kichtung  und 
Geschwindigkeit  der  einzelnen  Teilchen  sei,  wir 
können  immer  die  in  der  Zeiteinheit  durch  A B hiudurclitretende  Flüssigkeit 
durch  einen  senkrechten  Uylinder  darstellen,  dessen  Basis  der  Querschnitt 
AB  und  dessen  Höhe  « ist;  diese  Höhe  u ist  dann  die  mittlere  gegen  AB 
senkrechte  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit,  denn  wenn  alle  Flüssigkeits- 
teilchen mit  dieser  Geschwindigkeit  den  Querschnitt  A B durchflössen, 
würde  genau  soviel  Flüssigkeit,  durch  AB  hindurchgehen,  als  wirklich  hin- 
durebgeht. 

Hat  u dieselbe  Bedeutung  Ihr  den  Querschnitt  CD,  dessen  Grüfso 
gleich  Qf  sei,  so  ist  die  in  der  Zeiteinheit  durch  diesen  hindnrehgehonde 


Fig  ISO. 
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Flüssigkeit  gleich  (Jf  ■ u.  Es  ergibt  sich  somit 

Q-u  — qf-u  • ■ • • (i), 

oder  die  mittleren  Geschwindigkeiten,  mit  welchen  die  Flüssigkeitsteilchen 
die  verschiedenen  Querschnitte  passieren,  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die 
Gröl'se  der  Querschnitte. 

Der  stationäre  Zustand  ist  ferner  dadurch  charakterisiert,  dafs  während 
seiner  Dauer  durch  irgend  ein  beliebiges  Element  eines  Querschnittes  die 
Flüssigkeit  immer  mit  derselben  Geschwindigkeit  und  nach  derselben  Rich- 
tung hindurchgeht,  dafs  also  die  Flüssigkeitsteilchen  sich  immer  in  den- 
selben Bahnen  bewegen;  wird  also  das  Element  m einmal  von  der  Flüssig- 
keit mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  nach  der  Richtung  mn  durchsetzt, 
so  bewegt  sich  während  der  ganzen  Dauer  des  stationären  Zustandes  die 
Flüssigkeit  in  der  gleichen  Weise  hindurch.  Es  folgt  das  einfach  daraus, 
dafs  es  immer  genau  dieselben  Kräfte  sind,  welche  die  Flüssigkeit  bewegen, 
und  dafs  die  Bewegung  immer  unter  denselben  Umständen  statttindet. 
Dieser  Satz  gestattet  uns  das  Gesetz  zu  bestimmen,  nach  welchem  sich  die 
Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  im  Innern  des  Gefäfses  ändert  und  dann 
mit  Hülfe  von  Gleichung  (I)  die  Geschwindigkeit  in  der  Austlufsöffnung  zu 
berechnen. 

Ist  nämlich  AO  der  Weg,  den  ein  Flüssigkeitselement  von  der  Ober- 
fläche bis  zur  Ausflufsöffnung  zurücklcgt,  so  werden  alle  bei  0 die  Ober- 
fläche verlassenden  Flüssigkeitselemente  denselben  Weg 
mit  derselben  Geschwindigkeit  zurücklegen,  es  wird  also 
der  Kanal  stetig  mit  Flüssigkeit  erfüllt  sein,  die  sich  in 
der  Richtung  dieses  Kanals  bewegt.  Sei  nun  bei  m in 
der  Tiefe  h unter  der  Oberfläche  ein  Querschnitt  des 
Kanals  gleich  q,  und  sei  v die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  die  Flüssigkeit  den  Querschnitt  durchsetzt,  so 
wird  in  der  Zeit  dt  ein  Flüssigkeitsvolumen  q • v ■ dt 
durch  diesen  Querschnitt  durchfliefsen.  Dabei,  während 
also  jedes  Flüssigkeitsteilchen  den  Weg  v • dt  zurücklegt 
oder  von  dem  Querschnitt  »i  zu  dem  um  v ■ dt  entfernten 
Querschnitt  n gelangt,  nimmt  die  Geschwindigkeit  um  "v  zu,  so  dafs  der 
Querschnitt  n mit  der  Geschwindigkeit  v -f-  dv  passiert  wird.  Diesen  Ge- 
schwindigkeitszuwachs, den  das  Flüssigkeitsvolumen  q • v • dt  in  der  Zeit 
dt  erhält,  können  wir  mit  Hülfe  der  die  Flüssigkeit  bewegenden  Kräfte  be- 
stimmen. Ist  s das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit,  g die  Beschleunigung 

beim  freien  Fall,  so  dafs  — die  Masse  der  Volumeinheit  der  Flüssigkeit 
8 ^ 

ist,  so  ist  ■ - • q • v • dt  die  in  der  Zeit  dt  durch  m passierende  Flüssigkeits- 
masse, welche  auf  dem  Wege  »tu  in  der  Zeit  dt  den  Geschwindigkeits- 
Zuwachs  dv  erhält.  Die  in  der  Zeit  dt  dieser  Masse  durch  die  wirksamen 
Kräfte  erteilte  Bewegungsgröfse  ist  somit 


Fig.  131. 


0 


• q ■ v ■ dt  • dv. 


Diese  Bewegungsgröfse  mufs  gleich  dem  Produkte  aus  der  diesen 
Geschwindigkeitszuwachs  bewirkenden  Kraft  in  die  Zeit  dl  sein.  Diese 

24* 
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bewegende  Kraft  ist  zunächst  die  der  Bewegungsrichtung  parallele  Kom- 
ponente der  Schwere  der  horabsinkenden  Masse.  Das  Gewicht  dieser  Masse 
ist  s ■ q • t’  • dt ; ist  nun  a der  Winkel,  den  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Schnitte  m und  » mit  der  vertikalen  bildet,  so  ist  die  der  Bewegungsrick  - 
tung  parallele  Komponente  des  Gewichtes 

s • q ■ v • dt  • cos  a. 

Da  v • dt  der  Abstand  der  beiden  Schnitte  m und  n ist,  so  ist  v-dt-  cos  a 
der  vertikale  Abstand  des  Schnittes  n von  m,  oder  der  Zuwachs,  den  die 
von  der  Oberfläche  gerechnete  Tiefe  h erfährt,  wenn  die  Flüssigkeit  von 
dem  Schnitte  tn  zu  dem  Schnitte  n herabsinkt;  setzen  wir  diese  gleich  dli , 
so  wird  die  der  Bewegungsrichtung  parallele  Komponente  der  Schwere 

S • q ■ dh. 

In  der  Schicht  m wirkt  ferner  auf  die  Flüssigkeit  ein  gewisser 
Druck,  der  für  die  Flächeneinheit  gleich  p sei;  in  der  tiefer  liegen- 
den Schicht  p ist  dieser  Druck  ein  gröfserer,  setzen  wir  ihn  p -\--dp.  Da 
die  Flüssigkeit  sich  von  einer  Stelle  geringeren  zu  einer  solchen  gröfsem 
Druckes  bewegt,  so  wirkt  diese  Vergrüsserung  des  Druckes  der  Bewegung 
entgegen,  und  dieser  auf  die  Fläche  q wirkende  Gegendruck  ist  q • dp.  Die 
während  der  Zeit  dt  auf  die  Flüssigkeit  wirkende  Kraft  ist  somit 

8 ■ q • dh  — q • dp. 

Da  die  durch  diese  Kraft  der  Flüssigkeit  erteilte  Bowegungsgrüfse 
dem  Produkte  aus  der  Kraft  in  die  Zeit,  in  welcher  sie  der  Flüssigkeit  die 
Bewegungsgröfse  erteilt  hat,  gleich  sein  niufs,  so  folgt 

• q • v • dv  ■ dt  = (s  • q ■ dh  — q • dp)  dt, 


oder  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  durch  q dt  dividieren, 

— • v - dv  — s • dh  — dp. 

9 


Diese  Gleichung  liefert  uns  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit,  wenn 
die  Flüssigkeit  um  die  Höhe  dh  herabsinkt.  Bezeichnen  wir  nun  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  welcher  die  Flüssigkeit  die  Oberfläche,  in  welcher  h = 0, 
der  Druck  p = pa  etwa  gleich  dem  Drucke  der  Atmosphäre  ist,  verläfst, 
mit  t’0,  so  erhalten  wir  die  Geschwindigkeit  v in  der  Tiefe  h,  wo  der  Druck 
gleich  p ist,  wenn  wir  für  alle  zwischen  der  Oberfläche  und  der  Tiefe  h 
liegenden  Schichten  den  Wert  dv  bestimmen  und  dann  alle  diese  Ausdrücke 
summieren,  also  in  der  Summe 


v dv 


4 


h =0 


In  schon  mehrfach  gezeigter  Weise  sind  diese  Summen 


i y (»*  — «o*)  = 8- h — (p  —pn) (II), 

oino  Gleichung,  welche  uns,  wenn  wir  t’0,  p und  pü  kennen,  die  Geschwin- 
digkeit »>  in  der  Tiefe  h zu  berechnen  gestattet. 
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Wir  haben  bei  dieser  Entwicklung  einen  Flüssigkeitsfaden  vom  Quer- 
schnitt q von  übrigens  beliebiger  Lage  vorausgesetzt  und  für  ihn  nur  die 
Bedingung  gemacht,  dafs  er  die  Bahn  eines  Elementes  der  Flüssigkeit  von 
der  Oberfläche  bis  zur  Ausflufsöffnung  sei.  Da  wir  über  die  Lage  dieses 
Flüssigkeitsfadens  keine  weitere  Voraussetzung  gemacht  haben,  so  gilt 
diese  Gleichung  für  alle  FlüssigkeitsfÜden,  oder  für  die  ganze  ausströmende 
Flüssigkeit,  so  dafs  uns  obige  Gleichung  ganz  allgemein  die  Geschwindig- 
keit v in  der  Tiefe  h unter  der  Oberfläche  liefert. 

Ist  nun  H die  Tiefe  der  Ausflufsöffnung  unter  dem  Niveau,  pt  der 
Druck  in  derselben,  welcher  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  entgegenwirkt, 
so  erhalten  wir  die  Ausflufsgeschwindigkeit  t>,  aus  der  Gleichung 

* i*  (i  — ~i)  = igü  — 2 9-  ( p , — p„). 

• ••  • V * . . 

Uni  in  dieser  Gleichung  noch  den  Quotienten  — zu  bestimmen,  dient 

die  Gleichung  (I).  Ist  die  Oberfläche  horizontal,  somit  in  ihr  ein  überall  glei- 
cher vertikaler  Druck  vorhanden,  so  ist  die  Bewegung  dort  in  allen  Punkten 
eine  vertikal  abwärts  gerichtete,  es  ist  also  t’c  gleichzeitig  die  mittlere  senk- 
recht gegen  den  Querschnitt  der  Flüssigkeit  gerichtete  Geschwindigkeit. 
Setzen  wir  dann  weiter  eine  Ausflufsöflnung  voraus,  deren  Querschnitt 
gegen  den  des  Gefäfses  nur  klein  ist,  bo  werden  wir  auch  in  dieser  die 
Geschwindigkeit  als  senkrecht  gegen  die  Ausflufsöffnung  gerichtet  und  als 
überall  gleich  ansehen  dürfen,  einerlei  ob  die  Öffnung  im  Boden  oder  in 
derselben  Tiefe  II  unter  dem  Niveau  der  Flüssigkeit  in  einer  Seitenwand 
sich  befindet.  Ist  dann  Q0  der  Querschnitt  des  Gefäfses  in  der  Oberfläche 
der  Flüssigkeit,  </t  der  der  Ausflufsöffnung,  so  ist  nach  Gleichung  (I) 

n „ — „ „ Jsl«,  3.* 

TI)  ' 1’0  9l  ' V1  1 ,,  S Q » 1 

somit 

*,*  (l  - - 2 gH  - 2 -f  (ft  - Po). 

Findet  der  Ausflufs  in  freier  Luft  statt,  und  wirkt  auf  die  Oberfläche 
ebenfalls  nur  der  Druck  der  Atmosphäre,  so  ist  p,  = p0,  da  der  Druck 
der  Atmosphäre  auf  die  Flüssigkeitsoberfläche  und  die  Ausflufsöffnung  dann 
derselbe  ist,  und  es  wird 


Ist,  wie  wir  voraussetzten,  qx  gegen  Qa  sehr  klein,  so  ist  der  Nenner 
unter  dem  Wurzelzeichen  nicht  merklich  von  1 verschieden,  und  dann  ge- 
langen wir  zu  dem  Ausdruck 

Die  Ausflufsgeschwindigkeit  ist  der  Quadratwurzel  aus  der  Druckhöhe 
der  Flüssigkeit  direkt  proportional,  oder  gleich  der  Geschwindigkeit,  welche 
ein  frei  die  Höhe  der  Flüssigkeit  durchfallender  Körper  im  Niveau  der 
Ausflufsöffnung  erlangt  hat,  ein  Satz,  der  schon  von  Toricelli  erkannt 
wurde  und  der  den  Namen  des  Toricellischen  Theorems  führt. 
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Eine  wichtige  Folgerung  dieses  Satzes  ist  die,  dafs  die  Ausfini'sge- 
schwindigkeit  einer  Flüssigkeit  durchaus  unabhängig  ist  von  der  Natur 
derselben,  gerade  so  wie  alle  Körper  gleich  schnell  fallen,  dafs  dieselbe 
nur  abhängig  ist  von  der  Druekhöhe  im  Gefäfse.  Dieso  Folgerung  hat 
nichts  Auffallendes,  wenn  man  bedenkt,  dafs  bei  gleichen  Druckhöhen  bei 
schwereren  Flüssigkeiten  auch  in  demselben  Verhältnis  die  Masse  der  zu 
bewegenden  Flüssigkeit  zunimmt,  wie  wegen  des  Gewichtes  der  drückenden 
Säule  der  Druck  zunimmt. 

Um  dieses  Gesetz  experimentell  zu  bestätigen,  genügt  es,  die  Flüssig- 
keit bei  konstanter  Druekhöhe  aus  einer  seitlichen  Öffnung  einos  Gefäfses 
ausfliel'sen  zu  lassen.  Da  jedes  Flüssigkeitsteilchen  dann  die  Öffnung  mit 

einerkonstantenhorizontalcn 
Geschwindigkeit  verläfst , so 
verhält  es  sich  gerade  wie 
ein  horizontal  geworfener 
Körper.  Es  gelten  daher 
dieselben  Gesetze , welche 
wir  § 10  für  geworfene 
Körper  entwickelten.  Der 
ausfliefsende  Strahl  inul's 
die  Gestalt  einer  Parabel 
, haben  (Fig.  132),  deren  ein- 
zelne Punkte  man  für  jede 
Zeit  leicht  bestimmen  kann. 
Gehen  wir  von  dem  Punkte  a 
oder  b aus,  und  nennen  den 
horizontalen  Abstand  des  Wasserteilchens  von  der  Wandfläche  zur  Zeit  /,  y, 
und  den  vertikalen  Abstand  von  a oder  b,  x,  so  mufs  zugleich  für  jedes 
Wasserteilchen  

sein,  dafs  heilst,  in  einem  horizontalen  Abstand  y'lg  ll  • i mufs  das  Teil- 
chen um  l*  unter  der  Öflhung  liegen.  Die  zusammengehörigen  x und  y 
erhalten  wir  dadurch,  dafs  wir  I eliminieren 


Man  kann  sich  bei  Unterhaltung  eines  kontinuierlichen  Wasserstrahles 
davon  überzeugen,  dafs  die  Gestalt  desselben  der  Theorie  entspricht. 

Die  Gleichung  (II)  läfst  noch  eine  bemerkenswerte  Folgerung  zu  über 
die  Verteilung  des  Druckes  im  Innern  einer  fliefsenden  Flüssigkeit,  sic 
zeigt,  dafs  der  Druck  in  derselben  ein  ganz  anderer  ist,  als  er  in  einer 
ruhenden  Flüssigkeit  sich  nach  den  Gesetzen  der  Hydrostatik  ergibt.  Lösen 
wir  nämlich  die  Gleichung  (II)  nach  p auf,  so  erhalten  wir  für  den  in  der 
Tiefe  h vorhandenen  Druck  p 

P = Po  + sh  ~ i j («'*  — V)- 
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Die  beiden  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  geben  den  im  Niveau 
h in  ruhender  Flüssigkeit  vorhandenen  hydrostatischen  Druck,  man  sieht 
also  immittelbar,  dal's  der  Druck  in  der  fließenden  Flüssigkeit  kleiner  ist, 
um  eine  Gröfse,  die  dem  Quadrate  der  Strömungsgeschwindigkeit  propor- 
tional ist.  Man  bezeichnet  diesen  Druck  p als  den  hydraulischen  Druck. 

Die  Gröfse  dieses  Druckes  läfst  sich  leicht  auswerten  in  Gefüfsen  von 
solcher  Form,  dafs  die  Geschwindigkeit  v gleichzeitig  dio  gegen  die  Quer- 
schnitte senkrechte  Geschwindigkeit  ist,  also  in  nicht  zu  engen  Röhron 
etwa,  welche  aus  einem  gröfsern  Reservoir  vertikal  absteigen.  Ist  der 
Querschnitt  des  Reservoirs  gegen  jenen  der  Röhren  hinreichend  grofs,  so 
können  wir  zuniiehst  vn  = 0 setzen.  Ist  dann  11  die  Tiefe  der  Ausflufs- 
öfthnng,  (/,  der  Querschnitt  der  Ausflnfsöffnung  und  q der  Querschnitt  der 
Röhre  in  der  Tiefe  h unter  der  Oborflilche,  so  ist 

2 • » *=■  <h  ‘ »i, 

somit 

P = Po  + sh  ~ i y (y  )*  «b2 . 

und  wenn  die  Röhren  nicht  zu  enge  sind  und  der  Ausflufs  in  freier  Luft 
erfolgt, 

v?  = 2 gH 

p=Po-\-  sh~  s(-y)*fl 
P=Po  + »■(*  — (y)*0)- 

Je  nach  dem  Verhältnis  der  Querschnitte  qt  und  q kann  das  zweite 
Glied  anf  der  rechten  Seite  positiv,  Null  oder  negativ  werden.  Ist  z.  B. 
h = 0,25  11  und  q — 2 5,,  so  wird  das  zweite  Glied  Null,  der  dort  vor- 
handene Dnxck  ist  also  einfach  gleich  dem  auf  der  Oborflilche  der  Flüssig- 
keit lastenden  Drucke.  Flielst  also  die  Flüssigkeit  in  freier  Luft  aus,  so 
würde  man  an  einer  solchen  Stelle  die  Gefiifswand  durchbohren  können, 
ohne  dafs  dort  Flüssigkeit  austrllte,  oder  dafs  die  Bewegung  der  Flüssigkeit 
im  geringsten  gestört  wird. 

Ist  qt  = </,  fließt  also  die  Flüssigkeit  durch  hinreichend  wehe 
cylindrische  Röhren,  deren  unterster  Querschnitt  die  Ausflufsöffnung  ist, 
aus  einem  gröfsern  Reservoir  aus,  so  wird 

1>  =Po  ~ 

cs  ist  also  in  allen  Punkten  diesor  Röhren  der  Druck  kleiner  als  der  auf 
der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  wirkende  Druck,  der  Druck  wird  um  so 
kleiner,  je  gröfser  H — h ist.  Anwendungen  dieses  Satzes  werden  wir  im 
nächsten  Kapitel  in  der  Sprengelschen  Luftpumpe  imd  den  dieser  ähnlich 
konstruierten  Apparaten  kennen  lernen. 

§ 85. 

Ausflufsmenge.  Wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  erwähnten,  läfst 
sich  das  Toricellische  Theorem  durch  Beobachtung  der  parabolischen  Bahn 
eines  horizontal  ausfliefsenden  Wasserstrahls  experimentell  nachweisen. 
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Man  kann  indes  dieses  Theorem  noch  in  anderer  Weise  prüfen,  indem  man 
die  Menge  der  aus  einer  kleinen  Öffnung  von  bekanntem  Querschnitt  aus- 
fliefscnden  Flüssigkeit  mifst,  und  diese  mit  der  durch  das  Toricellische 
Theorem  gegebenen  vergleicht.  Ist  die  Ausflufsgeschwindigkeit  gleich- 
Y >(j  II  nnd  der  Querschnitt  der  Öffnung  gleich  5,,  so  tritt  in  der  Zeit  t 
aus  der  Öffnung  ein  Cylinder  hervor,  dessen  Volumen,  die  in  der  Zeit  t 
austretende  Flüssigkeitsmenge,  »1  gleich  ist 

m = qt  • t 'j/2  gll. 

Bezeichnen  wir  mit  s das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit,  so  ist 
das  Gewicht  p der  ausgeflossenen  Flüssigkeit 

= - V2gH. 

Sammelt  man  nun  aber  die  ausgeflossene  Flüssigkeitsmenge  in  einem 
Gefäfs  von  bekanntem  Gewicht,  und  bestimmt  man  die  wirklich  ausgeflossene 
Menge  durch  Wiigung,  so  findet  man  dieselbe  stets  kleiner,  und  zwar  so, 
dafs  das  Gewicht  derselben  p' 

1 >=  0,62  • p , 

die  ausgeflossene  Menge  also  nicht  ganz  $ der  theoretisch  berechneten 
beträgt. 

Dieses  Resultat,  welches  sich  unmittelbar  aus  den  Beobachtungen  er- 
gibt, steht  demnach  mit  der  Theorie  in  Widerspruch.  Jedoch  ist  dieser 
Widerspruch  nur  scheinbar,  denn  die  Voraussetzungen,  unter  denen  wir  die 
Ausflufsmengen  theoretisch  entwickelten,  sind  nicht  vollständig;  wir  haben 
einige  störende  Umstände  vernachlässigt,  welche  uns  eine,  genauere  Be- 
trachtung des  ausfliefsenden  Strahles  kennen  lehrt. 

Wenn  man  nämlich  den  aus  einer  Bodenötfnimg  ausfliefsenden  Strahl 
aufmerksam  betrachtet,  so  findet  man,  dafs  er  nicht,  wie  wir  es  voraus- 
setzten, cylindriseh  ist,  sondern  dals  er  sich 
sehr  rasch  unter  der  Öffnung  zusammenzieht 
und  eine  kegelförmige  Gestalt  annimmt 
(Fig.  133)  und  erst  von  CD  ab  mit  nahezu 
cylindrischer  Form  weiter  herabfällt.  Diese 
Kontraktion  haben  wir  bisher  aufser  Acht  ge- 
lassen. Denn  nach  unseren  bisherigen  Be- 
trachtungen dürfte  nur  eine  geringe  und 
während  des  ganzen  Strahles,  soweit  er  zu- 
sammenhängt, regelmäfsige  Zusammenziehung 
des  Strahles  stattfinden,  die  sich  leicht  näher 
bestimmen  läfst.  Nach  dem  Verlassen  der 
Ausflufsöffhung  wird  nämlich  die  Bewegung 
der  Flüssigkeit  durch  die  Wirkung  der  Schwere  eine  gleichmäfsig  be- 
schleunigte. 

Eine  Schicht,  welche  die  Öffnung  mit  der  Geschwindigkeit  r,  verlassen 
hat,  durchläuft  demnach  in  der  Zeit  T die  Strecke  S 

S = e,  • T + 9 • T* 


l 
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Nach  der  Zeit  T verläfst  eine  zweite  Schicht  die  Öffnung,  welche 
von  der  ersten  um  S entfernt  ist.  Dieser  Abstand  mnl's  sich  aber  ver- 
gröfsem;  denn  betrachten  wir  ihn  nach  der  Zeit  t , so  ist  der  Abstand  der 
ersten  Schiebt  von  der  Öffnung  zur  Zeit  T -|-  t gleich  8 -(-  S' 

S+S'  = vl(T+t)  + l ( T+t )*, 

der  Abstand  der  zweiten  Schicht  S"  aber 

s"-v*  + T-'1- 

Der  Abstand  beider  Schichten  daher 
8+  S>  - v,(T+  0 - v,t  + f {(T+  0*  - , 

S + 8'—  S"  = Vl  - T + % • T*  + g ■ T ■ t~=  S + g ■ T ■ t. 

Der  Abstand  der  Schichten  wächst  demnach  proportional  T\  soll  der 
Strahl  zusammenhängend  sein,  so  mnfs  er  in  eben  dem  Verhältnis  enger 
werden,  also  regelmäfsig  und  nahezu  in  demselben  Verhältnis,  als  er  sich 
von  der  Öffnung  entfernt.  Statt  dessen  beobachtet  man  sehr  nahe  unter 
der  Öffnung  eine  sehr  rasche  Zusammenziehung  des  Strahles,  so  zwar,  dafs 
der  Querschnitt  desselben  in  einem  Abstande  von  der  Öffnung,  der  un- 
gefähr dem  Halbmesser  der  Öflhung  gleich  ist,  nur  mehr  gleich  $ von 
dem  Querschnitte  der  Öffnung  ist.  Von  da  an  zieht  sich  der  Strahl  dann 
nur  mehr  in  der  Weise  zusammen,  wie  er  es  nach  unseren  obigen  Ent- 
wicklungen thun  mufs,  bis  er  in  Tropfen  zersplittert. 

Diese  anormale  Kontraktion  des  Strahles,  welche  man  als  Contractio 
venae  bezeichnet,  vermindert  also  den  Querschnitt  desselben  so,  dafs  er 
weniger  als  ij  der  Ausflufsöflhung  wird;  sie  ist  für  gröfsere  Öffnungen  und 
stärkere  Drucke  sogar  noch  bedeutender. 

Es  ist  klar,  dafs  dadurch  die  Austtufsmenge  eine  kleinere  werden 
mufs,  und  die  Erfahrung  bat  ergeben,  dafs  diese  sich  gerade  so  verhält, 
als  sei  die  engste  Stelle  des  Strahles  dort,  wo  dio  Contractio  venae  auf- 
hört, die  wirkliche  Ausflufsöflhung.  Die  Erfabning  ergibt  nämlich,  wie  wir 
sahen,  dafs  die  wirkliche  Austtufsmengo  m ist 

tn  ==  0,62  m, 

oder 

p — 0,62  • s • • t • yig  H. 

Mannigfache  Versuche,  die  Störungen,  welche  die  Kontraktion  ver- 
anlassen, mit  in  Rechnung  zu  ziehen,  und  so  auch  die  Menge  p'  theoretisch 
zu  berechnen,  haben  noch  zu  keinem  befriedigenden  Resultate  geführt.  In- 
des können  wir  uns  doch  über  die  Gründe  Rechenschaft  geben,  welche  die 
Kontraktion  veranlassen.  Es  ist  nicht,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen 
voraussetzten,  die  Geschwindigkeit  aller  die  Öffnung  passierenden  Flüssig- 
keitsteilchen auch  senkrecht  gegen  die  Öflhung  gerichtet. 

Es  bewegen  sich  nämlich  nicht  nur  dio  senkrecht  über  der  Öffnung 
m»  liegenden  Flüssigkeitsteile,  sondern  wegen  der  freien  Beweglichkeit 
derselben  auch  die  seitlich  liegenden  gegen  die  Ausflufsöflhung  hin.  Es 
werden  daher  z.  B.  die  Wasserteilchen  rechts  von  der  Öffnung  in  der 


Digitized  by  Google 


378 


Ausflnfs  durch  Ansatzröhren. 


§ 85. 


Richtung  Mit  und  OC,  die  Teilchen  links  in  NS  und  PC  sich  bewegen. 
Die  zwischen  M und  0,  N und  P gelegenen  Wasserteilchen  haben  daher 
eine  seitliche  gegen  das  Innere  des  Strahles  gerichtet«  Geschwindigkeit. 
Der  Strahl  besteht  demnach  aus  einer  konischen  Hülle,  welche  aus  kon- 
vergierenden Fltlssigkeitsfüden  gebildet  ist.  Dort,  wo  diese  von  entgegen- 
gesetzter Seite  kommenden  Flüssigkeitsfäden  sich  treffen,  raufs  dio  nicht 

von  der  beschleunigten  Bewegung  horrükrcnde 
Quersclmittsverminderung,  die  eigentliche 
Contractio  venae,  ihr  Ende  erreichen,  indem 
dort  die  seitlichen  Geschwindigkeiten  der  von 
entgegengesetzter  Seite  kommenden  Wasser- 
teilchen sich  auf  heben,  und  eino  vertikal 
herabgehende  Resultierende  ergeben.  Dem- 
nach ist  eigentlich  nicht  die  Öffnung  Sit  der 
Querschnitt  der  Austlufsöffnung,  sondern  der 
durch  die  Kontraktionsstelle  C geführte  Quer- 
schnitt, da  erst  von  dort  an  die  Flüssigkeit 
unserer  Annahme  gemäfs  sich  vertikal  herab 
bewegt,  also  von  dort  erst  die  Voraus- 
setzungen unserer  Berechnungen  stattfinden. 
Da  nun  die  Kontraktion  an  dieser  Stelle  so 
stark  ist,  dafs  der  Querschnitt  bei  sr  gleich 
ist  0,62  der  Öffnung,  so  kann  auch  die  Aus- 
flnfsmenge  nur  0,62  der  vorhin  berechneten  sein. 

Aus  dieser  Erklärung  läfst  sich  auch  leicht  der  EinHul's  von  Ansatz- 
röhron  an  die  Austlufsöffnung  ableiten.  Wenn  man  nitmlick  die  Flüssigkeit 
anstatt  durch  eine  einfache  Wandöffnung  durch  kurze  Röhren  ausfliefsen 
läfst,  so  wird  dadurch  die  Ansflufsmenge  je  nach  der  Gestalt  der  Röhren 
verschieden  modificiert.  Hat  die  Ausfiufsröhre  eine  konische  Gestalt,  so  dafs 
sie  sich  der  Gestalt  des  ausfliefsenden  Strahles  anschmiegt,  so  wird  da- 
durch, wenn  wir  als  Austlufsöffnung  die  der  Wand  des  Gefäfses  ansehen, 
die  Ausflufsmenge  nicht  modificiert;  sehen  wir  aber  als  Ausflufsöffnung  den 
Querschnitt  der  Röhre  an  ihrem  Ende  an,  so  wird  die  Ausflufsmenge  ver- 
gröfsert,  da  sie  so  grofs  ist,  als  das  Toricellische  Theorem  ohne  weiteres 
sie  von  einer  solchen  Öffnung  verlangt. 

Wendet  man  aber  eine  cylindrische  Röhre  an,  welche  von  der  Flüssig- 
keit benetzt  wird,  oder  setzt  man  an  das  erste  konische  Rohr  ein  zweites 
konisches  Rohr  an,  welches  sich  wieder  erweitert  und  allmählich  in  einen 
Cylinder  übergeht  von  der  Weite  der  Ausflufsöffnung.  so  wird  die  Menge 
der  ausfliefsenden  Flüssigkeit,  bedeutend  gesteigert,  so  dafs  0$  - - 0,9  der 
theoretischen  Ausflufsmenge  ausfliefst.  Das  ist  jedoch  nur  dann  der  Fall, 
wenn  der  Strahl  rings  an  den  Wänden  des  Cylinders  adbäriert,  thut  er  das 
nicht,  so  wird  die  Ausflufsmenge  nicht  geändert. 

Durch  die  konischen  Ansatzröhren,  welche  sich  der  Gestalt  des  Strah- 
les annähern,  wird  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  nicht  geändert,  höch- 
stens durch  Reibung  an  der  Röhrenwand  um  ein  geringes  verzögert;  in 
cylindrischen  Ausflufsröhren  wird  aber  durch  die  Adhäsion  der  Flüssigkeit 
an  den  Wänden  des  Cylinders  der  kontrahierte  Strahl  wieder  verbreitert  und 
nahezu  eylindrisck  gemacht.  Dadurch  würde  der  Strahl  zerreifsen  und  im 


Fig.  131. 
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Innern  des  Kokres  ein  leerer  Raum  entstehen  müssen.  Dem  wirkt  aber  nun 
die  Kohäsion  des  Wassers  und  der  äufscre  Luftdruck  entgegen,  der  zum 
Teil  die  Flüssigkeit  in  der  Röhre  nachtreibt,  zum  Teil  den  Ausflufs  etwas 
verzögert.  Dadurch  aber,  dafs  der  ausfliefsende  Strahl  nahezu  cylindrisch 
wird,  vermehrt  sich  die  Menge  der  ausftiofsendcn  Flüssigkeit. 

Wenn  man  sich  auch  zum  Teil  über  diese  die  Ausflufsmengen  be- 
treffenden Thatsacken  Rochenschaft  gebon  kann,  so  sind  wir  doch  noch  weit 
entfernt,  dieselben  vollständig  verstehen  und  aufklären  zu  können.  In  den 
meisten  Fällen,  besonders  wenn  der  Ausflufs  anstatt  aus  einfachen  Wand- 
öffnungen  aus  Röhrensystemen  erfolgt,  welche  noch  dazu  zum  Teil  gekrümmt 
sind,  finden  wir  uns  auf  die  Resultate  der  Erfahrung  angewiesen,  um  die 
Mengen  der  ausfliefsenden  Flüssigkeit  zu  bestimmen,  da  die  theoretische 
Behandlung  zu  viele  Schwierigkeit  bietet. 

§ 86. 

Reibung  der  Flüssigkeiten.  Die  am  Schlüsse  des  vorigen  Para- 
graphen hervorgehobene  Abweichung  in  dem  Verhalten  der  Flüssigkeiten 
gegenüber  den  von  uns  für  die  einfachsten  Fälle  abgeleiteten  Gesetzen  kann 
nicht  auffallend  sein,  da  wir  bei  unserer  Ableitung  zwei  Umstände  aufser 
Acht  gelassen  haben.  Zunächst  haben  wir  die  Flüssigkeiten  als  vollkommen 
frei  beweglich  vorausgesetzt,  das  heifst  angenommen,  dafs  die  Bewegung 
eines  Flüssigkeitsfadens  durch  benachbarte  Flüssigkeit  nicht  alteriert  wird, 
eine  Annahme,  welche  nur  annähernd  richtig  sein  kann.  Denn  da  die 
Moleküle  der  Flüssigkeit  einander  anziehen,  so  mul's  eine  bewegte  an  einer 
ruhenden  oder  langsamer  sich  bewegenden  Flüssigkeit  vorüberfliefsendo 
Schicht  eine  Reibung  erfahren,  welche  ihre  Geschwindigkeit  verkleinert. 
Dabei  wird  dann  gleichzeitig,  wegen  der  sehr  leichten  Beweglichkeit  der 
Moleküle,  die  ruhende  Schicht  eine  Bewegung  im  Sinne  der  bewegten 
Schicht  oder  die  langsamer  sich  bewegende  eine  Beschleunigung  im  gleichen 
Sinne  erhalten,  und  die  Beschleunigung  der  langsamere  wird  gleich  sein 
der  Verzögerung  der  schneller  sich  bewegenden  Schicht.  Die  Reibung  wirkt 
also  auf  die  rascher  bewegte  Schicht  wie  eine  die  Bewegung  verzögernde, 
auf  die  langsamer  sich  bewegende  wie  eine  dieselbe  beschleunigende  Kraft. 
Von  der  Gröfse  dieser  Kraft  werden  wir  annehmen  dürfen,  dafs  sie  der 
Differenz  der  parallelen  Geschwindigkeiten  proportional  ist,  um  so  mehr, 
da  die  Gesehwindigkeitsdifferenz  benachbarter  Schichten  immer  nur  äul'serst 
klein  sein  kann.  Aufserdem  wird  die  Kraft  der  Flächenausdehnung  pro- 
portional sein,  mit  der  sich  die  Schichten  berühren;  Annahmen  Uber  die 
Wirkung  der  Reibung,  welche  schon  Newton  gemacht  hat.  Weiter  nimmt 
man  an,  dafs  diese  Kraft  unabhängig  ist  von  dem  Drecke,  der  im  Innern 
der  strömenden  Flüssigkeit  vorhanden  ist1). 

Der  zweite  von  uns  bei  der  Ableitung  der  Ausflnfsgesetze  aufser  Acht 
gelassene  Umstand  ist  die  Reibung,  welche  die  bewegte  Flüssigkeit  an  der 
Wandung  des  Gefäfses  erfährt.  Wir  wissen,  dafs  zwischen  den  festen  und 
flüssigen  Körpern  stets  molekulare  Kräfte  thätig  sind,  infolge  deren  die 

')  Man  gehe  darüber  Hagenbach , Poggend.  Ann.  Bd.  CIX.  O.  K.  Meyer, 
Poggend  Ann.  Bd.  CXIII.  Uelmhaltz , Berichte  der  Wiener  Akademie  Bd.  XLVI. 
Stefan,  ebendort.  Stokex , Cambridge  Philosophical  Trangactions  vol.  VIII. 
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Flüssigkeiten  mehr  oder  weniger  fest  an  den  Körpern  haften;  infolge 
dessen  muls  jedes  an  einer  festen  Wand  vorüberbewegte  Flüssigkeitsteilchen 
dieser  Anziehung  entgegen  bewegt  werden,  es  mnfs  somit  eine  Verzögerung 
seiner  Bewegung  erfahren.  Die  diese  Verzögerung  bewirkende  Kraft  können 
wir  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Flüssigkeit  der  festen  Wand 
parallel  bewegt  wird  und  der  Fliichenausdehnung  proportional  setzen,  mit 
welcher  die  Flüssigkeitsschicht  die  feste  Wand  berührt.  Bezeichnen  wir 
deshalb  mit  t eine  Konstante,  so  können  wir  die  Verzögerung  K,  welche 
die  an  der  festen  Wand  mit  der  Geschwindigkeit  v die  Wand  in  der  Fläche  f 
berührende  Flüssigkeitsschicht  erführt,  setzen 

K = c • f ■ v. 

Diese  Konstante  c bezeichnet  man  als  den  Koefficienten  der  äufseren 
Reibung;  sie  bedeutet  die  in  der  Flächeneinheit  der  Schicht  wirksame  Kraft, 
wenn  die  Flüssigkeitsschicht  mit  der  Einheit  der  Geschwindigkeit  an  der 
Wand  vorübergeht,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Kraft,  welche  erforderlich 
ist,  um  die  Flüssigkeitsschicht  mit  gleichförmiger  Bewegung  und  der  Ein- 
heit der  Geschwindigkeit  an  der  Wand  vorüber  zu  führen;  dieselbe  hängt 
nur  ab  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  und  der  festen  Wand,  ebenso  wie 
der  Randwinkel,  unter  welchem  die  Flüssigkeit  die  feste  Wand  schneidet. 
In  dem  Falle,  in  welchem  die  feste  AVand  von  der  Flüssigkeit  vollkommen 
benetzt  wird,  kann  man  den  Wert  dieses  Koefficienten  sofort  angeben; 
denn  in  dem  Falle  haftet  die  letzte  Schicht  einfach  fest  an  der  Wand,  ohne 
an  der  Bewegung  der  übrigen  Flüssigkeit  teilzunehmon.  Die  Geschwindig- 
keit der  Bewegung  an  der  Wand  ist  also  immer  gleich  Null,  die  Verzögerung 
ist  unendlich  grofs,  es  inufs  also  t imendlich  grofs  sein. 

Ganz  derselbe  Ausdruck,  der  die  Verzögerung  an  einer  festen  Wand 
darstellt,  liefert  uns  auch  die  Verzögerung,  welche  eine  Flüssigkeit  erfahrt, 
wenn  sie  sich  an  einer  andern  hinbewegt,  wie  z.  B.  Wasser  über  einer 
Quecksilberschicht,  oder  Quecksilber  unter  einer  Wasserschicht;  die  Kon- 
stante t bedeutet  dann  die  Reibung  zweier  Flüssigkeiten  an  einander. 

Um  ganz  ebenso  die  Verzögerung,  welche  die  Bewegung  einer  Flüsig- 
keitsschicht  durch  die  umgebende  mit  ihr,  jedoch  langsamer  bewegte  Flüssig- 
keit erfährt,  ausdrücken  zu  können,  denken  wir  uns  einen  Cv linder,  durch 
welchen  die  Flüssigkeit  fliefse.  In  dem  ersten  Querschnitt  des  Cylinders 
mögen  alle  Flüssigkeitsteilchen  die  gleiche  der  Cylinderaxe  parallele  Ge- 
schwindigkeit haben;  in  einiger  Entfernung  von  diesem  Querschnitt  hat 
dann  aber  die  zunächst  an  der  AVand  befindliche  Schicht  eine  gewisse  ATer- 
zögernng  erfahren,  welche  sich  somit  langsamer  bewegt  als  die  nach  der 
Axe  des  Cylinders  zu  folgende  Schicht;  diese  erfährt  dann  ebenso  eine  Ver- 
zögerung und  wirkt  infolge  dessen  wieder  verzögernd  auf  die  nächstliegende 
innere  Schicht  und  so  fort.  Es  wird  sich  somit  die  Geschwindigkeit  in 
irgend  einem  zur  Axe  des  Cylinders,  also  zur  Strömungsrichtung  senk- 
rechten Querschnitte  stetig  ändern,  sie  wird,  wenigstens  dann,  wenn  die 
Flüssigkeit  die  Wand  benetzt,  wahrscheinlich  aber  immer,  von  dem  Rande 
gegen  die  Mitte  stetig  zunehmen.  Daraus  folgt  dann  weiter,  dafs  die  Ge- 
schwindigkeit zweier  benachbarten,  das  ist  nur  um  die  Distanz  der  Flüssig- 
keitsmoleküle  von  einander  entfernten  Flüssigkeitsscbichten  auch  nur  un- 
endlich wenig  von  einander  verschieden  sein  kann.  Nennen  wir  deshalb 
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die  Geschwindigkeit  einer  Flüssigkeitssehicht  im  Abstande  x von  der  Axe 
des  Cylinders  v,  die  Geschwindigkeit  der  nächstfolgenden,  von  der  erstem 
um  den  Abstand  dx  zweier  Moleküle  entfernten  Schicht  v -)-  dv,  so  würde 
nach  den  vorhin  gemachten  Annahmen  die  Kraft,  welche  auf  die  schneller 
bewegte  Schicht  verzögernd  einwirkt, 


K = tj  • f • dv, 


wenn  f die  Fläche  ist,  in  welcher  sich  die  Schichten  berühren,  und  f,  eine 
von  der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängige  Konstante  bedeutet,  welche  der 
die  äufsere  Reibung  bedingenden  Konstanten  e entspricht. 

Die  Bestimmung  dieser  Konstanten  tj  würde  indes  nicht  ausführbar 
sein,  da  man  den  Wert  von  dv  niemals  angeben  kann,  ebensowenig  wie 
den  Wert  von  dx,  den  Abstand  der  Moleküle.  Man  definiert  deshalb  die 
Konstante  der  innem  Reibung  etwas  anders.  Nach  der  vorhin  gemachten 
Entwicklung  ist  die  Geschwindigkeit  v abhängig  von  dem  Abstande  der 
betrachteten  Schicht  von  der  Axe  des  Cylinders,  also  eine  Funktion  von  x. 
Wie  wir  nun  in  der  Einleitung  sahen,  läfst  sich  dann,  wenn  v — f(x),  das 
Differential  dv  stets  darstellen  durch 


dv  = f (x)dx, 

wenn  wir  den  ersten  Differentialquotienten  der  Funktion  mit  f'(x)  be- 
zeichnen. Setzen  wir  diesen  Wert  für  dv  ein  und  schreiben  gleichzeitig 

für  fix)  das  ihm  gleiche  , so  wird 


K 


i , dv 

c‘dx-f--d7- 


Da  dx  den  Abstand  zweier  Moleküle  der  Flüssigkeit  bedeutet,  so  ist 
für  jede  Flüssigkeit  e,dx  ebensogut  eine  Konstante  wio  t, , bezeichnen  wir 
sie  mit  ij,  so  wird 


K 


V 


f- 


dv 

dx 


Diese  Konstante  t)  bezeichnet  man  als  den  Koefficienten  der  innem 
Reibung  oder  auch  kurz  als  die  Reibungskonstante  *).  Ihre  Bedeutung 
läfst  sich  leicht  angeben,  es  ist  die  Kraft,  welche  auf  die  Bewegung  einer 
Flüssigkeitsschicht  verzögernd  einwirkt,  wenn  sie  die  benachbarte  langsamer 

bewegte  Schicht  in  der  Flächeneinheit  berührt,  und  wenn  der  Einheit 


gleich  ist.  Da  nun  dv  der  Unterschied  der  Geschwindigkeiten  zweier  um 
dx  von  einander  entfernter  Schichten  ist,  so  bedeutet  den  Geschwindig- 
keitsunterschied zweier  Schichten,  welche  um  die  Längeneinheit  von  einander 
entfernt  sind,  vorausgesetzt,  dafs  jedesmal,  wenn  wir  von  einer  Schicht 
zur  nächstfolgenden  um  dx  von  ihr  entfernten  Schicht  übergehen,  der  Ge- 
schwind igkeitsunterschied  dv  derselbe  ist.  Denn  da  dx  der  Abstand  zweier 

Schichten  ist,  so  ist  = n die  Anzahl  der  in  der  Längeneinheit  vor- 
handenen Schichten,  somit  ist,  wenn  dv  der  Unterschied  in  der  Geschwindig- 
keit je  zweier  benachbarter  Schichten  ist,  dv  • -4—  = dv  • n,  der  Unter- 


’)  O.  E.  Meyer,  Poggend.  Ann.  CX11I. 


Digitized  by  Google 


382 


Reibung  der  Flüssigkeiten. 


§ 86. 


schied  der  Geschwindigkeit  der  ersten  und  w • Schicht,  also  der  um  die 
Längeneinheit  von  einander  entfernten  Schichten. 

Man  erkennt  leicht,  dafs  die  innere  und  äufsere  Reibung  der  Flüssig- 
keiten die  von  uns  berechnete  Ausflufsgeschwindigkeit  verkleinern  müssen, 
aber  auch  gleichzeitig,  dafs  es  sehr  schwierig  ist,  dieselben  in  Rechnung 
zu  ziehen,  selbst  wenn  man  die  Reibungskonstanten  kennt,  da  man  dazu 
das  Gesetz  kennen  mufs,  nach  welchem  sich  die  einander  parallelen  Ge- 
schwindigkeiten in  einem  zur  Geschwindigkeitsrichtung  senkrechten  Quer- 
schnitt ändern. 

In  einem  Falle  lassen  sich  die  Rechnungen  vollständig  durchführen, 
nämlich  dann,  wenn  man  die  Flüssigkeiten  durch  ein  horizontales  cylindri- 
sches  kapillares  Rohr  mit  kreisförmigem  Querschnitt  unter  konstanter 
Druckhöhe  ausftiefsen  läl'st.  ln  dem  Falle  tiiefst  nämlich  die  Flüssigkeit  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  durch  das  Rohr  hindurch,  und  wenn  das 
Rohr  enge  genug  ist,  so  findet  überhaupt  nur  eine  der  Cylinderaxe  parallele 
Bewegung  statt.  In  jedem  zur  Cylinderaxe  senkrechten  Querschnitt  ändert 
sich  die  Geschwindigkeit  mit  dem  Abstande  des  betrachteten  Flüssigkeit  s- 
teilcheus  von  der  Cylinderaxe,  an  allen  gleich  weit  von  der  Axe  gelegenen 
Funkten  der  Röhre  ist  aber  die  Geschwindigkeit  dieselbe.  Die  Flüssigkeit 
teilt  sieh  also  in  der  Röhre  in  konzentrische  Hohlcylinder,  von  denen  jeder  eine 
bestimmte,  auf  seiner  ganzen  der  Länge  der  Röhre  gleichen  Länge  dieselbe 
Geschwindigkeit  besitzt,  welche  aber  von  Cylinder  zu  Cylinder  sich  ändert. 

Da  die  Bewegung  für  jeden  dieser  Cylinder  eine  gleichförmige  ist, 
so  folgt,  dafs  die  Beschleunigung,  welche  er  durch  die  vorhandenen  Kräfte 
erhält,  gleich  sein  mufs  der  Verzögerung,  welche  er  durch  die  Reibung  er- 
fährt, denn  nur  wenn  die  Beschleunigungen  und  Verzögerungen  sich  auf- 
heben,  kann  die  Bewegung  eine  gleichförmige  sein. 

Wir  denken  uns  einen  der  Flüssigkeitscylinder  in  dem  Abstande  x 
von  der  Axe,  die  Dicke  seines  Mantels  sei  dx,  von  diesem  Cylinder  be- 
trachten wir  ein  Stück  von  der  Länge  dl,  welches  sich  im  Abstande  l von 
dem  Beginne  der  kapillaren  Röhre  befinde.  Ist  der  hydraulische  Druck  im 
Funkte  I gleich  p,  so  wird  er  am  andern  Ende  des  von  uns  betrachteten 
Cylinderstückes  gleich  p -f-  dp  sein,  wo  wir  dp  setzen  können,  wie  vorher 

dP  - ’ dl 

Da  die  Basis  des  G'ylindermantels  2nx ■ dx  ist,  so  ist  die  infolge  der 
Drurkünderung  um  dp  forttreibende  Kraft 

k = 2nx  -f.  • dl  ■ dx. 
dl 

Der  betrachtete  Hohlcylinder  ist  auf  seiner  innen»  und  fiufsem  Seite 
mit  andern  Hohlcylindem  in  Berühning,  welche  eine  andere  Geschwin- 
digkeit besitzen,  der  der  Axe  nähere  ist  um  die  Breite  dx  des  Cylinder- 
mantels,  welche  einfach  gleich  ist  dem  Abstande  der  Moleküle,  der  Axe 
näher,  der  äufsere  ist  um  dieselbe  Gröfse  weiter  entfernt.  Bezeichnen  wir 
die  Geschwindigkeitsdifferenz  zwischen  dem  nächstinnem  und  dem  betrach- 
teten Cylinder  mit  ilv,  so  ist 

k,  = n • 2nxdl  • 'dr 
1 1 dx 
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die  Kraft,  welehe  infolge  der  Reibung  an  dem  innem  CyMnder  die  Ge- 
schwindigkeit des  betrachteten  Cylinders  zu  vermehren  strebt,  da  die  Ge- 
schwindigkeit der  Bewegung  von  der  Axe  nach  aufsen  abnimmt. 

Nennen  wir  die  Differenz  der  Geschwindigkeiten  des  betrachteten  und 
des  nächstfolgenden  Cylinders  dv',  so  ist  die  Kraft,  mit  welcher  der  be- 
trachtete Cylinder  in  seiner  Bewegung  verzögert  wird,  da  der  äufsere  Um- 
fang des  betrachteten  Cylinders  2n(x  -)-  dx)  ist, 

*',=»).  2 n(x  + dx)dl  ■ ddVx  . 

Setzen  wir  nun  dv  = dv  -j-  cP v , wo  il*v  dann  angibt,  um  wieviel 
mehr  oder  weniger  sieh  die  Geschwindigkeit  ändert,  wenn  man  von  dem 
betrachteten  (ly linder  sich  zu  dem  näcbstäufsem,  als  wenn  man  zu  dem 
nächstinnern  übergeht,  so  wird 

k\  = + dx)dl  dx')  = 

„ ,,  dv  . _ ,,  d* 1)  , 

= i]2nxdl  -f  ri2ndxdl  ^ + f}2 nxdl  j-;  dx 

, a ,,  <1*V  , a 

+ ^indl  -j-;  dx\ 

Das  vierte  Glied  dieses  Ausdrucks  ist  gegen  die  übrigen,  da  es  mit 
dem  Quadrate  von  dx  multipliciert  ist,  verschwindend  klein,  so  dafs  es  ver- 
nachlässigt, werden  darf;  das  erste  Glied  ist  gleich  fr,,  so  dafs  wir  erhalten 

k\-kt  + r,2„dx.dl(^x  +*2). 

Wie  wir  oben  sahen,  folgt  daraus,  dafs  die  Bewegung  in  der  Röhre 
eine  gleichförmige  ist,  dafs  die  beschleunigenden  und  verzögernden  Kräfte 
sich  anfheben;  da  nun  fr  und  fr,  die  beschleunigenden,  fr',  die  verzögernden 
sind,  so  ist 

fr  fr,  *=  fr  , 

2nx  dJI  dldx  = r,2ndxdl  (-jj  + * £) 

dp  II  dv  . d*v  \ 

dl  | X dx  ' dx*  [ 

eine  Gleichung,  welche  nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung  die  hydrau- 
lischen Drucke  an  den  verschiedenen  Stellen  der  Röhre  und  die  Geschwin- 
digkeiten v der  einzelnen  Schichten  zu  berechnen  gestattet1).  Diese  Be- 
rechnung würde  hier  zu  weit  führen,  es  genüge  hier,  die  Resultate  anzu- 
geben. Ist  der  Druck  am  Anfänge  des  kapillaren  Rohres  gleich  p„ , am 
Ende,  dort,  wo  die  Flüssigkeit  ausfliefst,  p, , so  ist,  wenn  L die  Länge  des  • 
Rohres  ist, 


')  Mau  sehe  Uagenl/ach , l’oggend.  Aon.  Bd.  CIX.  Jacnhson,  Jieichert  und 
Du  Bnis,  Archiv  für  Anatomie  und  Physiologie  Jahrg.  1860,  p.  80,  der  dort  die  von 
AVutnaun  gegebene  Ableitung  mitteilt,  welehe  die  oben  entwickelte  Gleichung  in 
ähnlicher  Weise  liefert;  llelmhollx , Berichte  der  Wiener  Akademie  Bd.  XL. 
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Um  dio  ‘Geschwindigkeit  v zu  bestimmen,  ist  darauf  zu  achten,  dafs 
an  der  Röhrenwand,  wo  also  x = r gleich  dem  Radius  der  Röhre  ist,  eben- 
falls eine  Reibung  stattfindet,  welche  die  Geschwindigkeit  der  äufsersten 
Schicht  mit  bedingt.  Bezeichnen  wir  die  Konstante  der  äul'sem  Reibung 
wie  vorher  mit  t,  so  erhält  man  für  die  Geschwindigkeit  einer  Schicht, 
deren  Abstand  von  der  Cylinderaxe  gleich  * ist, 


4 ij  • L 


2 t L 


und  schtiefslich  für  das  Volumen  der  in  der  Zeiteinheit  ausgeflossenen 
Flüssigkeit 

F = ^f/')(7'‘+4T-R3)- 

Für  eine  Flüssigkeit,  welche  die  Röhrenwand  benetzt,  ist,  wie  wir 
schon  vorhin  hervorhoben,  t unendlich  grofs,  somit  das  zweite  Glied  der 
Klammer  gleich  Null,  für  solche  Flüssigkeiten  wird  somit 

*(P«  ~Pt) 


V=  -5 


8 • t)  ■ L 


■ R* 


oder  das  in  der  Zeiteinheit  ausströmende  Flüssigkeitsvolumen  ist  dem  auf 
der  Flüssigkeit  lastenden  Drucke  und  der  vierten  Potenz  des  Radius  direkt, 
der  Länge  der  Röhre  und  der  innorn  Reibungskonstante  umgekehrt  pro- 
portional. 

Diese  letztere  Beziehung  ist  zu  einer  Prüfung  der  Theorie,  und  nach 
Bestätigung  derselben  durch  den  Versuch  zur  Bestimmung  der  Reibungs- 
konstante sehr  geeignet.  Versuche  über  den  AusÜufs  lassen  sich  weit 
sicherer  anstellen  als  solche  über  die  Druckverteilung.  da  letztere  in  den 
kapillaren  Ausflufsröhren  kaum  mit  Genauigkeit  zu  messen  ist. 

Die  ersten  Versuche  Uber  den  Ausflufs  durch  kapillare  Röhren  sind 
schon  vor  der  Inbetrachtnahme  des  Reibungswiderstandes  von  Hagen  ‘)  und 

Poiseuille*)  ansgeführt  wor- 
den, welche  beide  nur  aus 
ihren  Versuchen  schon  auf 
die  obige  Beziehung  geführt 
wurden , für  wolche  indes 
Hagen  dann  auch  eine  theo- 
retische Ableitung  gab. 

Poiseuillo  wandte  zu 
seinen  Versuchen  eine  mit 
zwei  angesetzten  Röhren  ver- 
sehene Glaskugel  (Fig.  135) 
an,  welche  an  den  Röhren 
zwei  Marken  A und  B zeigte. 
Der  Rauminhalt  zwischen 
den  beiden  Marken  war  sorg- 
fältig kalibriert.  Die  untere 

')  Hage ii,  Poggend.  Ann.  Bd.  XLVI. 

*)  PotteuilU,  Memoirea  de»  Savant«  etrangers.  T.  IX.  Annalcs  de  chim.  et 
de  phys.  III.  Slrie  T.  VII.  Poggend.  Ann.  Bd.  LV1II. 
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§ 86. 


Röhre  war  etwas  unter  B umgebogen  und  an  dieselbe  ein  kapillares  Rplir 
angesetzt,  dessen  Länge  und  Durchmesser  sorgfältig  gemessen  waren.  Der 
Apparat  wurde  nun  durch  Aufsaugen  bis  Uber  A mit  Flüssigkeit  gefüllt, 
dann  mit  Gefilfsen  voll  komprimierter  Luft  in  Verbindung  gesetzt,  welche 
auf  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  einen  ganz  konstanten  Druck  ausübten, 
der  mittels  passender  Druckmesser  gemessen  wurde.  Ks  wurden  dann  die 
Zeiten  beobachtet,  welche  die  den  Raum  zwischen  A und  B ausfallende 
Flüssigkeit  brauchte,  um  bei  verschiedenen  Drucken  durch  Röhren  ver- 
schiedener Länge  und  verschiedenen  Durchmessers  auszufliefsen. 

Da  die  in  gleichen  Zeiten  ausfliefsenden  Volumina  den  Druckhöhen, 
welche,  wenn  wir  zur  Herstellung  der  Drucke  Säulen  derselben  Flüssigkeit 
anwenden,  -sich  verhalten  wie  die  Drucke  pa  — p, , proportional  sein  sollen, 
so  müssen  die  zum  Ausflusse  gleicher  Volumina  erforderlichen  Zeiten  den 
Druckhöhen  umgekehrt  proportional  sein. 

Eine  Versuchsreihe  mit  Wasser  gab  folgende  Zahlen: 

Länge  der  Röhre  107ln,n,9.  Durchmesser  0mm,135. 

Höhe  in  Mm.  der  drückenden  Au.flufazeit  in  Sekunden 


Wassersäule 

beobachtet 

berechnet 

1984 

5664" 

* 5664" 

7774 

1445 

1443 

10501 

1069 

1070 

10062 

1121 

1118 

20561 

546 

546 

30845 

365 

364 

41381 

273 

271 

47678 

237 

236. 

Bei  konstanter  Druckhöhe  und  konstantem  Durchmesser  war  die  Aus- 
flufszeit  der  Röhrenläuge  direkt  proportional. 

Druck  in  Mm.  Wasserhöhe  1472mm,45.  Durchmesser  0nim,252. 


Ausflufszeit 

in  Sekunden 

Länge  der  Röhre 

beobachtet 

berechnet 

108mm,24 

633" 

633" 

84  52 

492 

492 

54  00 

314 

314. 

Dieses  Gesetz  gilt  jedoch  nicht  mehr  bei  zu  kurzen  Röhren,  so  z.  B. 
war  hei  9mnl  beobachtet  71", 6,  mit  dem  ersten  Versuche  verglichen  ergab 
sich  berechnet  52", 63. 

Bei  gleichem  Drucke  und  gleicher  Länge  sind  die  Ausflufszeiten  den 
4.  Potenzen  der  Durchmesser  umgekehrt  proportional. 

Druck  1 984 m"  Wasserhöhe,  Länge  107,mu,9. 

Durchmesser  />,  = 0,136  Zeit  ’J\  — 5664" 

„ I)t  = 0,252  „ 1\  = 4G8"5. 

. In  der  That  verhält  sich  fast  genau  umgekehrt  wie  die  Zeiten 
I)t*  : J>*  = 471,57  : 5664, 
so  dafs  dadurch  auch  dieses  Gesetz  bestätigt  ist. 

W L'llmkh,  Physik.  I.  4.  Aufl.  25 
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Für  das  in  der  Zeiteinheit  ansfiiefsende  Flüssigkeitsvolumen  ergibt 
sich  also  entsprechend  der  theoretischen  Entwicklung 


wenn  wir  bei  Wasser,  dessen  Dichtigkeit  gleich  eins  ist,  den  Druck 
]>„  — p,  — Hs  durch  die  Hohe  der  drückenden  Wassersäule  ersetzen. 

Ist  H , H,  L in  Millimetern  ausgedrilckt.,  das  Volumen  V in  Kubik- 
millimetern gegeben,  so  ist  fllr  die  Temperatur  0°  bei  Wasser 


C = 2162,40. 


Die  Gröfse  C gibt. das  in  l"  ausfliefsende  Volumen,  wenn  dip  Druck - 
höhe  lmm  Wasser,  der  Radius  der  Rühre  lmm  und  die  Länge  der  Röhre 
1 mm  ist,  unter  der  Voraussetzung,  dafs  bei  diesen  Dimensionen  noch  das 
Gesetz  gültig  wäre.  Die  Konstante  C ist  demnach 


somit 


C = 


8 • T)  ’ 


Vn~  8 • C 


3,14159  ; 

8 • 2162,40 


= 0,0001816. 


Da  die  benutzten  Einheiten  Millimeter  und,  weil  der  Druck  einer 
Wassersäule  von  lmm  Höhe  auf  das  Quadratmillimeter  ein  Milligramm  ist, 
Milligramme  sind,  so  gibt  uns  die  Konstante  in  Milligrammen  die  auf  die 
Fläche  von  ein  Quadratmillimeter  wirkende  verzögernde  Kraft  der  Reibung, 
wenn  benachbarte  Schichten  sich  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit  an  ein- 
ander vorüber  bewegen,  dafs  bei  gleichförmiger  Änderung  der  Geschwindig- 
keit der  Geschwindigkeitsunterschied  zweier  lmnl  entfernter  Schichten  in 
der  Sekunde  ein  Millimeter  ist. 

Die  Konstante  C wächst  ganz  bedeutend  mit  der  Temperatur,  und 
zwar  erhält  Poiseuille  für  dieselbe  den  Wert 


C = 2162,40  ( 1 -f  0,033  6793  t + 0,000  220  9936  /*), 

wenn  t in  Graden  der  Celsiusschen  Skala  gegeben  ist  und  der  Druck  immer 
in  Milligrammen  pro  Quadratmillimeter  ausgedrilckt  ist. 

Für  den  Reibungskoefficienten  ergibt  sich  daraus  eine  entsprechende 
Abnahme,  er  wird 

0,0001816 

^ 1 + 0,033 6793  t + O", 000220 9936  is  ’ 

also  z.  B.  für 

10°  • • - v = 0,000  1335 
. 20°  •■•»)  = O,000  1029 

30°  •••»)  = 0,0000821. 

Für  absoluten  Alkohol  ergibt  sich  aus  ähnlichen  Versuchen  Poisouilles 
bei  1 0°  r;  = 0,000  1741.  also  beträchtlich  gröfser  als  für  Wasser;  noch 
gröfser  ist  der  Wert  für  Gemische  aus  Alkohol  und  Wasser. 

Eine  andere  Methode  zur  Untersuchung  der  Flüssigkeitsreibung  ist 
ursprünglich  von  Coulomb1)  angegeben  und  später  von  0.  E.  Meyer*)  ga- 


')  Coulomb , Mdmoires  de  l'Institut  nationale  de  France  T.  111.  p.  24G. 
’)  O.  E.  Meper,  Poggend,  Arm.  Bd.  CXIII. 
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nauer  studiert  und  zu  Messungen  verwandt  worden.  Die  Methode  benutzt 
den  Widerstand,  welchen  eine  horizontal  an  einem  Drahte  anfgehängte 
Kreisscheibe  erfährt,  wenn  sie  in  einer  Flüssigkeit  durch  Torsion  des 
Drahtes  in  Schwingung  versetzt  wird. 

Um  zu  erkennen,  in  welcher  Weise  die  Bewegung  durch  die  Reibung 
der  Flüssigkeit  heeinflufst  wird,  wollen  wir  die  Beschleunigung  der  schwingen- 
den Scheibe  ableiten.  Bei  Besprechung  der  TorsionselasticitStt  sahen  wir, 
dafs,  wenn  die  Scheibe  resp.  der  Draht  um  einen  Winkel  cp  aus  der  Gleich- 
gewichtslage abgelenkt  ist,  das  die  Scheibe  gegen  die  Gleichgewichtslage 
zurücktreibende  Torsionsmoment  dem  Ablenkungswinkel  cp  proportional  ist. 
Im  § 60  erkannten  wir  dann  weiter,  dafs  die  innere  Reibung  des  Drahtes 
der  Bewegung  einen  Widerstand  entgegensetzt,  welcher  der  augenblicklichen 
Geschwindigkeit  der  Bewegung  proportional  ist.  Wir  erhielten  deshalb, 
wenn  die  Scheibe  im  übrigen  gar  keinen  Widerstand  erfährt,  im  § CO  als 
Ausdruck  für  die  Beschleunigung 


d*<] p 
~dt' 


1)  d<p 

K V ~ 2t  dt 


worin  D das  Torsionsmoment  für  <jp  = 1 , K das  Trägheitsmoment  des 
schwingenden  Systems  und  2 t der  Widerstand  der  innem  Reibung  ist,  wenn 
die  Geschwindigkeit  gleich  1 ist. 

Schwingt  nun  die  Scheibe  in  einer  Flüssigkeit,  und  wir  werden  im 
nächsten  Kapitel  sehen,  dafs  in  der  Beziehung  auch  die  Luft  als  solche  zu 
betrachten  ist,  so  erfährt  die  Scheibe  durch  die  Flüssigkeitsreibung  einen 
Widerstand.  Bei  benetzenden,  also  stark  adhärierenden  Flüssigkeiten  haftet  die 
letzte  Schicht  an  der  Scheibe  und  wird  mit  derselben,  also  mit  der  gleichen 
Geschwindigkeit  bewegt.  Diese  Schicht  reibt  sieh  dann  an  der  folgenden, 
dieselbe  mit  in  Bewegung  versetzend,  und  erfährt  dadurch  eine  Verzögerung 
ganz  in  derselben  Weise,  wie  wir  es  vorhin  für  die  fliefsenden  Wasser- 
schichten ableiteten. 

Wir  betrachten  nun  ein  Flächenelement  der  Scheibe,  welches  sich  im 
Abstande  p von  dem  Mittelpunkte  der  als  kreisförmig  angenommenen  Scheibe 
befinde.  Setzen  wir  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Scheibe  zur  Zeit  ( gleich  ip, 
so  dafs  die  Geschwindigkeit  des  betrachteten  Elementes  pt/>  ist,  so  ist  das 
auch  die  Geschwindigkeit  des  betreffenden  Elementes  der  an  der  Scheibe 
haftenden  Flüssigkeitsschicht.  Die  der  Scheibe  parallelen  Flüssigkeits- 
schichten  haben  dann  eine  kleinere  Geschwindigkeit,  und  ist  die  Geschwin- 
digkeitsabnahme, wenn  wir  uns  von  der  Scheibe  in  normaler  Richtung  um 
dx  entfernen,  gleich  dv  = dptf»,  so  ist,  wenn  f die  Gröfse  des  betrachteten 
Flächenelementes  ist, 


Vf 


tlpy 

dx 


“=Vf9 


d tp 
dx 


der  Widerstand,  welchon  das  betreffende  Flächenelement  in  seiner  Bewegung 
erfährt.  Die  Verzögerung,  welche  die  Bewegung  durch  diesen  Widerstand 
erfährt,  ist  gleich  dem  Moment  dieses  Widerstandes  dividiert  durch  die 
ganze  bewegte  Masse,  also  gleich 


K 


• nfQ 


dtp 

dx 
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Um  die  Verzögerung  zu  erhalten,  welche  die  ganze  Scheibe  durch 
die  Reibung  erführt,  müssen  wir  den  Widerstand,  den  alle  Ffächenelemente 
erfahren,  summieren.  Zunächst  können  wir  das  Flächenelement  f durch 
einen  Ring  vom  Radius  p und  der  Breite  dp  ersetzen,  da  für  den  ganzen 
Ring  der  Widerstand  an  allen  Stellen  derselbe  ist.  Für  die  infolge  des 
auf  den  Ring  wirkenden  Widerstandes  vorhandene  Verzögerung  erhalten 
wir  dann  • 


2*9  KVQ  dx-  *9 


JL  shi 

K (i  x 


2jrpsdp. 


Diesen  Ausdruck  müssen  wir  für  alle  Ringe  der  Scheibe  bilden  und 
dann  die  Summe  aller  dieser  nehmen.  Zunächst  entspricht  jedem  Ringe 
auf  der  obern  Seite  auch  ein  solcher  auf  der  untern  Seite  der  Scheibo,  den 
Wert  für  diese  beiden  Ringe  erhalten  wir,  wenn  wir  den  abgeleiteten  Aus- 
druck mit  2 multiplicieren.  Dann  gibt  uns  das  Integral 

it 


/ 


»1 

K 


dtp 
d x 


4ji p3dp  = itR*  -j£ 


dtp 

dx 


die  Verzögerung  der  Bewegung  durch  den  Reibungswiderstand,  den  die 
Scheibe  erfährt,  wenn  wir  mit  It  den  Radius  der  Scheibe  bezeichnen. 

An  diesem  Ausdrucke  ist,  im  Fall  die  Dicke  der  Scheibe  nicht  aufser 
Acht  gelassen  werden  darf,  noch  eine  Korrektion  wegen  des  an  dem  Um- 
fange der  Scheibe  angreifenden  Widerstandes  anzubringen.  Für  den  Umfang 
ist  p = R und,  wenn  h die  Dicke  der  Scheibe  ist,  für  /'einzusetzen  2» Rh, 
so  dals  das  Korrektionsglied  wird 


2jt  R3h  l, 
h 


dtp 

dx 


Die  sich  so  ergebende  Verzögerung  haben  wir  von  der  Beschleunigung, 
welche  die  bewegenden  Kräfte  dem  System  erteilen,  abzuziehen,  und  er- 
halten dann  für  die  Beschleunigung 


d'tp 

dt * 


V 

K * ~ 


— uli* 


V 

K 


dtp 

dx 


Bei  grofsen  dünnen  Scheiben,  wie  sie  zu  solchen  Versuchen  benutzt 
2 h 

werden,  kann  man  das  Glied  -p-  vernachlässigen. 

Die  ziemlich  schwierige  Behandlung  dieser  Gleichung,  wogen  deren 
wir  auf  die  Abhandlung  von  Meyer  verweisen1),  ergibt,  dafs  wir  auch  in 
dem  Fallo  eine  schwingende  Bewegung  erhalten,  deren  Amplituden  nach 
einer  geometrischen  Reibe  abnehmon,  die  also  ein  konstantes  logarithmisches 
Dekrement  zeigt.  Das  logarithmische  Dekrement  ist  gerade  wie  in  § CO 
das  Mafs  für  die  Verzögerung,  es  gibt  also  gleichzeitig  den  Widerstand 
der  innem  Reibung  des  Drahtes  und  den  der  Reibung  in  der  Flüssigkeit. 

Um  den  Reibungskoeflicienten  der  Flüssigkeit  zu  bestimmen,  be- 
obachtet man  zuerst  die  Schwingung  des  Apparates  in  der  Luft  und  dann 
jene,  nachdem  man  die  Scheibe  in  die  Flüssigkeit  gebracht  hat.  Aus 
der  Differenz  der  logarithmiscben  Dokromente  erhält  man  den  Reibungs- 


’)  O.  R.  Meyer,  Crelles  Journal  Bd.  MX.  Foggoml.  Ann.  Bd.  CXltl. 
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koeftieienten  der  Flüssigkeit;  der  Ausdruck  für  ij,  der  sieb  aus  der  Bo- 

. d . i»  • • 

Ziehung  von  , zur  Geschwindigkeit  der  Drehung  ergibt,  ist 


K i — Z. 

(A‘+2AB>))/r„  * 


worin  4 — 40  die  Differenz  dor  logarith mischen  Dekremente,  T0  die 
Schwingungsdauer  des  Apparates  in  der  Luft  und  <j  die  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit  ist.  Strenge  genommen  steht  auff  der  linken  Seite  die  Differenz 


V 


nai) 

~8 


wenn  jj„  der  Reibnngskoefticient  nnd  a„  die  Dichtigkeit  der  Luft  ist,  denn 
wie  schon  erwähnt  ist  auch  in  der  Luft.  Reibung  vorhanden.  Da  indes  das 
Produkt  aus  dem  Reibungskoefticienten  und  der  Dichte  hier  auftritt,  kann 
man  die  Differenz  als  nicht  inefsbar  von  dem  Minuend  verschieden  be- 
trachten. 

In  dieser  Weise  erhielt  Meyer  unter  andern  für  destilliertes  Wasser 
die  Werte 

bei  10“, 1 ••••»;  = 0,000  157  5 
15®, 5 • • • • ij  = 0,000  137  1 
17,9  . ...  n = 0,000  129  9 
21,6  • • • • r)  = 0,000119  0 

Werte,  welche  etwa  im  Verhältnis  1,2  : 1 gröfser  sind  als  die  ans  Poiseuilles 
Beobachtungen  abgeleiteten. 

Für  Salzlösungen  ergaben  sich,  mit  Ausnahme  der  Lösungen  von 
Kaliumnitrat,  im  allgemeinen  gröfsere  und  mit  dem  Salzgehalte  wachsende 
Werte  von  »/.  So  fand  sich  bei  Lösungen  von  Natrinmsulphat  fllr  eine 
Temperatur  von  17° 

bei  2,5670  Teilen  Salz  auf  100  Wasser  ij  = 0,000  138  1 
5,1600  „ „ „ „ „ ij  = 0,000 150  0 

7,7795  „ „ „ „ „ , = 0,000 1600 

10,4250  „ „ „ „ „ n = 0,000 176  3. 

Später  sind  von  Rellstab1),  Hübener®),  Sprang3),  Grotrian *)  und  be- 
sonders von  Pribram  nnd  Handl5)  und  andern  ausgedehnte  Versuche  über 
die  Reibung  verschiedener  Flüssigkeiten,  insbesondere  der  Salzlösungen,  und 
Uber  die  Änderung  der  Reibungskoefficienten  mit  der  Temperatur  angestcdlt 
worden.  Mit  Ausnahme  der  zuerst  citierten  Versuche  Grotrians,  welche 
durch  Beobachtung  schwingender  Scheiben  ausgeführt  wurden,  ist  dabei 
stets  die  Reibung  mit  Hülfe  des  Durchganges  der  Flüssigkeiten  durch  enge 
Röhren  bestimmt  worden.  Unstreitig  ist  diese  letztere  Methode  wegen  der 
Leichtigkeit  ihrer  Versuche  und  der  mit  ihr  zu  erreichenden  gröfsem  Ge- 
nauigkeit der  Methode  der  Schwingungen  vorzuziehen.  Wir  teilen,  um  die 


')  Rellstab,  Inauguraldissertation.  Bonn  1868. 

*)  Hübener,  Poggend.  Ann.  Bd.  CL. 

*)  Sprung,  Poggend.  Ann.  Bd.  CLIX. 

*)  Grotrian,  Poggend.  An».  Bd.  CLVII,  Bd.  CLX,  neue  Folge,  Bd.  VIII. 
*)  Pribram  und  llandl,  Wien.  Ber.  Bd.  L XX VIII,  Bd.  LXXX. 
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Verschiedenheit  der  Reibungskoefficienten  für  verschiedene  Flüssigkeiten  zu 
übersehen,  folgende  aus  den  Beobachtungen  Reilstabs  unter  Annahme  des 
Poiseuilleschen  Wertes  für  Wasser  bei  10°  C.  berechneten  Werte  mit 


Methylalkohol  tj  — 0,000070  75  , Propylalkohol  ij  = 0.O00  203  2 

Äthylalkohol  r\  = 0,000  155  6,  Butylalkohol  i\  = 0,000  387  1. 

Der  für  Äthylalkohol  aus  den  Versuchen  Rellstabs  sich  ergebende  Wert 
von  7)  ist  etwas  kleiner  als  der  von  Poiseuille  gefundene;  der  Grund  dieses 
Unterschiedes  liegt  wohl  darin,  dafs  der  Äthylalkohol,  den  Poiseuille  an- 
wandte, nicht  ganz  so  wasserfrei  war  als  der  von  Rellstab  benutzte. 

Auf  die  interessanten,  besonders  von  Grotrian  verfolgten  Beziehungen 
zwischen  den  Reibungskoefficienten  und  die  galvanische  Leitungsfühigkeit 
der  Flüssigkeiten,  kommen  wir  im  vierten  Bande  zurück. 

Ist  die  Konstante  der  Reibung  der  Flüssigkeiten  an  den  festen  Körpern 
nicht  unendlich  grols,  so  ist  der  Ausdruck  für  die  durch  kapillare  Röhren 
ausfliefsende  Menge,  wie  wir  sahen, 


(K  ~ P.) 
8 ij  L 


es  kommt  also  unter  sonst  gleichen  Umstünden  ein  von  der  dritten  Potenz 
des  Radius  abhängiges  Glied  hinzu.  Man  sollte  erwarten,  dafs  demnach  für 
nicht  benetzende  Flüssigkeiten  dieses  Glied  in  Rechnung  zu  ziehen  sei.  In 
der  That  glaubte  Poiseuille  bei  dem  AusHul's  des  Quecksilbers  durch  gläserne 
Kapillarröhren  zu  finden,  dafs  das  für  benetzende  Flüssigkeiten  anfgestellte 
Gesetz  nicht  mehr  gültig  sei.  Genauere  Versuche  von  Warburg1)  haben 
indes  gezeigt,  dafs  auch  für  Quecksilber  und  Glas  sich  die  ausgeilossene 
Menge  darstellen  lüfst  durch  die  Gleichung: 

, 

8 rj  ■ L ' 

wie  z.  B.  folgende  Beobachtung  zeigt: 

/,  = 87  1 """,5.  Jl  = 0,223  46.  Temp.  = 17°, 25. 

Ausflussmenge  in  Milligr.  pro  1" 

J>, i — Pt  beobachtet  berechnet  aus  2 

1.  100mm,6  Quecksilber.  126,5  127,1 

2.  193““", 3 „ 244,3. 

Setzen  wir  das  speeifische  Gewicht  des  Quecksilbers  bei  17,2°  gleich 
13,55,  so  ergibt  sich  >/  aus  der  2.  Beobachtung 


n ■ 193mm,3  • 13,55 

8 244’3- 
13,56 


871,5 


(0,22346)*  = 0,000  163  29. 


Es  ergibt  sich  somit,  dafs  auch  bei  nicht  benetzenden  Flüssigkeiten 
c unendlich  sein  kann. 


*)  Warburg,  Poggend.  Anu.  Bd.  CXL. 
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87. 


Konstitution  des  ausfliefsenden  Strahles.  Bisher  haben  wir  still- 
schweigend vorausgesetzt,  dafs  die  Öffnung,  aus  welcher  die  Flüssigkeit 
ausfliel'st,  eine  kreisförmige  sei,  und  dafs  somit  der  Strahl  von  der  Stelle 
der  gröfsten  Kontraktion  an  ein  merklich  cylindrischer  sei.  Ganz  anders 
werden  jedoch  die  ausfliefsenden  Wasserstrahlen  gestaltet,  wenn  man  statt 
kreisförmiger  Öffnungen  andere,  z.  B.  viereckige  oder  kreuzförmige  Öffnungen 


Fig.  ISS. 


Fig.  137. 


Fig.  IM. 


anwendet.  Die  Gestalten  diesor  Strahlen  sind  vorzugsweise  von  Bidone1) 
und  später  von  Magnus*)  untersucht  worden.  Wir  lassen  hier  einige  der 
eigentümlichen  Formen  der  aus  eckigen  Öffnungen  ausfliefsenden  Strahlen 
folgen,  nach  der  Beschreibung,  welche  Magnus  von  ihnen  gibt.  Fig.  136a 
gibt  die  Ansicht  eines  Strahles,  der  aus  einer  viereckigen  Öffnung  ausfliefst, 
deren  oine  Seite  2,6  Millim.,  deren  andere  25  Millim.  lang  ist,  gesehen  in 
einer  zur  gröfsern  Seite  senkrockton  und  Fig.  136  b in  einer  zur  kleinern 


*)  Bidone , Memoric  dell’  Aecademia  di  Torino.  Bd.  XXXIV. 
*)  Magnus,  Poggcnd.  Ann.  Bd.  XCV.  p.  1. 
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Seite  senkrechten  Richtung.  Fig.  137  zeigt  die  Gestalt  eines  aus  einer 
kreuzförmigen  und  Fig.  138  eines  aus  einer  quadratischen  Öffnung  ABDC 
ausfliefsendon  Strahles.  Das  Wasser  zieht  sich  unter  der  Öffnung  sehr  rasch 
zusammen  und  es  bilden  sich  rundliche  Rilnder  Ae  Bt  (Fig.  136a),  die  sehr 
scharf  gegen  den  übrigen  Teil  der  Flüche  begrenzt  sind.  Diese  erzeugen, 
wo  sie  Zusammentreffen,  die  zur  Fläche  ABte  senkrechte  Fläche  Ikgi 
(Fig.  136  b),  die  sich  nach  unten  immer  mehr  zusammenzieht  und  dann 
die  Fläche  gklhii  entstehen  läfst,  und  so  fort,  bis  der  Strahl  zersplittert. 
Dieselbe  Gestalt  erhielt  der  Strahl,  als  anstatt  der  einfachen  Austtufs- 
öffnung  eine  20  Millimeter  lange  Röhre  von  gleichem  Querschnitt  an  das 
Gefäfs  gebracht  wurde. 

Bei  den  aus  der  kreuzförmigen  Öffnung  (Fig.  137)  austretenden  Strah- 
lengeht das  Wasser  in  vier  sich  kreuzenden  Strahlen  nieder,  B Beti,  Ce  etc., 
von  denen  jeder  einen  starken  Rand  hat.  Indem  diese  vier  Ränder  Zu- 
sammentreffen, erzeugen  je  zwei  oine  Fläche  rpq-,  da  aber  das  Zusammentreffen 
central  statttindet,  wenn  die  Arme  der  kreuzförmigen  Öffnung  genau  gleich 
sind,  so  halbiert  jede  Fläche  den  Winkel,  den  die  Rilnder  mit  einander 
machen,  so  dafs  die  vier  entstehenden  Flächen,  rpq,  rpq , die  Lage  der 
zwischen  A B und  CD  punktierten  Linien  p und  pt  haben.  Zwischen  ihnen 
ziehen  sich  die  Ränder  Ce  bis  gegen  (?  hinab.  In  der  durch  diesen  Punkt 
gehenden  Horizontalen  haben  die  Flächen  rpq  ihre  gröfste  Breite.  Unter- 
halb dieser  ■ Stelle  nehmen  sie  wieder  dicke  Ränder  an,  durch  deren  Zu- 
sammentreffen neue  Flächen  zv  entstehen.  Da  auch  hier  die  Ränder  central 
Zusammentreffen,  so  halbieren  die  Flächen  zv  die  Winkel  der  vorigen.  Ihre 
Richtung  fällt  also  wieder  mit  derjenigen  der  Kreuzesarme  zusammen. 

Selten  treten  mehr  als  zwei  solcher  Fläehensystemo  auf,  meist  beginnt 
in  dem  zweiten  die  Zersplitterung  des  Strahles. 

Bei  dem  aus  der  quadratischen  Öffnung  ABCD  (Fig.  138)  hervor- 
gehenden Strahle  erblickt  man  unter  der  Stelle  der  gröfsten  Zusammen- 
schnürung vier  Flächen  opq,  deren  Verlängerungen  durch  die  Mitte  der 
Seiten  AB,  BD  . . gehen  und  auf  diesen  senkrecht  stehen. 

Unter  diesem  liegt  ein  zweites  Flächensystem,  welches,  wie  in  dem 
vorigen  Falle,  die  Winkel  des  ersten  halbiert,  also  mit  der  Richtung  der 
Diagonalen  des  Quadrats  zusammenfällt.  Unter  dem  zweiten  befindet  sich 
ein  drittes,  dem  ersten  gleiches  Flächensystem  u.  s.  f.,  so  dafs  oft  neun 
derartiger  Systeme  unter  einander  liegen. 

Diese  Formen,  welche  die  Strahlen  annehmen,  die  aus  eckigen  < >ffnungen 
fliefsen,  zeigen  auf  das  deutlichste  den  Einflufs  der  seitlichen  Bewegung  der 
Flüssigkeit  und  der  Molekularattraktion  der  Flüssigkeitsteilchen,  die  wir 
bei  den  vorhin  betrachteten  Ausflufserscheinungen  als  störende  Umstände 
ansahen.  Denn  diese  beiden  Umstände  scheinen  hinreichend,  um  die  sonder- 
baren Gestalten  der  Strahlen  zu  erklären. 

Die  Flüssigkeitsteilchen  haben  alle  bei  ihrem  Austritt  aus  der  Öffnung 
eine  horizontale  gegen  das  Innere  des  Strahles  gerichtete  Geschwindigkeit., 
welche  noch  durch  die  früher  betrachtete  Oberflächenspannung  an  den 
freien  Seiten  des  Strahles  vermehrt  wird.  Daraus  ergibt  sich  die  von 
allen  Seiten  nach  innen  gerichtete  Bewegung  der  Flüssigkeit  unmittelbar 
unter  der  Öffnung;  bei  kreisförmigen  Öffnungen  ist  die  nach  innen  ge- 
richtete Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  sowohl  als  der  Widerstand,  den 
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das  Innere  des  Strahls  derselben  entgegensetzt,  nach  allen  Richtungen 
gleich,  deshalb  zeigt  sich  dort  die  Einschnürung  von  allen  Seiten  ohne 
darauf  folgendo  Anschwellung;  anders  jedoch  bei  eckigen  Öffnungen.  Dort 
ist  die  Oberflächenspannung  verschieden,  und  zwar  ist  sie  am  stärksten  von 
den  Ecken  aus,  weil  dort  der  Krümmungsradius  am  kleinsten  ist,  während 
die  übrige  Fläche  des  Strahles  eben,  oder  gar  wohl  konkav  sein  kann.  Un- 
ter der  Öffnung  müssen  daher  vorzugsweise  die  von  den  Ecken  der  Öffnung 
kommenden  Flüssigkeitsteile  nach  der  Mitte  zu  sich  bewegen,  und  es  mufs 
daher  der  Strahl  hauptsächlich  von  den  Ecken  aus  zusammengeschnürt  wer- 
den. Daher  treten  dann  die  von  den  Seiten  der  Öffnung  herkommenden 
Flüssigkeitsteile  über  den  Strahl  heraus,  und  der  Strahl  mufs  einen  der 
Öffnung  entgegengesetzten  Querschnitt  erhalten,  dort  seinen  kleinsten  Durch- 
messer haben,  wo  die  Öffnung  den  gröl'sten  hat,  und  umgekehrt.  An  dieser 
Stelle  kehren  sich  dann  die  Verhältnisse  um;  durah  die  Oberflächenspannung 
in  den  jetzt  stärker  gewölbten  Teilen  des  Strahles  erhalten  die  hier  be- 
findlichen Teile  des  Strahles  eine  nach  innen  gerichtete  Bewegung,  und  da, 
wie  wir  sahen,  der  Querschnitt  des  Strahles  wegen  der  beschleunigten  Be- 
wegung abwärts  immer  kleiner  wird,  so  wird  jetzt  die  Zusammenschnürung 
hauptsächlich  von  den  entstandenen  Ecken  des  Strahles  ausgehen  und  damit 
ein  Heraustreiben  der  Flüssigkeit  an  den  konkaven  Stellen  des  Strahles  eintreten. 

Die  Erscheinung  ist  also  wesentlich  eine  Folge  der  verschiedenen  Ober- 
flächenspannung des  Strahles,  verbunden  damit,  dafs  wegen  der  zunehmen- 
den, nach  unten  gerichteten  Geschwindigkeit  der  Bewegung  die  y|  1S!I 
Teile  des  Strahles  überhaupt,  so  lange  der  Strahl  zusammenhängt, 
das  Bestreben  haben,  sich  der  Mitte  zu  nähern,  und  dafs  deshalb 
die  von  den  Ecken  der  Öffnung  niedergehenden  Teile  einen  nur  ge- 
ringen Widerstand  gegen  ihre  horizontale  Bewegung  erfahren1). 

Auch  an  Strahlen,  welche  aus  einer  kreisförmigen  Öffnung  hervor- 
gehen, beobachtet  man  meist  Anschwellungen  und  Erscheinungen 
ähnlicher  Art.  Von  der  Kontraktionstelle  abwärts  ist  der  Strahl  zunächst 
nahezu  cylindriscb , und  dabei  massiv  und  ganz  klar.  In  einiger  Ent- 
fernung von  derselben  ändert  er  aber  sein  Ansehen  vollständig,  er  er- 
scheint gestört,  erfährt  eine  merkliche  Anschwellung  (Fig.  139)  und 
wird  trübe,  so  dafs  es  den  Anschein  hat,  als  bilde  er  keine  kon- 
tinuierliche Flüssigkeitsmasse  mehr.  Auf  diese  erste  Anschwellung 
folgt  dann  eine  Stelle,  wo  der  Strahl  wieder  znsammenges'chnürt  ist, 
auf  diese  wieder  eine  Anschwellung  und  so  fort.  Die  abwechselnden 
Anschwellungen  und  Einschnürungen  nennt  man  nach  Savart*), 
der  sie  zuerst  genauer  untersuchte,  Bäuche  und  Knoten.  Im  Innern 
des  Strahles  scheint  sich  ein  kontinuierlicher  Kanal  herabzuziehen, 
gleichsam  als  Fortsetzung  des  massiven  Strahles  über  dem  ersten 
Bauche. 

Dafs  diese  Anschwellungen  und  Einschnürungen  übrigens  ganz 
anders  beschaffen  sind  und  von  ganz  anderen  Ursachen  herrühren  als 
diejenigen,  welche  bei  den  aus  eckigen  Öffnungen  hervorgehendon 
Strahlen  auftreten,  läfst  sich  leicht  zeigen. 

Zunächst  kann  man  leicht  erkennen,  dafs  der  Strahl  an  seinen 

’)  Buff,  Poggend.  Ann.  Bd.  C. 

*)  Savart,  Annalcs  de  chim.  et  de  pbys.  T.  L1I1.  337. 
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unteren  Stellen  nicht  mehr  kontinuierlich  ist,  sondern  aus  getrennten  Tropfen 
besteht.  Wenn  man  nämlich  eift  Kartenblatt  horizontal  sehr  rasch  durch  einen 
Bauch  des  vortikal  herabgehenden  Strahles  hindurchführt,  so  findet  man 
auf  demselben  nicht  einfach  eine  benetzte  Linie,  sondern  statt  dessen  eine 
Reihe  benetzter  Stellen,  welche  zeigen,  dafs  auf  einander  folgende  Stellen 
des  Blattes  von  Tropfen  getroffen  sind.  Hält  man  einen  Draht  oder  ein 
Blech  so  in  der  Hand,  dafs  es  ein  wenig  in  den  Strahl  hinein  reicht,  so 
fühlt  man,  so  lange  es  von  dem  glatten  Teile  desselben  getroffen  wird, 
einen  gleichmäßigen  Druck.  Wird  dasselbe  dagegen  von  einem  Bauche 
getroffen,  so  fühlt  man  deutlich  eine  vibrierende  Bewegung.  Daraus  folgt 
unmittelbar,  dafs  das  Aussehen  des.  Strahles  an  dieser  Stelle  nur  eine 
optische  Täuschung  sein  kann,  indem  wir  nicht  die  einzelnen  Tropfen  sehen, 
sondern  nur  den  Gesamteindruck  der  rasch  nach  einander  an  den  einzelnen 
8tellen  erscheinenden  Tropfen  erhalten. 

Denn  die  einzelnen  auf  einander  folgenden  Tropfen  gehen  einer  nach 
dem  andern  sehr  rasch  vor  unserem  Auge  vorüber,  jeder  mufs  daher  auf 
unserer  Netzhaut  den  Eindruck  einer  vertikalen  Linie  machen,  gerade  wie 
eine  leuchtende  Kohle,  wenn  sie  rasch  im  Kreise  geschwungen  wird,  den 
Eindruck  eines  feurigen  Kreises  macht;  oder  wie  wir  an  einem  rasch  sich 
drehenden  Rade  nicht  mehr  die  einzelnen  Speichen  sehen,  sondern  eine 
gleichmäfsig  den  Radkranz  ausfüllende  Fläche.  Wenn  nun  ein  Tropfen  am 
Auge  vorüber  gefallen  ist,  so  folgt  ihm  sofort  ein  zweiter  und  der  von  dem 
ersten  Tropfen  hinterlassene  Eindruck  setzt  sich  fort,  und  so  weiter.  Wir 
sehen  demnach  die  Kontouren  aller  auf  einander  folgenden  Tropfen  als  einen 
kontinuierlichen  Strahl.  Daraus  folgt  weiter,  da  wir  abwechselnd  Bäuche 
und  Knoten  wahrnehraen,  dafs  die  Tropfen  sich  abwechselnd  verbreitern 
und  verlängern,  dafs  sie  in  der  Mitte  der  Bäuche  am  breitesten  und  in  den 
Knoten  am  schmälsten  sein  müssen. 

Man  kann  dies  sehr  deutlich  wahrnehmen,  wenn  man  den  Strahl  so 
beobachtet,  dafs  man  ihn  immer  nur  eine  sehr  kleine  Zeit  wahrnimmt,  so  dafs 
während  dieser  Zeit  die  Tropfen  ihre  Stelle  fast  gar  nicht  ändern.  Es  gibt 
dazu  mehrere  Mittel,  welche  wir  später  kennen  lernen  werden;  das  sicherste 
ist  die  Beobachtungsmethode  von  Magnus1).  In  eine  kreisförmige  Scheibe 
von  250  Millimeter  Durchmesser  wird  ein  Spalt  von  1 Millimeter  Breite  in  der 
Richtung  eines  Radius  eingeschnitten.  Dio  Scheibe  wird  dann  auf  einer  durch 
ihren  Mittelpunkt  gehenden  Axe  befestigt  und  in  eine  sehr  rasche  Rotation 
versetzt,  so  dafs  sie  20  bis  25  Umdrehungen  in  der  Sekunde  erhält.  Man 
stellt  das  Auge  und  die  rotierende  Scheibe  so,  dafs  man  den  Strahl  sieht, 
wenn  dio  Spalte  dem  Strahl  parallel  steht  Man  sieht  den  Strahl  dann  nur  so 
lange,  aber  jedesmal,  wenn  die  Spalte  vor  dem  Auge  hergeht.  Da  die  Spalte 

nur  ein  Millimeter  breit  ist,  so  beträgt  sie  nur  der  ganzen  Kroistläche 
und  da  dio  Scheibe  20  bis  25mal  in  der  Sekunde  rotiert,  so  ist  die  Spalte 

nur  .. ...  bis  . Sekunde  vor  dem  Augo.  In  dieser  kurzen  Zeit  ändert 

15000  19500 

aber  der  einzelne  Tropfen  seine  Stelle  nicht  merklich,  und  deshalb  sehen  wir 
sie  einzeln,  als  wären  sie  imbeweglich.  Da  aber  ferner  die  Spalte  20 — 25mal 

’)  Magnus,  l’oggend.  Ann.  Bd.  CVJ.  p.  1. 
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in  der  Sekunde  an  unserem  Auge  vorüber  geht,  so  sehen  wir  das  einzelno 
Uild  2ömal  in  der  Sekunde,  wir  glauben  es  daher  ununterbrochen  zu  sehen. 

Wenn  man  auf  diese  Weise  einen  mit  Bäuchen  versehenen  Strahl  be- 
trachtet, so  erhält  man  das  Bild  Fig.  140.  Man  sieht,  wie  der  Strahl  aus 
lauter  einzelnen  Tropfen  besteht,  von  denen  man  aber  zwei  Arten  unter- 
scheiden kann.  Die  einen  sind  solir  klein  und  kugelrund  in  der  Axe  des 
Strahles;  sie  bilden  den  erwähnten  innern  Strahl,  um  den  sich  die  Bäuche 
heramlegen.  Die  andern  sind  viel  gröfsor,  sie  wechseln  mit  den  ersten, 
welche  in  gleichen  Abständen  von  einander  stehen,  ab  und  haben  eine  sehr 
verschiedene  Gestalt.  Man  sieht  zunächst  unter  dem  kontinuierlichen  Teile 
des  Strahles,  wie  die  Tropfenbildung  eintritt,  der  Strahl  zeigt  Schwellungen 
und  Einschnürungen,  die  bei  ß in  einzelne  Tropfen  übergehen;  die  Ein- 
schnürungen werden  zu  den  vorhin  erwähnten  kleinen  Tröpfchen , die  An- 
schwellungen zu  den  grofsen.  Diese  haben  zuerst  eine  in  die  Länge  gezogene 
Gestalt  a,  dann  verkürzen  sie  sich,  indem  sie  zugleich  breiter  werden  6, 
bei  c sind  sie  kugelförmig,  bei  d sind  sie  in  vertikaler  Richtung  abgeplattet 
und  in  der  horizontalen  am  stärksten  ausgedehnt,  bei  e wieder  mehr  kugel- 
förmig, bei  f und  noch  mehr  bei  g,  wo  man  den  Knoten  wahrnimmt,  in  die 
Länge  gezogen.  Von  da  ab  wiederholen  sieh  die  Gestalten  a — g,  bis  der 
Strahl  unterhalb  der  Bäuche  auseinandergeht,  und  zwar  treten  dieselben 
Gestalten  immer  an  derselben  Stelle  auf.  Dafs  die  Gestalt  des  Strahles  des- 
halb die  vorher  beschriebene  sein  mufs,  geht  unmittelbar  aus  dieser  Grup- 
pierung der  Tropfen  hervor.  Es  fragt  sich  nun,  wie  entsteht  diese  Erscheinung. 

Wir  erwähnten  vorhin,  dafs  nicht  immer  an  den  aus  kreisförmigen 
Öffnungen  hervorfliel'senden  Strahlen  diese  Anschwellungen  sich  zeigen, 
sondern  dafs  oft  der  Strahl  eine  nahezu  cylindrische  Gestalt  habe.  Aber 
auch  in  diesem  findet,  wie  Magnus1)  nachwies,  die  Tropfenbildung  statt, 
und  zwar  etwas  tiefer  als  dort,  wo  sie  dann  eintritt,  wenn  sieh  Bäuche 
zeigen.  Ein  solcher  eylindrischer  oder  vielmehr  schwach  konischer  Strahl 
bietet  nach  Magnus  ein  Bild,  wie  Fig.  141.  Auch  hier  sind  die  Tropfen 
bald  länger  bald  breiter,  aber  die  Formen  wechseln  nicht  regelmäfsig;  des- 
halb ist  der  nicht  mit  Bäuchen  versehene  Strahl  auch  an  der  untern  Strecke 
nur  breiter  als  an  der  obem.  Die  Tropfenbildung  ist  daher  allen  diesen 
Strahlen  gemeinsam,  betrachten  wir  sie  zuerst. 

Die  Tropfenbildung  ist  Folge  der  beschleunigten  Geschwindigkeit  der 
herabfallenden  Flüssigkeit;  indem  nicht  soviol  Flüssigkeit  oben  ausfliefst, 
als  unten  notwendig  ist,  um  den  Strahl  als  ein  Kontinuum  zu  erhalten, 
zersplittert  der  Strahl  und  dadurch  bilden  sich  infolge  der  Oberflächen- 
spannung Tropfen. 

Dafs  diese  Erklärung  die  richtige  sei,  folgt  aus  der  Beobachtung  des 
aus  einem  mit  einer  Hahnöffnung  versehenen  Gefäfse  tropfenweise  aus- 
fliefsenden  Watsers.  Zunächst  sammelt  sich  das  Wasser  an  der  Hahn- 
öffnung an,  verlängert  sich  dann  in  einen  Tropfen;  darauf  tritt  eine  Ein- 
schnürung ein  und  der  Tropfen  fällt  herab.  Der  herabfallende  Tropfen 
strebt  eine  kugelförmige  Gestalt  anzunehraen  und  dabei  oscilliert  er,  so 
dafs  er  abwechselnd  in  die  Länge  gezogen,  abwechselnd  abgeplattet  er- 
scheint. Die  Einschnürung  bildet  dann  mehrere  kleine  Tropfen.  In  diesem 
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Fig.  140.  Pig.  m. 


Falle,  wo  die  Ausflufsmenge  von  Anfang  an  nicht  so  grofs  ist , uni  einen 
kontinuierlichen  Strahl  zu  bilden,  tritt  die  Tropfenbildung  von  Anfang  an  auf. 

Ferner,  Plateau  zeigte,  wenn  man  den  § 80  beschriebenen  in  einem 
Alkoholgemische  gebildeten  Ölcylinder  durch  Entfernung  der  beiden  Drabt- 
kreise,  zwischen  denen  er  gebildet  war,  verlängert,  dafs 
er  dann,  wenn  man  eine  gewisse  Grenze  überschreitet, 
zerreifst.  Unmittelbar  vorher  bilden  sich  abwechselnd* 
Einschnürungen  und  Anschwellungen,  deren  letztere  grofse 
Tropfen  bilden,  während  an  Stelle  der  Einschnürungen 
kleine  Tropfen  auftreten.  Also  auch  hier,  wo  die  Flüssig- 
keit nicht  mehr  ansreicht,  um  einen  kontinuierlichen 
Cylinder  zu  bilden,  dieselbe  Tropfenbildung  infolge  der 
Oberflächenspannung.  Wenn  nun  in  allen  aus  kreisförmigen 
Öffnungen  ausflielsenden  Strahlen  die  Tropfenbildung  das 
Gemeinsame  ist,  so  müssen  noch  besondere  Umstände  anf- 
treten,  um  einmal  die  rogelmälsige  Folge  derselben  hervor- 
zubringen, ein  andermal  nicht.  Savart1)  und  Magnus*) 
haben  diese  nachgewiesen;  sie  zeigten,  dafs  der  Strahl  die 
Gestalt  Fig.  1 -i  1 hat,  wenn  die  Ausflufsöflhung  ganz  ruhig 
ist  und  keine  zitternde  Bewegung  besitzt,  dafs  aber  jedes- 
mal, wenn  man  derselben  eine  zitternde  regelmäfsige  Be- 
wegung mitteilt,  die  Bäuche  auftreten.  Savart  hing,  um 
dieses  zu  zeigen,  das  Gefäfs  an  Fäden  schwebend  auf,  so 
dafs  es  nicht  erschüttert  werden  konnte  und  der  Strahl 
hatte  die  Gestalt  Fig.  141,  wurde  aber  durch  das  An- 
streichen eines  Violoncells  in  der  Nähe  das  Gefäfs  und  da- 
mit die  Bodenplatte  in  regelmäfsige  Vibrationen  gebracht, 
so  traten  sofort  die  Bäuche  in  schönster  Regelm äfsigkeit 
auf.  Magnus  zeigte  dasselbe  durch  einen  noch  entscheiden- 
deren Versuch.  Die  Ausflufsöffhung  wurde  in  eine  Messing- 
scheibe eingeschnitten,  und  diese  durch  eine  Kautschnk- 
röhre  auf  eine  Hülse  befestigt,  welche  aus  dem  Boden  des 
mit  Flüssigkeit  versehenen  Gefäfses  herabhing.  Die  Messing- 
w scheibe,  in  der  sich  die  Ausflufsöflhung  befand,  wurde  dann 
|J|(  ^ auf  ein  Paar  Kissen  von  Wolle  gelegt,  die  auf  eine  feste 

Unterlage  gelegt  waren.  Wurde  nun  das  Gestell,  auf  dem 
Qf  ^ das  AusHufsgefäfs  stand,  in  eine  regelmäfsige  vibrierende 

Bewegung  versetzt,  so  zeigten  sich  keine  Bäuche,  weil  die 
Vibrationen  des  Gefäfses  sich  nicht  durch  den  Kautschuk 
zur  Bodenplatte  fortpflanzen  konnten;  wenn  aber  die  Platte, 
in  der  die  Ausflufsöflhung  angebracht,  war,  mit  dem  Gestell  in  feste  Ver- 
bindung gebracht  war  und  somit  vibrierte,  so  traten  sofort  die  Bäuche  auf. 

Wio  nun  infolge  dieser  Vibrationen  das  regelmäfsige  Abreifson  der 
Tropfen  und  damit  die  Bäuche  entstehen,  erklärt  Magnus  folgondermafsen. 
Indem  der  Rami  der  AusflulsOffnung  rogolmäfsig  auf-  und  niedergeht,  wird 
die  Geschwindigkeit  des  ausflielsenden  Strahles  abwechselnd  beschleunigt 
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und  verzögert.  Durch  diese  abwechselnden  Beschleunigungen  und  Verzöge- 
rungen entstehen  die  abwechselnden  Anschwellungen  und  Einschnürungen, 
die  in  gröfster  Tiefe  die  Trennung  in  einzelne  regelmäßige  Tropfen  zur 
Folge  haben.  Sind  diese  abwechselnden  Beschleunigungen  und  Verzögerungen 
nicht  vorhanden,  so  fehlen  die  Bäuche  und  das  Abroifsen  findet  in  gröfserer 
Entfernung  von  der  Öffnung  und  viel  weniger  regelmäfsig  statt.  Wahr- 
scheinlich trägt  die  geringere  Entfernung,  in  welcher,  wenn  Bäuche  vor- 
handen sind,  die  einzelnen  Massen  abreifsen,  nicht  unwesentlich  zu  jener 
Regelmäßigkeit  bei,  da  alle  Bewegungen  in  einem  Strahl  in  geringerer 
Entfernung  von  der  Öffnung  regeltnäfsiger  sind  als  entfernt  davon. 

Noch  auffallender  und  interessanter  zum  Teil  sind  die  Formen,  welche 
Flüssigkeitsstrahlen  bilden,  wenn  sie  durch  feste  Körper  oder  andere  ent- 
gegenkommende Strahlen  gestört  werden;  man  sieht  diese  Erscheinungen 
häufig  in  Gärten  als  Zierat  benutzt.  Das  Wasser  wird  nämlich  von  den 
festen  Körpern  nicht  regelmäfsig  zurückgeworfen,  wie  wir  das  bei  den 
festen  Körpern  fanden,  sondern  breitet  sich  in  oft  höchst  sonderbaren 
Formen  aus.  Es  würde  uns  jedoch  zu  weit  führen,  darauf  einzugehen,  des- 
halb verweisen  wir  auf  die  Abhandlungen  von  Magnus1)  und  Savart.*). 


Drittes  Kapitel. 

Von  den  gasförmigen  Körpern. 

§ 88. 

Allgemeine  Beschaffenheit  der  Gase.  Wir  lernten  § 46  außer 
der  festen  und  flüssigen  Aggregatform  noch  eine  dritte  kennen,  in  welcher 
Körper  Vorkommen  können,  die  gasförmige.  Diese  definierten  wir  dahin, 
dafs  sie  weder  eine  selbständige  Gestalt  wie  die  festen  Körper,  noch  ein 
selbständiges  Volumen  wie  die  flüssigen  Körper  besitzen,  sondern  sich  so- 
weit ausbreiten,  bis  ein  äui'seres  Hindernis  sie  zurückhält. 

Wir  können  uns  leicht  durch  Beobachtung  und  Versuche  davon  über- 
zeugen, dafs  wir  überall  von  einem  Körper  dieser  Aggregat  form,  der  Luft, 
umgeben  sind;  wir  atmen  sie  ein,  fühlen  ihre  Strömungen  im  Winde  und 
ihren  Widerstand  bei  raschen  Bewegungen. 

Wenn  man  eine  scheinbar  leere  Glocke  so  in  Wasser  taucht,  dafs  ihre 
ganze  Basis  zugleich  die  Wasserfläche  berührt,  so  vermag  nur  wenig  Wasser 
in  die  Glocke  einzudringon,  auch  wenn  wir  sie  so  tief  in  das  Wasser  hinein- 
drücken, dafs  sie  ganz  unter  Wasser  steht.  Wir  müssen  daraus  schliefsen, 
dafs  die  Glocke  mit  etwas  erfüllt  ist,  was  dem  Eindringen  des  Wassers  sich 
entgegensetzt.  Neigen  wir  nun  die  Glocke,  indem  wir  aber  dafür  sorgen, 
dafs  die  Basis  derselben  stets  unter  Wasser  bleibt,  so  weit,  dafs  das  Niveau 
der  in  die  Glocke  eingedrungenen  Flüssigkeit  an  einer  Stelle  den  Rand  der 
Glocke  nicht  mehr  erreicht,  so  sehen  wir  bei  fernerem  Niederdrücken,  wie 
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aus  ihr  durch  das  Wasser  grofse  Blasen  aufsteigen  und  wie  dann  das  Wasser 
höher  in  die  Glocke  einsteigt.  Noch  deutlicher  wird  dieser  Versuch,  wenn 
wir  die  Glocke  oben  mit  einem  Hahn  versehen.  So  lange  der  Hahn  ge- 
schlossen ist,  kann  das  Wasser  in  die  Glocke  nicht  eindringon,  öflhen  wir 
aber  denselben,  so  dringt  beim  Niederdrücken  das  Wasser  ein,  zugleich 
bemerken  wir  aber,  wie  aus  der  Hahnöffnung  die  Luft  hervordringt,  indem 
wir  ihren  Stofs  fühlen,  oder  sehen,  wie  leichte  Körperchen  durch  den  her- 
vordringenden Luftstrom  fortgerissen  werden. 

Dieser  Versuch  beweist  auf  das  evidenteste  sowohl  das  Vorhandensein 
als  die  Körperlichkeit  der  Luft,  indem  er  uns  beweist,  dafs  in  einen  mit 
Luft  erfüllten  Raum  ein  anderer  Körper  nicht  eindringen  kann. 

Durch  einen  ebenso  einfachen  Versuch  können  wir  uns  überzeugen, 
dafs  die  Luft  eine  Flüssigkeit  ist,  dafs  ihre  Teile  frei  beweglich  sind.  Denn 
kehren  wir  die  Glocke  um,  so  dafs  ihre  Basis  nach  oben  gerichtet  ist,  so 
können  wir  flüssige  und  feste  Körper  leicht  hineinbringen.  Die  eingebrachten 
Körper  verdrängen  die  Luft  ebenso  leicht,  wie  eine  Flüssigkeit,  in  die  man 
sie  eintaucht,  oder  wie  eine  schwerere  die  leichtere  Flüssigkeit  verdrängt, 
mit  welcher  sie  sich  nicht  mischt.  Wir  müssen  daher  die  Luft  als  eine 
Flüssigkeit  betrachten  und  ihren  Teilen  dieselbe  freie  Beweglichkeit  zu- 
scbreiben,  wie  den  einzelnen  Teilen  der  Flüssigkeiten. 

Dasselbe  zeigt  uns  der  geringe  Widerstand,  den  die  Bewegung  der 
Körper  in  einem  mit  Luft  erfüllten  Raume  erfährt,  der  noch  um  vieles 
geringer  ist  als  der  Widerstand,  den  eine  Bewegung  in  einem  mit  Flüssig- 
keit erfüllten  Raume  findet. 

Dafs  die  Luft  kein  selbständiges  Volumen  besitzt,  zeigt  folgender  Ver- 
such. Man  kann  eine  Blase  leicht  zum  Teil  mit  Luft  anfüllen.  Bringt  man 
sie  dann  in  eine  Glocke,  aus  der  wir  durch  einen  später  zu  beschreibenden 
Apparat,  die  Luftpumpe,  die  Luft  fortschafien  können,  so  zeigt  die  in  der 
Blase  enthaltene  Luft  das  Bestreben,  sich  auszudehnen,  indem  die  Blase 
sehr  bald  vollständig  gespannt  ist,  und  selbst  durch  die  ausdehnende  Kraft 
der  in  ihr  oingeschlossenen  Luft  zersprengt  werden  kann. 

Die  Luft  hat  demnach  keine  selbständige  Gestalt,  sie  dehnt  sich  aus, 
bis  sich  ihrer  Ausdehnung  ein  äufserer  Widerstand  entgegensetzt.  Da  nun 
dieselbe  eine  Flüssigkeit  ist,  so  nennt  man  sie  dieser  Eigenschaft  wegen 
eine  ausdehnsame  Flüssigkeit,  eine  expansibelo  Flüssigkeit,  und  die  bisher 
betrachteten  Flüssigkeiten  im  Gegensatz  dazu  tropfbare. 

§ 89. 

Eigenschaften  dor  Gase,  welohe  sie  mit  den  Flüssigkeiten  ge- 
meinsam haben.  Da  die  Gase  Flüssigkeiten  sind,  so  folgt,  dafs  sie  eine 
Reihe  von  Eigenschaften  besitzen,  welche  wir  an  den  Flüssigkeiten  kennen 
gelernt  haben.  Zunächst  sind  sie  schwer  wie  alle  Körper.  Um  dieses  durch 
einen  einfachen  ohne  weiteres  verständlichen  Versuch  nachzuweisen,  nehmen 
wir  eine  mit  einem  Hahne  versehene  Glaskugel  von  leichtem  Glase,  welche 
vielleicht  5 — 10  Liter  Inhalt  hat  (Fig.  142),  hängen  sie  an  eine  empfind- 
liche Wage  und  bestimmen  ihr  Gewicht.  Wenn  wir  dann  die  Kugel  auf 
den  bereits  vorhin  erwähnten  Apparat  bringen,  mittels  dessen  wir  die  Luft 
aus  ihr  entfernen  können,  und  die  Luft  aus  ihr  fortnehmen,  so  zeigt  eine 
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neue  Wägung,  dafs  nach  Fortnahme  der  Luft  die  Kugel  leichter  geworden 
ist,  und  zwar  bei  einer  Kapacität  von  10  Liter  um  ungefähr  10  Gramm. 

Die  Luft  und  ebenso  alle  Gase,  welche  uns  die  Chemie  kennen  lehrt, 
sind  demnach  schwer  wie  alle  Flüssigkeiten. 

Wie  bei  den  Flüssigkeiten  nur  dann  Gleichgewicht  war,  wenn  der  Druck 
auf  ein  Flüssigkeitselement  im  Innern  von  allen  Seiten  derselbe  war,  so 
auch  bei  den  Gasen;  im  Zustande  des  Gleichgewichts  erhält 
jedes  Gasmolekül  von  allen  Seiten  den  gleichen  Druck;  ist  Flg-  ui- 
derselbe  in  einer  Richtung  gestört,  so  tritt  eine  Bewegung  ein. 

Dies  zeigt  sich  schon  in  dem  zuerst  erwähnten  Versuche  mit 
der  Glocke.  Als  der  Hahn  geöffnet  wurde,  während  dieselbe 
in  die  Flüssigkeit  eingedrückt  war,  trat  sofort  ein  Ausstrßmen 
der  Gase  ein,  da  der  von  unten  nach  oben  auf  das  in  der 
Glocke^  befindliche  Gas  wirkende  Druck  gröfser  war  als  der 
von  oben  nach  unten  gerichtete  Druck.  Von  unten  nach  oben 
drückte  die  über  dem  Flüssigkeitsniveau  unter  der  Glocke 
erhobene  Flüssigkeitsschicht,  und  vielleicht  ein  äufserer  auf 
der  Flüssigkeit  lastender  Druck;  von  oben  nach  unten  nur 
dieser  letztere;  deshalb  drang  die  Luft  aus  der  Hahnöffnung 
hervor. 

Wenn  wir  auf  ein  in  einem  Gefüfse  eingeschlossenes  Gas 
durch  einen  dem  GefUfse  genau  anpassenden  Kolben  einen 
Druck  ausüben,  so  mufs  wegen  der  flüssigen  Natur  der  Gase 
dieser  Druck  sich  nach  allen  Richtungen  gleichmäfsig  fort- 
pflanzen,  es  mufs  demnach  jedes  Flächenstück  von  gleicher  Gröfso  auch 
einen  gleichen  Druck  erfahren.  Da  nun  die  Gase,  wie  wir  sahen,  schwer 
sind,  so  mufs  sich  alles  das,  was  wir  bei  den  der  Schwere  unterworfenen 
Flüssigkeiten  fanden,  auch  hier  und  besonders  in  der  uns  umgebenden 
atmosphärischen  Luft  wiederholen. 

Denken  wir  uns  zu  dem  Ende  einen  mehrere  Meilen  hohen  Cy  linder  über 
die  Erde  erhoben,  vollkommen  verschlossen  und  vollständig  mit  Gas  erfüllt, 
und  zerlegen  wir  dieses  Gas  in  lauter  sehr  dünne  horizontale  Schichten,  so 
können  wir  diese  als  ebensovielo  Kolben  betrachten,  welche  auf  das  darunter 
liegende  Gas  drücken.  Der  Druck  wird  daher  von  oben  nach  unten  zu- 
nehmen; in  irgend  einer  Schicht  aber  auf  ein  gleiches  Flächenstück  überall 
gleich  sein  müssen,  und  zwar  nach  allen  Richtungen  gleich,  ebenso  nach 
allen  Seiten  auf  die  Wände  des  Cy  lindere,  als  auch  nach  oben  oder  nach 
unten;  derselbe  ist  gleich  dem  Gewichte  der  Uber  dieser  Fläche  befindlichen 
Luftsäule.  Dieser  Druck  ist  ganz  unabhängig  von  der  Form  oder  der  Gröfso 
des  Cylinders,  vorausgesetzt  nur,  dafs  seine  Höhe  dieselbe  bleibt.  Dieser 
letztere  Umstand  ist  von  bedeutender  Wichtigkeit,  da  wir  dadurch  berech- 
tigt sind,  unsere  Schlüsse  auf  die  unsere  Erde  umgebende  Atmosphäre  aus- 
zudehnen. Die  Atmosphäre  ist  eine  Luftmasse,  welche  sich  rings  um  die 
Erde  als  eine  Schicht  von  etwa  8 Meilen  Dicke  herumlegt,  und  welche, 
wie  die  Chemie  uns  lehrt,  ein  Gemenge  zweier  gasförmiger  Körper  ist,  von 
Sauerstoff  und  Stickstoff.  Nach  den  vielfachsten  Analysen  enthält  sie  um 
wenig  mehr  als  79  Teile.  Stickstoff  (79,03)  und  nahe  21  Teile  Sauerstoff’ 
(20,97),  und  aufserdem  noch  geringe  Mengen  eines  andern  Gases,  der 
Kohlensäure,  und  etwas  Wasserdampf.  Man  nimmt  an,  die  Atmosphäre 
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sei  von  einer  letzten  Schicht  begrenzt,  welche  wegen  ihrer  geringen  Dich- 
tigkeit und  der  Centrifugalkraft  auf  die  darunter  liegenden  Schichten  keinen 
Druck  ausübt.  Denn  die  Luft  nimmt  an  der  Umdrehung  der  Erde  Teil,  sie 
ist,  Störungen  abgerechnet,  welche,  durch  Temperaturdi Herenzen  bewirkt, 
in  Luftströmungen  sich  zeigen,  in  Bezug  auf  die  Punkte  der  Erdoberfläche 
unbeweglich.  Mit  der  Höhe  über  der  Erde  mul's  daher  die  centrifugalo 
Beschleunigung  zunehmen,  und  deshalb  in  einer  gewissen  leicht  zu  berech- 
nenden Entfernung  von  der  Erde  der  Schwere  gleich  werden. 

Wir  können  demnach  die  Atmosphäre,  indem  wir  von  jenen  Störungen 
absehen,  als  ein  im  Gleichgewicht  befindliches  Flüssigkeitsmeer  betrachten, 
auf  dessen  Boden  wir  leben,  von  konstanter  Höhe,  und  welches  alle  jene 
Wirkungen  hervorbringt,  welche  eine  tropfbare  Flüssigkeit  von  geringer 
Dichte  hervorbringen  würde.  Jede  Fläche  erfährt 
demnach  einen  Druck,  der  dem  Gewichte  dty  über 
ihr  befindlichen  Luft  gleich  ist;  derselbe  ist  konstant 
in  Schichten,  welche  mit  der  Erdoberfläche  parallel 
sind;  er  vermindert  sich,  wenn  wir  emporsteigen, 
nimmt  zu,  wenn  wir  uns  der  Erde  nähern.  An  jedem 
Orte  ist  der  Druck  auf  gleiche  Flächenstücke  derselbe, 
wie  sie  auch  gerichtet  sind,  und  bei  verschiedenen 
Flächenstücken  ihrer  Gröfse  proportional.  Er  mufs 
ferner  derselbe  sein  im  Zimmer  wie  in  freier  Luft, 
und  an  einer  und  derselben  Stelle  bis  auf  die  vor- 
hin erwähnten  Störungen  konstant  sein. 

Ehe  wir  dazu  übergehen,  diesen  Druck  zu  messen, 
wird  es  gut  sein,  vorher  die  den  Gasen  und  Flüssig- 
keiten gemeinsamen  Eigenschaften  noch  weiter  zu 
betrachten. 

Sowio  ein  in  Wasser  getauchter  Körper  an  Gewicht  verliert,  so  wird 
auch  stets  ein  Teil  des  Gewichtes  der  Körper  von  der  Luft  getragen;  indem 
dor  von  der  Luft  umgebene  Körper  ebenso  einen  an  seinem  Schwerpunkt 
angreifenden  nach  oben  gerichteten  Druck  erhält,  der  dem  Gewicht  der 
von  ihm  verdrängten  Luft  gleich  ist.  Der  experimentelle  Nachweis  dieses 
Satzes  ist  nicht  schwierig,  jedoch  begnügen  wir  uns  hier  damit,  nachzu- 
weisen, dafs  überhaupt  ein  Gewichtsverlust  vorhanden  ist,  und  sehen  die 
Gröfse  desselben  als  durch  die  früheren  Lehren  bewiesen  an.  Wir  wenden 
zu  dem  Ende  eine  kleine  Wage  an  (Fig.  143),  deren  Balken  an  der  einen 
Soite  eine  gröfse  hohle  Kugel  von  dünnwandigem  Glase  trägt,  während  an 
der  andern  Seite  ein  kleines  Gewicht  ihr  das  Gleichgewicht  hält.  Dieses 
kleine  Gewicht  ist  auf  seinem  Wagebalken  verschiebbar,  und  man  hängt  es 
dann  so,  dafs  es  der  Kugel  in  der  Luft  genau  das  Gleichgewicht  hält. 
Darauf  bringt  man  diesen  Apparat  unter  die  Glocke  einer  Luftpumpe,  und 
nimmt  die  Luft  unter  der  Glocke  fort.  Man  sieht  dann,  wie  sich  allmählich 
der  Wagebalken  nach  der  Soite  dor  Kugel  neigt,  ein  Beweis,  dafs  sie  schwerer 
wird.  Die  mit  dem  kleinen  Gewichte  gleich  schwere  gröfse  Kugel  verliert 
in  der  Luft,  da  sie  eine  gröfsere  Menge  Luft  ans  der  Stelle  drängt,  mehr 
an  Gewicht  als  das  kleine  Messingge wicht;  die  Gewichtszunahme,  wenn  die 
Luft,  fortgenommen  wird,  ist  daher  bei  ihr  gröfser  als  bei  dem  kleinen 
Gewicht. 


Fig.  143. 
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Eine  wichtige  Folgerung  aus  diesem  Satze  ist  die,  dafs  uns  die  Wage 
nicht  das  wahre  Gewicht  der  Körper  gibt,  sondern  nur  die  Differenz  zwischen 
dem  Gewicht  des  Körpers  und  dem  der  verdrängten  Luft.  Nennen  wir  das 
wahre  Gewicht  des  Körpers  P,  jenes,  welches  uns  die  Wage  angibt,  das 
Volumen  des  Körpers  p,  und  das  specifische  Gewicht  der  Luft  s,  so  haben  wir 

P = F'  -+-  vs, 

indem  t>  • s das  Gewicht  der  verdrängten  Luft  ist.  Da  indes  auch  die  Ge- 
wichte, welche  den  Körper  abwfigen,  ein  Volumen  v Luft  verdrängen,  so 
müssen  wir,  um  das  wahre  Gewicht  P zu  erhalten,  noch  das  Gewicht  r ■ s 
der  von  diesen  verdrängten  Luft  abziehen,  so  dafs 

P ==/’'+  t’  • S V • 8 •=  P -(-  (ü  — v) 8. 

Man  sieht,  darnach  kann  das  wahre  Gewicht  gröl'ser  oder  kleiner  sein 
als  das  scheinbare,  je  nachdem  v > v oder  v < v ist,  das  heifst,  je  nach- 
dem das  Volumen  des  abzuwägenden  Körpers  oder  das  der  Gewichte 
gröfser  ist. 

Diese  Korrektion,  welche  wir  anbringen  müssen,  um  das  wahre  Ge- 
wicht eines  Körpers  zu  erhalten,  können  wir  erst  später  in  der  Wärmelehre 
vollständig  bestimmen,  da  die  Gröfse  ,«  sich  sehr  bedeutend  mit  der  Tem- 
peratur der  Luft  ändert.  Hier  sei  nur  soviel  erwähnt,  dafs  bei  der  Tem- 
peratur des  schmelzenden  Eises  und  7(>0mm  Barometerstand  das  Gewicht 
einos  Liter  (1000  Cent,  kub.)  Luft  nach  den  Versuchen  von  Regnault  lgr,293 
beträgt,  das  specifische  Gewicht  s der  Luft  also  0,001  2!)3  ist. 

Eine  weitere  wichtige  Folge  aus  obigem  Satze  ist  die,  dafs  in  der 
Luft  gerade  so  wie  im  Wasser  Körper  schwimmen  können,  wenn  das  Ge- 
wicht der  von  ihnen  aus  der  Stelle  gedrängten  Luft  gröfser  ist  als  ihr 
eigenes  Gewicht.  Nennen  wir  s das  specifische  Gewicht  der  Luft,  s das 
eines  Körpers  vom  Volumen  v,  so  ist  gerade  wie  § 67  v (s' — s)  das  Ge- 
wicht, welches  die  Körper  fallen  macht.  Ist  nun  s>s,  so  fällt  der  Körper 
zur  Erde  nieder,  ist  s = s,  so  befindet  er  sieh  in  der  Luft  im  Gleich- 
gewicht, ist  s < s,  so  steigt  er  irr  der  Luft  auf. 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  in  der  Wirklichkeit  nicht  alle  Körper  gleich 
schnell  fallen  können,  wie  wir  es  im  ersten  Kapitel  des  ersten  Abschnittes 
voraussetzten,  da  die  Kraft,  mit  welcher  sie  zur  Erde  niedorfallen,  durch 
die  Einwirkung  der  Luft  moditiciert,  nicht  einfach  ihrem  Gewichte  propor- 
tional ist;  specifiseh  leichtere  Körper  werden  langsamer  fallen  müssen  als 
schwerere. 

Wir  werden  aber  in  der  Luftpumpe  ein  Mittel  kennen  lernen,  um 
Räume  herzustellen,  die  keine  oder  nur  sehr  wenig  Luft  enthalten  und 
zeigen,  dafs  in  diesen  ein  Stückchen  Papier  ebenso  rasch  fällt,  als  ein 
Stückchen  Platin. 

Die  letzte  Bedingung  * < s kann  man  hersteilen,  wenn  man  grofse 
Ballons  mit  dünnen  und  leichten  Wänden  mit  erwärmter  Luft  oder  einem 
Gase  anfüllt,  welches  specifiseh  leichter  ist  als  Luft,  z.  B.  Wasserstoffgas 
oder  Leuchtgas. 

Um  die  Kraft,  mit  welcher  der  Ballon  aufsteigt,  zu  erhalten,  haben 
wir  nur  von  dem  Auftrieb  des  Ballons  v($  — s')  das  Gewicht  p aller  seiner 
Bestandteile  abzuziehen,  wir  erhalten  also  dafür 

v (s  — s ) — p 
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Ist  z.  H.  das  Gas,  mit  dom  der  Ballon  gefüllt  ist,  Wasserstoff,  so  ist 

s = 0,001  2932 

s = 0,000  0895 

l)oi  Null  Grad  Temperatur,  und  wir  erhalten 

0,001  203  v —p 

für  die  Kraft,  mit  welcher  ein  solcher  Ballon  in  der  Luft  emporgetrieben 
wird  in  Kilogrammen,  wenn  t>  in  Litern  gegeben  ist. 

Die  in  neuerer  Zeit  vielfach  benutzten  Luftballons  beruhen  auf  diesem 
Satze.  Ein  grofser  Schlauch  von  leichtem  und  doch  dichtem  Zeuge  wird 
mit  einem  leichten  Gase  gefüllt,  so  dafs  selbst  nach  Anhängen  eines  Schiff- 
chens etc.  sein  Gewicht  noch  kleiner  ist  als  die  aus  der  Stelle  gedrängte 
Luft.  Ein  solcher  Ballon  wird  sich  daher  mit  allem  Zubehör  in  der  Luft 
erheben. 

§ 90. 

Das  Barometer.  Wir  sahen  in  dem  vorigen  Paragraphen,  dafs  wir 
auf  dem  Boden  eines  Luftmeeres  uns  befinden,  und  dafs  deshalb  jede  Flüche 
einen  ihrer  Gröfse  proportionalen  Druck  auszuhalten  hat,  der  gleich  ist  dem 
Gewichte  der  Luftsäule,  welche  die  Fläche  zur  Basis  hat,  deren  Höhe  gleich 
ist  derjenigen  der  Atmosphäre.  Es  bietet  keine  Schwierigkeit,  diese  Thatsache 
dnreh  den  Versuch  nachzuweisen  und  die  Gröfse  dieses  Druckes  zu  messen. 

Füllt  man  eine  Röhre  von  ungefähr  1 Meter  Länge  ganz  mit  Queck- 
silber  an,  schliefst  sie  mit  dem  Finger,  stellt  sie  in  ein  Getäfs  mit  Queck- 
silber wie  Fig.  144  und  öffnet  dann  durch  Wegnahme 
des  Fingers  die  Röhre  unter  Quecksilber,  so  sinkt 
das  Quecksilber  in  der  Röhre,  aber  nur  bis  zu  einem 
gewissen  Punkte,  so  dafs  das  Quecksilber  im  Innern 
der  Röhre  ungefähr  760ram  höher  steht  als  anfserhalb. 

Daraus  folgt  nach  den  früher  erkannten  hydro- 
statischen Gesetzen,  dafs  auf  der  üufsem  Oberfläche 
des  Quecksilbers  ein  Druck  lastet,  der  im  Innern  der 
Röhre  nicht  vorhanden  ist  und  dem  die  Quecksilber- 
säule von  760"""  das  Gleichgewicht  hält.  Wir  er- 
kennen in  diesem  Drucke  auf  die  äufsere  Fläche  des 
Quecksilbers  den  Druck  der  äufsem  Luft;  da  wir 
durch  die  Füllung  mit  Quecksilber  alle  Luft  aus  der 
Röhre  vertrieben,  so  ist  dort  kein  dem  äufsern  Luft- 
drucke  gleicher  Gegendruck.  Deshalb  mufs  das 
Quecksilber  gehoben  werden  und  zwar  so  weit,  dafs 
der  Druck  der  gehobenen  Quecksilbersäule  dem  Luft- 
drucke gleich  ist.  Die  gehobene  Quecksilbersäule 
mifst  also  die  Schwere  einer  ihr  an  Querschnitt 
gleichen  Luftsäule,  deshalb  nennt,  man  diesen  Apparat 
ein  Barometer. 

Die  Idee,  mittels  dieses  Versuches  die  Existenz  des  Luftdruckes  nach- 
znweison,  rührt  von  Viviani  (1644)  her.  Schon  früh  kannte  man  die  That- 
sache, dafs  in  Röhren,  aus  welchen  die  Luft  ganz  oder  teilweise  fortgenommen 
war,  Flüssigkeiten  emporsteigen.  Man  hatte  diese  Erscheinung  zur  Kon- 
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§ 91. 

struktion  der  sogenannten  Säugpumpen  benutzt.  Die  Erklärung  derselben 
suchte  man  aber  nicht  in  einem  Drucke  der  üufsem  Luft,  sondern  in  deni 
horror  vaeni,  man  nahm  an,  dafs  die  Natur  einen  Abscheu  vor  dem  leeren 
Raum  habe,  und  dafs  infolge  dieses  Abscheues  das  Wasser  in  den  Pumpen- 
röhren aufsteige,  wonn  durch  Hebung  des  Kolbens  in  denselben  ein  leerer 
Raum  sieh  bilde.  Auf  das  Unhaltbare  dieser  Erklärung  wurde  man  auf- 
merksam, als  in  Florenz  ein  Pumpenmacher  eine  Säugpumpe  herstellte, 
deren  Saugrohr  unter  dem  Bodonventil  länger  als  32  Rufs  war;  es  gelang 
nicht,  mit  derselben  das  Wasser  höher  als  nahe  32  Fufs  zu  heben.  Nach 
der  frühem  Erklärungsweise  hätte  man  annehmen  müssen,  dafs  die  Natur 
nur  bis  zu  dieser  Höhe  einen  Abscheu  vor  dem  leeren  Raume  hätte.  Galilei, 
an  den  man  sich  damals  wandte,  vermochte  diese  Schwierigkeit  nicht  auf- 
zuklären; erst  sein  Schüler  Viviani  erkannte  die  Ursache  dos  Steigens  des 
Wassers.  Er  schlofs  weiter,  wenn  der  Luftdruck  das  Wasser  bis  zu  einer 
Höhe  von  32  Fufs  oder  10,25  Meter  heben  kann,  so  kann  er  das  Queck- 
silber, welches  ungefähr  13,5mal  schwerer  ist,  nur  bis  zu  einer  13,5mal 
kloinera  Höhe  oder  nur  bis  ungefähr  28  Zoll  = 760”""  heben.  Der  von 
Vivianis  Freund,  Toricelli,  ausgeführte  Versuch  bewies  die  Richtigkeit  dieser 
Vermutung.  Später  zeigte  dann  Pascal  in  der  That,  dafs  die  Höhen,  bis 
zu  denen  verschiedene  Flüssigkeiten  in  so  vorgerichteten  Röhren  gehoben 
wurden,  ihrem  specifischen  Gewichte  umgekehrt  proportional  seien,  ein  Be- 
weis, dafs  ein  bestimmtes  Gewicht  einor  Flüssigkeit  in  einer  Röhre  von  ge- 
gebenem Querschnitte  gehoben  wird,  welches  dem  äufsern  Drucke  gleich  ist. 

Der  vorhin  beschriebene  Apparat,  das  Barometer  in  seiner  einfachsten 
Form,  ist  jedoch  zu  genauen  Messungen  über  die  Gröfse  des  Luftdruckes 
nicht  geeignet.  Dazu  mufs  dasselbe  sorgfältig  hergerichtet  werden. 

§ 91. 

Konstruktion  des  Barometer.  Damit  das  Barometer  seinen  Zweck 
erfülle,  ein  genau  bestimmbares  Mals  des  Luftdruckes  zu  bieten,  mufs  es 
mehreren  Bedingungen  genügen: 

1)  Mufs  das  Quecksilber  vollständig  rein  sein,  da  unreines  Quecksilber 
eine  andere  Dichtigkeit  hat  als  reines  und  an  den  Wänden  der  Glasröhro 
adhäriert. 

2)  Die  Barometerröhre  mufs  ganz  rein  sein. 

3)  In  dem  Uber  dem  Quecksilber  befindlichen  Raume  des  Barometer 
darf  keine  Luft  sein. 

1.  Um  der  ersten  Bedingung  zu  genügen,  mufs  man  das  käufliche 
Quecksilber,  welches  stete  eine  geringe  Menge  Oxyd  und  fremde  Metalle 
enthält,  reinigen.  Das  beste  Verfahren  dazu  ist,  dafs  man  das  Quecksilber 
in  einer  starken  Glasflasche  mit  stark  verdünnter  Salpetersäure  dauernd 
und  heftig  schüttelt.  Man  setzt  das  so  lange  fort,  bis  sich  das  Quecksilber 
in  der  verdünnten  Säure  in  ganz  kleine  Kügelchen  zerteilt,  so  dafs  das 
Flüssigkeitsgemenge  beim  Schütteln  als  eine  gleicbformigo  graue  Masse 
erscheint.  Dann  giefst  man  die  verdünnte  Säure  ab  und  füllt  statt  ihrer 
destilliertes  Wasser  in  die  Flasche  und  schüttelt  wieder.  Das  Wasser  wird 
mehrmals  und  zwar  so  lange  erneuert,  bis  das  abgegossene  Wasser  durchaus 
nicht  mehr  sauer  reagiert;  man  überzeugt  sich  davon  durch  Prüfung  mit 
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§ #1. 

Lackmuspapier.  Das  so  gereinigte  Quecksilber  wird  zunächst  mit  Fliefs- 
papier  möglichst  getrocknet  und  dann  in  eine  ganz  reine  Porzellanschale 
filtriert.  Dieses  geschieht  am  bequemsten,  indem  man  nach  gewöhnlicher 
Art  ein  Filter  macht  und  Ln  dieses  unten  an  seiner  Spitze  mit  einer  feinen 
und  reinen  Nadel  mehrere  sehr  kleine  Öffnungen  einsticht,  so  dafs  das 
Quecksilber  in  ganz  feinen  Strahlen  durchfliefst.  In  der  untergestellten 
l’orzellanschale  darf  das  Quecksilber  durchaus  keine  Flecke  machen;  t.hut 
es  das,  so  mufs  es  mehrmals  filtriert  werden.  In  den  meisten  Fällen 
erreicht  man  wenigstens  dadurch  seinen  Zweck,  wenn  die  vorhergehenden 
Operationen  vorsichtig  durchgoftlhrt  waren.  Um  es  vollständig  zu  trocknen, 
wird  es  dann  über  einer  Weingeistlampe  oder  Dunsenschen  Gaslampe  vor- 
sichtig gelind  erwärmt. 

2.  Um  die  Röhre  vollständig  zu  reinigen,  spült  man  dieselbe  zuerst 
mit  kochender  Salpetersäure  aus  und  darauf  mehrfach  mit  Wasser  nach, 
um  jede  Spur  von  Säure  aus  der  Röhre  fortzuschaffen.  Darauf  wird  die 
Röhre  scharf  getrocknet  und  an  der  einon  Seite  gut  rund  zugeblasen. 

3.  Die  Füllung  mit  Quecksilber  geschieht  am  besten  so,  dafs  man  auf 
die  ziemlich  stark  erhitzte  Röhre  einen  sehr  feinen  Trichter  aufsetzt,  der 
nahe  bis  zum  untern  Ende  der  Röhre  reicht,  und  nun  trocknos  und  eben- 
falls stark  erwärmtes  Quecksilber  eingielst.  Aber  selbst  wenn  man  den 
Trichter  in  eine  Kapillarröhre  auszieht  und  durch  aufmerksames  NaclifUllcn 
mit  Quecksilber  das  Mitreisen  von  Luftblasen  verhindert,  wird  man  fast 
immer  zwischen  Quecksilber  und  Glaswand  eine  Menge  kleiner  Luftblasen 
erblicken,  welche  durch  vorsichtiges  Schütteln  und  Klopfen  nicht  wegzu- 
bringen sind.  Mim  mufs  deshalb  das  Barometer  auskochen,  eine  Operation, 
die  wegen  der  hohen  Temperatur,  bei  welcher  das  Quecksilber  kocht  und 
der  schlechten  Wärmeleitungsfähigkeit  des  Glases  ziendich  schwierig  ist, 
und  bei  der  die  Barometer  leicht  verunglücken.  Hat  man,  wie  es  jetzt 
meist  in  den  Städten  der  Fall  ist,  Gas  zu  Gebote,  so  kann  man  die  Ojtera- 
tion  ziemlich  gefahrlos  und  sicher  mittels  der  Bunsenschen  Gaslampe  auf 
folgende  Weise  ausftihren. 

Man  füllt  das  herzustellende  Barometer  ungefähr  bis  zu  einem  Drittel 
seiner  Höhe  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise  mit  Quecksilber  und  klemmt 
dasselbe  vertikal  in  ein  Stativ  ein.  Das  Stativ  mit  dem  Barometer  stellt 
man  in  eine  grofse  Wanne  von  Porzellan  oder  nicht  verzinntem  Eisen- 
blech, Schwarzblech,  mit  ziemlich  hohen  Wänden;  damit,  wenn  vielleicht 
das  Rohr  beim  Kochen  zerspringen  sollte,  das  auslaufende  Quecksilber  in 
derselben  angesammelt  wird.  Darauf  erhitzt  man  sehr  vorsichtig  mit  kleiner 
Flamme  die  untere  Spitze  der  Röhre,  indem  man  mit  der  Hand  die  Flamme 
immer  unter  der  Wölbung  des  Rohres  umherführt.  War  die  Röhre  und 
das  Quecksilber  vorher  ziemlich  warm,  so  hat  man  bei  einiger  Vorsicht  ein 
Springen  der  Röhre  nicht  zu  fürchten.  Nach  und  nach  macht  inan  dann 
die  Flamme  durch  weiteres  Aufdrehen  des  Gashahns  gröfser  und  bald 
fängt,  dann  das  Quecksilber  an  der  Spitze  an  zu  kochen.  Dies  ist  der  ge- 
fährlichste Augenblick,  da  bei  zu  raschem  Kochen  die  Dampfblasen  zu 
grofs  werden,  die  ganze  Quecksilbersäule  omporheben  und  dann  beim  Zu- 
rückfallen  derselben  leicht  die  Glasröhre  zerschmettert  wird.  Man  mufs 
deshalb,  sobald  man  die  ersten  Dampfblasen,  die  immer  klein  sind,  sich 
bilden  sieht,  die  Flamme  etwas  kleiner  machen  und  mit  doppelter  Vorsicht 
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erwärmen,  um  das  stofsweise  Kochen  zu  verhindern.  Nach  einiger  Übung 
ist  es  nicht  schwer,  ein  ruhiges  Kochen  zu  erzielen.  Hat  man  die  Spitze 
nun  ausgekocht,  so  geht  man  mit  der  Flamme  an  der  Röhre  hinauf,  indem 
man  sie  immer  um  die  Röhre  herumführt,  und  kocht  die  höhem  Teile  der 
Säule,  aber  nur  bis  ungefähr  5“”  unter  der  Oberfläeho  derselben,  um  zu 
verhindern,  dafs  das  siedende  Quecksilber  mit  der  äul'sem  Luft  in  Be- 
rührung kommt,  da  hierbei  sonst  eine  teilweise  Oxydation  dos  Queck- 
silbers eintritt  und  das  gebildete  Oxyd  sich  im  Quecksilber  auflöat  und  es 
verunreinigt.  Ist  das  Kochen  soweit  vorgeschritten,  so  unterbricht  man  es 
und  fUllt  das  Kohr  bis  zum  zweiten  Drittel  mit  trocknem  und  heifsem 
Quecksilber.  Man  fängt  dann  etwas  unter  der  Stelle,  an  der  man  vorhin 
das  Kochen  beendigte,  wieder  an  vorsichtig  zu  erhitzen  und  verfährt  wie 
vorhin.  Ist  auch  der  Teil  ausgekocht,  so  füllt  man  das  Barometerrohr  voll- 
ständig, bis  vielleicht  2cm  unter  dem  obem  Ende  an  und  kocht  auch  dieses 
Stück  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise  aus,  indem  man  immer  stoft- 
weises  Kochen  vermeidet  und  verhindert,  dafs  das  siedende  Quecksilber  mit 
der  Luft  in  Berührung  kommt. 

Man  vertreibt  auf  diese  Weise  alle  Luft  lmd  alle  Feuchtigkeit,  welche 
vorher  noch  in  der  Röhre  waren,  indem  sie  am  Glase  adhürierten,  und  er- 
kennt, oh  das  Barometer  wirklich  gelungen  ist,  daran,  dafs  man  in  der 
ganzen  Ausdehnung  desselben  keine  Blase  zwischen  Glas  und  Quecksilber 
wahmimmt,  und  dafs  das  Rohr  wie  ein  vollkommener  Spiegel  aussieht. 

Nach  dieser  Methode  kann  man  es  leicht  dahin  bringon,  dafs  nur 
selten  oin  Barometer  mifslingt,  und  zugleich  ist  sie  ziemlich  ungefährlich. 
Bekanntlich  sind  die  Quecksilberdämpfe  giftig,  und  man  mufs  sich  hüten, 
sie  einznathmen.  Springt  das  Barometer,  so  löscht  man  die  Flamme  augen- 
blicklich durch  Zudrehen  des  Gashahns,  und  auf  der  Wanne  von  Blech 
kühlt  sich  das  Quecksilber  fast  momentan  ab,  so  dafs  nur  wenig  Dämpfe 
sich  entwickeln;  hat  man  aber  das  Rohr  nach  sonstigen  Methoden  in  eine 
geneigte  rostartige  Rinne  gelegt  und  durch  glühende  Kohlen  erhitzt,  so  ist 
bei  einem  Zerspringen  des  Rohres  die  massenhafte  Entwicklung  von  Dämpfen 
wohl  kaum  zu  vermeiden,  überdies  hat  man  bei  der  angegebenen  Methode 
die  Erhitzung  weit  besser  in  seiner  Gewalt. 

Tanpenot  gibt  eine  Vorsichtsmafsregel , welche  das  Kochen  sehr  er- 
leichtert (Annal.  de  chim.  et  de  phys.  III.  Serie.  Tome  XLIX.  p.  91).  Er 
schlägt  vor,  die  Röhre  ungefähr  10ora  länger  zu  nehmen,  als  man  sie  später 
bedarf,  in  dem  Stücke  einige  Verengerungen  anzubringen,  an  das  offene 
Ende  der  Röhre  eine  Kautschukröhre  zu  befestigen,  welche  mit  einer  Luft- 
pumpe in  Verbindung  steht,  und  dann  die  Luft  über  dem  Quecksilber  auszu- 
puinpen.  Dann  siedet  das  Quecksilber  bei  oiner  um  90"  tiefem  Temperatur 
und  das  Stuften  wird  noch  leichter  vermieden. 

Nach  dem  Kochen  lälst  man  die  Röhre  sich  abkühlon,  schneidet  den 
überschüssigen  Teil  derselben  glatt  ab  und  fällt  die  Röhre  mit  trocknem 
und  warmem  Quecksilber  soweit,  dafs  dasselbe  in  Form  einer  Kuppe 
Uber  den  Rändern  der  Röhre  hervorragt.  Man  schliefst  die  Röhre  mit 
dem  Finger,  indem  man  die  Kuppe  vorsichtig  abstreift,  kehrt  sie  um 
und  taucht  sie  in  ein  Getäfs  mit  Quecksilber,  wobei  man  darauf  zu  achten 
hat,  dafs  beim  Umdrehen  keine  Luftblase  in  den  leeren  Raum  der  Röhre 
über  dem  Quecksilber  eindringt. 
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Ist  das  Barometer  auf  diese  Weise  hergestellt,  so  mul's  es  lest  auf- 
gestellt und  mit  einer  Teilung  in  Millimeter  versehen  werden,  um  joden 
Augenblick  den  vertikalen  Abstand  der  beiden  Quecksilberniveaus  innerhalb 
und  aul'serhalb  der  Röhre  zu  messen.  Da  nun  aber  das  Quecksilber  in  dor 
Röhre  nur  steigen  kann,  wenn  das  Niveau  im  Gefäls  eine  entsprechende 
Strecke  sinkt,  so  mufs  die  Teilung  so  angebracht  sein,  dafs  man  zugleich 
beide  Niveaus  beobachten  kann. 

§ 92. 

Verschiedene  Formen  der  Barometer.  Dient  das  Barometer  nur 
zu  genauen  Versuchen  im  Laboratorium,  so  dafs  es  nicht  von  seiner  Stelle 
gebracht  zu  werden  braucht,  und  hat  man  ein  Kathetometer  zu  Gebote,  so 
ist  die  Einrichtung  desselben  sehr  einfach.  Man  wendet  als  Gefäls  einen 
parallelepipedischen  Glaskasten  an,  don  man  auf  ein  in  der  Zimmerwand, 
am  besten  vor  einem  Fenster  angebrachtes  festes  Wand- 
Fig.  U5.  tischchen  fest  aufstellt  (Fig.  145).  Das  Rohr  wird 

mittels  zweier  Klammern  an  einem  Brett  befestigt, 
welches  mit  dem  Tischchen  zugleich  unten  in  die 
Zimmerwand  fest  eingelassen  ist,  und  welches  oben 
an  der  Stelle,  wo  sich  der  leere  Raum  des  Barometer 
befindet,  einen  Ausschnitt  erhält,  so  dafs  man  hinter 
dem  Barometer  die  helle  Fensterflächo  sieht. 

Man  mil'st  dann  die  Niveauunterschiede  mittels 
des  Kathetometers.  Um  diese  Messungen  mit  mög- 
lichster Genauigkeit  auszuführen,  ist  imten  über  dem 
Gefäfs  ein  Stift  A angebracht,  der  mittels  einer 
Schraube  in  dem  festen  Gestell  gehoben  und  gesenkt 
werden  kann.  Wenn  man  die  Messung  machen  will, 
beginnt  man  damit,  den  Stift  soweit  herabznlassen, 
dafs  seine  Spitze  gerade  das  Quecksilber  berührt.  Man 
kann  dieses  mit  der  gröfsten  Genauigkeit  erreichen, 
denn  beim  Herablassen  sieht  man  das  Bild  des  Stiftes 
im  Quecksilber  und  den  Stift  selbst  sich  gegen  einander 
bewegen.  Der  Stift  berührt  in  dem  Augenblicke  das 
Quecksilber,  wo  die  beiden  Spitzen  genau  auf  einander 
treffen.  Schraubt  man  zu  weit,  so  höhlt  sich  das 
Quecksilber  rings  um  den  Stift  aus.  Darauf  stellt 
man  das  Kathetometer  zunächst  auf  dio  Quecksilber- 
kuppe in  der  Röhre  ein,  indem  man  den  horizontalen 
Faden  des  Fadenkreuzes  gerade  die  Kuppe  tangieren 
läfst.  Man  bemerkt  den  Stand  des  Kathetometers  und 
stellt  dann  unten  auf  das  Niveau  im  Gefafse  ein,  indem  man  dio  Spitze  dos 
Stiftes  wieder  gerade  das  Fadenkreuz  berühren  läfst.  Die  Differenz  beider 
Stellungen  gibt  dio  Höhe  des  Barometerstandes.  Hat  man  vorher  die  Länge 
des  Stiftes  genau  gemessen,  so  kann  man  auch  so  verfahren,  dafs  man 
anstatt  das  Niveau  des  untern  Quecksilbers  mit  dem  Kathetometer  zu 
visieren,  das  obere  Ende  dos  Stiftes  bestimmt.  Zur  Differenz  der  beiden 
Ablesungen  am  Kathetometer  fügt  man  dann,  um  den  Barometerstand  zu 
erhalten,  die  Länge  des  Stiftes. 


Fig.  145. 
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Dieses  Barometer  ist  das  einfachste,  und  diose  Messungsmethode  ist 
die  genaueste,  denn  man  kann  auf  diese  Weise  dio  Niveauunterschiede  am 
sichersten  erhalten;  mag  das  Barometer  vertikal  stehen  oder  nicht,  man  er- 
hält immer  den  vertikalen  Abstand  der  beiden  Quecksilberobertlilchen.  Man 
kann  leicht  die  Höhe  des  Barometers  bis  auf  ein  Fünfzigstel  Millimeter 
erhalten. 

Barometer  von  Fortin.  Das  soeben  beschriebene  Barometer  kann 
jodoch  nur  an  einem  festen  Orte  benutzt  werden.  Man  bedarf  abor  in  sehr 
vielen  Fällen  transportabler  Barometer,  teils  auf  Reisen,  um  den  Luftdruck 
an  verschiedenen  Orten  zu  messen,  teils,  wie  wir  später  zeigen  werden,  zu 
Höhenmessungen.  Man  mufs  daher  dann  ein  tragbares 
Barometer  anwenden,  an  welchom  der  Mafsstab- ein  für  Fig.  u«. 

allemal  fest  ist.  Das  vorzüglichste  Gefäfsbarometer  der 
Art  ist  das  Fortinsche. 

Das  Gefäl's  desselben  (Fig.  146)  besteht  aus  einem 
Glaseylinder,  welcher  mit  einem  kupfernen  Deckel  ver- 
sehen ist,  der  in  seiner  Mitte  eine  Öffnung  hat,  um  das 
Barometerrohr  durchzulassen.  Der  Glaseylinder  steht 
in  einem  Cylinder  von  Buchsbaumholz,  der  mittels 
Stangen  an  dem  Deckel  festgeschraubt  ist.  Der  Boden 
dieses  Buchsbaumcylinders  ist  aus  einem  elastischen 
Sack  gebildet,  einem  Beutel,  dessen  innere  Seito  aus 
nicht  vulkanisiertem  Kautschuk , dessen  äulsere  aus 
Leder  besteht,  und  der  über  den  vorspringenden  Rand 
des  t'ylinders  von  Buchsbaum  fest  aufgebunden  ist. 

Dieser  Buchsbaumcylinder  ist  in  einem  weiten  Metall- 
cyliuder  fest  eingeschraubt,  durch  dessen  Boden  eine 
Schraube  hindurchgeht,  deren  oben  abgerundeter  Kopf 
gegen  ein  metallisches  Stück  drückt,  welches  in  der 
Mitte  des  Beutels  befestigt  ist  und  in  dessen  nach  unten 
gerichtete  Höhlung  der  Kopf  der  Schraube  hineinpafst. 

Das  Gefilfs  ist  bis  zu  einer  gewissen  Höhe  mit 
Quecksilber  gefüllt.  Wenn  man  die  Schraube  dreht, 
wird  der  elastische  Boden  dos  GofiU'ses  und  damit  die 
Oberfläche  des  Quecksilbers  in  dem  Glaseylinder  ge- 
hoben oder  gesenkt  Man  ist  daher  imstande,  das  Niveau 
des  Quecksilbers  im  GelUfse  immer  auf  gleicher  Höhe 
zu  erhalten.  Um  diese  zu  markieren,  reicht  von  dem 
Deckel  des  Glascylinders  ein  Elfenbeinstift  s in  den 
Cylinder  herab  und  man  hat  nur  nötig,  gerade  so  wie 
bei  dem  vorigen  Barometer  dafür  zu  sorgen,  dal's  die 
Spitze  des  Stiftes  s und  ihr  Bild  sich  berühren,  indem 
man  die  Oberfläche  des  Quecksilbors  mit  Hülfe  der 
Schraube  soweit  hebt.  Diese  Spitze  ist  der  Ausgangs- 
punkt der  an  dem  Barometer  angebrachten  Teilung. 

Das  Barometerrohr  reicht  durch  die  in  der  Mitte  des  Deckels  an- 
gebrachte Öffnung  in  das  Gefäfs  hinein,  und  oin  Stück  Leder,  welches  an 
dem  Kohr  und  an  den  Uber  den  Deckel  hervorragenden  Wänden  der  Öffnung 
angebunden  ist,  verschliefst  dieselbe  soweit,  dafs  kein  Quecksilber  heraus- 
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tretnn,  aber  die  äulsero  Luft  ungehindert  mit  der  des  Gefüfses  kommnni- 
cieren  kann.  Das  Rohr  ist  vollständig  von  oiner  Messinghlllse  umgeben, 
um  es  gegen  Stülse  zu  schützen,  in  welcher  nur,  um  den  Stand  dos  Queck- 
silbers beobachten  zu  künnon,  oben  zwei  gegenüberliegende  Spalten  an- 
gebracht sind,  die  vielleicht  zwei  Decimeter  unter  und  Uber  den  mittlcm 


Fig.  147. 


Fig.  148. 


Stand  des  Barometers  von  760  Millimeter  lang  sind.  Auf  der  Messing- 
hülse  ist  eine  Millimeterteilung  angebracht,  welche  oben  neben  dem  Rande 
der  Spalte  steht  und  deren  Nullpunkt  die  Spitze  des  Elfenbeinstiftes  ist. 
Der  eine  Rand  der  Spalte  ist  gezahnt  (Fig.  147)  und  mittels  eines  Triebes 
ist  daran  ein  Nonius  auf  imd  ab  verschiebbar.  Will  man  eine  Ablesung 
machen,  so  beginnt  man  damit,  unten  das  Niveau  des  Quecksilbers  im  (Te- 
tttfse  einzustellen.  Dann  verschiebt  man  den  Nonius,  indem  man  das  Auge 
in  der  durch  den  untern  Rand  desselben  gehenden  Horizontalebene  hält,  so 
lange,  bis  diese  Ebene  die  Quecksilberkuppe  'tangiert,  und  hat  nur  die 
Stellung  des  in  dieser  Ebene  liegenden  Nullpunktes  des  Nonius  an  der 
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Teilung  zu  bestimmen,  um  den  Stand  des  Barometer  bis  auf  Zehntel  Milli- 
meter genau  zu  erhalten.  Das  Barometer  wird  auf  einem  dreibeinigon 
Stativ,  welches  beim  Transport  zugleich  als  Etui  dient  (Fig.  148),  so  auf- 
gehängt, dafs  es  durch  die  Schwere  des  Gefttfses  immer  vertikal  hängt. 
Dazu  ist  es  mittels  einer  sogenannten  Cardanischen  Aufhängung  befestigt, 
das  heifst  um  zwei  zu  einander  senkrechte  Axon  drehbar.  Das  Barometer 
ist  an  dem  Durchmesser  eines  Ringes  drehbar  befestigt,  der  selbst  um  einen 
zu  jenem  senkrechten  Durchmesser  drehbar  ist. 

Dieses  Barometer  ist  sehr  leicht  transportabel  und  bietet  so  einen 
weitem  Vorteil  dar.  Man  schraubt  dann  das  Quecksilber  des  Gefäfses  in 
die  Höhe,  soweit,  bis  nicht  nur  das  GetÜfs,  sondern  auch  das  Rohr  selbst 
ganz  mit  Quecksilber  gefüllt  ist.  Die  vorher  in  dem  GetUfse  befindliche 
Luft  tritt  dann  durch  das  Leder  aus.  Dann  kann  man  den  Apparat  logen 
oder  nmkehren,  ohne  dafs  Luft  in  das  Barometer  oindringt,  imd  ohne  be- 
fürchten zu  müssen,  dafs  durch  etwaige  Stölse  Schwankungen  des  Queck- 
silbers eintreten,  so  dafs  durch  den  Stofs  des  Quecksilbers  das  Glas  entzwei 
geht.  Der  zusammengelegte  Dreilul's  schützt  als  Etui  das  Barometer  vor 
Hufsem  Verletzungen. 

8 93. 

Korrektion  wegen  der  Kapillarität.  Da  in  den  bisher  beschriebenen 
Barometern  das  Rohr  stets  in  ein  mehr  oder  weniger  weites  Gefäfs  mit 
Quecksilber  taucht,  so  ist  nach  den  § 73  vorgetragenen  Lehren  klar,  dafs 
die  Oberfläche  des  Quecksilbers  in  dem  Rohre  bedeutend  stärker  gekrümmt 
ist  als  in  den  Gefäfsen,  und  daraus  folgt  weiter,  dafs  in  den  Röhren  wegen 
der  kapillaren  Depression  das  Quecksilber  nicht  so  hoch  steht,  als  es  in- 
folge des  hydrostatischen  Druckes  thun  würde.  Wir  müssen  daher  an  den 
beobachteten  Barometerständen  eine  Korrektion  anbringen,  indem  wir 
die  Depressionsgröfse  bestimmen  und  diese  der  beobachteten  Barometer-, 
höhe  hinzufügen.  Dies  ist  jedoch  sehr  schwierig.  Wir  sahen,  dafs  die 
kapillare  Depression  abhängt  von  der  Weite  der  Röhre  und  dem  Winkel, 
unter  dem  die  Flüssigkeitsoberfläche  die  Wandflüche  schneidet.  Wenn  man 
aber  nun  den  Winkel  mifst,  den  die  Quecksilberoberfläche  mit  der  Wand 
bildet,  so  findet  man  denselben,  wie  wir  bereits  früher  erwähnten,  keines- 
wegs konstant;  ja  die  Schwankung  ist  im  Barometer  noch  viel  bedeutender 
als  sonst,  es  kommt  vor,  dafs  der  Winkel  nahezu  ein  rechter  wird,  wo  dann 
gar  keine  Depression  eintritt.  Die  Depression  des  Quecksilbers  kann  dem- 
nach in  Röhren  gleichen  Durchmessers  sehr  verschieden  sein,  und  man  kann 
keine  allgemein  gültigen  Tabellen  aufstellen,  um  die  Depression  für  Röhren 
von  bestimmtem  Durchmesser  zu  bestimmen.  Man  wird  für  jedes  Baro- 
meter den  Durchmesser  der  Röhre  und  für  jede  Beobachtung  die  Höhe  des 
Meniskus  messen,  daraus  den  Winkel  bestimmen  müssen,  unter  dem  die 
Quecksilberoberfläche  die  Wandftäche  schneidet,  und  daraus  dann  die  De- 
pression berechnen.  Um  das  leichter  zu  machen,  sind  verschiedene  Tabellen 
berechnet,  welche  nach  den  Formeln  von  La  Place  die  Depressionen  bei 
verschiedenen  Winkeln  und  Röhrondurchmessem  angeben.  Eine  solche  von 
Delcros  berechnet  findet  sich  im  XIV.  Bande  der  Memoiren  der  Brüsseler 
Akademie.  Für  einen  Winkel  von  36°  gibt  Bravais1)  folgende  Zahlen  an: 

')  Brncain,  Annalcs  de  chirn.  et  de  phys.  111.  Serie.  Tome  V. 
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Durchmesser  dor  Röhre  Depression 


4m|n 

| mm 

,635 

6 

0 

909 

8 

0 

538 

10 

0 

322 

12 

0 

195 

14 

0 

117 

16 

0 

070 

18 

0 

041 

20 

0 

025 

Man  sieht,  wie  die  Depression  mit  der  Weite  der  Röhre  rasch  ab- 
nimmt, und  dafs  sie  hei  einem  Röhrendurchmesser  von  20“""  schon  inner- 
halb der  Grenzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  beim  Fortinsehen 
Barometer  füllt.  Wenn  man  dio  Röhre  noch  weiter,  gegen  HO""“  macht, 
so  ist  dor  Fehler  stets  verschwindend  klein.  Deshalb  wendet  man  bei  den 
festen  Barometern  auch  Röhren  von  solchem  Durchmesser  an.  Bei  den 
Iransportabein  ist  jedoch  eine  solche  Weite  wegen  des  zu  grofsnn  Gewichtes 
des  darin  enthaltenen  Quecksilbers  nicht  anwendbar.  Doch  auch  bei  diesen 
darf  der  Durchmesser  der  Röhre  füglich  nicht  unter  10mm  klein  sein. 

§ 94. 

Heberbarometer.  Von  den  bisher  beschriebenen  Barometern,  den 
G e fü fsbarometem , unterscheiden  sich  die  Heberbarometer.  Dieselben  be- 
stehen aus  einer  hebertormig  gebogenen  Glasröhre,  deren  langer  Schenkel 
oben  geschlossen  und  deren  kurzer  Schenkel  oben  ollen  ist.  Sind  dio  Röhren 
an  der  Stelle,  wo  die  Quecksilberoborllilchen  sich  befinden,  gleich  weit,  so 
bedarf  es  bei  ihnen  keiner  Korrektion  wegen  der  Kapillarität,  so  dafs  man 
bei  der  Unsicherheit  dieser  Korrektion  mit  diesen  Barometern  weit  sicherere 
Resultate  erhält. 

In  dem  Falle  aber  iindeni  sich  beide  Niveaus  des  Quecksilbers  in 
gleichem  Mafse  und  deshalb  mufs  hier  die  Teilung  in  besonderer  Weise 
angebracht  werden. 

Kann  man  den  Barometerstand  mit  dem  Kathetometer  bestimmen,  so 
bedarf  es  auch  in  diesem  Falle  gar  keiner  Teilung,  eine  heberförmig  ge- 
bogene Glasröhre  wird  vor  einem  mit  Ausschnitten  versehenen  starken 
Brette  befestigt  (Fig.  14!i)  und  mittels  desselben  vertikal  aufgehllngt.  Um 
die  beiden  Quecksilberoberftächen  nahezu  vertikal  unter  einander  zu  bringen, 
wird  die  Röhre  meist  noch  einmal  doppelt  gebogen.  Eine  einfache  Ablesung 
mit  dem  Kathetometer  ergibt  dann  den  Barometerstand  mit  gröfster  Ge- 
nauigkeit. Hat  man  kein  Kathetometer  zu  Gebote,  so  kann  man  zunächst 
die  Teilung  auf  dom  Glase  anbringen.  Dazu  wird  der  Abstand  zweier 
l’unkte  a und  b genau  gemessen  und  der  Funkt  a als  Nullpunkt  der  Tei- 
lung betrachtet.  Sei  die  Entfernung  ab  gerade  gleich  760"'m,  so  wird  man 
den  Teilstrich  a mit  0 und  b mit  760  bezeichnen.  I ber  und  untor  a sowie 
über  und  unter  b werden  dann  eine  Reihe  von  Teilstrichen  gezogen.  Um 
den  Barometerstand  zu  erhalten,  beobachtet  man,  wio  viel  Teilstriche  die 
obero  und  untere  Kuppe  des  Quecksilbers  über  oder  unter  dem  Nullpunkte 
steht,  und  dio  Difforenz  beidor  Ablesungen  gibt  den  Barometerstand.  In 
unserer  Zeichnung  würde  z.  B.  die  untere  Kuppe  am  Teilstriche  10  Uber 
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dem  Nullpunkte  a,  die  obere  bei  750  stehen,  dor  Barometerstand  wäre 
dann  750  — 10  = 740""".  Beim  Ablesen  hat  man  darauf  zu  achten,  dal's 
das  Auge  sich  mit  dem  Gipfel  der  Kuppe  in  der  gleichen  Horizontalobene 
befindet.  Um  dieses  zu  erhalten  und  zugleich  um  die  Ablesung  genauer  zu 
machen,  sind  bei  feinem  Apparaten  an  dom  obem,  sowie  am  untern  Teilo 
des  Barometers  verschiebbare,  mit  Fadenkreuz  versehene  kleine  Mikroskope 
angebracht. 

Anstatt  die  Teilung  auf  dem  Barometerrohr  selbst  anzubringen,  kann 
sie  auch  neben  dem  Rohre  auf  dem  Brette  angebracht  werden.  Ist  das 
Rohr  ein  ftlr  allemal  fest  angebracht,  und 

ebenso  die  Teilung  fest,  so  erhält  man  den  llg-  115  yie-  l5#- 

Barometerstand  in  gleicher  Weise  wie  in 
dem  vorigen  Falle. 

Häutig  findet  man  an  Barometern, 
um  mittels  einer  Ablesung  den  Barometer- 
stand zu  erhalten,  das  Rohr  oder  die  Skala 
verschiebbar  angebracht.  IstwieinFig.  150 
das  Rohr  vertikal  verschiebbar,  so  befindet 
sich  auf  dem  Brette,  auf  welchem  die  Skala 
befestigt  ist,  der  NuHpunkt  der  Teilung 
markiert.  Man  stellt  dann  mit  Hülfe  der 
Stellschraube  das  Rohr  so,  dafs  die  untere 
Quecksilberkuppe  gerade  an  dem  Null- 
punkte ansteht.  Die  an  dem  obern  Teile 
des  Barometers  angebrachte  Teilung  ist 
von  diesem  Punkte  aus  aufgetragen  und 
eine  einmalige  Ablesung  ergibt  den  Stand 
des  Barometers. 

Ist  die  Skala  verschiebbar,  so  wird 
der  Nullpunkt  derselben  auf  die  untere 
Kuppe  eingestellt. 

Man  hat  den  Heberbarometem,  um 
sie  besser  und  sicherer  transportieren  zu 
können,  mancherlei  Formen  gegeben,  deren  »' 

Zweck  ist,  den  offenen  Schenkel  zu  ver-  ' ' * 

schliefsen,  so  dafs  kein  Quecksilber  heraus 
und  keine  Luft  in  den  leeren  Raum  des 

Barometer  hinein  kann.  Die  in  Fig.  149  ^ 

und  150  dargestellten  Barometer  werden  _ _J  ■ ’Jl 

durch  ein  mit  Baumwolle  umwickeltes 
Holzstäbchen  geschlossen,  nachdem  man 
durch  vorsichtiges  langsames  Neigen  den 
leeren  Raum  ganz  mit  dem  Quecksilber 
gefüllt  hat.  Das  Stäbchen  wird  soweit 

herunter  gedrückt,  dafs  es  ganz  auf  dom  Quecksilber  aufsteht,  und  dann 
das  Barometer  umgekehrt,  damit  das  Gewicht  des  Quecksilbers  'las  Stäb- 
chen nicht  heraufdrttcke. 

Rinen  vortrefflichen  Verschlufs  bietet  die  Vorrichtung,  welche  der 
Berliner  Greiner  an  seinem  Heberbarometur  angebracht  hat  (Fig.  151). 
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Die  innere  Wände  des  langen  und  kurzen  Sehenkels  gehen  nicht  ununter- 
brochen in  einander  Uber,  sondeni  der  lange  Schenkel  ist  mit  dem  kurzen 
durch  den  künstlichen  Glasverband  an  verbunden.  Der  liingere  Schenkel  ist 
konisch  ausgezogen  und  um  diesen  Konus  liegt  bei  a angeschmolzen  der 
ausgeweitete  Teil  dos  kürzeren  Schenkels.  Durch  die  Öffnung  b,  welche 
ungefähr  2",ra  weit  ist,  kommuniciert  der  fängero  Schenkel  mit  dem  kürzeren; 
der  sie  umgebende  Raum  ist  stets  mit  Quecksilber  gefällt.  Zum  Transport 
wird  das  Barometer  verschlossen,  indem  der  Stopfen  in  die  Verengerung  c 
des  kurzem  Schenkels  hinab  geschoben  und  dessen  Stil  in  der  Messing- 
fassung d des  kürzern  Schonkels  festgeklemmt  wird. 


Fig.  151. 


Fig.  152. 


Fis  153. 


> 


Fig.  152  A und  11  zeigt  das  Gay  - Lussacsche  Itaromcter,  welches 
ebenfalls  sehr  leicht  und  sicher  transportiert  werden  kann.  Ks  besteht  aus 
zwei  Stücken  einer  gnt  cylindrischen  Itdhre,  welche  durch  eine  mehrfach 
gebogene  enge  Röhre  so  verbunden  sind,  dafs  die  Quecksilbersäulen  in  den 
beiden  Röhren  gerade  unter  einander  liegen.  Das  Gefäfs  des  Barometer 
hat  nur  eine  sehr  kleine  Öffnung  boi  O,  die  dadurch  erhalten  wird, 
dafs  man  in  die  vor  der  Glasbläserlampe  erweichte  Röhrenwand  hinein- 
sticht. Zum  Transport  neigt  man  das  Barometer  langsam,  bis  der  leere 
Raum  ganz  mit  Quecksilber  orfällt  ist,  und  kehrt  dann  das  Barometer  voll- 
ständig um.  Dann  füllt  das  Quecksilber  den  langen  Schenkel  bis  r und 
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«las  überschüssige  fällt  in  den  kürzeren  Schenkel  unter  die  Öffnung  Ö,  durch 
welche  es  wegen  der  kapillaren  Depression  des  Quecksilbers  im  Glase  nicht 
austreten  kann.  Man  sieht,  dafs  das  umgekehrte  Barometer,  da  es  voll- 
ständig bis  r mit  Quecksilber  erfüllt  ist,  beim  Transport  keine  Stöfse  er- 
leiden kann,  und  zugleich,  dals  durch  die  enge  Rühre  nicht  wohl  Luft  in 
den  leeren  Raum  des  Barometer  gelangt. 

Das  Barometer  von  Bunten  (Fig.  153)  ist  vor  dem  Eindringen  von  Luft, 
noch  mehr  gesichert,  indem  Uber  der  untern  Biegung  der  engem  Rühre 
eine  weitere  Rohre  angebracht  ist,  in  welche  sich  der  obere  Teil  der  engen 
Rühre  fortsetzt  und  in  der  er  in  einor  feinen  Spitze  endigt;  wenn  nun  doch 
eine  Luftblase  eindringen  sollte,  so  legt  sich  dieselbe  in  den  Raunt,  der  die 
Fortsetzung  der  engen  Röhre  umgibt,  bei  11  und  dringt  nicht  in  den  leeren 
Raum  des  Barometer. 

Die  drei  letzten  Barometer  sind  im  übrigen  gerade  so  auf  einem  Brette 
befestigt,  wie  die  zuerst  beschriebenen  einfachen  Heberbaromoter.  Die  Skala 
befindet  sich  entweder  auf  dem  Rohre  oder  auf  der  Unterlage  des  Baro- 
meter mit  den  vorhin  erwähnten  Modifikationen '). 

Bei  dieser  Art  Barometer  bedarf  es  keiner  Korrektion  wegen  der 
Kapillarität,  aber  bei  diesen  sowohl  wie  bei  den  Gefäfsbarometem  einer 
Korrektion  wegen  der  Temperatur.  Das  Quecksilber  dehnt  sich  nämlich 
wie  alle  Körper  beim  Erwärmen  aus  und  wird  dadurch  leichter;  dem 
gleichen  Gewichte  der  Luft  hält  daher  von  kaltem  Quecksilber  eine  kürzere 
Säule  das  Gleichgewicht  als  von  warmem.  Die  bei  verschiedenen  Tempera- 
turen genommenen  Barometerstände  sind  daher  nicht  vergleichbar.  Man 
mufs  deshalb  die  bei  verschiedenen  Temperaturen  genommenen  Stände  auf 
gleiche  Temperatur  und  somit  gleiche  Dichtigkeit  redueieren.  Als  solche 
Normaltemperatur  nimmt  man  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises. 
Null  Grad.  Ist  der  Barometerstand  Ii  bei  einer  Temperatur  t°  nach  der 
Thermometerskala  von  Celsius,  so  ist,  wie  wir  in  der  Wärmelehre  nacli- 
weisen  werden,  der  Barometerstand  b bei  der  Temperatur  Null  Grad 

, B 

0 = 1 -f  0,000  18  ■ t ' 

§ 95. 

Aneroidbarometer.  Alle  bisher  betrachteten  Barometer  beruhen  auf 
dem  hydrostatischen  Gesetze,  dafs  in  kommunicierenden  Rühren  die  Höhen 
zweier  Flüssigkoitssäulen  von  verschiedenem  specifischen  Gewicht  sich  ver- 
halten umgekehrt  wie  die  specifischen  Gewichte  der  Flüssigkeiten.  Bourdon*) 

')  Eine  Beschreibung  und  Theorie  der  in  neuerer  Zeit  auf  den  meteorologi- 
schen Observatorien  vielfach  als  llegistrierapjiarate  benutzten  Wagebarometer 
würde  hier  zu  weit  führen  und  liegt,  als  von  speciell  meteorologischem  Inter- 
esse, unsern  Zwecken  zu  fern.  Man  findet  eine  ausführliche  Besprechung  der- 
selben in:  üchreibcr,  Theorie  und  Praxis  des  Wagebarometers.  Carl,  Repfirtoriiim 
für  Experimentalphysik  .fahrg.  1872. 

-)  Hounlon,  Barometre  inetallique.  Comptes  rendus  hebdomadaires  de  1'  Institut 
de  France.  Bd.  XXXVII.  p.  650.  Die  Mctallbarometer  sind  seitdem  in  sehr  vielen 
verschiedenen  Formen  konstruiert,  da  sie  als  lteisebarometer  sehr  bequem  sind. 
Gerade  zu  letzterem  Zwecke  sind  die  Barometer  von  (foldschmiilt  in  Zürich  sehr 
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hat  zuerst  ein  Barometer  konstruiert,  welches  auf  einem  ganz  andern  Prin- 
cipe beruht,  und  welches,  wenn  auch  zu  exakten  Messungen  nicht  so  ge- 
eignet wie  die  bisher  betrachteten,  doch  in  sehr  einfacher  Weise  die 
Schwankungen  des  Luftdruckes  zu  erkennen  gibt.  Das  Barometer  beruht 
auf  dem  t?  53  vorgetragenen  Satze,  dafs  die  Biegung  von  Stäben  oder 
Köhren  proportional  ist  der  Kraft,  welche  die  Biegung  hervorbringt.  Wenn 
eine  elastische  kreisförmig  gebogene  Röhre  an  ihren  Enden  fest  verschlossen 
wird,  so  krttmmt  sie  sich  demnach  stärker  oder  schwächer,  wenn  bei  kon- 
stantem innern  Druck  der  äufsere  Druck  stärker  oder  schwächer  wird,  ln 

dem  Bourdonschen  Barometer  ist  eine  solche 
dünne  elastische  Röhre  bei  F befestigt  und  bei 
A und  B frei;  im  Innern  der  Röhre  ist  die 
Luft  sehr  stark  verdünnt-  Wenn  nun  der  Druck 
der  atmosphärischen  Luft  stärker  wird,  so 
nähern  sich  die  Enden  A und  B . und  ein 
um  die  feste  Axe  C drehbarer  Winkelhebel 
ADCEB  dreht  sich  und  überträgt  seine 
Drehung  mittels  des  gezähnten  Radstüekes  bei 
fr  auf  einen  Zeiger,  der  auf  einer  am  Umfange 
des  Barometer  angebrachten  Teilung  einspielt. 
Nimint  der  Luftdruck  ab,  so  gehen  die  Enden 
A und  B der  Röhre  wiedor  aus  einander  und 
der  Zeiger  bewegt  sich  nach  entgegengesetzter 
Richtung.  Bei  mittierm  Barometerstand  steht 
der  Zeiger  Uber  F,  steigt  der  Luftdruck,  so 
bewegt  er  sich  zur  rechten,  füllt  derselbe,  zur  linken  Seite.  Die  Teilung 
wird  nach  einem  Quecksilborbaromoter  aufgetragen  und  gibt  den  Luftdruck 
in  Millimetern  Quecksilberhöhe  an. 

In  neuerer  Zeit  hat  Victor  Pierre ')  Reduktionsformeln  angegeben, 
mittels  deren  das  Barometer  bei  nicht  zu  grufsen  Schwankungen  des  Luft- 
druckes auch  zu  Messungen  geeignet  ist,  wenn  nicht  die  üufsersle  Genauig- 
keit,  verlangt  wird.  Die  von  llempel  in  Paris  gearbeiteten  Metallbarometer 
sind  indes  so  vorzüglich,  dafs  man  sie,  wenigstens  wo  nicht  die  äufserste 
tienauigkeit  verlangt  wird,  ohne  weiteres  zu  Messungen  benutzen  kann. 

§ 96. 

Anwendung  des  Barometer.  Wir  haben  bei  der  Konstruktion -und 
Beschreibung  des  Barometer  so  lange  verweilt  wegen  der  Wichtigkeit  des 
Apparates.  Wir  werden  dasselbe  bei  sehr  vielen  physikalischen  Unter- 
suchungen in  Anwendung  finden. 

Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  findet  es  in  der  Meteorologie,  da 
es  nicht  nur  den  Luftdruck  im  allgemeinen  mifst , sondern  auch  die 
Schwankungen  desselben  in  jedem  Augenblicke  angibt,  und  so  eine  der 
Fundamentalorscheinungen  der  Witterungslehre  auf  das  genaueste  zu  ver- 

gt  eignet.  Man  mufx  dieselben  aber  ebenso  wie  alle  übrigen  Metallbarometer 
von  Zeit  z.u  Zeit  nach  einem  Quecksilberbarometer  regulieren.  Besser  noch  als 
die  von  (ioldxchmidt  sind  die  Barometer  von  Fandet. 

')  Uber  das  Bonrdonacbc  Metallbarometer  von  Victor  l'ierre.  Prag,  f860. 
(Aus  den  Verhandl.  der  kgl.  Böhmischen  tlesellschaft  der  Wissenschaften.) 


Fig.  154. 
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folgen  gestattet.  Wir  müssen  uns  damit  begnügen,  einige  Resultate  liier 
anzuführen,  deren  weitere  Ausführung  der  Witterungslehre  angehört. 

Beobachtet  man  an  einem  und  demselben  Orte  regelmäfsig,  vielleicht 
alle  Stunden,  das  Barometer,  so  sieht  man  bald,  dafs  dasselbe  keineswegs 
immer  denselben  Stand  hat,  sondern  bald  höher  bald  tiefer  steht.  Bei 
einer  genauen  Untersuchung  dieser  Schwankungen  unterscheidet  man  bald 
zwei  Klassen  derselben:  periodisch  regelmäfsige  und  unregelmäfsige.  Erstere 
betragen  nur  wenige  Millimeter,  letztere  können  30  — 40  Millimeter  be- 
tragen. Betrachten  wir  zunächst  die  regelmäßigen  Schwankungen,  welche 
in  der  Region  der  Tropen  fast  allein  vorhanden  sind,  so  erkennt  man,  dal's 
das  Barometer  zweimal  des  Tages  einen  höchsten  und  zweimal  einen  tiefsten 
Stand  hat.  Die  höchsten  Stände  sind  kurz  nach  Sonnenuntergang  und  des 
Morgens  zwischen  9 und  10  Uhr  Vormittags,  die  tiefsten  einige  Zeit  vor 
Sonnenaufgang  und  des  Nachmittags  gegen  4 Uhr.  Die  Zeiten,  an  denen 
diese  Maxima  und  Minima  auftreten,  ändern  sich  im  Laufe  des  Jahres  etwas, 
der  tiefste  Stand  des  Nachmittags  und  der  höchste  Stand  am  Abend  tritt  im 
Sommer  sehr  viel  später,  dagegen  der  tiefste  Stand  am  Morgen  im  Sommer 
sehr  viel  früher  ein  als  im  Winter,  nur  der  höchste  Stand  am  Morgen  fällt 
immer  nahezu  um  dieselbe  Zeit,  im  Sommer  vielleicht  */4  Stunde  früher  als 
im  Winter.  • 

Wenn  man  aus  den  stündlichen  Beobachtungen  das  arithmetische 
Mittel  nimmt  und  so  den  mittlern  täglichen  Barometerstand  bostinunt,  so 
findet  man  bei  einer  Vergleichung  der  verschiedenen  Barometerstände  im 
Laufe  des  Jahres,  dafs  auch  diese  einer  periodischen  Änderung  unterworfen 
sind;  die  Barometerstände  sind  im  Winter  höher,  der  Luftdruck  ist  also 
gröfser  als  im  Sommer. 

Nimmt  man  aber  aus  allen  täglichen  mittlern  Barometerständen  wieder 
das  arithmetische  Mittel  und  bestimmt  so  den  mittlern  jährlichen  Barometer- 
stand, so  findet  man  denselben  bei  fortgesetzten  Beobachtungen  in  ver- 
schiedenen Jahren  merklich  gleich  grofs,  so  dafs  wir  schliefsen  müssen,  dafs 
der  Luftdruck  im  Grofsen  und  Ganzen,  jene  Schwankungen  abgerechnet, 
immer  derselbe  bleibt. 

Vergleicht  man  aber  die  so  erhaltenen  Jahresmittel,  welche  uns  also 
den  mittlern  Luftdruck  eines  Ortes  geben,  für  verschiedene  Orte  mit  ein- 
ander, so  finden  wir,  dafs  der  Luftdruck  für  verschiedene  Orte  eine  ver- 
schiedene Gröfse  hat.  Zunächst  ändert  sich  der  Barometerstand  mit  der 
Erhebung  eines  Ortes  Uber  dem  Boden,  oder  der  Meeresfläche,  nach  einem 
Gesetze,  welches  wir  demnächst  ableiten  werden,  nämlich  so,  dafs  die 
Barometerhöhe  in  einer  geometrischen  Reihe  abnimmt,  wenn  die  Erhebungen 
in  einer  arithmetischen  Reihenfolge  wachsen,  das  heifst,  wenn  wir  um 

n,  2 a,  3a «« 

Meter  aufsteigen,  ist  der  Barometerstand 

bq,bq*yltf bqn, 

worin  q eine  konstante  Zahl  bedeutet,  welche  kleiner  als  1 ist. 

Mit  Hülfe  dieses  Gesetzes  können  wir  alle  an  verschiedenen  Orten, 
deren  Höhe  über  der  Meeresfläche  bekannt  ist,  beobachteten  Barometer- 
stände auf  die  Meeresflächo  reducieren.  Tliut  man  das,  so  findet  man,  dafs 
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auch  dort  der  Barometerstand  keineswegs  an  allen  Orten  derselbe  ist,  dafs 
er  vielmehr  sich  mit  der  Länge  und  Breite  eines  Ortes  ändert.  Um  die 
Änderungen  des  Barometerstandes  mit  der  Länge  eines  Ortes  auch  nur 
annähernd  zu  bestimmen,  dazu  reicht  das  vorhandene  Beobachtnngsmaterial 
keineswegs  ans.  Für  die  Änderungen  mit  der  Breite  eines  Ortes  scheint, 
aber  ganz  allgemein  das  Gesetz  zu  herrschen,  dafs  der  Barometerstand  vom 
Äi|uator  bis  gegen  den  30.  Breitegrad  zunehme,  von  dort  bis  zum  65.  Breite- 
grad abnehme  und  in  höheren  Breiten  wieder  wachse.  Um  ein  Bild  dieser 
Änderungen  zu  geben,  (Uhren  wir  Schouws  Angaben  hier  an,  der  aus  den 
Beobachtungen  verschiedener  Orte  auf  Inseln  und  an  den  Gestaden  des 
atlantischen  Oceans  folgende  übersieht  zusammengestellt  hat1): 


Breite  nördlich 

Barometerstand 

Breite  nördlich 

Barometerstand 

0 

762,2 

50 

762,2 

10 

763,7 

60 

758,i» 

20 

765,5 

65 

753,4 

30 

766,6 

70 

755,6 

40 

764,4 

75 

758,9 

Die  Barometerstände  am  Mooresufer,  schliefst  flehouw,  scheinen  räum- 
lich das  neben  einander  darzubieten,  was  in  zeitlicher  Reihenfolge  die  täg- 
lichen und  jährlichen  Schwankungen  zeigen. 

Von  viel  bedeutenderer  Gröfse  als  die  periodischen  Änderungen  des 
Barometerstandes  sind  die  nicht  periodischen.  Dafs  aber  auch  diese  einer 
gewissen  Regelmäfsigkeit  folgen,  hat  Dove  auf  das  sicherste  nachgewiesen, 
indem  er  den  Begriff  der  barometrischen  Windrose  aufstellte  und  zeigte, 
dafs  die  Barometerschwankungen  auf  das  innigste  mit  den  Änderungen  der 
Windesrichtung  Zusammenhängen. 

Der  Barometerstand  ist  im  allgemeinen  bei  Nordostwind  am  höchsten, 
sinkt,  bei  Ost-,  Sttdost-,  Slidwiud,  ist  bei  Süd-  oder  Südwestwind  am  tiefsten 
und  steigt  bei  West-,  Nordwost-  und  Nordwind*). 

So  ist  z.  B.  für  ('arlsruho: 


Windrichtung 
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+ 0,88 
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Den  innen»  Zusammenhang  dieser  Thatsachen  weist  die  Meteorologie 
nach,  sie  zeigt,  dafs  die  Luftströmungen,  wolcho  ein  Sinken  des  Barometer 
bewirken,  uns  warme,  und  diejenigen,  welche  ein  Steigen  des  Barometer 

l)  Sclwuir,  Poggend.  Ami.  XXVI.  p.  431. 

')  Dorm  Repertorium  der  Physik.  Bd.  4.  Meteorologische  Untersuchungen. 
Berlin  1835  und  Klimatologischo  Beiträge.  Berlin  1857. 
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bewirken,  uns  kalte  Luft  zuführen.  Die  Wärmelehre  wird  uns  den  physi- 
kalischen Grund  dieser  Thatsachen  darbieten. 

Mit  der  Änderung  des  Windes  hängt  nun  aber  auf  das  innigste  die 
Änderung  des  Wetters  zusammen;  im  mittlem  Europa  bringt  Süd-  und 
Südwestwind  im  allgemeinen  Begon,  dagegen  Nordostwind  heiteres  und 
klares  Wetter,  so  dafs  der  Barometerstand  solbst  mit  dem  Wetter  parallel 
geht.  Bei  hohem  Barometer  haben  wir  sogenanntes  gutes  Wetter,  bei 
niedrigem  Regen  und  Wind;  der  mittlere  Barometerstand  entspricht  dem 
Übergange  vom  guten  zum  schlechten  und  vom  schlechten  zum  guten 
Wetter.  Deshalb  findet  man  auch  in  vielen  Häusern  das  Barometer  als  so- 
genanntes Wetterglas,  und  neben  den  entsprechenden  Barometerständen  die 
Bezeichnungen  gutes  Wetter,  veränderliches  Wetter,  Regen  oder  Wind  u.  s.  f.1). 

Bei  einer  sehr  grofsen  Anzahl  physikalischer  Erscheinungen  kommt 
der  Luftdruck  in  Betracht;  bei  allen  diesen  brauchen  wir  daher  das  Baro- 
meter. So  orwähnten  wir  vorhin,  dafs  wir  bei  Wägungen  die  Gewichte 
auf  den  luftleeren  Raum  beziehen  müfsten;  wir  werden  sehen,  dafs  die 
Dichtigkeit  der  Luft  an  der  Erdoberfläche  dem  auf  ihr  lastenden  Drucke 
proportional  ist,  diese  Korrektion  ändert  sich  demnach  mit  dem  Barometer- 
stand. Ebenso  werden  wir  das  Barometer  benutzen,  um.dieVolumänderungen 
der  Gase  mit  dem  auf  sie  ausgeübten  äufsem  Druck  zu  vergleichen  und  zu 
einer  Reihe  anderer  Untersuchungen,  so  dafs  die  Ausführlichkeit,  mit  der 
wir  den  Apparat  beschrieben  haben,  gerechtfertigt  ist. 

§ 97. 

Gröfse  des  Luftdruckes.  Mittels  des  Barometer  sind  wir  in  den 
Stand  gesetzt,  auch  in  Kilogrammen  den  Druck  zu  bestimmen,  welchen  die 
Uber  uns  lagernde  Luftmasse  auf  ein  Flächenstück  von  bestimmter  Gröfse 
ausübt.  Derselbe  ist  gleich  dem  Gewichte  einer  Quecksilbersäule,  deren 
Querschnitt  gleich  ist  jenem  Flächenstück,  und  deren  Höho  gleich  ist  der 
Höhe  des  Quecksilbers  im  Barometer,  also  im  Mittel  gleich  760mm.  Nennon 
wir  deshalb  die  Höhe  des  Barometerstandes  />,  die  Gröfse  des  Querschnittes 
q und  das  specifische  Gewicht  des  Quecksilbers  s,  so  ist  der  Druck  P gleich 

P = h • q • S , 

und  setzen  wir  h = 7Gcm,  q = lcm  quadr.,  so  erhalten  wir,  da 

s — 13,5959, 

P = 1,0333  Kilogramm, 

und  für  einen  Querschnitt  von  q Quadratcentimetern 
P = 1,0333  • q Kilogr. 

Bei  dieser  Gröfse  dos  Luftdruckes  ist  es  ersichtlich,  dafs  er  sehr 
kräftige  mechanische  Wirkungen  horvorbringen  kann,  wenn  man  bewirkt, 
dafs  er  nur  einseitig  auftritt,  wenn  man  ihn  also  an  der  einen  Seite  eines 
Körpers  fortnimmt,  wie  wir  es  z.  B.  im  Barometer  gethan  haben.  Wir 

')  Ausführlicheres  in  Kiimtz , Lehrbuch  der  Meteorologie.  II.  Bd.  Halle  1832, 
E.  E.  Schmidt,  Lehrbuch  der  Meteorologie  als  XXI.  Bd.  von  Karstens  allgemeiner 
Encyklopädie  der  Physik.  Leipzig  1860. 

'WOLLXKB,  Plljiilc.  I.  4.  Atlfl.  27 


Digitized  by  Google 


418 


Mariottesches  Gesetz. 


5 98. 


wollen  eine  Reihe  von  Apparaten,  welche  auf  dem  Drucke  der  Luft  beruhen, 
betrachten,  wenn  wir  in  der  Luftpumpe  ein  Mittel  kennen  gelernt  haben, 
um  aus  irgend  einem  Raume  die  Luft  fortzunehmen.  Die  Luftpumpe  beruht 
auf  der  zweiten  Grundeigenschaft  der  Gase,  durch  welche  sie  sich  von  den 
tropfbaren  Flüssigkeiten  unterscheiden,  nämlich  darauf,  dafs  die  Gase  kein 
selbständiges  Volumen  haben,  sondern  sich  so  weit  ausdehnen,  bis  ein 
äufseres  Hindernis  sich  ihnen  entgegenstellt. 

§ 98- 

Mariotteschea  Gesetz.  Da  die  Flüssigkeiten  ein  selbständiges  Volu- 
men haben,  so  haben  sie  auch  eine  bestimmte  von  dem  äufsem  Drucke, 
dem  sie  unterworfen  sind,  nur  in  geringem  Grade  abhängige  Dichtigkeit. 

Hei  den  Gasen  ist  das  jedoch  durchaus  anders,  da  wir  sahen,  dafs 
ihr  Volumen  nur  von  dem  äufsem  Drucke  abhängt.  Es  fragt  sich  nun, 
wie  hängt  das  Volumen  und  die  Dichtigkeit  der  Gase  von  dem  äufsem 
Dracke  ab. 

Diese  Frage  ist  schon  frühzeitig  untersucht  und  zwar  fast  gleichzeitig 
von  dem  französischen  Physiker  Mariotte1)  und  dem  englischen  Physiker 
Boyle*).  Beide  gelangten  zu  demselben  Resultate,  das  sich  in  folgendem, 
nach  dem  erstem  das  Mariottescho  genannten,  Gesetze  aussprechen  lälst. 

Wenn  man  eine  gegebene  Gasmenge  in  einem  Gefäfse  abschliefst  und 
dieselbe  dann  verschiedenen  Drucken  P und  P'  aussetzt,  so  verhält  sich  das 
Volumen  dos  Gases  in  beiden  Fällen,  v und  v umgekehrt  wie  die  Drucke  oder 

v.v^P'-.P. 

Anstatt  dieses  Ausdrucks  können  wir  auch  setzen 

v • P'  = v • P, 

oder  das  Produkt  aus  dem  Volumen  einer  Gasmenge  und  dem  Druck,  unter 
dem  sie  steht,  ist  konstant. 

Da  nun,  wie  wir  früher  sahen,  die  Dichtigkeit  eines  Körpers  bei 
gleichem  Gewicht  dem  Volumen  desselben  umgekehrt  proportional  ist,  oder 

v : v = it : d, 

so  folgt  aus  dem  Obigen,  dafs  die  Dichtigkeit  einer  Gasmenge  den  Drucken, 
welchen  dieselbe  ausgesetzt,  direkt  proportional  ist,  oder 

d:<t=  P:Pf. 

Die  Versuche,  mittels  welcher  Mariotte  dieses  Gesetz  nachwies,  waren 
folgende.  Er  nahm  eine  lange  Glasröhre,  welche  vor  einem  festen  Brette 
befestigt  und  nahe  ihrem  Ende  umgebogen  war,  so  dafs  ein  kürzerer  auf- 
steigender  Schenkel  entstand,  wie  bei  dem  Heberbarometer.  Der  kürzere 
Schenkel  war  oben  geschlossen,  der  längere  oben  olfen  (Fig.  155).  Man 
bringt  nun  zunächst  eine  kleine  Menge  Quecksilber  in  das  Rohr,  so  dals 
es  in  beiden  Röhren  bis  zum  Nullpunkte  der  Teilung  reicht.  Dieses 

')  Mariotte,  De  la  nature  de  l'air.  Paris  167». 

')  Boyle,  Nova  experimenta  physieo-mechanica  de  vi  aäris  elastica 
London  1662. 
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Fig.  155. 
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schliefst  dann  die  in  dem  kurzem  geschlossenen  Schenkel  enthaltene  Luft 
vollständig  ab.  Das  Volumen  der  abgesperrten  Luft  wird  gemessen  durch 
die  hinter  dor  Röhro  angebrachte  Teilung.  Das  Gas  erfüllt  jotzt  den  ab- 
gesperrten Raum  unter  dem  Drucke  der  ttufsem  Luft,  welche  auf  der  Ober- 
fläche des  Quecksilbers  im  offenen  Schenkel  lastet,  und 
welche  nach  den  früher  erkannten  hydrostatischen  Ge- 
setzen in  die  geschlossene  Röhre  sich  überträgt. 

Darauf  giefst  man  durch  den  Trichter  in  das  offene 
Glasrohr  Quecksilber  nach.  Das  Niveau  desselben  steigt 
auf  beiden  Seiten,  aber  in  dem  geschlossenen  Schenkel 
bei  weitem  weniger  als  in  dem  offenen,  und  inan  findet, 
dafs  das  Quecksilber  in  dem  geschlossenen  Schenkel  bis 
zum  Teilstriche  5 angestiegen  ist,  die  eingeschlossene 
Luft  also  nur  mehr  die  Hälfte  ihres  frühom  Volumens 
ausfüllt,  wenn  der  Unterschied  der  beiden  Quecksilber- 
niveaus gerade  die  Höhe  des  Barometer  beträgt.  Dann 
hat  aber  auch  das  Gas  den  Druck  zweier  Atmosphären 
auszuhalten,  indem  aul'ser  dem  Drucke  der  äußern  Luft 
noch  der  Druck  einer  dem  Gewichte  der  Luft  an  Gröl'se 
gleichen  Quecksilbersäule  auf  das  abgeschlossene  Gas 
drückt.  Wenn  man  weiter  Quecksilber  hinzufttgt, 
bis  der  Niveauunterschied  gleich  2,  3,  4 . . . Baro- 
meterhöhen wird,  so  übt  man  dadurch  einen  Druck  von 
3,  4,  5 ...  Atmosphären  aus,  und  man  findet  dann, 
dafs  das  Volumen  der  abgesperrten  Luft  auch  J,  £ . . . 
des  ursprünglichen  Volumens  beträgt. 

Um  die  Richtigkeit  des  Mariotteschen  Gesetzes  für 
Drucke  zu  prüfen,  welche  kleiner  sind  als  der  Druck 
der  äufsern  Atmosphäre,  kann  man  sich  folgendes  Ver- 
fahrens bedienen,  welches  im  wesentlichen  schon  Mariotte 
anwandte.  Eine  möglichst  cylindrische  Barometerröhre 
wird  ihrer  ganzen  Länge  nach  in  Millimeter  geteilt  und 
durch  Kalibrieron  der  zwischen  zwei  Teilstrichen  enthaltene  Raum  be- 
stimmt. Zu  dem  Ende  bringt  man  gleiche  Gowiehte  Quecksilber  nach  ein- 
ander in  die  Röhre. 

Das  erste  füllt  die  Röhre  bis  zum  Teilstriche  n,  das  erste  und  zweite 
bis  zum  Teilstriche  durch  Hinzufügen  des  dritten  füllo  sich  die  Röhro  bis 
zum  Teilstriche  n"  u.  s.  f.,  so  folgt  daraus,  dafs  sich  die  Räume,  wolche  bis 
zu  den  Teilstrichen  n,  reichen,  verhalten  wie  1:2:3  . . . u.  s.  f. 

Hat  man  auf  diese  Weise  das  Kaliber  der  Röhre  an  allen  Stellen  be- 
stimmt, so  füllt  man  dioselbe  vollständig  so,  als  wenn  man  ein  Baroraoter 
herstellen  wollte,  und  kehrt  dann  das  fertige  Barometer  in  das  Gefüfs 
(Fig.  156)  um.  Dasselbe  besteht  aus  einer  weiten  Röhre  von  Glas  oder 
noch  besser  von  Gufseisen,  welche  unten  verschlossen  und  mit  einem  Hahne 
versehen  ist  und  oben  in  einem  weitern  Gefäß  von  Glas  endet.  Dieselbe 
wird  in  einem  Dreifuß  vertikal  aufgestellt  und  bis  nn  mit  Quecksilber  ge- 
füllt. Der  unten  angebrachte  Hahn  dient  dazu,  um  das  Quecksilber  leichter 
ablassen  zu  können. 

Hat  man  das  fertige  Rohr  in  dies  Gefäß  umgekehrt  , so  bringt  man 

27* 
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mittels  eines  Zuleitungsrohres  etwas  trockne  Luft  in  dasselbe.  Dieselbe 
steigt  durch  das  Quecksilber  in  den  leeren  Raum  auf,  und  sofort  sieht  man, 
wie  das  Queeksilbevniveau  durch  den  Druck  dieser  Luft  sinkt.  Man  drückt 
nun  die  Röhre  zunächst  in  das  Goflifs  herunter,  so  weit,  dafs  die  Ober- 
llüclien  des  Quecksilbers  im  Innom  der  Rühre  und  aufserhalb  von  gleicher 

Höhe  sind;  der  Teilstrich,  neben  wel- 
chem das  Quecksilber  steht,  gibt  uns 
dann  den  Raum,  welchen  die  Luft  unter 
dem  Drucke  einer  Atmosphäre  ein- 
ninnnt.  Zieht  man  darauf  das  Rohr 
weitor  aus  dem  Quecksilber  heraus, 
so  vermehrt  man  dadurch  das  Volumen 
der  abgesperrten  Luft;  aber  zugleich 
steigt  auch  das  Quecksilber  infolge  des 
äufsem  Luftdruckes  in  der  Röhre  empor 
und  der  Unterschied  zwischen  derQueck- 
silborböhe  in  dieser  Röhre  und  der  Baro- 
meterhöhe gibt  uns  den  Druck,  unter 
welchem  sich  das  Gas  befindet.  Denn 
auswärts  lastet  auf  dem  Quecksilber 
der  Druck  der  ganzen  Atmosphäre  oder 
ein  Druck  gleich  dem  einer  Queck- 
silbersäule von  der  Höhe  des  Baro- 
meter, im  Innern  hält  diosem  Drucke 
zum  Teil  die  gehobene  Quecksilber- 
säule das  Gleichgewicht;  der  über- 
schufs  der  Barometerhöhe  über  diese 
Quecksilbersäule  drückt  also  das  Gas 
zusammen;  diesem  Drucke  hält  die 
Elasticität  des  Gases,  der  Druck,  den 
es  infolge  des  Bestrebens,  sich  auszu- 
dehnen, auf  die  Wände  ausübt,  das 
Gleichgewicht. 

Um  diese  Unterschiede  zwischen 
dem  Barometerstände  und  der  in  un- 
serer Röhre  gehobenen  Quecksilber- 
säule zu  messen,  ist  neben  der  Röhre  ein 
festes  Barometer  angebracht.  Man  mifst 
dieselben  mittels  des  Kathotomoter. 

Vergleicht  man  die  von  dem  Gaso  angefüllten  Räume  und  die  Drucke  P, 
unter  welchen  es  steht,  so  findet  man  stets 

P • t>  = P'  v. 

Füllt  z.  B.  das  Gas,  wenn  das  Rohr  so  tief  cingetaucht  ist,  dafs  die 
Oberfläche  des  Quecksilbers  innerhalb  und  aufserhalb  der  Röhre  von  glei- 
cher Höhe  ist,  die  Röhre  bis  zum  Teilstriche  m,  so  füllt  es  die  Röhre  bis 
zum  Teilstriche  ri,  das  Volumen  des  Gases  ist  also  doppelt  so  grofs,  wenn 
die  Höhe  dos  Quecksilbers  in  der  Röhre  gerade  die  Hälfte  der  Barometer- 
höhe beträgt  u.  s.  f.  * 
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Mittels  dieser  schon  von  Mariotte  angestellten  Versuche  kann  man  das 
aufgestellto  Gesetz  nachweisen;  indes  können  sie  keinen  Anspruch  auf 
grofse  Genauigkeit  machen,  da  es  besonders  iiul'serst  schwierig  ist,  die  Tem- 
peratur konstant  zu  erhalten.  Das  ist  aber  durchaus  erforderlich,  da  bei 
einer  Temperaturänderung  das  Gas  ebenfalls  sein  Volumen  ändert,  das 
Mariottesche  Gesetz  also  nur  bei  konstanter  Temperatur  der  Gase  gültig 
sein  kann. 

überdies  kann  man  bei  diesen  Methoden  dio  Drucke,  denen  das  Gas 
ausgesetzt  ist,  nur  zwischen  verhältnismäfsig  engen  Grenzen  variieren  lassen. 
Bei  der  Wichtigkeit  dieses  Gesetzes  fragt  es  sich  jedoch,  ob  es  strenge  und 
allgemein  gültig  ist. 

Seit  Mariotte  und  Boyle  sind  deshalb  sehr  vielfach  Versuche  darüber 
angestellt,  ob  dieses  Gesetz  für  alle  Gase  und  für  alle  Drucke  gültig  sei. 
Die  älteren  Versuche  von  Musschenbroek ‘),  Sulzor*),  Robison3)  gelangten 
zu  keinem  entscheidenden  Resultate;  der  erstere  Schlots  in  Übereinstimmung 
mit  Boyle,  dafs  unter  Drucken,  welche  gröfser  waren  als  vier  Atmosphären, 
die  Luft  weniger,  die  letzteren,  dafs  sie  mehr  zusammengedrückt  würde, 
als  das  Gesetz  verlangt. 

Im  Jahre  1826  publicierten  dann  Oersted  und  Schwendsen4)  Versuche 
nach  einer  der  beschriebenen  ähnlichen  Methode,  aber  mit  besseren  und  ge- 
naueren Apparaten,  und  nach  einer  zweiten  ganz  verschiedenen  Methode. 
Sie  komprimierten  Luft  in  dem  Kolben  einer  Windbiichse  und  bestimmten 
mittels  einer  Wage  das  Gewicht  und  somit  die  Dichtigkeit  der  in  dem  Kol- 
ben enthaltenen  Luft.  Den  Druck,  unter  welchem  die  Luft  stand,  bestimm- 
ten sie  mit  Hülfe  eines  Sicherheitsventils  aus  dem  Drucke,  den  dieselbo 
auf  die  Wände  des  Kolbens  ausübte.  Das  Ventil  wurde  mit  einem  ein- 
armigen Hebel  festgodrückt,  und  das  Gewicht  auf  demselben  so  lange  ver- 
schoben, bis  die  eingeschlossene  Luft  es  gerade  zu  heben  imstande  war. 
Mit  der  ersten  Methode  dehnten  Oersted  und  Schwendsen  ihre  Versuche 
bis  zu  einem  Drucke  von  8,  mit  der  letztem  bis  auf  68  Atmosphären  aus. 
Sie  schlossen  ans  ihren  Versuchen,  dafs  für  Luft  das  Mariottesche  Gesetz 
bis  zu  diesen  Drucken  strenge  gültig  sei;  bei  der  unvermeidlichen  Un- 
genauigkeit der  letztem  Methodo  darf  man  daraus  jedoch  nur  schliefsen, 
dafs  es  mit  grofser  Annäherung  unter  so  hohen  Drucken  noch  besteht. 

Für  andere  Gase  als  die  atmosphärische  Luft  fanden  die  genannten  Phy- 
siker das  Gesetz  jedoch  nicht  bestätigt,  besonders  wenn  die  Gase  durch  Kom- 
pression flüssig  zu  machen  sind.  Sie  fanden  z.  B.,  dafs  sich  schweflige  Säure 
bis  zu  einem  Drucke  von  zwei  Atmosphären  gerade  so  verhielt  wie  atmosphä- 
rische Luft,  dafs  aber  bei  höheren  Drucken  das  Gas  stärker  komprimiert 
wurde. 

Gleiche  Resultate  erzielten  die  Versuche  von  Despretz5).  Er  brachte 
mehrere  graduierte  oben  geschlossene  Röhren,  deren  oine  Luft,  die  übrigon 
andere  Gase  enthielten,  in  einen  Oerstedschen  Kompressionsapparat  (Fig.  70 
§ 62),  nachdem  er  die  offenen  Enden  der  Röhren  in  ein  Gefäfs  mit  Queck- 

■)  Musschenbroek , Cour»  de  physiquc.  Paris  1769.  Tome  III. 

’)  Sulser,  Memoircs  de  Berlin  1753. 

3j  Uobison , System  of  Mech.  Phil.  III. 

‘)  Oersted  und  Schwendsen,  Edinburgh  Journal  of  sciencc.  Vol.  IV.  p.  224. 

s)  Despretz,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  Tom.  XXXIV. 
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Silber  eingesetzt  hatte  (Fig.  157).  Bei  einer  Kompression  des  Wassers  in 
dem  Apparate  wurde  auch  das  Gas  der  Röhren  komprimiert.  Der  Druck 
war  in  dem  ganzen  Apparate  derselbe,  und  da  die  Röhren  alle  ein  gleiches 
Volumen  hatten  und  dafUr  gesorgt  war,  dafs  das  Niveau  des 
•«-  Quecksilbers  beim  Beginne  des  Versuches  in  allen  Röhren 
gleich  war,  so  hätte  es  auch  in  allen  Röhren  dasselbe  bleiben 
müssen,  wenn  die  Gase  alle  dem  Mariotteschen  Gesetze  folgten. 
Es  war  das  jedoch  nicht  der  Fall,  als  die  eine  Röhre  atmosphä- 
rische Luft,  die  zweite  Ammoniakgas,  die  dritte  Schwefel- 
wasserstoff und  die  vierte  Cyangas  enthielt.  Das  Volumen 
dieser  Gase  nahm  schon  bei  einem  Drucke,  welcher  wenig 
gröfser  war  als  der  zweier  Atmosphären,  schneller  ab,  als 
die  Drucke  Zunahmen,  schneller,  als  das  Volumen  der  atmo- 
sphärischen Luft  abnahm. 

Despretz  Schlots  ferner,  dafs  Wasserstoffgas  und  atmo- 
sphärische Luft  bis  zu  einem  Drucke  von  15  Atmosphären 
dem  Mariotteschen  Gesetze  folgen,  dafs  aber  bei  einem  Drucko 
von  20  Atmosphären  und  darüber  die  Luft  stärker  zusammen- 
gedrückt werde,  als  das  Gesetz  von  Mariotto  es  verlangt. 

Durch  Despretzs  Versuche  wurde  also  die  exakte  Gültigkeit  des  Ge- 
setzes von  Mariotte  auch  für  atmosphärische  Luft  wieder  in  Frage  gestellt, 
deshalb  nahmen  auf  Aufforderung  der  französischen  Akademie  Arago  und 
Dulong1)  die  Frage  wieder  auf. 

Dieselben  verfolgten  mit  ihren  Versuchen  die  Kompression  der  atmo- 
sphärischen Luft  bis  zu  einem  Drucke  von  27  Atmosphären  nach  einer 
Methode,  die  sich  im  Principe  durchaus  nicht  von  der  Mariottes  unter- 
schied; die  aber  durch  die  Sorgfalt,  mit  welcher  die  einzelnen  Teile 
des  Apparates  gearbeitet  waren,  und  die  Genauigkeit,  mit  welcher  diese 
Physiker  beobachteten,  Resultate  ergab,  welche  das  höchste  Vertrauen  ver- 
dienen. Die  zu  komprimierende  Luft  war  in  einer  sorgfältig  ausgemessenen 
Röhre  von  r°,70  Länge  und  5““  lichtem  Durchmesser  eingeschlossen.  Diese 
Röhre  war  von  einem  weitern  Oylinder  umgeben,  durch  welchen  kontinuier- 
lich Wasser  derselben  Temperatur  hindurchlief,  um  die  in  der  Röhre  ein- 
geschossene Luft  auf  konstanter  Temperatur  zu  erhalten.  Die  mit  dieser 
Rüliro  kommunicierende  offene  Röhre  hatte  eine  Länge  von  27  Meter.  Wegen 
der  nähern  Details  der  Apparate  und  der  einzelnen  Vorsichtsmafsregeln, 
welche  diese  Physiker  anwandten,  müssen  wir  anf  die  Originalabhandlung 
verweisen. 

Dulong  und  Arago  unternahmen  drei  Versuchsreihen;  in  jeder  der- 
selben wurdo  der  kurze  geschlossene  Schenkel  ihrer  Röhre  mit  Luft  unter 
dem  Drucke  der  Atmosphäre  ungefüllt,  und  diese  dann  immer  stärker  kom- 
primiert. Nach  jeder  Erhöhung  des  Druckes  wurde  das  Volumen  der  ab- 
geschlossenen Luft  und  die  Niveaudifferenz  des  Quecksilbers  in  der  ge- 
schlossenen und  offenen  Röhre  gemessen.  Bei  jeder  Versuchsreihe  wurde 
der  Druck  bis  auf  27  Atmosphären  verstärkt.  Folgende  Tabelle  enthält 
die  von  ihnen  erhaltenen  Zahlen  in  einer  Versuchsreihe,  bei  der  die  Tem- 

')  Memoire«  de  l'Academie  de«  Sciences  de  ITnstitut  de  France.  T.  X. 
p.  193  ff. 
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peratur  genau  auf  13°  erhalten  war.  Die  erste  Kolumne  enthalt  den  Druck 
in  Millimeter  Quecksilberhöhe,  die  zweite  das  Volumen  der  Luft  in  der 
verschlossenen  Röhre,  die  dritte  das  Volumen  berechnet  nach  dem  Mariotte- 
schen  Gesetze  von  dem  Anfangsvolumen  und  dem  Anfangsdrucke  aus,  und 
die  vierte  endlich  die  Unterschiede  zwischen  dem  so  berechneten  und  dem 
beobachteten  Volumen. 


Tabelle  der  von  Dnloog  und  Arago  erhaltenen  Zahlen. 


Druck  in  mm. 
Quecksilber 

Beobachtetes 

Volumen 

Berechnetes 

Volumen 

Differenz 

mm 

760,00 

501,3 

~ 1 

3612,48 

105,247 

105,470 

0,230 

3757,18 

101,216 

101,412 

0,206 

4625,18 

82,286 

82,380 

0,094 

5000,78 

76,095 

76,198 

0,103 

5737,38 

66,216 

66,417 

0,201 

8596,23 

44,008 

44,320 

0,312 

9992,36 

37,851 

38,132 

0,281 

12620,00 

30,119 

30,192 

0,073 

13245,06 

28,664 

28,770 

0,106 

14667,36 

25,885 

25,978 

0,093 

16534,9 

22,968 

23,044 

0,076 

16584,4 

22,879 

22,972 

0,093 

18438,5 

20,547 

20,665 

0,118 

20236,6 

18,833 

18,872 

0,039 

20498,6 

18,525 

18,588 

0,063 

Vergleicht  man  die  beobachteten  mit  den  berechneten  Zahlen,  so  findet 
man  dieselben  sehr  nahe  gleich.  Man  mufs  daraus  schliefsen,  dafs  die 
wirkliche  Kompression  der  Luft,  wenn  Überhaupt,  sich  nur  sehr  wenig  von 
der  nach  dem  Mariottescben  Gesetze  berechneten  unterscheidet.  Mehr  darf 
man  jedoch  daraus  nicht  schliefsen,  da  die  Unterschiede  nicht  gleich  Null 
sind,  und  da  die  beobachteten  Volumina  immer  kleiner  sind  als  das  berech- 
nete Volumen.  Es  kann  das  seinen  Grund  haben  entweder  in  der  nicht 
vollkommenen  Richtigkeit  des  Gesetzes  oder  auch  in  Ungenauigkeiten  der 
Messungen.  Die  Art  der  Abweichungen  spricht  jedoch  für  das  Erstere. 

Wie  schon  in  der  Einleitung  hervorgohoben  wurde,  ist  man  niemals 
imstande,  ganz  vollkommene  Messungen  zu  machen;  wenn  die  Abweichungen 
zwischen  den  Beobachtungen  und  den  nach  einem  vermuteten  Gesetze  an- 
gestellten  Berechnungen  nur  sehr  klein  sind,  so  ist  man  zu  der  Annahme 
berechtigt,  dafs  die  Unterschiede  gleich  Null  sein  würden,  wenn  die 
Messungen  ganz  vollkommen  wttren,  und  dann  auf  die  Richtigkeit  des  Ge- 
setzes zu  schliefsen.  Indes  wird  in  dem  Falle  der  Unterschied  zwischen 
Beobachtung  und  Rechnung  bald  positiv,  bald  negativ  sein,  das  keifst,  bald 
wird  die  beobachtete,  bald  die  sich  aus  den  Rechnungen  ergebende  Zahl 
gröfser  sein,  da  es  ebenso  wahrscheinlich  ist,  dafs  die  unvermeidlichen 
Beobachtungsfehler,  bei  einer  sonst  richtigen  Methode,  die  Resultate  ver- 
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gröfsem  als  verkleinern.  Abweichungen,  welche  immer  in  demselben  Sinne 
erfolgen,  und  seien  sie  auch  noch  klein,  lassen  entweder  einen  konstanten 
Fehler  in  der  Methode  odor  eine  Ungenauigkoit  des  Gesetzes  vermuten.  Da 
ersterer  nun  nicht  aufzufinden  ist,  so  dürfen  wir  durch  diese  Versuche  das 
Gesetz  nicht  als  bewiesen  ansehen;  müssen  vielmehr  annehmen,  dafs  die 
sich  zeigenden  Abweichungen  zum  Teil  allerdings  in  den  Beobachtungs- 
fehlem,  zum  Teil  jedoch  in  einer  Ungenauigkeit  des  Mariotteschen  Gesetzes 
ihren  Grand  haben. 

Arago  und  Dulong  schlossen  anders;  sio  glaubten,  wie  man  überhaupt 
im  Anfänge  dieses  Jahrhunderts  geneigt  war  anzunehmen,  dafs  die  Natur- 
erscheinungen'einfachen  Gesetzen  folgen,  dafs  der  mathematische  Ausdruck 
derselben  stets  wenig  koinpliciert  sein  müsse.  Deshalb  übersahen  diese  Phy- 
siker es,  dafs  die  Abweichungen  stets  in  demselben  Sinne  stattfanden,  und 
hielten  bei  der  geringen  Gröfse  der  Unterschiede  das  Gesetz  für  bewiesen. 

Arago  und  Dulong  konnten  ihre  Versuche  nicht  über  andere  Gase  als 
die  atmosphärische  Luft  ausdehnen,  da  die  französische  Regierung  ihnen 
die  Benutzung  der  Gebäude  entzog,  in  denen  ihre  Apparate  aufgestellt 
waren. 

Diese  Lücke  suchte  Pouillet1)  auszufUllen.  Pouillet  nahm  für  die  Luft 
nach  den  vorhergegangenen  Versuchen  das  Mariottesche  Gesetz  als  richtig 
an,  und  verglich  mit  den  Kompressionen  der  Luft  jene  der  andern  Gase. 
Seine  Versuchsmothode  war  derjenigen  von  Despretz  ähnlich;  die  Röhren, 
in  welchen  er  die  Gase  komprimierte,  hatten  eine  Lüngo  von  zwei  Meter. 

Die  Resultate  Pouillets  sind  folgende: 

1)  Stickstoff,  Sauerstoff,  Wasserstoff,  Stickoxyd  und  Kohlenoxydgas 
folgen  bis  zu  100  Atmosphären  dem  Kompressionsgesetz  der  atmosphäri- 
schen Luft. 

2)  Die  Gase,  schweflige  Säure,  Ammoniak,  Kohlensäure  und  Stick- 
oxydulgas, welche  bei  relativ  goringon  Drucken  schon  in  die  tropfbar 
flüssige  Form  übergehen,  werden  merklich  stärker  komprimiert  als  die 
atmospärische  Luft,  sobald  ihr  Volumen  auf  ’/3  oder  */4  komprimiert  ist. 

3)  Das  Gleiche  gilt  für  leichtos  und  schweres  Kohlenwasserstoffgas, 
welche  bei  einem  Drucke  von  100  Atmosphären  noch  nicht  flüssig  worden. 

Folgende  Tabelle  enthält  die  von  Pouillet  initgeteilten  Resultate.  Die 
erste  Kolumne  enthält  die  Drucke,  die  zweite  die  theoretischen  Volumina, 

die  folgenden  die  Quotienten  v der  beobachteten  Volumina  v und  der  theo- 
retischen v für  die  darüber  stehenden  Gase. 

Lange  Zeit  nahm  man  mit  Arago  und  Dulong  an,  dafs  die  atmo- 
sphärische Luft  so  wie  Wasserstoff,  Sauerstoff  und  Stickstoff  dem  Mariotte- 
schen Gesetze  vollständig  folgen,  bis  Rognault  die  Frage  1845  wieder  auf- 
nahm. Er  war  durch  gewisse  Erscheinungen  beim  Ausdehnen  der  Gase 
durch  die  Wärme  auf  die  Vermutung  geführt  worden,  dafs  das  Gesetz  von 
Mariotte  auch  für  diese  Gase  nur  ein  annähernd  richtiges  sei.  Da  nun  das 
Gesetz  Uber  die  Kompression  der  Gase  ein  Fundamentalgesotz  der  Physik 
ist,  indem  es  in  fast  alle  Bestimmungen  Uber  die  Gase  eingeht,  so  stellte 
Regnault  eine  Reihe  neuer  Versuche  über  diesen  Punkt  an*). 

’)  Pouillet,  Elements  de  Pbysique.  4.  ifdit.  Tome  I.  p.  327. 

’)  Memoires  de  FAcademie  des  Sciences  de  Flnstitut  de  France.  T.  XXI.  p.  329. 
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Druck  in 
Atmo- 
sphären 

Theore- 

tisches 

Volumen 

e 

# 

V 

Kohlensäure 

V 

V 

Stickoxydul 

V 

V 

Leichtes 

Kohlenwas- 

serstoffgas 

V 

Schweres 

Koblenwas- 

serstoffgas 

1 

1,00 

1,000 

1,000 

1,000 

1,000 

2 

0,50 

1,000 

0,996 

0,998 

0,994 

4 

0,25 

1,000 

0,988 

0,995 

0,989 

5 

0,20 

0,989 

0,983 

0,992 

0,986 

6,67 

0,15 

0,980 

0,971 

0,989 

0,983 

10 

0,10 

0,965 

0,956 

0,981 

0,972 

15,38 

0,065 

0,934 

0,923 

0,949 

0,962 

20 

0,050 

0,919 

0,896 

0,956 

0,955 

25 

0,040 

0,880 

0,849 

0,961 

0,948 

33,3 

0,030 

0,808 

0,787 

0,951 

0,93 1 ! 

40 

0,025 

0,739 

0,732 

0,940 

0,919 

50 

0,020 

— 

— 

0,907 

0,899 

83 

0,012 

— 

— 

— 

0,850 

Die  Apparate,  welche  Regnault  anwandte,  waren  im  wesentlichen  die- 
selben, welche  auch  Arago  und  Dulong  angewandt  hatten,  auch  er  benutzte 
die  Methode  von  Mariotte,  ein  abgeschlossenes  Gasvolumen  durch  Queck- 
silbersäulen zusammendrucken  zu  lassen,  und  mafs  dann  zugleich  das  Vo- 
lumen des  Gases  und  den  zugehörigen  Druck. 

Eine  Verbesserung  der  Methode  liefe  jedoch  eino  bedeutend  gröfsere 
Genauigkeit  in  den  Messungen  erzielen. 

Arago  und  Dulong  waren  bei  ihren  Versuchen  stets  davon  ausgegangen, 
die  kurze  geschlossene  Röhre  mit  Luft  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre 
zu  füllen  und  diese  nach  und  nach  bis  zu  einem  Drucke  von  27  Atmo- 
sphären zusammen  zu  pressen.  Da  nun  das  Anfangsvolumen  des  Gases 
unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  gleich  1 war,  so  war  es  unter  dem 
Drucke  von  5 Atmosphären  nur  ’/5,  bei  10  nur  '/l0,  bei  20  nur  'jw  u.  s.  f. 
So  wurde  bei  den  hohen  Drucken  das  Volumen  sehr  klein  und  dadurch  war 
es  unmöglich,  es  mit  der  gröfsten  Genauigkeit  auszumessen,  besonders 
wenn  man  beachtet,  dafs  es  äufserst  schwierig  ist,  das  Volumen  der  ein- 
zelnen Teile  der  Röhre  genau  zu  erhalten,  und  dafs  der  Meniskus  des 
Quecksilbers  nicht  genau  seine  Gestalt  beibohält. 

Die  sich  hieraus  unvermeidlich  ergebenden  Ungenauigkeiten  der  Messung 
vermied  Regnault  folgendermafsen: 

Eine  Glasröhre  von  8 — 10  Millimeter  lichtem  Durchmesser  und  3 Meter 
Länge  wurde  vertikal  aufgestellt.  Die  Röhre,  an  ihrem  obem  Ende  durch 
einen  Hahn  verschlossen,  komumnicierte  an  ihrem  untern  Ende  mit  einer 
zweiten  vertikal  aufgestellten,  oben  offenen  Röhre  von  36  Meter  Länge, 
welche  die  Quecksilbersäule  enthielt,  welche  das  in  der  ersten  Röhre  ab- 
geschlossene Gas  zusammendrtlcken  sollte.  Auf  der  oben  verschlossenen 
Röhre  von  drei  Meter  Länge  waren  zwei  Marken  gezogen,  die  eine  an 
ihrem  untern  Ende,  welche  das  Volumen  der  ganzen  Röhre  bestimmte,  in- 
dem zu  Anfang  jedes  Versuches  dafür  gesorgt  war,  dafs  das  Quecksilber 
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in  dieser  Röhre  bis  zn  dieser  Marke  stand;  die  zweite  Marke  war  in  der 
Mitte  der  Röhre  gezogen,  so  dafs  sie  genau  das  halbe  Volumen  der  Röhre 
von  ihrem  obem  Ende  bis  zur  untern  Marke  bestimmte. 

Man  ftlllt  nun  zunächst  die  Röhre  mit  trockener  Luft  unter  dem  Drucke 
einer  Atmosphäre  bis  zur  untern  Marke,  dann  drückt  man,  indem  man  die 
Quecksilbersäule  in  der  langen  Röhre  verlängert,  die  Luft  so  weit  zusam- 
men, bis  sie  gerade  das  halbe  Volumen  annimmt,  bis  also  das  Quecksilber 
Inder  verschlossenen  Röhre  bei  der  zweiten  Marke  steht.  Ist  das  Mariottescbe 
Gesetz  genau  richtig,  so  mufs  jetzt  die  Höhe  der  Quecksilbersäule  in  der 
offenen  Röhre  über  der  in  der  verschlossenen  genau  die  Höhe  des  Baro- 
meter sein , der  Druck  tnufs  genau  gleich  zwei  Atmosphären  sein. 

Man  füllt  nun  zu  einem  zweiten  Versuche  die  ganze  geschlossene  Röhre 
bis  zur  untern  Marke  mit  troekner  Luft  unter  dem  Drucke  zweier  Atmo- 
Sphären  und  komprimiert  wieder  auf  die  Hälfte;  der  Druck  mufs  dann 
gleich  vier  Atmosphären  sein. 

Füllt  man  dann  das  Volumen  1 mit  troekner  Luft  unter  dem  Drucke 
von  vier  Atmosphären  und  komprimiert  diese  auf  das  Volumen  */2 , so  mufs 
jetzt  der  Druck  acht  Atmosphären  sein  u.  s.  f. 

Kurz,  man  untersucht  auf  diese  Weise,  ob  der  Druck,  der  ein  Volumen 
Luft,  welches  unter  dem  Drucke  h steht,  auf  die  Hälfte  reduciert,  gleich  2 h 
ist  Die  Gasvolumina  sind  bei  diesen  Versuchen  stets  sehr  grofs  und  des- 
halb der  genauesten  Messung  fähig. 

Wegen  der  Einzelnheiten  des  Apparates  und  der  Vorsichtsmafsregoln 
bei  den  Messungen  müssen  wir  auf  die  Originalabhandlung  verweisen,  nur 
müssen  wir  kurz  erwähnen,  wie  die  geschlossene  Röhre  mit  Luft  unter 
höheren  Drucken  angefüllt  wurde.  Die  Röhre  kommunicierte  mittels  des  an 
ihrem  obem  Ende  befindlichen  Hahnes  mit  einer  Pumpe,  durch  welche  man 
bei  geöffnetem  Hahn  Luft  in  die  Röhre  pumpen  konnte.  Man  füllte  auf 
dieso  Weise  die  Röhre  bis  zur  untorn  Marke  mit  Luft  an  und  bestimmte 
den  Druck,  unter  welchem  die  Luft  sich  befand,  aus  der  Höhe  der  Queck- 
silbersäule in  der  langen  Röhre.  Man  hatte  es  auf  diese  Weise  in  der 
Hand,  die  Röhre,  in  welcher  das  Gas  komprimiert  wurde,  bis  zur  untern 
Marke  mit  Luft  unter  beliebigem  Drucke  anzufüilen. 

Um  zu  zeigen,  wie  Regnault  aus  diesen  Versuchen  die  Resultate  er- 
hielt, wollen  wir  zunächst  eine  Versuchsreihe  mit  atmosphärischer  Luft 
folgen  lassen,  hei  welcher  das  Volumen  1 mit  Luft  unter  dem  Drucke  einer 
Atmosphäre  ungefüllt,  wurde.  Die  geschlossene  Röhre  kommunicierte  beim 
Beginne  des  Versuches  frei  mit  der  atmosphärischen  Luft;  als  sie  bis  zur 
untern  Marko  mit  Luft,  angefllllt  war,  wurde  der  Halm  geschlossen  und 
durch  Einfüllen  des  Quecksilbers  in  die  lange  Röhre  das  Volumen  möglichst 
genau  auf  '/*  reduciert. 

Kolumne  1 enthält  die  Volumina  V„  und  Vj  beim  Beginne  des  Ver- 
suches und  nach  der  Kompression.  Kolumne  2 die  entsprechenden  Drucke 
in  Millimeter  Quecksilberhöhe,  Kolumne  3 die  Temperaturen  der  Luft, 

Kolumne  1 das  Verhältnis  der  Volumina  - - , Kolumne  5 das  Verhältnis 

' I 

P v P 

der  Drucke  ‘ und  Kolumne  6 das  Verhältnis  • 
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Volumina 

Drucke 

Temperatur 

V„ 

p , 

F„  • 1\ 

y0  und  V,  \ 

P„  und  J\ 

°C. 

V, 

i‘v 

v,  ■ P, 

1939,60 

969,26 

738,72 

1476,25 

4,44 

2,001  215 

1,998  389 

1,001  414 

1939,69 

969,86 

738,99 

1475,82 

4,40 

1,999  990 

1,997  076 

1,«>01  448 

1940,21 

970,10 

739,07 

1476,34 

4,40 

2,000  010 

1,997  565 

1,(J01  224 

1939,47 

969,39 

739,19 

1476,80 

4,43 

2,000  701 

1,997  863 

1,001421 

Wäre  das 

Mariottesche  Gesetz  genau  richtig 

so  müfsten  die  in  einer 

Horizontalreihe  befindlichen  Zahlen  der  Kolumnen  4 und  5 genau  gleich 
sein,  da  nach  dem  Mariotteschen  Gesetz 

V ■ V =»  P ■ P • 

und  da  ebenso 

V • P — V • P 
'o  ro  — ri  x l > 

so  mllfsten  die  Zahlen  der  letzten  Kolumne  gleich  1 sein. 

y . . p 

Man  sieht  aber,  während  fast  ganau  gleich  2 ist,  dafs  p‘  stets 
y . 1>  ' i . xo 

kleiner  als  2 und  somit  > 1 ist. 

Ks  folgt  also  aus  diesen  Versuchen,  dafs  die  atmosphärische  Luft  schon 
bei  einer  Druckdifferenz  von  einer  Atmosphäre  von  dem  Gesetze  Mariottes 
abweicht.  Gleiches  fand  Regnault  bei  allen  Übrigen  Gasen. 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  von  Regnault  erhaltenen  Zahlen  für 
atmosphärische  Luft,  Stickgas,  Kohlensäure  und  Wasserstoffgas  zusammen- 
gestellt. 

Für  jedes  Gas  sind  zwei  Kolumnen  verzeichnet;  die  erste  enthält  die 

V ■ P 

Drucke  P„  beim  Heginne  der  Versuche,  die  zweite  das  Verhältnis  j."  , 

wo  V',  stets  fast  genau  "2  F„  war  und  1\  der  dem  Volumen  F,  ent- 
sprechende Druck  ist. 


Tabelle  von  Kegnaults  Versuchen  über  die  Kompression  der  (iase. 


Luft 

Stickstoff 

Kohlensäure 

Wasserstoff 

P 

• P. 

v . P 

p r o ■*  0 

P 

F„  • Po 

F„  • Po 

V,Px 

0 V P 

r 1 

Vf  Pi 

F,  • P, 

738,72 

1,001  414 

753,62  ! 1,000  788 

764,03 

1,007  725 





1 2112,53 

1,002  765 

1159,26  1,000  996 

1414,77 

1,012  313 

— 

| 

1 4140,82 

t,003  090 

2159,60  1,001  381 

2164,81 

1,018  973 

2211,18 

0,998  584 

4219,22 

1,003  495 

3030,22  1,001  955 

3186,13 

1,028  494 

. 3989,47 

0,996  961 

6770,15 

1,004  286 

4953,92  1,002  860 

4879,77 

1 ,045  625 

5845,18 

0,996  121 

9336,41 

1,006  366 

5957,96  1,003  271 
7297,06  1,003  924 
8628,54  1,004  768 
9775,38  1,004  881 
10981,42  1,006  456 

6820,22 

8393,68 

9620,06 

1,066  137 
1,084  278 
1,099  830 

7074,96 

9176,25 

10361,78 

0,994  697 

0,993  126 
0,992  327 
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Man  sieht,  dafs  bei  diesen  vier  untersuchten  Gasen  das  Verhältnis 
V ■ P 

° -°-  nur  sehr  wenig  von  der  Einheit  abweicht,  so  dafs  also  das  Mariottesche 

'i ' “i 

Gesetz,  wenn  es  auch  nicht  genau  richtig  ist,  doch  nur  wenig  von  der 
Wahrheit  abweicht.  Wir  werdon  es  deshalb  in  den  meisten  Fällen  als 
richtig  annehmen  dürfen,  ohne  fürchten  zu  müssen,  grofsa  oder  auch  nur 
merkliche  Ungenauigkeiten  zu  erhalten,  besonders  da  wir  in  den  meisten 
Fällen  nur  kleinere  Drucke  anzuwendon  haben,  und  wie  die  Tabelle  zeigt, 
für  Drucke,  welche  nur  wenig  von  dom  der  Atmosphäre  verschieden  sind, 
V ■ p 

das  Verhältnis  -p? — sich  der  Einheit  immer  mehr  nähert. 

"l  ' •*! 

Bei  aufmerksamer  Betrachtung  jener  Tabelle  findet  man,  dafs  die  drei 
ersten  Gase,  Luft,  Stickstoff,  Kohlensäure,  alle  in  demselben  Sinne  von 


■ k 


dem  Mariotteschen  Gesetze  abweichen,  dafs  bei  allen  v —jy  > 1 , also  bei 

allen  das  Volumon  in  rascherem  Verhältnisse  abnimmt,  # als  der  Druck 
wächst,  oder  das  beobachtete  Volumen  F,  kleiner  ist,  als  es  nach  dem 
Mariotteschen  Gesetze  sein  sollte.  Dasselbe  Resultat  enthielten  schon  die 
Versuche  von  Arago  und  Dulong.  Die  neuen  Versuche  indes  zeigen  weiter, 


V ■ P 

dafs  das  Verhältnis  wächst,  wenn  dor  anfängliche  Druck,  unter 

' i ' “i 

dem  das  dem  Versuche  unterworfene  Gas  steht,  gröfser  ist,  dafs  also  die 
Abweichungen  zwischen  dem  wirklichen  Verhalten  der  Gase  und  dem 
Mariotteschen  Gesetze  um  so  gröfser  werden,  je  mehr  die  Zusammen- 
drückung des  Gases  wächst.  Wenn  nun  auch  die  Regelmäßigkeit  dieser 
Zahlen  auf  das  entschiedenste  dafür  spricht,  dafs  die  beobachteten  Ab- 
weichungen nicht  Folge  der  Beobachtungsfehler  sind,  sondern  einer  Un- 
genauigkeit des  Gesetzes  zugeschrieben  werden  müssen,  so  ist  es  doch  gut, 
nachzuweisen,  dafs  sie  gröfser  sind  als  dio  Beobachtungsfehler,  welche  wir 
annehmen  dürfen.  Sei  deshalb  der  beobachtete  Wert 


V ■ V 

F.-P,  *' 

und  nehmen  wir  F,  genau  = iji  F0,  so  ist 


oder 


F.  P. 
F,  P, 


2 • P„ 
a 


a P. 
P. 

«=7V 


oder 


Wäre  nun  das  Mariottesche  Gesotz  genau  richtig,  so  müfste 
F0  • P„  2 P„ 

F,  • P, ' _ P,'  -1* 

P.'  = 2 P„ 


sein.  Der  Unterschied  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  ist  demnach 


P,'-  P,  = 2P0  - 2 


2 P 

**  *■  t\ 
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Dieser  Unterschied  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  lälst  sich  nun 
berechnen,  wenn  wir  in  diesen  Ausdruck  die  Werte  Pn  und  a unserer  Ta- 
belle einsetzen,  man  erhalt  dann  den  Unterschied  in  der  Höhe  der  Queck- 
silbersäulen, wie  sie  beobachtet  wurden,  und  wie  sie  nach  dem  Gesetze  von 
Mariotte  hätten  sein  sollen.  Für  Luft  erhalten  wir  dann 


-Po 

738™“ 

,72 

Pt-Pi 
2™“, 08 

2112 

53 

11 

65 

4140 

82 

25 

50 

4219 

05 

29 

36 

6770 

15 

57 

68 

9336 

41 

118 

01. 

Diese  Differenzen  sind  offenbar  zu  grofs,  als  dafs  man  sie  den  Beobach- 
timgsfehlern  zuschreiben  könnte.  Das  Mariottesche-  Gesetz  ist  demnach 
nicht  strenge  richtig,  wenn  auch  die  Abweichungen  so  unbedeutend  sind, 
dafs  wir  sie  im  allgemeinen  nicht  zu  beachten  haben  werden. 

Stickstoff,  Kohlensäure  und  Sauerstoff  verhalten  sich  wie  atmosphä- 
rische Luft,  sie  werden  stärker  zusammengedrückt,  als  das  Mariottesche 
Gesetz  verlangt.  Sie  bilden  also  mit  den  von  Despretz  und  Pouillet  unter- 
suchten Gasen,  Ammoniak,  schweflige  Säure,  Cyan  u.  s.  f.  eine  Gruppe; 
alle  diese  Gase  besitzen  eine  Zusammendrückbarkeit,  welche  mit  dem  äufsern 
Drucke  zunimmt. 

V • P 

Anders  jedoch  das  Wasserstoffgas;  für  dieses  ist  das  Verhältnis  - " * 

' i ' *1 

stets  kleiner  als  1.  Dieses  Gas  wird  also  bei  steigenden  Drucken  weniger 
stark  zusammengedrückt,  V,  nimmt  nicht  in  demselben  Verhältnisse  ab, 

V ■ P 

als  P,  wächst;  und  da  bei  immer  gröfsem  Anfangsdrucken  der  Wert  y p 

immer  kleiner  wird,  so  folgt,  dafs  mit  wachsendem  Drucke  die  Kompressi- 
bilität abnimmt. 

Folgende  Tabelle,  welche  Zahlen  enthält,  welche  llegnault  aus  seinen 
Versuchen  berechnete,  zeigt,  wio  die  Kompressibilität  wächst  bei  den  drei 
ersten  und  abnimmt  bei  dem  letzten  Gase.  Sie  gibt  die  Drucke  an,  welche 
erforderlich  sind,  um  ein  Gas,  welches  unter  dem  Drucke  1 Meter  Queck- 
silber das  Volumen  1 hat,  auf  '/,,  % • • • zu  komprimieren. 


Luft 


Kohlensäure 


Stickgas 


Wasserstoff 


e 

5 

o 

Druck 

Differenz! 

Druck 

Differenz 

Druck 

Differenz 

Druck  ! 1 

Differenz 

Meter 

Meter  i 

' Meter 

Meter 

Mater  | 

Meter 

Meter 

Meter 

1 

1,0000 

+ 

0,0000 

; 1,0000 

+ 

0,0000 

1,0000 

+ 

0,0000 1 

1,0000  - 

- 0,0000 

1,9978 

+ 

0,0022 

1,9829 

! + 

0,0171 

1,9986 

+ 

0,0014 

2,0011  - 

- 0,001 1 

% 

3,9874 

+ 

0,0126' 

i 3,8973 

+ 

0,1026 

3,9919 

+ 

0,0081 

4,0068  - 

- 0,0068 

1/ 

/t  : 

7,9456 

+ 

0,0643  , 

7.6193 

+ 

0,4807 

7,9641 

+ 

0,0359 

8,0339  - 

- 0,0339 

7,. 

9,9162 

+ 

0,0838 

9,2262 

4“ 

0,7738 

9,9485 

+ 

0,0666 

10,0560  - 

- 0,0660 

Vit 

11,8823 

+ 

0,1177  : 

10,8632 

+ 

1,1868 

11,9191 

-!- 

0,0809 

12,0844  - 

- 0,0844 

7,. 

15,8044, 

-I- 

0,1956 

13,9260 

4~ 

2,0740 

15,8597 

+ 

0,1403 

16,1616 

-0,1616 

V"| 

t© 

00 

+ 

0,2801 

16,7054 

+ 

3,2946 

19,7886 

+ 

0,2115 

20,2687  - 

- 0,2867 
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Um  diese  Erscheinungen  zusammenzufassen , kann  man  sich  ein  Gas 
denken,  welches  genau  dem  Mariotteschen  Gesetze  folgt  und  welches  die 
Grenze  bildet  zwischen  den  -beiden  Gruppen,  deren  eine,  Luft,  Stickgas, 
Kohlensäure,  stärker  komprimiert  wird,  deren  andere,  allein  durch  den 
Wasserstoff  repräsentiert,  jedoch  in  geringem  Grade  zusammengedrückt 
wird  als  jenes  angenommene  Gas.  Das  Mariottesche  Gesetz  ist  demnach  ein 
Gesetz,  dem  sich  die  verschiedenen  Gase  mehr  oder  weniger  anniihem.  Die 
Abweichungen  hängen  ab  von  der  Natur  des  Gases,  von  den  anfänglichen 
Drucken  und  andern  Umständen;  in  welcher  Weise  jedoch  die  Differenz 

V ■ I‘ 

zwischen  dem  beobachteten  Werte  von  ,/  und  dem  theoretischen  Werte, 

' i * * i 

der  gleich  1 ist,  oder 


von  diesen  Umständen  abhängt,  läfst  sich  bisher  nicht  bestimmen. 

Man  kann  indes  aus  den  Heobaehtungen  in  übersichtlicher  Weise  eine 
die  Abweichungen  der  Gase  vom  Mariotteschen  Gesetz  darstellende  Inter- 
polationsformel ableiten.  Für  eine  gegebene  Gasmenge  hat  das  Produkt  P V 
für  jeden  Druck  oder  auch  für  jedes  Volumen  einen  bestimmten  Wert,  und 
nach  dem  Mariotteschen  Gesetz  sollte  dieses  Produkt  für  jeden  Druck  oder 
jedes  Volumen  denselben  Wert  haben.  Die  Abweichung  der  Gase  von 
diesem  Gesetz  besteht  nun  darin,  dafs  mit  steigendem  Druck  oder  ab- 
nehmendem Volumen  dieses  Produkt  kleiner  wird;  man  kann  dieselbe  des- 
halb darstellen,  indem  man  die  Veränderung  dieses  Produktes  durch  eine 
Gleichung  wiedergibt,  welche  die  Abhängigkeit  desselben  von  dem  Drucke  P 
oder  dem  Volumen  V ausdrückt.  Gehen  wir  von  irgend  einem  Drucke  P„ 
aus  und  nennen  das  zugehörige  Volumen  F0,  so  können  wir  entweder  setzen 

1 - A (-1,;  - 1)  + Ii  ( £ - 1)8 I 

• -<)* " 

Dafs  wir  in  den  Klammern  den  Uberschufs  der  betreffenden  Quotienten 
Uber  1 setzen  müssen,  erkennt  man  daraus,  dafs  für  V = F0  oder  P = P„ 
die  Quotienten  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  gleich  1 werden  müssen. 

Man  erkennt  w’eiter  leicht,  dafs  in  der  ersten  Formel  F im  Nenner,  in 
der  zweiten  P im  Zähler  stehen  mufs,  da  die  Abweichungen  der  Gase  vom 
Mariottoschen  Gesetze  um  so  gröfser  w.erden,  je  kleiner  das  Volumen  oder 
je  gröfser  der  Druck  wird.  Setzen  wir  Pu  = 1 , etwa  1 Meter  Quecksilber 
und  F„  ebenfalls  gleich  t , nehmen  also  etwa  an,  dafs  sich  unsere  Wert« 
auf  1 Liter  Gas  unter  dem  Drucke  1 Meter  Quecksilber  beziehen,  so  können 


wir  obige  Formeln  schreiben 

PF=1— d(‘  — l)  -f-  Ii  — l)‘ la 

PV  «=  1 — A,  (P  — l)  -f-  lix  {P  — l)* Ha. 


Die  erste  Form  der  Interpolationsgloiehung  wurde  von  Regnault  selbst 


oder  auch 


I‘  V 

P.  F 

PV 

p„  P„ 
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benutzt1),  während  doch  mann *)  und  Schröder  van  der  Kolk5)  die  zweite 
wähltem  Der  letztere  zeigte,  dafs  ftir  keines  der  untersuchten  Gase  sich 
alle  beobachteten  AVerte  von  PV  mit  der  von  Regnault  bei  seinen  Beobach- 
tungen angenommenen  Genauigkeit  mit  einem  Paare  von  Konstanten  dar- 
stellen liels,  er  benutzte  deshalb  die  Gleichung  nur  für  kleinere  Intervalle. 
AVir  begnügen  uns  indes  hier  damit,  die  von  Regnault  aus  seinen  Beobach- 
tungen abgeleiteten  Konstanten  anzuführen,  da  wir  doch  noch  im  § 102 
und  später  in  der  Wärmelehre  auf  diese  Rechnungen  zurückkommen  müssen. 

Die  durch  ihre  Logarithmen  gegebenen  Konstanten  für  die  vier  von 
Regnault  untersuchten  Gase  sind: 

Luft log  A = 0,043  5120  — 3 log  B = 0,287  3751  — 5 

Stickstoff  . . . log  A = 0,838  9375  — 4 log  B = 0,847  6020  — 6 

Kohlensäure.  . log  A = 0,931  0399  — 3 log  B = 0,862  4721  — 6 

Wasserstoff  . . log  A = 0,738  1736  — 4 log  B .=  0,925  0787  — 6. 

Für  den  Wasserstoff  ist  zu  beachten,  dafs  PV  stets  gröfser  als  1 ist, 
es  ist  deshalb  in  der  Gleichung  das  zweite  Glied  positiv  zu  setzen.  Die 
Konstanten  leitete  Regnault  aus  den  fllr  8"‘  und  für  1 6m  Druck  beobachtoten 
AVerte  von  PV  ab. 

Später  hat  Regnault4)  noch  einige  andere  Gase  bis  zu  einem  Drucke 
von  etwa  8 Atmosphären  untersucht.  Die  von  ihm  für  dieselben  berech- 
neten Interpolationsformeln  haben  die  Gestalt 

Vy'r™-  — 1 -A(P-  0,76)  - B (P  - 0,76)*, 

wenn  die  Drucko  ebenfalls  in  Meter  Quecksilber  gegeben  sind.  Die  Loga- 
rithmen der  Konstanten  haben  folgende  AVerte: 

Sauerstoff  ...  log  A = 0,269  9060  — 3 log  B = 0,664  6643  — 5 

Kohlenoxyd  . . log  A = 0,7805656  — 3 log  B = 0,848  9327  — 4 

Stickoxydul  . . log  A — 0,814  6743  — 3 log  B — 0,667  0487  — 4 

Stickoxyd  . . . log  A = 0,446  5181  — 3 log  B = 0,439  5015  — 4. 


In  der  Gleichung  für  Stickoxydul  ist  B negativ,  also  das  dritte  Glied 
positiv  zu  setzen. 

Für  eine  Anzahl  anderer  Gase  hat  Regnault  das  Verhalten  gegenüber 
dem  Mariotteschen  Gesetze  bis  zu  einem  Drucko  von  zwei  Atmosphären 
verfolgt.  Folgende  Tabelle  enthält  die  Resultate;  in  dieselbe  sind  auch  die 
vorher  erwähnten  Gase  aufgenommen,  sie  ist  geordnet  nach  dem  Grade,  in 
welchem  die  Gase  vom  Mariotteschen  Gesetze  abweichen,  die  Abweichung 


ist  um  so  gröfser,  je  gröfser  der  Quotient  ^ p-  ist.  Die  Zahlen  gelten 


für  eine  Temperatur  von  7°, 9 C. 


3, 

Luft 702,78 

Stickoxyd 720,08 

Kohlenoxyd 703,18 


p JL  3 _E«_ 

P„  P V 

1457,61  2,074  1,00215 

1416,33  1,967  1,002  85 

1457,28  2,072  1,002  93 


')  Regnnult , Memoires  de  l'Acad.  T.  XXI.  p.  418  ff. 

*)  Jochmann,  Scblömilchs  Zeitschrift  fär  Mathematik  etc.  Bd.  V.  p.  101. 
*)  Schröder  ran  der  Kolk,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXA'I. 

*)  Regnault,  Memoires  de  l’Acad.  T.  XXVI.  p.  299  ff. 
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Grubengas 706,53 

Stickoxydul 703,10 

Kohlensäure  ....  774,03 
Chlorwasserstoff  . . 708,93 
Schwefelwasserstoff  7 22,53 

Ammoniak 703,53 

Schweflige  Säure  697,83 
Cyan 703,48 


n 

P 

P ■ V 

M r0 

1 

K 

P ■ V 

1383,73 

1,958 

1,006  34 

1448,63 

2,060 

1,006  51 

1550,63 

2,003 

1,007  22 

1460,03 

2,059 

1,009  25 

1409,93 

1,951 

1,010  83 

1435,33 

2,040 

1,018  81 

1341,58 

1,922 

1,020  88 

1428,58 

2,031 

1,023  53 

Die  Abweichungen  vom  Mariotteschen  Gesetze,  Btets  im  Sinne  einer 
stärkern  Kompressibilität,  sind  zum  Teil  sehr  beträchtlich,  sie  sind,  wie  wir 
später  zeigen  werden,  im  allgemeinen  um  so  gröfser,  je  leichter  die  Gase 
zu  Flüssigkeiten  kondensiert  werden. 


§ 99. 

Abweichung  der  Gase  vom  Mariotteschen  Gesetze  bei  hohem 
Drucke.  Die  Kegnaultschen  Versuche  ergeben  uns  das  Verhalten  der  Gase 
von  etwa  1 bis  30  Atmosphären.  Sowohl  für  Drucke,  welche  kleiner  sind 
als  derjenige  einer  Atmosphäre,  als  für  gröfsere  Drucke  hat  er  dio  Gase 
nicht  verfolgt.  Für  erstere  Drucke  glaubte  er,  dafs  die  Boobachtungsfehler 
zu  grofs  seien,  um  einige  Sicherheit  über  das  Verhalten  der  Gaso  erhalten 
zu  können.  Da  indes  die  Gase  nach  Regnaults  Beobachtungen  mit  steigen- 
dem Drucke  immer  weiter  vom  Mariotteschen  Gesetze  abweichen,  nahm 
man  an,  dafs  sie  in  ihrem  Verhalten  sich  demselben  um  so  mehr  nähern, 
je  kleiner  der  Druck  wird. 

Es  sind  nun  in  neuerer  Zeit  Versuche  Uber  das  Vorhalten  der  Gase 
bei  Drucken,  die  kleiner  sind  als  der  Druck  einer  Atmosphäre,  von  drei 
Beobachtern  durchgeführt  wordon,  von  Siljeström1),  Mendelejeff*)  und 
Ainagat3).  Der  erstere  schliefst  aus  seinen  Versuchen,  dafs  in  der  That 
mit  abnehmendem  Drucke  das  Produkt  aus  Druck  und  Volumen  stets  zu- 
ncliine,  dafs  sich  dasselbe  aber  nicht  einer  bestimmten  Grenze  annähere, 
dafs  also  selbst  bei  grofser  Verdünnung  die  Gase  nicht  dem  Mariotteschen 
Gesetze  folgen.  Die  Versuche  von  Siljeström  sind  indes  von  Mendelejeff 
einer  scharfen  Kritik  unterzogen,  und  da  Siljeström  selbst  angibt,  dafs  die 
von  ihm  beobachteten  Abweichungen  vom  Mariotteschen  Gesetze  durch 
Änderungen  des  beobachteten  Druckes  verschwinden,  die  im  allgemeinen 
kleiner  sind  als  die  von  ihm  zugegebenen  Beobachtungsfoliler  der  einzelnen 
Beobachtungen,  so  kann  man  trotz  der  zahlreichen  Versuche,  die  von 
Siljeström  angestellt  sind,  seine  Folgerungen  nicht  für  begründet  halten. 

Mendelejeff  kommt  bei  seinen  mit  Kirpitschoff  angestellten  Versuchen  zu 
dem  entgegengesetzten  Resultate;  er  findet,  dafs,  wenn  man  von  dem  Drucke 
einer  Atmosphäre  aus  den  Druck  des  Gases  vermindert,  das  Produkt  P V 
wieder  abnimmt,  so  dafs  dasselbe  also  bei  dem  Druck  einer  Atmosphäre 

')  Siljeström,  I’oggend.  Ann.  Bd.  C'LI. 

*)  Mendelejeff',  Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  Bd.  VII. 
pp.  486.  1339. 

*)  Amagat,  C.  II.  T.  LXXXII.  p.  914. 
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ein  Maximum  hätte.  Mir  sind  bisher  nur  die  vorläufigen  von  Mendelejeff 
in  den  Berichten  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  veröffentlichten 
Resultate  bekannt;  die  dort  mitgeteilten  Zahlen  zeigen  indes  bei  kleinen 
Drucken  eino  derartige  Abnahme  des  Produktes  P V,  dafs  man  an  der 
Richtigkeit  derselben  zweifeln  mufs.  Bezogen  auf  das  Produkt  P V bei 
646"""  Druck  als  Einheit  erhält  Mendelejeff  bei  51,628,nm  0,993  06,  bei 
16,395inm  schon  0,971  14  und  bei  14,555mm  gar  nur  0,965  51.  So  lange 
deshalb  nicht  die  vollständige  Arbeit  von  Mendelejoff  und  Kirpitschoff  vor- 
liegt, kann  ich  die  vorläufigen  Resultate  nicht  für  richtig  halten. 

DafUr  sprechen  auch  die  Versuche  von  Amagat;  derselbe  findet,  dafs 
bei  kleinen  Drucken  die  Gase  dem  Mario tteschen  Gesetze  folgen,  oder 
doch  nur  so  wenig  von  demselben  abweichen,  dafs  die  Abweichungen  durch 
die  unvermeidlichen  Beobachtungsfohler  verdeckt  werden.  Das  von  Amagat 
bei  seinen  Versuchen  benutzte  Verfahren  war  folgendes.  Zwei  Kugeln  dick- 
wandigen Glases,  jede  von  etwas  mehr  als  100kc  Inhalt,  waren  durch  ein 
enges  Rohr  mit  einander  verbunden.  An  der  untern  befand  sich  ein  langes 
Rohr,  welches  in  ein  tiefes,  auf  und  nieder  verstellbares  Gefäfs  mit  Queck- 
silber tauchte.  Die  obere  Kugel  trug  ein  Ansatzrohr,  welches  durch  einen 
T förmig  durchbohrten  Hahn  mit  einer  gegabelten  Röhre  in  Verbindung 
stand,  deren  einer  Arm  zu  einer  Luftpumpe,  deren  anderer  zu  einem  Mano- 
meter führte. 

Während  nun  das  untere  Ende  des  langen  Rohres  in  Quecksilber 
tauchte,  wurde  aus  den  Kugeln  die  Luft  ausgepumpt,  bis  das  Quecksilber 
bis  an  eine  Marke  stieg,  die  sich  an  dem  die  boiden  Kugeln  verbindenden 
engen  Rohr  befand,  und  dann  am  Manometer  der  Druck  des  noch  in  der 
obern  Kugel  vorhandenen  Gases  abgelesen.  Darauf  wurde  das  Quecksilber- 
gefüfs  so  weit  gesenkt,  bis  das  Quecksilber  ans  der  untern  Kugel  bis  zu 
einer  an  dem  untern  langen  Rohr  befindlichen  Marke  hinabsank,  und  wieder 
der  Druck  des  jetzt  nahezu  auf  das  doppelte  Volumen  gebrachten  Gases 
abgelesen. 

Die  beiden  Kugeln  befanden  sich,  um  die  Temperatur  konstant  zu  er- 
halten, in  einem  Wasserbade,  und  es  schwankte  infolge  dessen  die  Tem- 
peratur nur  etwa  um  Grad. 

Bei  sieben  Versuchsreihen,  bei  denen  die  Temperaturen  stets  zwischen 
10°  und  12°  waren,  ergaben  sich  folgende  Resultate: 


Reihe 

Zahl  der 
Einzelversuche 

Anfangsdruck 

P mm 
-M) 

P V 

p v 
■*»  r0 

1 

6 

6,541 

1,0018 

2 

6 

6,546 

1,0035 

3 

8 

10,499 

1,0000 

4 

6 

10,516 

0,9998 

5 

6 

10,552 

1,0022 

6 

4 

6,538 

1,0011 

7 

7 

6,536 

1,0018 

Die  Abweichungen  der  Zahlen  der  letzten  Reihe  siud  kleiner  als  die 
möglichen  Beobachtungsfehler,  so  dafs  in  der  That.  diese  Zahlen  eino  Ab- 
weichung der  Luft  vom  Mariotteschen  Gesetze  nicht  erkennen  lassen.  Wir 
können  deshalb,  bis  weitere  Versuche  vorliegen,  annehmen,  dafs  dem  Ver- 
WOllmkb,  Physik.  1.  4.  Aufl.  28 
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halten  der  Gase  in  Drucken  über  1 Atmosphäre  entsprechend,  die  Ab- 
weichung vom  Mariotteschen  Gesetze  immer  kleiner  wird,  je  kleiner  der 
Druck  wird;  oder  die  Gase  nähern  sich  mit  wachsender  Verdünnung  in 
ihrem  Verhalten  dem  Gesetze  mehr  und  mehr. 

Wenn  man  die  Gase  stärkern  als  den  von  Regnault  angewandten 
Drucken  unterwirft,  so  tritt  bei  der  Mehrzahl,  wie  schon  erwähnt  wurde, 
der  Übergang  in  die  flüssige  Form  ein,  bei  einigen,  den  sogenannten  per- 
manenten Gasen,  Luft,  Stickstoff,  Sauerstoff,  Wasserstoff,  Kohlenoxyd  indes 
nicht,  wenigstens  dann  nicht,  wenn  man  die  Kompressionen  bei  der  gewöhn- 
lichen Temperatur  unserer  Umgebung  vornimmt.  Wir  beschränken  uns 
hier  auf  die  Besprechung  des  Verhaltens  der  Gase  bei  gewöhnlicher  Tem- 
peratur und  werden  erst  im  dritten  Bande,  wenn  wir  die  Kontinuität  des 
flüssigen  und  gasförmigen  Zustandes  besprechen,  auf  das  Verhalten  der 
Gase  in  den  verschiedenen  Temperaturen  zurliekkommen. 

Die  Untersuchung  des  Verhaltens  der  permanenten  Gase  in  weit  höhem 
Drucken,  bis  zu  2000  Atmosphären,  ist  zuerst  von  Natterer1)  vorgenommen; 
derselbe  komprimierte  die  Gase  in  der  Flasche  seines  § 110  beschriebenen 
Kompressionsapparates  und  mafs  den  Druck , ähnlich  wie  Oorsted  und 
Schwendsen  bei  ihren  vorhin  erwähnten  Versuchen,  indem  er  gegen  ein  an 
der  Flasche  angebrachtes  Ventil  einen  Hebel  wirken  liefs  und  die  Gewichte 
bestimmte,  welche  den  Hebel  im  Gleichgewicht  hielten.  Das  komprimierte 
Gas  liefs  er  dann  durch  eine  Röhrenleitung  unter  eine  in  einer  pneumati- 
schen Wanne  stehende  Glocke  treten,  deren  Kubikinhalt  genau  lOmal  so 
grofs  war  als  der  Kubikinhalt  der  Flasche  des  Kompressionsapparates. 
Wenn  nim  die  Gase  'dem  Mariotteschen  Gesetze  folgen,  so  mufs  jedesmal, 
wenn  die  Glocke  einmal  aus  der  Flasche  unter  dem  Drucke  einer  Atmo- 
sphäre gefüllt  wird,  der  Druck  um  10  Atmosphären  abnehmen,  sind  die 
Gase  weniger  kompressibel , als  es  das  Mariottesche  Gesetz  verlangt,  so 
mufs  der  Druck  bei  jeder  Füllung  der  Glocke  um  mehr  als  10  Atmosphären 
abnehmen  und  zwar  um  so  mehr,  je  mehr  die  Gase  in  dem  Sinne  von  dem 
Gesetze  abweichen.  Es  zeigte  sich,  dafs  in  hohen  Drucken  die  Druck - 
abnahme  bis  zu  mehr  als  dem  lOfachen  wuchs;  als  Stickstoff  z.  B.  bis  auf 
27!)0  Atmosphären  komprimiert  war,  sank  bei  dem  ersten  Austreten  von 
10  Volumen  Gas  der  Druck  um  136,  dann  um  132  Atmosphären,  erst  als 
der  Druck  auf  75  Atmosphären  herabgegangen  war,  nahm  er  für  jede  zehn 
Volume  heraustretenden  Gases  um  10  Atmosphären  ab. 

Indem  Natterer  in  dieser  Weise  die  Flasche  allmählich  entleerte  und 
nach  jedesmaligem  Ausfliefsen  von  10  Volumen  den  Druck  beobachtete, 
liefs  sich  auch  rückwärts  bestimmen,  wieviel  Volume  Gas  in  der  Flasche 
bei  einem  bestimmten  Drucke  komprimiert  waren.  Da  nun  der  reciproke 
Wert  der  in  der  Flasche  enthaltenen  Anzahl  Volumina  das  Volumen  des 
in  der  Flasche  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  vorhandenen  Gases 
angibt,  so  lüfst  sich  auf  diese  Weise  das  Produkt  P • V für  jeden  Druck 
angeben,  jenes  bei  I Atmosphäre  Druck  gleich  1 gesetzt.  In  dieser  Weise 
sind  in  folgender  Tabelle  einige  von  Natterers  Angaben  zusammengestellt, 
die  erste  der  für  jedes  Gas  angegebenen  Kolumnen  enthält  die  Drucke  P 

')  Natterer.  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  Bd.  V.  Bd.  VI.  Bd.  XII. 
Poggend.  Ann.  Ud.  LXII.  Bd.  XCIV.  Die  hier  angeführten  Versuche  finden  sich 
P.  A.  Bd.  XCIV. 
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in  Atmosphären,  die  zweite  die  Anzahl  der  in  der  Flasche  unter  diesen 
Drucken  komprimierten  Volumina  der  Gase,  deren  reciproker  Wert  das 
Volumen  jener  Gasmenge  ist,  welche  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre 

P V l 

die  Flascho  ausfüllt,  die  dritte  Kolumne  enthält  den  Quotienten  y = -pyi 

dessen  Abweichung  von  der  Einheit  den  Grad  der  Abweichung  vom  Mariotte- 
schen  Gesetze  in  derselben  Weise  angibt  wie  bei  den  Zahlen  von  Kegnault. 


Wasserstoff 

Sauerstoff 

p 

1 

1 

P 

1 

1 

V 

P-  V 

r 

PV 

2790 

1008 

0,3613 

1354 

657 

0,4582 

2347 

958 

0,4081 

1106 

617 

0,5578 

1781 

848 

0,4761 

923 

577 

0,6251 

1508 

778 

0,5159 

764 

537 

0,7028 

1259 

708 

0,6615 

563 

467 

0,8294 

1015 

628 

0,6187 

463 

417 

0,9006 

751 

528 

0,7030 

370 

347 

0,9378 

505 

398 

0,7881 

276 

267 

0,9674 

365 

308 

0,8438 

243 

237 

0,9753 

248 

218 

0,8790 

210 

207 

0,9857 

100 

98 

0,9800 

188 

187 

0,9947 

78 

78 

1,0000 

177 

177 

1,0000 

Stickstoff 

Kohlenoxyd 

P 

1 

r 

«-1 , • 
,8h 

■f 

1 

PV 

2790 

705 

0,2527 

2790 

727 

0,2606 

2046 

645 

0,3152 

2088 

677 

0,3242 

1640 

605 

0,3660 

1674 

637 

0,3805 

1458 

585 

0,4012 

1416 

607 

0,4286 

1228 

555 

0,4619 

1196 

577 

0,4824 

1035 

525 

0,5072 

1016 

547 

0,5383 

801 

475 

0,5930 

814 

507 

0,6228 

600 

415 

0,6917 

599 

447 

0,7462 

403 

335 

0,8312 

408 

367 

0,8999 

206 

195 

0,9466 

204 

197 

0,9657 

107 

105 

0,9813 

138 

137 

0,9928 

85 

85 

1,0000 

127 

127 

1,0000 

Für  geringere  als  die  zuletzt  in  den  Tabellen  angegebenen  Drucke  er- 
hält Natterer  für  die  Produkte  P ■ V den  Wert  1,  da  diese  Methode  selbst- 
verständlich nicht  imstande  ist,  die  kleinen  Abweichungen  der  Gase  vom 
Mariottesclien  Gesetze  in  geringeren  Drucken  erkennen  zu  lassen. 

Die  Versuche  Natterers  sind  neuerdings  wiederholt  von  Cailletet1); 

')  Cailletet,  Comptcs  Kendus  T.  LXX.  p.  1131. 
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das  von  demselben  angewandte  Verfahren  ist  dem  von  demselben  Physiker 
bei  der  Kompression  der  Flüssigkeiten  benutzten  ähnlich.  Die  Gase  be- 
fanden sieh  in  einer  unten  offenen  und  mit  dem  offenen  Ende  in  Queck- 
silber tauchenden  Gasröhre  von  etwa  50kc  Inhalt;  an  das  obere  Ende  der 
Röhren  war  ein  innen  vergoldetes  Kapillarrohr  angesetzt,  welches  oben 
geschlossen  war.  Diese  Vorrichtung  war  in  einen  mit  Wasser  an  ge  füllten 
Kompressionsapparat  gesetzt.  Liefs  man  nun  auf  das  Wasser  den  durch 
ein  Desgoffesches  Manometer  (§  64)  gemessenen  Druck  wirken,  so  pflanzte 
sich  derselbe  auf  das  Quecksilber  fort,  und  dieses  stieg,  wenn  der  Druck 
grols  genug  war,  in  das  kapillare  Rohr  und  löste  das  Gold  an  den  Wänden 
soweit  auf,  als  es  in  das  Rohr  eingedrungen  war.  Der  Raum  des  kapillaren 
Rohres,  an  dessen  Wandung  das  Gold  nicht  aufgelöst  war,  gab  dann  das 
Volumen  des  komprimierten  Gases,  welches  nach  Beendigung  der  Kom- 
pression bestimmt  wurde.  Die  von  Cailletet  auf  diese  Weise  bei  einer 
Temperatur  von  15®  erhaltenen  Zahlen  gibt  folgende  Tabelle,  zusammen- 
gestellt mit  den  Zahlen  von  Natterer.  v ,, 

■*  o 


Druck  in  Atmosphären 

Wasserstoff 

V R Luft 

Cailletet 

Natterer 

Cailletet 

Natterer 

60 

0,9810 

— 

1,0137 

— 

80 

— 

1,0118 

— 

- 100 

0,9552 

0,9800 

1,0098 

1,0000 

200 

0,9158 

0,9050 

0,9990 

0,9502 

300 

0,8761 

0,8600 

0,9405 

0,9200 

400 

0,8374 

0,8312 

0,8672 

0,8628 

605 

0,7580 

0,7533 

0,7215 

0,7185 

Später  hat  Cailletet1)  Messungen  Uber  die  Kompressibilität 

des  Stick- 

Stoffes  angestellt,  bei  welchen  er  direkt  die  Höhe  der  drückenden  Queck- 
silbersäule mafs.  Die  Einrichtung  des  KompressionsgefSfses  zeigt  Fig.  158. 

In  einer  starken  Röhre  von  Stahl,  l,8m  lang  und  25mm  weit,  befindet  sich 
das  oben  in  eine  enge  Röhre  verlängerte  mit  dem  Gase  gefüllte  Gefüfs  R.  -. 
Die  Glasröhre  ist  wieder  auf  ihrer  innem  Seite  vergoldet.  Die  Stahlröhre 
ist  oben  durch  den  eisernen  Conus  D und  die  Schraube  C verschlossen; 
dieselbe  ist  vollständig  mit  Quecksilber  gefüllt.  An  dem  untern  Endo  ist 
die  Stahlrohre,  wie  die  Fig.  zeigt,  mit  einer  3™  weiten  Röhre  TT  von 
weichem  Stahl  verbunden,  welche  eine  Länge  von  250“  hat,  und  welche 
um  eine  Holztrommel  von  2m  Durchmesser  gewickelt  ist,  die  sich  um  eine 
vertikale  Axe  drehen  kann.  Das  Gefäfs  hängt  selbst  an  einem  4mm  dicken 
ebenfalls  um  eine  Holztrommel  gewickelten  Stahldraht.  Die  Stahlröhre 
ist  vollständig  und  mit  grofser  Sorgfalt  mit  Quecksilber  gefüllt,  so  dafs 
die  Quecksilbersäule  nirgendwo  durch  eine  Luftblase  unterbrochen  ist- 
Die  ganze  Vorrichtung  war  über  dem  500m  tiefen  artesischen  Brunnen  zu 
Butte-aux-Cailles  aufgestellt.  Durch  Drehen  der  den  Draht  und  die  Stahl- 
röhre tragenden  Holztrommeln  wird  dann  der  Apparat  vorsichtig  und  lang- 
sam in  den  Brunnen  hinabgelassen,  bis  zu  einer  Tiefe,  die  genau  durch  die 
Länge  des  abgewickelten  Stahldrahtes  gemessen  wird,  der  dann  auch  die 
Höhe  der  drückenden  Quecksilbersäule  entspricht.  Die  an  dem  Apparate 
angebrachten  Maximumthermomoter  gestatten  nach  dem  Herausziehen  des- 

')  CaillrM,  D'Almcida  Journal  de  physique  T.  VW. 
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selben  die  Temperatur  zu  bestimmen,  welche  der  Apparat  im  Brunnen  batte, 
bei  der  also  die  Kompression  stattgefunden  hatte.  Dieselbe  war  bis  zu  einer 
Tiefe  von  84m  15°  und  stieg  dann  bei  dem  Hinablassen  bis  182ln  auf  17°. 

Das  Volumen  der  komprimierten  Luft  ergab  sich  gerade  wie  bei  den 
vorhin  beschriebenen  Versuchen  aus  der  Strecke,  bis  zu  welcher  in  der 
Glasröhre  das  Gold  aufgelöst  war. 

Folgende  Tabelle  gibt  einige  der  von  Cailletet  erhaltenen  Resultate; 
die  Drucke  sind  in  Meter  Quecksilber,  die  Volumina  in  Volumteilen  des 
Kompressionsgefäfses  angegeben. 


Druck 

Volum 

Druck 

Volum 

P 

V 

P ■ V 

P 

V 

PV 

30,359 

207,93 

8184 

89,388 

97,97 

8267 

44,264 

184,20 

8153 

99,188 

86,06 

8536 

49,271 

162,82 

8022 

114,119 

76,69 

8751 

59,462 

132,86 

7900 

144,241 

62,16 

8966 

64,366 

123,53 

7951 

154,224 

54,97 

9023 

69,367 

115,50 

8011 

174,100 

52,79 

9191 

79,234 

103,00 

8162 

181,985 

51,27 

9330. 

Das  Minimum  von  P V,  also  die  stärkste  Kom- 
pressibilität des  Stickstoffs,  ergibt  sich  somit  hier  bei 
59,46m  Quecksilberdruck,  von  da  ab  nimmt  dieselbe 
in  immer  steigendem  Mafse  ab. 

Amagat1)  hat  die  Kompressibilität  der  Gase  noch 
weiter  verfolgt  und  seine  Versuche  auf  sämtliche  so- 
genannte permanente  Gase  ausgedehnt.  Die  Versuche 
wurden  in  einem  Schachte  von  400  Meter  Tiefe  in  der 
Nähe  von  Saint-Etienne  ausgefUhrt,  auf  dessen  Boden 
der  Kompressionsapparat  aufgestellt  war.  Das  Ver- 
fahren, welches  Amagat  anwandte,  war  demjenigen  von 
Regnault  gleich,  jedoch  mufste  er,  wie  Biot  und  Arago, 
die  Kompressionen  mit  einer  und  derselben  Gasfllllung 
vornehmen.  Um  die  kleinen  Volumina  mit  Genauig- 
keit zu  messen,  war  deshalb  dem  Gasbehälter  eine 
ebensolche  Form  gegeben,  wie  sie  auch  von  Cailletet 
gewählt  war.  Das  Manometerrohr  war  ein  enges  Stahl- 
rohr von  2mm  Durchmesser  im  Lichten  und  einer  Wand- 
stärke von  l,5mm.  Dasselbe  war  aus  einzelnen  Stöcken 
zusammengesetzt  und  wurde  nach  Bedürfnis  ver- 
längert, wenn  zu  höhem  und  hohem  Drucken  über- 
gegangen wurde.  Bei  jedem  einzelnen  Versuche 
endigte  das  Manometer  in  einer  Glasröhre,  in  welcher 
das  obere  Niveau  des  Quecksilbers  beobachtet  wurde. 

Die  Höhe  der  Quecksilbersäule  wurde  an  einem  mit 
Marken  versehenen  Stahldrahte  gemessen,  welcher 
neben  dem  Manometer  im  Schacht  herabhing,  indem 
ein  Gehülfe  in  einem  Fahrstuhl  in  dem  Schacht  empor- 

')  Amagat,  Annales  de  chim.  et  de  pbys.  V.  Serie.  T.  XIX. 
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stieg  und  durch  Ein  füllen  oder  Herausnehmen  von  Quecksilber  aus  der 
Glasröhre  bewirkte,  dafs  das  obero  Niveau  des  Quecksilbers  in  gleicher 
Höhe  mit  einer  Marke  des  Drahtes  war. 

Auf  die  Details  dieser  begreiflicherweise  mit  den  gröfsten  Schwierig- 
keiten verknüpften  und  deshalb  um  so  verdienstvolleren  Versuche  können 
wir  hier  nicht  eingehen;  wir  müssen  deshalb  auf  die  Abhandlung  von 
Amagat  verweisen,  in  welcher  die  zur  tiberwindung  aller  Schwierigkeiten 
angewandten  Mafsregeln  vortrefflich  beschrieben  sind. 

In  folgender  Tabelle  sind  die  Resultate  der  Messung  für  Stickstoffe 
von  Amagat  zusammengestellt. 


Druck  P 

Druck  in 

Druck  ber. 

Meter  Hg. 

PV 

Atmospb. 

nach  dem  M. 

G.  Differenzen 

20,740 

50989 

27,289 

27,289 

0,000 

35,337 

50897 

46,496 

46,580 

+ 

0,084 

47,176 

50811 

62,034 

62,251 

+ 

0,217 

55,481 

50857 

73,001 

73,181 

+ 

0,188 

61,241 

50895 

80,580 

80,728 

+ 

0,140 

69,140 

50987 

90,975 

90,978 

+ 

0,003 

82,970 

51226 

109,171 

108,665 

0,506 

96,441 

51602 

126,896 

125,388 

— 

1,508 

128,296  • 

52860 

168,810 

162,835 

— 

5,975 

158,563 

54214 

208,635 

196,224 

— 

12,111 

190,855 

55850 

251,127 

229,271 

— 

21,855 

221,103 

57796 

290,934 

256,669 

— 

34,275 

252,353 

59921 

332,039 

282,544 

— 

49,495 

283,710 

62192 

373.302 

306,005 

— 

67,247 

327,388 

65428 

430,773 

335,707 

— 

95,066 

Den  kleinsten  Wert  erhült  das  Produkt  PV  hier  bei  einem  etwas 
kleineren  Drucke,  als  bei  den  Versuchen  von  Cailletet,  bei  einem  Druck 
von  47m  Quecksilber. 

Die  Kompressibilität  der  übrigen  Gase  verglich  Amagat  dann  mit  der 
des  Stickstoffs  nach  dem  Verfahren  von  Despretz  und  Pouillet.  Aus  der 
beobachteten  Volumvermindorung  des  Stickstoffs  wurde  nach  den  in  der 
vorigen  Tabelle  angegebenen  Zahlen  der  Druck  in  Meter  Quecksilber  be- 
rechnet. 

Tn  folgender  Tabollo  sind  die  von  Amagat  erhaltenen  Resultate  zu- 
sammengestellt, wobei  nur  zu  bemerken  ist,  dafs  die  Drucke  auf  die  erste 
Decimale  abgerundet  sind,  da  die  von  Amagat  für  die  verschiedenen  Gase 
angegebenen  Drucke  in  der  zweiten  Decimale  etwas  verschieden  sind.  Die 
erste  Kolumne  enthält  so  die  Drucke  in  Meter  Quecksilber,  für  welche  die 
in  den  folgenden  Kolumnen  angegebenen  Werto  von  PV  erhalten  wurden. 


PV  für 


P 

Luft 

Sauerstoff  Wassorstoff 

Kohlenoxyd 

Grubengas 

Äthylen 

24,1 

26968 

26843 

27381 

27147 

26325 

21473 

34,9 

26908 

26614 

27618 

27102 

25596 

18352 

45,2 

26791 

— 

27652 

27007 

24998 

12263 

55,5 

26789 

26185 

27960 

27025 

24433 

9772 

64,0 

26778 

26050 

28129 

27060 

24074 

9370 
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PV  für 


P 

Luft 

Sauerstoff'  Wasserstoff  Kohlenoxyd 

Grubengas 

Äthylen 

72,2 

26792 

25858 

28323 

27071 

23724 

9703 

84,2 

26840 

25745 

28533 

27158 

23318 

10675 

101,5 

27041 

25639 

— 

27420 

22951 

12210 

133,9 

27608 

25671 

29804 

28092 

22915 

15116 

177,6 

28540 

25891 

30755 

29217 

23739 

18962 

214,5 

29585 

26536 

31625 

30467 

25054 

22115 

250,2 

30572 

— 

32426 

31722 

26742 

25065 

303,0 

— 

28756 

— • 

— 

— 

29333 

304,0 

32488 

— 

33887 

33919 

29289 

— 

Mit  Ausnahme  des  Wasserstoffs,  bei  welchem  entsprechend  dem  schon 
von  Regnault  gefundenen  Verhalten  das  Produkt  PV  stetig  zunimmt,  zeigen 
alle  Gase  ein  Minimum  des  Produktes  PV,  welches  aber  bei  jedem  Gase 
bei  einem  andern  Drucke  eintritt.  Am  auffallendsten  ist  das  Verhalten  des 
Äthylens,  bei  welchem  der  Wert  des  Produktes  bei  dem  Minimum  weniger 
als  ein  Drittel  des  Wertes  bei  300m  Druck  beträgt,  und  bei  welchem  dann  ein 
so  rapides  Ansteigen  des  Produktes  ointritt,  dafs  die  Kompressibilität  dieses 
Gases  in  höhem  Drucken  ohne  Zweifel  kleiner  wird,  als  das  aller  übrigen 
Gase.  Überall  findet  man  aber  das  zuerst  von  Natterer  gefundene  Resultat 
bestätigt,  dafs  je  weiter  ein  Gas  komprimiert  wird,  um  so  mehr  dasselbe 
vom  Mariotteschen  Gesetze  abweicht,  dafs  das  Volumen  ganz  erheblich 
langsamer  abnimmt,  als  es  nach  diesem  Gesetze  der  Fall  sein  müfste. 

Das  Mariottesche  Gesetz  ist  somit  nur  ein  ideales  Gesetz,  dem  sich 
die  wirklichen  Gase  bei  geringen  Drucken  mehr  oder  weniger  anschliefsen, 
hei  Drucken  von  weniger  als  drei  Atmosphären  so  nahe,  dafs  wir  es  in  den 
meisten  Fallen  unbedenklich,  hei  Gasmessungen  anwenden  dürfen,  das  heilst, 
wenn  wir  Gasquantitäten  durch  Messung  des  Volumens  unter  solchen 
Drucken  bestimmen  oder  vergleichen  wollen,  dafs  wir  sie  mit  Anwendung 
des  Mariotteschen  Gesetzes  auf  das  bei  einem  Normaldrucke,  etwa  dem 
Drucke  einer  Atmosphäre  von  ihnen  ausgefüllte  Volumen  reducieren  dürfen. 

§ 100. 

Dynamische  Theorie  der  Gase.  Die  Gase  sind  gegenüber  den  festen 
und  flüssigen  Körpern  dadurch  charakterisiert,  dafs  sie  kein  selbständiges 
Volumen  haben,  dafs  eine  bestimmte  Quantität  Gas  nur  unter  einem  be- 
stimmten Druck  auch  ein  bestimmtes  Volumen  ausflillt,  wobei  dann  die 
Gase  auf  die  Wände  des  Raumes,  in  dem  sie  eingeschlossen  sind,  einen 
dem  sie  in  dem  Raum  haltenden  genau  gleichen  Gegendruck  ausüben.  Der 
Analogie  nach  liegt  es  nahe,  in  diesem  Drucke  der  Gase  wie  bei  den  festen 
und  flüssigen  Körpern  eine  elastische  Gegenwirkung  gegen  den  Itufsern 
Druck  zu  sehen,  also  eine  gegenseitige  Abstofsung  der  Moleküle  des  Gases. 
Da  indes  die  Gase  stets,  ihr  Volumen  mag  so  klein  oder  so  grofs  sein  wie 
es  will,  einen  bestimmten  Druck  erheischen,  um  in  einem  bestimmten 
Volumen  gehalten  zu  werden  und  den  diesem  gleichen  Gegendruck  aus- 
üben, so  müfste  man  schliefsen,  dafs  die  Moleküle  der  Gase  sich  gegen- 
seitig stets  und  unter  allen  Umständen  abstofsen,  eine  Annahme,  die  man 
auch  vielfach  und  lange  Zeit  gemacht  hat.  Unter  Annahme,  dafs  die  Ab- 
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stofsung  der  Gasmoleküle  mit  einer  Kraft  stattfindet,  die  mit  wachsender 
Entfernung  abnimmt,  lilfst  sich  in  der  That  das  die  Gase  wenigstens  ideal 
charakterisierende  Mariottesehe  Gesetz  ableiten.  Wir  werden  indes  in  der 
Wärmelehre  bei  Besprechung  der  innem  Arbeit  bei  Ausdehnung  der  Gase 
Erscheinungen  kennen  lernen,  welche  den  Beweis  liefern,  dafs  eine  solche 
Abstofsung  zwischen  den  Gasmolekülen  nicht  vorhanden  ist. 

Schon  Daniell  Bernoulli1)  sprach  es  aus,  dafs  man  sich  auch  eine 
ganz  andere  Vorstellung  von  der  Natur  des  gasförmigen  Zustandes  machen 
kann,  dafs  die  Annahme  genüge,  dafs  die  Gasmoleküle  sich  ganz  unabhängig 
von  einander  frei  im  Raume  bewegen,  bis  sie  aneinander  oder  an  eine  feste 
Wand  treffen,  wo  sie  dann  nach  den  Gesetzen  des  elastischen  Stofses 
zurückgeworfen  werden.  Diese  Ansicht  wurde  mehr  als  ein  Jahrhundert 
kaum  oder  nur  ganz  vereinzelt  beachtet  und  geteilt,  bis  sie  vor  etwa  dreifsig 
Jahren  infolge  unserer  neuern  Auffassung  über  das  Wesen  der  Wärme  kurz 
nach  einander  von  drei  Physikern,  von  jedem  selbständig  und  ohne  Kenntnis 
der  frühem  vereinzelt  ausgesprochenen  Vorstellung,  wieder  neu  gebildet 
wurde,  von  Joule*),  Krönig3)  und  Clausius4).  Besonders  Clausius  führte 
diese  Auffassung  des  Gaszustandes  in  der  glücklichsten  Weise  durch  und 
leitete  für  eine  Reihe  von  Erscheinungen  die  Gesetzo  des  Verhaltens  der 
Gase  ab.  Wenn  auch  die  ganze  Fruchtbarkeit  dieser  Theorie  der  Gase  erst 
in  der  Wärmelehre  hervortreten  wird,  so  ergeben  sich  doch  eine  Reihe  von 
Erscheinungen,  die  uns  an  dieser  Stelle  zu  betrachten  obliegen,  so  unmittel- 
bar aus  dieser  Theorie,  dafs  wir  dadurch  veranlafst  werden,  dieselbe  jetzt 
vorzufUhren.  ihre  Vervollständigung  in  der  Lehre  von  der  Wärme  uns  vor- 
behaltend. 

Nach  dieser  Theorie  existiert  in  den  Gasen  kein  eigentlicher  Gleich- 
gewichtszustand, die  Moleküle  sind  vielmehr  immerfort  in  einer  geradlinig 
fortschreitenden  Bewegung,  bis  sie  an  eine  feste  Wand  stofsen  und  von 
dieser  als  vollkommen  elastische  Körper  zurückgeworfen  werden,  oder  bis 
zwei  Moleküle  in  geradem  oder  schiefem  Stofse  an  einander  prallen.  Man 
denke  sich,  sagt  schon  Bernoulli,  ein  cylindrisches  senkrecht  stehendes 
Gefüfs  und  darin  einen  beweglichen  Stempel,  auf  welchem  ein  Gewicht  liegt. 
Die  Höhlung  möge  äufserst  kleine  Körperchen  enthalten,  welche  sich  mit 
gröfster  Geschwindigkeit  nach  allen  Richtungen  hin  bewegen;  dann  würden 
diese  Körperchen,  welche  gegen  den  Stempel  anprallen  und  ihn  tragen,  eine 
elastische  Flüssigkeit  darstellen. 

Um  die  Möglichkeit  einer  solchen  stetig  fortdauernden  Bewegung  zu 
veranschaulichen,  stellt  sich  Krönig  einen  Kasten  vor,  in  welchem  eine  An- 
zahl absolut  elastischer  Kugeln  sich  befinden,  deren  Volumen  jedoch  gegen 
den  ganzen  innem  Raum  des  Kastens  nur  klein  ist.  Wenn  man  diesen 
Kasten  lebhaft  auf  und  ab  und  hin  und  her  schüttelt,  so  erhalten  die 

')  Bernoulli  in  seiner  Hydrodynamik,  sectio  decima,  aus  dem  Jahre  1738. 
Nach  einer  Bemerkung  von  V.  T)u  Bois  Heymond  Poggcnd.  Ann.  Bd.  CVll. 

*)  Joule,  Philoa  Mag.  Series  IV  vol.  XIV.  p 211. 

s)  Krönig , Poggcnd.  Ann.  Bd.  XC1X. 

4)  Clausius,  Poggeud.  Ann.  Bd.  C.  ln  Poggcnd.  Ann.  Bd.  CXV  p.  2 gibt 
Clausius  an.  wie  weit  mau  sich  in  frühem  Zeiten  dieser  Hypothese  angeschlosscn 
hat.  Mit  der  Theorie  von  Clausius  stimmt  im  wesentlichen  die  Theorie  von 
Maxwell,  Phil.  Mag.  Series  IV  vol.  XIX  und  XX.  Eine  andere  Theorie  entwickelt« 
Maxwell  später  Phil.  Mag.  Series  IV  vol.  XXXII  und  XXXV. 
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Kugeln  eine  Bewegung,  wie  sie  für  die  Gasmoleküle  angenommen  ist,  und 
wenn  diese  Kugeln  sowie  die  Wände  des  Kastens  als  absolut  elastisch  an- 
genommen werden,  so  dauert  die  Bewegung  ohne  Ende  fort. 

Aufser  dieser  geradlinig  fortschreitenden  Bewegung  müssen,  wie 
Clausius  hervorgehoben,  die  Moleküle  zunächst  noch  eine  rotierende  Be- 
wegung haben,  da  im  allgemeinen  die  StiU'se,  mit  denen  die  Moleküle  auf 
einander  prallen,  nicht  lediglich  centralo  sein  werden;  jeder  schiefe  Stofs 
bringt  aber,  wie  wir  sahen,  eine  Rotation  der  Moleküle  um  eine  in  ihnen 
liegende  Axe  hervor.  Dadurch  ist,  bei  den  zusammengesetzten  Molekülen 
wenigstens,  sofort  auch  die  Wahrscheinlichkeit  oscillierender  Bewegungen 
der  einzelnen  Teile  der  Moleküle  gegeben.  Diese  rotierende  und  oscillierende 
Bewegung  nennt  Clausius  im  Gegensätze  zu  der  fortschreitenden  Bewegung 
derselben  die  Bewegung  der  Bestandteile.  Bei  einem  bestimmten  Gase  und 
gegebener  Temperatur  müssen  die  lebendigen  Kräfte  dieser  beiden  Be- 
wegungen in  einem  konstanten  Verhältnisse  stehen.  Es  folgt  das  einfach 
ans  der  Überlegung,  dafs  in  einem  eine  ftufserst  grofse  Anzahl  von  Mole- 
külen enthaltenden  Raume  in  jedem  Zeitelemente  alle  überhaupt  nur  mög- 
lichen Arten  von  StOfsen  stattfinden  müssen;  da  nun  die  Bewegung  der 
Bestandteile  nur  von  der  Art,  wie  die  Moleküle  aufeinander  prallen,  bei 
einer  gegebenen  Zahl  von  Stöfson  abhängig  ist,  so  wird  sie  in  jedem  Zeit- 
elemente in  der  gleichen  Weise  erzeugt;  es  mufs  sich  daher  die  gesamte 
Bewegung  in  einem  stationären  Zustande  befinden,  in  welchem  die  leben- 
digen Kräfte  beider  Bewegungen  in  einem  bestimmten  und  für  immer 
gleich  bleibenden  Verhältnisse  stehen. 

§ 101. 

Mittlere  Wegelänge  der  Moleküle.  Um  Uber  den  durch  diese 
Auffassung  gegebenen  Gaszustand  nähern  Aufsehlufs  zu  erhalten,  unter- 
suchen wir  zunächst  die  Wegestrecken,  welche  die  einzelnen  Gasmoleküle 
im  Mittel  zurücklegen  zwischen  je  zwei  Stöfsen.  So  schwierig  diese  Auf- 
gabe zu  sein  scheint,  in  so  einfacher  Weise  ist  dieselbe  von  Clausius  durch 
Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  gelüst  worden1). 

Die  Moleküle  stofsen  einander  und  ändern  ihre  Bewegungsrichtung, 
wenn  sie  sich  bis  zu  einem  gewissen  Abstande  genähert  haben;  diese  Ent- 
fernung ist  durch  den  Radius  einer  Kugelfläche  gegeben,  welche  wir  uns 
um  den  Schwerpunkt  der  Moleküle  gelegt  denken.  Diesen  Radius  nennt 
Clausius  den  Radius  der  Wirkungssphäre,  und  den  von  jener  Kugelflächo 
umschlossenen  Raum  die  Wirkungssphäre.  Diese  soll  demnach  so  bestimmt 
sein,  dafs,  wenn  der  Schwerpunkt  eines  andern  Moloküls  in  diese  Kugel- 
fläche eintritt,  der  Stofs  zwischen  beiden  Molekülen  selbst  stattfindet.  In 
welchem  Verhältnisse  der  Radius  der  Wirkungssphäre  zur  Gröfse  des  Mole- 
küles  selbst  steht,  darüber  läfst  sich  nur  auf  Grund  von  Hypothesen  etwas 
aussagen.  Nimmt  man  z.  B.  an,  die  Moleküle  haben  Kugelform  und  die 

’)  Clausius  hat  diese  Frage  zuerst  I’og^end.  Ann.  Bd.  CV,  Abhandlungen 
zur  mechanischen  Wännetheorie  (Braunschweig  bei  Vieweg  1864  — 1867)  Ab- 
teilung II  p.  272  behandelt.  Später  nochmals  in  etwas  anderer  Weise  Sitzungs- 
berichte der  nicderrheinischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde  1874.  Poggend. 
Ann.  Erg.-Bd.  V1L  Obige  Ableitung  schliefst  sich  an  die  zweite. 


Digitized 


442 


Mittlere  Wegelänge  der  Gasmoleküle. 


§ 101. 


Stofswirkung  trete  wie  bei  elastischen  Kugeln  ein,  wenn  die  Oberflächen 
sich  berühren,  so  erkennt  man,  dafs  der  Radius  der  Wirkungssphären  gleich 
dem  Durchmesser  der  Moleküle  ist,  denn  in  dem  Falle  tritt  der  Stofs  ein, 
wenn  die  Mittelpunkte  der  Moleküle,  also  deren  Schwerpunkte  um  die 
Summe  der  beiden  Radien  von  einander  entfernt  sind. 

Um  die  zwischen  zwei  Stöl'sen  zurückgelegte  Wegestrecke  zu  be- 
rechnen, denken  wir  uns  zunächst  einen  irgendwie  durch  eine  beliebige  un- 
regelmüfsige  Oberfläche  begrenzten  Raum  und  in  diesem  einen  beweglichen 
Funkt.  Der  Funkt  befinde  sich  an  einer  beliebigen  Stelle  des  Raumes,  so 
dafs  für  alle  gleich  grofsen  Teile  des  Raumes  die  Wahrscheinlichkeit  den 
Punkt  zu  enthalten  gleich  grofs  sei.  Der  Punkt  mache  dann  eine  unend- 
lich kleine  Bewegung  von  der  Länge  dl  nach  irgend  einer  beliebigen  Rich- 
tung, so  dafs  alle  möglichen  Richtungen  gleich  wahrscheinlich  sind.  Wir 
untersuchen  zuerst  die  Frage,  wie  grofs  ist  dann  die  Wahrscheinlichkeit, 
dafs  der  Punkt  bei  dieser  unendlich  kleinen  Bewegung  die  Oberfläche 
treffe. 

Zu  dom  Zwecke  suchen  wir  zunächst  die  Wahrscheinlichkeit  auf,  dafs 
der  Punkt  irgend  ein  Element  ds  der  Oberfläche  treffe.  Man  denke  sich 
den  Punkt  ruhend  und  statt  dessen  das  betrachtete  Flächenelement  ds  nach 
der  der  vorher  angenommenen  Bewegung  des  Punktes  entgegengesetzten 
Richtung  um  die  Strecke  dl  bewegt.  Dadurch  beschreibt  das  Flächen- 
element oinen  unendlich  kleinen  prismatischen  Raum  und  die  Wahrschein- 
lichkeit, dafs  der  ruhend  gedachte  Punkt  in  diesem  Raume  liege,  ist 
ganz  dieselbe  wie  diejenige,  dafs  der  bewegte  Punkt  das  Flächenelement 
ds  trifft. 

Für  allo  diejenigen  Fälle,  in  denen  die  gedachte  Bewegung  des  Flächen- 
elementos  von  «lern  begrenzten  Raume  nach  aufsen  geht  (welche  jener  Be- 
wegung des  Punktes  entsprechen,  bei  denen  er  sich  von  dem  Flächenoiement 
ds  entfernt),  so  dafs  also  der  von  dem  Flächenelemente  beschriebene  kleine 
Raum  aufserhalb  des  gegebenen  Raumes  liegt,  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
dafs  der  Funkt  in  dem  kleinen  Raume  liegt,  gleich  Null.  Für  solche  Fälle 
dagogen,  in  denen  die  gedachte  Bewegung  des  Flächenelementes  nach  innen 
geht,  so  dafs  der  von  demselben  beschriebene  kleine  Raum  einen  Teil  des 
gegebenen  Raumes  bildet,  wird  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  Punkt 
sich  gerade  in  diesem  Teile  des  gegebenen  Raumes  befindet,  gleich  einem 
Bruche,  dessen  Zähler  dieser  Teil  des  Raumes  und  dessen  Nenner  der 
ganzo  Raum  ist. 

Sei  9 der  Winkel,  welchen  die  Bewegungsrichtung  des  Elementes  mit 
der  auf  dem  Elemente  nach  innen  gerichteten  Normalen  macht,  so  wird 
die  Gröfse  des  kleinen  Raumes  dargestellt  durch  den  Ausdruck 

ds  cos  9 ■ dl , 

denn  der  Raum  ist  ein  Rchiefes  Prisma  von  der  Länge  dl,  dessen  zur  Axe 
senkrechter  Querschnitt  ds  ■ cos  9 ist.  Der  Raum  ist  positiv,  wenn  der 
kleine  Raum  im  Innern  des  gegebenen,  negativ,  wenn  er  aufserhalb  liegt, 
denn  im  letztem  Falle  ist  der  Winkel  9 ein  stumpfer.  Für  negative  Werte 
des  Ausdruckes  ist  somit  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  Null.  Nennen 
wir  den  ganzen  gegebenen  Raum  U,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs 
bei  der  gedachten  Bewegungsrichtung  der  Punkt  sich  in  dem  kleinen 
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* 


Räume  befinde 


d * cos  & dl 
U~ 


Damit  ist  indes  die  Wahrscheinlichkeit,  dal's  der  Punkt  sich  in  dem 
betrachteten  Raume  befinde,  respektive  die  Wand  treffe,  nur  gegeben,  wenn 
die  Bewegungsrichtung  mit  dem  Element  ds  den  Winkel  ff  bildet.  Um  die 
Wahrscheinlichkeit  überhaupt  zu  finden,  dals  der  Punkt  in  dem  kleinen 
Raume  sich  befinde,  müssen  wir  erst  noch  dio  Wahrscheinlichkeit  auf- 
suchen, dafs  der  Punkt  sich  in  dieser  Richtung,  dio  wir  die  Richtung  ff 
nennen  wollen,  bewege. 

Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  um  den  Punkt  eine  Kugel  beschrieben 
mit  dem  Radius  eins.  Die  mügliehen  Bowegungsrichtungen  sind  dann  sämt- 
liche Radien  der  Kugel.  Denken  wir  uns  jetzt  durch  den  Punkt,  also  den 
Mittelpunkt  der  Kugel  die  Richtung  der  Normale  zu  dem  Fliichenelement 
gelegt,  so  liegen  alle  Richtungen  ff  auf  einem  Kegelmantel,  der  dio  Kugel- 
oberfläche in  einem  Kreise  schneidet,  nicht  in  zwei  Kreisen,  da  wir  nur 
den  Winkel  ff  mit  der  nach  innen  gezogenen  Normalen  des  Elementes  in 
Betracht  zu  ziehen  haben.  Der  Radius  dos  Kreises,  in  welchem  der  Kegel 
dio  Oberfläche  schneidot,  ist  sin  ff,  somit  der  Umfang  des  Kreises  2ji  sin  ff. 
Multiplicieron  wir  den  Umfang  2ji  sin  ff  mit  dem  Bogenelement  </ff , so  er- 
halten wir  eine  kleine  Zone  auf  der  Kugelfläche,  deren  Flächeninhalt 
2rtsinffdff  ist.  Die  Wahrscheinlichkeit  nun,  dafs  der  Punkt  bei  seiner 
Bewegung  eine  Richtung  habe,  dio  zwischen  ff  und  dem  davon  unendlich 
wenig  verschiedenen  ff  -(-  (fff  liegt,  ist  dann  gleich  dem  Quotienten  aus 
dem  Flächeninhalt  dieser  Kugelzone  und  dem  Flächeninhalt  der  Kugel. 
Denn  die  zwischen  ff  und  ff  -f-  (fff  liegenden  Richtungen  schneiden  die 
Kugelflüche  sämtlich  in  dieser  Zone,  während  die  Durchschnittspunkte 
sämtlicher  möglicher  Richtungen  mit  der  Kugelfläche  die  ganze  Kugelflächo 
geben.  Da  der  Radius  der  Kugel  gleich  eins  angenommen  wurde,  ist  die 
Oberfläche  der  Kugel  4«.  Die  Wahrscheinlichkeit  somit,  dafs  die  Be- 
wegungsrichtung mit  der  Innenseite  der  Normalen  einen  spitzen  Winkel 
bilde,  der  zwischen  ff  und  (fff  liegt,  ist 

2«  sin  ff  dff  sin  ff  (fff 

4a  2 


Dio  Wahrscheinlichkeit,  dafs  der  Punkt  sich  in  der  Richtung  ff  be- 
wege und  bei  der  Bewegung  dann  das  betrachtete  Oberflüchenelement  ds 
treffe,  ist  dann  gleich  dem  Produkte  aus  den  beiden  berechneten  Wahr- 
scheinlichkeiten. Denn  unter  den  Fällen  --n— — , in  denen  sich  der  Punkt 

in  der  verlangten  Richtung  bewegt,  sind  es  nur  die  Fälle  'ls  co®,  - — , in 

denen  er  das  Flächenelement  ds  trifft,  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  beides 
zusammen  eintritt,  ist  somit 

ds  cos  9 dl  sin  ff  (fff 
2 V ~ 

Da  wir  nun  über  die  Lage  des  Oberflücheneleinentes  gar  keine  nähere 
Voraussetzung  gemacht  haben,  so  gilt  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  für 
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jede«  Element  der  Oberfläche;  ist  s ein  Stück  der  Oberfläche,  so  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dafs  dieses  unter  dem  Winkel  ff  von  dem  nach  einer 
beliebigen  Richtung  durch  die  Strecke  dl  bewegten  Punkte  getroffen  wird, 
in  dem  Verhältnis  gröfser  als  die  eben  berechnete  Wahrscheinlichkeit,  in 
welchem  s gröfser  ist  als  ds.  Um  diese  Wahrscheinlichkeit  zu  erhalten, 

haben  wir  somit  die  vorhin  berechnete  mit  zu  multiplicieren,  sie  wird 

s cos  0-  d l Bin  ff  d 0- 

2~Ü 

Um  dann  die  Wahrscheinlichkeit  zu  erhalten,  dafs  die  Oberfläche  des 
Oefäfses  überhaupt  an  irgend  einer  Stelle  unter  dem  Winkel  ff  getroffen 
wird,  haben  wir  nur  s durch  die  ganze  Oberfläche  S zu  ersetzen,  dieselbe 
wird  also 

S • cos  ff  sin  ff  dff 
2U ,li 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  der  Punkt  bewege  sich  nicht  nur  durch 
die  kleine  Strecke  dl,  sondern  habe  eine  gewisse  Geschwindigkeit  u,  mit- 
der  er  sich  fort  bewegt,  bis  er  die  Oberfläche  trifft  und  von  dieser  nach  den 
Elasticitätsgesetzen  abpralle,  worauf  er  nach  einer  andern  Richtung  mit 
derselben  Geschwindigkeit  weiter  geht.  Dabei  soll  vorausgesetzt  werden, 
dafs  die  Wechselwirkung  zwischen  Oberfläche  und  Punkt  nur  in  unmittel- 
barer Nähe  stattfindo,  so  dafs  die  Änderung  der  Bewegungsrichtung  bei 
dem  Stofse  in  unmerklich  kleiner  Zeit  vor  sich  gehe,  und  demnach  die  Ge- 
schwindigkeit trotz  der  während  der  Stol'szeit  stattfindenden  Abweichung 
als  konstant  betrachtet  werden  dürfe.  Dann  ist  die  Zeit  dl,  in  der  der 
Punkt  den  Weg  dl  zurticklegt,  immer  dieselbe,  und  wir  können  für  dl 
setzen  dl  — udt.  Setzen  wir  das  für  dl  ein,  so  erhalten  wir  für  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dafs  das  Stück  s der  Oberfläche  in  der  Zeit  dt  von  dem 
Punkte  unter  dem  Winkel  ff  getroffen  wird, 

a cos  ff  Bin  ff  (fff  • « 

2 ü dt' 

für  die  ganze  Oberfläche  haben  wir  nur  s mit  S zu  vertauschen. 

Hieraus  erhalten  wir  die  Anzahl  von  Stöfsen,  welche  das  Flächenstück 
s in  der  Zeit  einer  Sekunde  unter  dem  Winkel  ff  erhält,  durch  folgende 
Cberlegung.  Nonnen  wir  den  Faktor  von  dt  für  einen  Augenblick  x\  obiger 
Ausdruck  sagt  dann,  dafs  das  Flüchonstück  8 durchschnittlich  einen  Stofs 
unter  dem  Winkel  ff  in  einer  solchen  Zeit  ndl  bekommt,  dafs 

nxdt  = 1 , ndt  = ^ ; 

denn  im  Verlaufe  dieser  Zeit  wird  die  Wahrscheinlichkeit  des  Stofses  gleich 
eins.  Wenn  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreten  eines  Falles  aber 
gleich  1 ist,  so  bedeutet  das,  dafs  der  Fall  wirklich  eintritt;  denn  die 
Wahrscheinlichkeit  wird  mathematisch  durch  den  Quotienten  aus  der  Zahl 
der  zutreffenden  und  der  Zahl  der  möglichen  Fälle  definiert.  Ist  aber  dieser 
Quotient  gleich  1 , so  heifst  das,  die  Zahl  der  zutreffenden  Fälle  ist  gleich 
der  Zahl  der  möglichen,  oder  die  vermuteto  Erscheinung  tritt  ein. 
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Findet  nun  in  der  Zeit  ndt  ein  Stofs  statt,  so  ist  die  Zahl  der  Stöfse 
in  der  Zeit  einer  Sekunde 

1 * « cos  & sin  9 c 19 

ndt  “ * YÖ 

Das  ist  also  die  Zahl  der  Stöfse,  die  das  Flächenstück  s der  Oberfläche 
unter  dem  Winkel  9 erhält  im  Laufe  einer  Sekunde;  ersetzen  wir  s durch 
S , so  erhalten  wir  die  Zahl  der  Stöfse,  welche  die  ganze  Oberfläche  in  der 
Richtung  9 während  einer  Sekunde  erhält. 

Um  daraus  die  Zahl  von  Stöfsen  zu  berechnen,  welcho  die  Oberfläche 
in  einer  Sekunde  überhaupt  erhält,  haben  wir  den  zuletzt  gefundenen  Aus- 
druck für  jeden  zwischen  0 und  y liegenden  Wert  von  9 zu  bilden,  da 

der  Winkel  9 nur  ein  spitzer  sein  darf,  und  dann  die  Summe  aller  dieser 
Ausdrücke  zu  bilden.  Die  Zahl  7.  der  Stöfse,  welche  die  ganze  Oberfläche 
in  der  Sekunde  erhält,  ist  somjt  nach  E IV,  E 5 und  E VIII 
n 
* 

„ / 8 u „ . „ Su  . i q n ,,  \ Su 

z — J Yü  ’ cos  9 Sin  9 d9  = — • $ (cos*  - — cos*  0 ) = jjf , 

u 

wie  sich  nach  oft  ausgeführtcr  Rechnung  gemäfs  den  Entwicklungen  der 
Einleitung  ergibt.  Die  Zahl  der  Stöfse  ist  also  gleich  dem  Produkte  aus 
der  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  der  Gröfse  der  Oberfläche  dividiert 
durch  den  vierfachen  Raum,  in  welchem  sich  der  Punkt  bewegt. 

Aus  der  Zahl  der  Stöfse  in  der  Sekunde  erhalten  wir  den  zwischen 
zwei  Stöfsen  zurückgelegten  Weg,  indem  wir  die  in  der  Sekunde  zurück- 
gelegte Strecke  durch  die  Stofszahl  dividieren,  sie  wird 

. u ■ i U 4 U 

8u  8 

Der  hier  abgeleitete  Satz  Uber  die  Zahl  der  Stöfse  Z und  über  den 
zwischen  zwei  Stöfsen  im  Mittel  zurückgelegten  Weg  führt  uns  nun  un- 
mittelbar zur  Lösung  unserer  Aufgabe  der  Bestimmung  der  mittleren  Wege- 
länge der  Moleküle. 

Der  Raum  W sei  mit  Gas  gefüllt;  er  enthalte  die  sehr  grofse  Zahl  N 
der  Moleküle  von  der  von  uns  vorhin  angenommenen  Beschaffenheit;  der 
Radius  der  Wirkungssphären  sei  gleich  p.  Um  auch  jetzt  wieder  vom  ein- 
fachem Fall  auszugehen,  denken  wir  uns  zunächst,  dafs  nur  eines  der 
Moleküle  sich  in  der  für  die  Gasmoleküle  angenommenen  Bewegung  befinde, 
alle  übrigen  seien  fest,  das  heifst  sie  ändern  ihren  Ort  im  Raume  nicht. 
Die  Anordnung  dieser  Moleküle  sei  eine  ganz  beliebige,  jedoch  so,  dafs 
immer  in  gleich  grofsen  mefsbaren  Stücken  des  betrachteten  Raumes  die 
gleiche  Anzahl  von  Molekülen  vorhanden  sei.  Der  in  unsem  Entwicklungen 
angenommene  bewegliche  Punkt  repräsentiert  uns  dann  den  Schwerpunkt 
des  beweglichen  Moleküls.  Derselbe  bewegt  sich  so  lange  fort,  bis  er  in 
die  Wirkungssphäre  eines  festen  Moleküles  oder  an  der  Wand  des  Raumes 
ankommt,  welche  das  Gas  einschliefst.  Wir  haben  demnach,  um  die  Zahl 
der  Stöfse,  die  das  bewegliche  Molekül  in  der  Zeiteinheit  erfährt,  in  dem 
vorhin  für  Z entwickelten  Ausdrucke  nur  für  S die  Summe  der  Oberflächen 
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aller  Wirkungssphären  der  im  Raum  vorhandenen  Moleküle  und  der  Wan- 
dungen des  Gefäfses  einzusetzen.  Denn  die  Summe  aller  dieser  Flächen  gibt 
uns  dio  Begrenzung  des  Raumes,  in  welchem  sich  unser  Punkt  frei 
bewegen  kann.  Da  wir  bei  unserer  Entwicklung  die  Form  der  Be- 
grenzung des  betrachteten  Raumes  ausdrücklich  als  ganz  beliebig  angenom- 
men haben,  gilt  unsere  Entwicklung  für  den  in  dieser  Weise  begrenzten 
Raum  unmittelbar. 

Dor  Raum  U , in  welchem  sich  der  Punkt,  bewegen  kamt,  ist  der  von 
der  gegebenen  Gasmenge  ausgefüllte  Ranm,  vermindert  um  den  Raum, 
welchen  die  Wirkungssphären  der  Moleküle  ausflillen,  denn  in  die  Wirkungs- 
sphären kann  der  Punkt  nicht  eindringen '). 

Die  Oberfläche  der  Wirkungssphäre  jeden  einzelnen  Moleküls  ist  4psjr, 
die  Summe  der  Oberflächen  für  N Moleküle  somit  N • 1 ps n.  Setzen  wir 
die  Gnäfse  der  Gefäfswand,  welche  das  Gas  einschliefst,  gleich  £,  so  wird 

S==  JV'4psn  + X. 

Ist  ferner  V der  von  der  gegebenen  Gasmenge  eingenommene  Raum, 
so  wird,  da  J p3rc  der  von  der  Wirkungssphäre  jedes  einzelnen  Moleküls 
eingenommene  Raum  ist, 

u = V - K ■ * p3*. 


Damit  erhalten  wir,  wenn  « die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Mole- 
küls ist, 


_ A"  4 e*  jt  -f-  X 

-1  4 ( I"  • - A f* n i " ' 


und  für  die  mittlere  Wegelänge  des  Moleküls  dio  zwischen  jo  zwei  Stöfsen 
im  Mittel  zurückgolegte  Strecke 


I,  = 4 


V—  NJ  p>* 
A"  4 g'it  -f-  X 


Bei  der  Bestimmung  dieses  Wertes  /,  ist  noch  die  Voraussetzung  ge- 
macht, dafs  die  Moleküle  mit  Ausnahme  des  einen  betrachteten  in  Ruhe 
seien.  Nach  unserer  Gastheorie  sind  nun  allo  Moleküle  in  Bewegung;  die 
Geschwindigkeit  der  Bewegung  ist  im  Mittel  für  alle  dieselbe,  wir  setzen 
sie  also  für  alle  gleich  u. 

Zunächst  sieht  man,  dafs  die  Zahl  der  Stöfse,  welche  das  Molekül  der 
festen  Wand  erteilt,  dadurch  nicht  geändert  werden  kann,  da  dio  feste 
Wand  an  der  Bewegung  der  Moleküle  nicht  teilnimmt,  die  Verhältnisse  des 
Moleküls  der  leston  Wand  gegenüber  somit  nicht  geändert  werden.  Schreiben 
wir  daher 

„ N ■ 4p  -‘jr  • u , Xu 

1 “ 4(K"-Äjpa«)  + 4(E- *•■)'* 
so  kann  nur  das  erste  Glied  des  Ausdruckes  Itlr  Zx  geändert  werden. 


*)  Darauf,  dafs  bei  Berechnung  der  mittlem  Wegelänge  der  von  den 
Wirkungssphären  der  Moleküle  ausgefüllte  liuum  in  Betracht  gezogen  werden 
müsse,  hat  zuerst  Van  <ltr  II  nah  in  seiner  Abhandlung:  „Over  de  Continuiteit 
\an  den  Gas-  en  Yloeistolltostand.  Acadeniisch  I’rocfachrilt,  Beiden,  1873", 
hingewiesen. 
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Die  Änderung  desselben  ergibt  sieb  auf  folgende  Weise;  die  Zahl  dieser 
Stöfse  ist  bei  ruhenden  Molekülen  der  Geschwindigkeit  u des  bewegten  pro- 
portional, denn  sie  ist,  wenn  wir  den  Faktor  von  u der  Kurze  halber  mit  a 
und  das  erste  Glied  des  Ausdruckes  für  Z,  mit  Z'l  bezeichnen, 

Z,'  = a u. 

Für  die  zwischen  zwei  Stöfsen  im  Mittel  verstreichende  Zeit  x erhalten 
wir  dann 

1 _ 1 
Z, ' au 

Sind  nun  aufser  dem  betrachteten  auch  alle  Übrigen  Moleküle  in  Be- 
wegung, so  ist,  wenn  wir  zunitehst  annehmen,  dafs  wiibrond  der  Zeit  x die 
Bewegung  allor  Moleküle  aufser  dem  betrachteten  dieselbe  Richtung  habe, 
die  zwischen  zwei  Stöfsen  stattfindende  Zeit  in  dem  Mafse  kleiner  oder 
gröfser  als  i,  in  welchem  die  Moleküle  durch  ihre  Bewegung  sich  dem  be- 
trachteten genähert  oder  von  demselben  entfernt  haben.  Für  die  Berech- 
nung dieser  geänderten  Stofszeit  x'  gelangen  wir  zu  demselben  Resultate, 
wenn  wir  auch  jetzt  noch  uns  alle  Moleküle  als  ruhend  denken,  dagegen 
dem  betrachteten  Moleküle  eine  in  dem  Mafse  gröfsere  oder  kleinere  Ge- 
schwindigkeit beilegen,  dafs  es  den  bei  ruhenden  Molekülen  vorhandenen 
Abstand  in  derselben  Zeit  x zurücklegt,  wie  den  durch  die  Bewegung  der 
Moleküle  verkleinerten  Abstand  mit  der  Geschwindigkeit  u.  Wir  haben 
also  einfach  anstatt  der  Geschwindigkeit  u die  relative  Geschwindigkeit  des 
Moleküls  gegenüber  derjenigen  der  anderen  Moleküle  zu  setzen.  Bewegen 
sich  z.  B.  alle  Moleküle  mit  dem  betrachteten  in  derselben  Richtung  mit 
der  Geschwindigkeit  v,  so  entfornt  sich  ein  in  der  Bahn  des  Molekül  liegen- 
des anderes  Molekül  in  der  Zeit  r um  die  Strecke  t>r,  das  Molekül  hat  also 
aufser  dem  frühem  Wege  noch  den  Weg  t’r  zurückzulegen , um  an  das 
folgende  anzustofsen.  Zu  demselben  Resultate  gelangen  wir,  wenn  wir  dem 
betrachteten  Molekül  die  Geschwindigkeit  (u  — v)  beilegen,  während  die 
anderen  ruhen,  auch  dann  hat  es  nach  der  Zeit  r noch  den  Weg  vx  zurück- 
zulegen, um  zum  Stofs  zu  gelangen.  Ebenso  wie  bei  gleichgerichteter  Ge- 
schwindigkeit haben  wir  auch,  wenn  die  Geschwindigkeit  v eine  andere 
Richtung  hat,  anstatt  m die  relative  Geschwindigkeit  des  betrachteten 
Moleküls  zu  setzen,  das  heifst  also  jene  Geschwindigkeit,  mit  welcher  es 
sich  zwischen  den  als  ruhend  gedachten  andern  Molekülen  bewegen  müfste, 
um  gegen  dieselben  die  gleiche  Bewegung  zu  erhalten,  welche  durch  die 
Bewegung  aller  Moleküle  bewirkt  wird.  Bildet  die  Geschwindigkeit  v mit 
derjenigen  « den  Winkel  <p,  so  ist  nach  dem  Satz  von  dem  Parallelogramm 
der  Bewegungen  diese  relative  Geschwindigkeit 

r = yut  -j-  r* — ’2uv  ■ cos <p  , 

oder  wenn  wir  voraussetzen,  dafs  die  Geschwindigkeit  aller  Moleküle  die- 
selbe u des  betrachteten  sei 

>•  - « V2  Vl  — cos  tp. 

Haben  die  Moleküle  nicht  alle  die  gleiche  Richtung  der  Bewegung, 
welche  mit  der  des  betrachteten  Moleküles  den  Winkel  <p  bildet,  sondern 
haben  deren  Bewegungen  alle  möglichen  Richtungen,  so  dafs  für  jedes 
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Molekül  jede  Richtung  im  Raume  gleich  wahrscheinlich  ist,  so  ist  die  re- 
lative Geschwindigkeit  des  Moleküles  gegen  jedes  der  anderon  Moleküle 
eine  andere.  Nehmen  wir  aber  aus  allen  diesen  relativen  Geschwindigkeiten 
das  arithmetische  Mittel,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  dieses  Molekül 
an  ein  anderes  stöfst,  also  auch  im  Mittel  die  zwischen  zwei  Stöfsen  ver- 
strichene Zeit,  dieselbe  als  wenn  das  Molekül  diese  mittlere  Geschwindigkeit 
besälse,  alle  übrigen  aber  in  Ruho  wären. 

Zur  Berechnung  dieser  inittlem  relativen  Geschwindigkeit  r haben  wir 
dieselbe  Betrachtung  anzustellen  wie  vorhin,  als  wir  die  Zahl  der  Stöfse 
berechneten,  welche  die  Oberfläche  unter  dem  Winkel  & treffen.  Die  An- 
zahl der  Moleküle,  deren  Bewegungsrichtung  mit  derjenigen  des  betrachte- 
ten Moleküls  Winkel  bilden,  welche  zwischen  tp  und  <p  -j-  d tp  liegen,  ver- 
hält sich  zur  Gesamtzahl  der  Moleküle  wie  die  Zone  2n  sin  tp  dtp  zur  Ober- 
fläche der  Kugel  4nr,  sie  ist  somit,  da  wir  die  Anzahl  der  in  dem  Raume 
vorhandenen  Moleküle  N genannt  haben, 

N sin  qp  dtp. 

Denn  auch  jetzt  sind  sämtliche  Bowegungsrichtungen  die  Radien  einer 
Kugel,  die  zwischen  qp  und  tp  -f-  dtp  gelegenen  die  zu  der  entsprechenden 
Zone  gehörigen  Radien.  Nach  dem  Begriffe  der  mittlem  Geschwindigkeit 
als  der  Summe  aller  Geschwindigkeiten  dividiert  durch  die  Anzahl  der  Mole- 
küle, müssen  wir  zur  Berechnung  von  r die  Summe  aller  möglichen  rela- 
tiven Geschwindigkeiten,  und  zwar  jeder  einzelnen  so  oft,  als  Moleküle  mit 
ihr  begabt  sind,  bilden,  und  dann  die  Gesamtsumme  durch  N dividieren. 
Die  vorhin  berechnete  Geschwindigkeit  r besitzt  die  Anzahl  N ^ sin  tp  dtp. 
Das  Produkt 

iV«  }^2  - ^sinqpj/l  — cos  tp-  dtp 

gibt  somit,  wenn  wir  auch  jetzt  u als  die  mittloro  absolute  Geschwindigkeit 
aller  Moleküle  bezeichnen,  den  Anteil,  den  die  mittlere  Geschwindigkeit  r 
an  der  Gesamtsumme  hat.  Bilden  wir  nun  den  gleichen  Ausdruck  für  alle 
zwischen  o und  n liegenden  Werte,  so  erhalten  wir  in  der  Summe  aller 
dieser  Ausdrücke  dividiert  durch  N die  gesuchte  mittlere  Geschwindig- 
keit r.  Dieselbe  wird  somit 
n 

r = NJ  •^«V,2'isin  tp  Yl  — cos  tp-dtp. 
o 

Da  nun 

Y 1 — cos  tp  = Y 2 • sin  ; sin  q>  =»  2 sin  y cos  2 , 

so  wird,  wenn  wir  gleichzeitig  die  konstanten  Faktoren  vor  das  Summen- 
zeichen setzen, 

n 

. /'■  i tp  tp  dtp 

r = 4u  I sin*  -f-  cos  -g-  ■ 

0 

Nach  den  schon  oft  benutzten  Sätzen  der  Einleitung  ist 

n 

/ . * <p  tp  dtp  , / . . 2 \ , 

J sm*  2 cos  2-  -y  = \ — sin*  o)  = J , 

0 
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demnach  wird 


r = J n. 


Für  die  zwischen  zwei  Stüfsen  innerhalb  der  Moleküle  im  Mittel  ver- 
strichene Zeit  ergibt  sich  darnach 

, l 1 

<i  r a j u ’ 

somit  ftlr  die  Stolszahl 


i an  = 4 • 


iV  4 jr « 

4(T-Aj7^y> 


oder  für  die  Stofszahl  Z , welche  das  Molekül  im  Mittel  in  der  Sekunde 
innerhalb  der  Moleküle  und  an  der  Wand  des  Gefäfses  erhält, 


y 1 Atp’jr  -F  £ 
A{V-Nit>n) 


und  daraus  für  die  von  dem  Molekül  im  Mittel  zwischen  zwei  Stöfsen 
zurückgelegte  Wegestrecke 

F-A-*,»* 

* jA'4e’w—  £ ' 


Da  wir  in  den  letzten  Entwicklungen  die  mittlere  Geschwindigkeit  des 
nach  beliebiger  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  w zwischen  der  nach  be- 
liebigen Richtungen  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  u sich  bewegenden 
Molekülzahl  N berechnet  haben,  gilt  dieser  unser  Ausdruck  für  jedes  der 
AT  Moleküle,  so  dafs  also  der  gefundene  Wert  für  l uns  die  mittlere  Wege- 
liinge  irgend  eines  Moleküles  in  dem  mit  Gas  gefüllten  Raume  V liefert. 
Die  mittlere  WegelUnge  hängt  demnach  einigermafsen  von  der  Ausdehnung 
der  Wandflächen  des  Gefiifses  ab,  das  heifst  denken  wir  uns  einen  Kubik- 
meter Luft  in  der  äufsem  Atmosphäre  ohne  Wandfläche,  so  ist  die  Wege- 
länge etwas  gröfser,  als  wenn  wir  ihn  durch  eine  feste  Wand  umgrenzen. 
Indes,  wenn  auch  die  Wirkungssphäre  eines  Molektlles  eine  sehr  kleine 
Oberfläche  hat,  so  ist  doch,  wenn  dio  Gase  nicht  sehr  verdünnt  sind,  die 
Zahl  der  Moleküle  eine  so  grofse,  dafs  wir  in  dem  Ausdrucke  für  l im 
Nenner  2 gegen  das  erste  Glied  vernachlässigen  und  schreiben  dürfen 

r-Ni£* 

" i at?**  » 

oder 

_ V—  Arje3* 

9 _ A rje3ir 

Das  Verhältnis  der  mittleren  Wegelänge  zu  dem  Radius  der  Wirkungs- 
sphäre ist  also  gleich  dem  Verhältnisse  des  von  den  Wirkungssphären  der 
Moleküle  freien  von  dem  Gase  eingenommenen  Raumes  zu  dem  von  den 
Wirkungssphären  der  Moleküle  ausgefüllten  Raume.  Dieses  letztere  Ver- 
hältnis können  wir  auch  als  den  für  jedes  Molekül  vorhandenen  freien 
Raum  bezeichnen,  das  heifst  denken  wir  uns  den  gegebenen  Raum  in  soviel 
Würfel  geteilt,  als  derselbe  Moleküle  enthält,  so  ist  der  Quotient  aus  der 
mittlem  Wegelänge  und  dem  Radius  der  Wirkungssphäre  gleich  dem  Quo- 
tienten aus  dem  Rauminhalt  eines  solchen  Würfols  woniger  dem  Raum- 
inhalt einer  Wirkungssphäre  und  dem  Rauminhalt,  der  letztem.  Nennen 
WCLLltin,  Physik.  L «.  Aufl.  29 
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wir  also  k die  Seite  eines  solchen  Würfels,  so  dafs  iYi5  = F,  so  wird 


l l’-if’* 

f !e3* 


die  mittlere  Wegeliinge  ist  also  gleich  dem  Quotienten  ans  dem  Raum- 
inhalte eines  der  Würfel  dividiert  durch  den  Rauminhalt  einer  Wirkungs- 
sphäre weniger  eins  multiplieiert  mit  dem  Radius  der  Wirkungssphäre. 
Dieselbe  ist  jedenfalls  eine  sehr  kleine  Gröfse,  so  dafs  wir  erkennen,  dafs 
die  Entwicklung  unserer  Auffassung  über  den  Gaszustand  dahin  führt,  dafs 
die  Bewegung  der  Gasmoleküle  wesentlich  eine  oscillierende  ist,  wobei  sie 
aber  nicht  bei  jeder  Oscillation  denselben  Weg  hin  und  her  zurücklegen, 
und  wobei  nicht  die  Oscillationsweiten  immer  dieselben  sind. 

Um  das  letztere  zu  erkennen,  müssen  wir  noch  einmal  auf  die  Be- 
deutung der  mittlem  Wegeliinge  zurückkommen.  Dieselbe  ist  nicht  etwa, 
dafs  jedes  Molekül  zwischen  je  zwei  Stöfsen  den  Weg  l zurücklogt.  Die 
in  Wirklichkeit  zurückgelegten  Wege  sind  sehr  verschieden,  sie  sind  aber 
bald  gröfser  bald  kleiner  als  I,  und  im  ganzen  so,  dafs  wenn  wir  die  zwischen 
einer  grofsen  Zahl  Stöfsen  zurückgelegten  Wege  durch  die  Zahl  der  Stöfse 
dividieren,  diese  Länge  herauskommt.  Oder  auch,  zählen  wir  die  von  sämt- 
lichen Molekülen  N,  die  den  Raum  F erfüllen,  zwischen  je  zwei  Stöfsen 
zurückgelegten  Wege  zusammen,  so  ist  diese  Summe  dividiert  durch  die 
Zahl  der  Moleküle  gleich  der  mittlern  Wegelänge,  die  von  sämtlichen  Mole- 
külen zurückgelegten  Wege  sind  also  so  grofs,  als  wenn  jedes  den  Weg  l 
zurückgelegt  hätte 

Um  den  Gaszustand  vollständig  zu  übersehen,  wollen  wir  deshalb  die 
Frage  noch  untersuchen,  welche  Wegstrecken  die  Moleküle  wirklich  zurück- 
legen; wir  berechnen  deshalb  zunächst  nach  den  Gesetzen  der  Wahrschein- 
lichkeit die  Anzahl  Moleküle,  welche  einen  Weg  von  x Wegelängen  zurttck- 
legen,  keinen  gröfsern  und  keinen  kleinern.  Sei  die  Wahrscheinlichkeit, 
dafs  ein  Molekül  die  mittlere  Wegelänge  I zurücklegt,  ohne  schon  vorher 
anzustofsen,  gleich  «,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dafs  es  nochmals  den 
Weg  l zurücklegt  ohne  anzustofsen,  gleich  a ■ a = <i2,  die  Wahrscheinlich- 
keit, dafs  es  den  Weg  3 1,  ohne  vorher  anzustofsen,  os,  also  diejenige,  dafs 
es  den  Weg  x • l zurücklegt,  ohne  vorher  anzustofsen,  a*.  Schreiben  wir 
nun,  da  a ein  echter  Bruch  ist,  a = e— “,  so  können  wir  diese  Wahrschein- 
lichkeit schreiben 

W = e~ni. 

Enthält,  unser  Raum  AT  Moleküle,  so  bedeutet  der  Satz,  dafs  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dafs  jedes  Molekül  don  Weg  x • l zurücklogt,  gleich  1F  sei, 
nichts  anderes,  als  dafs  von  der  ganzen  Zahl  N eine  solche  Zahl  « diesen 
Weg  zurücklegt,  ohne  schon  vorher  anzustofsen,  dafs 


ist.  Die  Zahl  ti  der  den  Wog  xl,  ohne  vorher  anzustofsen,  zurücklegenden 
Moleküle  ist  somit 

n = NW  *=  Ne~ax. 
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Alle  übrigen  Moleküle  werden  schon  nach  Zurlicklegung  kleinerer 
Wege  gestofsen.  Um  nun  aber  die  Zahl  der  Moleküle  zu  bestimmen,  welche 
gerade  den  Weg  x ■ l zurücklegen  und  keinen  gröfsem,  müssen  wir  aus- 
rechnen, wie  viele  am  Ende  dieses  Weges  einen  Stofs  erhalten.  Wir  finden 
diese  Anzahl,  wonn  wir  von  der  eben  gefundenen  Zahl  diejenige  abziehen, 
welche  ohne  anzustofsen  den  von  x unendlich  wenig  verschiedenen  Weg 
( x -f-  dx)l  zurüeklegen;  denn  die  Differenz  dieser  Zahlen  ist  eben  jene  An- 
zahl von  Molekülen,  welche  keinen  gröfsem  Weg  als  (x  -f-  dx)  l,  wofür  bei 
der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  dx  auch  x • l gesetzt  werden  darf,  ohne 
Stofs  zurücklegen  kann.  Diese  Differenz  ist 

Ne~ax — Ne~alx+dx)=  Ne~a*(  1 — e~adx). 

Bei  der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  dx  können  wir  setzen 
g—oäz  i — udx, 

und  erhalten  somit  für  die  Zahl  der  Moleküle,  die  gorade  den  Weg  x ohne 
Stofs  zurüeklegen,  keinen  gröfsern  und  keinen  kleinem 

Ne~ax  ■ udx. 

Hiermit  sind  wir  imstande  den  Koefficienten  a zu  bestimmen,  indem 
wir  die  Summe  aller  von  den  Molekülen  zwischen  je  zwei  St6fsen  zurück- 
gelegten Wege  berechnen,  die,  wie  wir  sahen,  gleich  NI  ist. 

Da  die  eben  berechnete  Molekülzahl  gerade  den  Weg  x zurückgelegt 
hat,  so  ist  das  Produkt 

x • Ne~u*  ■ udx 


der  in  Summe  von  diesen  Molekülen  zurtickgelegte  Weg.  Den  von  allen 
N Molekülen  zurückgelegton  Weg  erhalten  wir  dann,  wenn  wir  für  jeden 
Wert  von  x zwischen  Null  und  Unendlich  den  gleichen  Ausdruck  bilden 
und  alle  diese  summieren,  also  in  der  Summe 


a 

J 


x Ne~ax  udx. 


Für  diese  Summe  gibt  die  Integralrechnung  den  Wert 

N 


da  nun  die  Summe  der  von  allen  Molekülen  zurückgelegten  Wege  gleich 
NI  ist,  so  folgt 

Ar  v . 1 

— = N-  l;  u =f  • 
u 7 1 


Mit  dem  so  bestimmten  Werte  von  u ergibt  sich  somit  die  Wahrschein- 
lichkeit, dafs  ein  Molekül  den  Weg  xl  zurücklegt,  zu  c~x,  und  hiernach  die 
Zahl  der  Moleküle,  welche  den  Weg  xl  zurücklegt,  zu  Ne~x.  Die  Zahl  der 
Moleküle,  welche  also  die  mittlere  Wegelänge  ohne  vorher  angestofsen  zu 
haben  zurücklegt,  ist 

Ne~ >=  0,3679  N, 

also  nur  etwa  37%;  alle  übrigen  haben  schon  nach  Zurlicklegung  eines 
kürzern  Weges  einen  Stofs  erhalten.  Für  den  doppelten  Weg  findet  man 
so  13,5%,  für  den  dreifachen  4,9%,  für  den  zehnfachen  0,0045%,  so  dafs 

29* 
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also  von  einer  Million  Moleküle  im  Durehseimitt  nur  45  ungestört  die 
10  fache  mittlere  Wegelilnge  zurüeklegen. 

§ 102. 

Ableitung  des  Mariotteschen  Gesetzes.  Die  Entwicklungen  des 
letzten  Paragraphen  führen  uns  sofort  zu  der  Beziehung,  welche  zwischen 
dem  Druck  eines  Gases  und  dem  von  demselben  eingenommenen  Raum  be- 
stehen mufs.  Nach  unserer  Theorie  kann  der  Druck,  den  das  Gas  auf  die 
Wandungen  des  Gefüfses  ausübt,  in  welches  es  eingeschlossen  ist,  nur  her- 
rühren von  den  Stöfsen,  welche  die  an  die  Wand  prallenden  Moleküle  der 
Wand  erteilen. 

Wenn  ein  Raum  von  der  Gröfse  U ein  mit  der  Geschwindigkeit  u sich 
bewegendes  Molekül  enthalt,  so  erhält  das  Fliichenstück  s der  Wand  im 
Durchschnitt  pro  Sekunde  (p.  445) 

su  cos  ft  sin  ft  (19 
iü 

StOfse  in  der  Richtung  (1.  Enthält  der  Raum  N Moleküle,  so  ist  für  jedes 
dieser  N Moleküle  die  Stofszahl  dieselbe,  die  in  der  Richtung  9 von  allen 
diesen  Molekülen  ausgeübten  Stöfse  haben  somit  die  Zahl 
Neu  cos  9 sin  9 d 9 
ilf 

Das  an  die  Wand  anprallende  Molekül  wird  nach  den  Gesetzen  dos 
elastischen  Stofses  von  der  Wand  zurückgeworfen,  das  heifst  also  die  gegen 
die  Wand  senkrechte  Komponente  der  Geschwindigkeit  wird  in  die  ent- 
gegengesetzte verwandelt.  Die  zur  Wand  senkrechte  Komponente  der  Ge- 
schwindigkeit für  die  in  der  Richtung  9 gegen  die  Wand  fliegenden  Mole- 
küle ist  u • cos  ft;  indem  diese  in  die  entgegengesetzte  verwandelt  wird,  ist 
es  dasselbe,  als  wenn  dem  Molekül  in  der  von  der  Wand  fortgewandten 
Richtung  die  Geschwindigkeit  2 u cos  <1  erteilt  würde.  Nennen  wir  nun  m 
die  Masse  des  einzelnen  Moleküls,  so  ist  die  dieser  Geschwindigkeit  ent- 
sprechende Bewegungsgröfse  m • 2 u cos  9.  Die  gesamte  Bewegungsgröfse, 
welche  die  in  der  Richtung  9 gegen  die  Wand  fliegenden  Moleküle  infolge 
ihres  Anpralls  an  das  Stück  s der  Wand  in  der  Zeit  einer  Sekunde  erhalten, 
ist  demnach,  da  jedes  in  der  Richtung  9 gegen  die  Wand  fliegende  Molekül 
bei  jedem  Stofse  dieselbe  Bewegungsgröfse  2 m « cos  9 erhält, 

„ „ Neu  cos  fr  sin  9(19  eNmu* coa':  9 Bin  ftdft 

2 mu  cos  9 ■ — "%tr = y - - — 

Hieraus  erhalten  wir  in  schon  oft  abgeleiteter  Weise  die  Bewegungs- 
gröfse, welche  sämtliche  in  allen  möglichen  Richtungen  gegen  die  Wand 
fliegenden  Moleküle  infolge  ihres  Anpralls  an  die  Wand  in  einer  Sekunde 
erhalten,  in  der  Summe 

ft 

sNmu * /’  * , . 

fj  f cos*  ft  sm  ftrfft, 

o 

denn  die  möglichen  Richtungen  entsprechen  allen  Werten  von  ft  zwischen  0, 
entsprechend  dem  senkrechten  Anprall,  und  * entsprechend  einer  der  Wand 
parallelen  Bewegung.  Diese  Summe  ist,  da 
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J 


cos*  9 sin  9 d 9 — — $ (cos*  * 

. V«  „2 

i 


— cos*  o)  = •( 


s Nmu* 
V 


Denken  wir  nns  jetzt  die  Wandfläche  s vollkommen  frei  beweglich,  so 
mnfs,  damit  sie  nicht  durch  die  Stöfse  der  Moleküle  zurückgetrieben  wird, 
von  der  andern  Seite  auf  die  Wand  ein  Druck  ausgeübt  werden,  und  zwar 
mnfs  wegen  der  grofsen  Zahl  von  Stöfson,  die  in  stetiger  Folge  stattfinden, 
dieser  Druck  ein  stetiger  sein.  Die  Gröfse  dieses  Druckes  ist  dadurch  ge- 
geben, dafs  er,  die  Zeit  einer  Sekunde  wirkend,  der  Masse  der  gegen  die 
Wandfläche  s prallenden  Moleküle  dieselbe  Bewegungsgröfse  erteilen  rnufs. 
Nennen  wir  diesen  Druck  für  die  Flächeneinheit  p , so  mnfs  nach  dem  § 11 
abgeleiteten  Satze,  dafs  der  Antrieb  einer  Kraft  in  der  Zeit  t gleich  der  in 
dieser  Zeit  t erreichten  Bewegungsgröfse  sein  mufs,  und  da  die  hier  in  Be- 
tracht gezogene  Zeit  die  Zeit  einer  Sekunde  ist, 

, sNtnu ’ 

Ps  = s Jj  i 

oder 

Nmu1  , 

P — 1 — jj—  , P <7  = i Nmu\ 


Wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  sahen,  ist  U der  von  den  Wirkungs- 
sphären der  Moleküle  freie  Raum  des  mit  dem  Gase  gefüllten  Gefüfses,  so 
dafs  wir  also  zu  dem  Satze  gelangen,  dafs  das  Produkt  des  Druckes,  den 
ein  Gas  auf  die  Flächeneinheit  ausübt  in  den  von  den  Wirkungssphären 
freien  Raum,  den  das  Gas  einnimmt,  gleich  einem  Drittel  der  doppelten 
lebendigen  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  der  in  dem  Raume 
bewegten  Moleküle  ist1).  Für  die  Grlifse  U erhielten  wir  im  vorigen 
Paragraphen 

U — V — N- 1 p*  7i. 

Bei  den  jedenfalls  sehr  kleinen  Werten  von  p können  wir,  wenn  das 
Gas  nicht  eine  sehr  grofso  Dichtigkeit  hat,  den  von  den  Wirkungssphären 
ausgefüllten  Raum  vernachlässigen,  und  erhalten  dann 

= ) N m «*. 

Da  für  eine  gegebene  Gasmasse  die  Zahl  der  Moleküle  konstant  ist, 
ebenso  die  Masse  m jedes  Moleküls  und,  wie  wir  schon  hier  hervorheben 
wollen,  für  eine  konstante  Temperatur,  auch  die  Geschwindigkeit  u,  so  ist 
die  letzte  Gleichung  der  Ausdruck  des  Mariotteschen  Gesetzes,  dafs  das 
Produkt  aus  dem  Drucke  und  dem  Volumen  bei  einer  gegebenen  Gasmenge 
und  gegebener  Temperatur  konstant  ist. 

Die  Entwicklung  läfst  aber  zugleich  erkennen,  dafs  das  Gesetz  nur 
angenähert  richtig  sein  kann,  und  dafs  die  Gase  um  so  mehr  davon  ab- 
weichen müssen,  je  kleiner  der  von  dem  Gase  eingenommene  Raum  ist, 
wenigstens  dann,  wenn  der  von  den  Wirkungssphären  eingenommene  Raum 


‘)  Krünig , Poggend.  Ann.  Bd.  XC1X.  Genauer  abgeleitet  zuerst  von 
Clausius,  Poggend.  Ann.  Bd.  C. 
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nicht  verschwindend  klein  ist.  Setzen  wir  in  die  Gleichung  den  richtigen 
Wert  für  U ein,  so  wird: 

p ( V — A’  H <5 jt)  = ^ Nmu*. 

Da  ftlr  eine  gegebene  Gasmasse  der  von  den  Wirkungssphären  der 
Moleküle  ausgefüllte  Raum  eine  konstante  Gröfse  ist,  so  können  wir,  wenn 
wir  denselben  mit  b bezeichnen  und  die  Konstante  der  rechten  Seite  mit  R, 
diese  Gleichung  auch  schreiben 

p (F—  ft)  = R-  p V — R + pb. 

Wir  erkennen  demnach1),  dafs  die  dynamische  Gastheorie  anstatt  zu 
dem  Mariotteschen  Gesetze,  zu  dem  Satze  gelangt,  dafs  das  Produkt  aus 
dem  Drucke  und  Volumen  eines  Gases  nicht  konstant  ist,  sondern  dafs  es 
mit  wachsendem  Drucke  wachsen  mufs  und  zwar  um  so  mehr,  je  gröfser 
der  Druck  p ist,  unter  welchem  das  Gas  steht.  Weiter  aber  erkennt  man, 
dafs  diese  Beziehung  nur  so  lange  gültig  sein  kann,  wie  die  Bewegungen 
die  in  der  Theorie  vorausgesetzten  sein  können.  Das  ist  höchstens  so  lange 
möglich,  als  der  Abstand  der  Schwerpunkte  zweier  Moleküle  nicht  kleiner 
als  der  doppelte  Radius  der  Wirkungssphäre  ist,  denn  nur  dann  könnte 
noch  ein  Molekül  zwischen  zwei  andern  hindurchgehen;  es  kann  also  diese 
Beziehung  nicht,  mehr  gelten,  sobald  der  ganze  von  dom  Gase  angefüllte 
Raum  nicht  gröfser  ist  als  der  doppelte  Raum,  den  die  Wirkungssphären 
der  Gase  ausfüllcn. 

Von  den  von  Regnault  untersuchten  Gasen  entspricht  indes  nur  der 
Wassorstoff  dieser  Beziehung,  denn  nur  bei  diesem  wächst  das  Produkt  p V 
mit  wachsendem  Drucke,  bei  allen  übrigen  Gasen  dagegen  nimmt  mit 
wachsendem  Drucke  zunächst  das  Produkt  pV  ab,  um  dann,  erst  wenn  der 
Druck  auf  60 — 70  Atmosphären  gewachsen  ist,  wieder  zuzunehmen,  wie 
sich  übereinstimmend  aus  den  Versuchen  von  t'ailletet  und  Amagat  ergab. 

Wir  müssen  daraus  schliel'sen,  dafs  unsere  Theorie  noch  nicht  ganz 
den  wirklichen  Verhältnissen  entspricht;  in  der  That  haben  wir  bei  Ent- 
wicklung derselben  eine  Voraussetzung  gemacht,  die  nicht  strenge  richtig 
sein  kann*),  die  Voraussetzung  nämlich,  dafs  die  zwischen  den  Molekülen 
thätigen  Kräfte  nur  im  Augenblicke  des  Stolses  wirksam  seien,  und  dafs 
die  Dauer  dieser  Wirkungen  so  klein  sei,  dafs  der  Einflufs,  den  sie  auf  die 
Geschwindigkeit  der  Bewegung  haben,  vernachlässigt  werden  dürfe.  Ist 
das  nicht  der  Fall,  wird  die  Geschwindigkeit  durch  don  Stofs  für  eine  gegen 
die  Zeit  der  freien  Bewegung  erheblicbo  Zeit  geändert,  so  mufs  die  Ge- 
schwindigkeit u,  die  wir  als  mittlere  der  Moleküle  für  ein  gegebenes  Gas 
und  gegebene  Temperatur  bezeichneten,  oinigermafsen  von  der  Zahl  der 
Stöfse  abhängen,  somit  da  die  Stofszahl  von  dom  Volumen  der  gegebenen 
Gasmenge  abhängt,  mit  dem  Volumen  des  Gases  sich  etwas  ändern. 

Anstatt  die  Änderung  der  Geschwindigkeit  zu  berechnen,  kann  man, 
wie  Van  der  Waals3)  gezeigt  hat,  den  Einflufs  der  Molekularkräfte  durch 

’)  Dieser  Ausdruck  ist  zuerst  von  Van  der  Waals  in  der  schon  erwähnten 
Abhandlung  Over  de  continuiteit  van  den  Gas-  un  Vloeistofftostand,  Leiden  1873. 
p.  48  abgeleitet. 

*)  Clausius,  Poggond.  Ann.  Bd.  C;  neue  Folge  Bd.  IX. 

*)  Fan  der  Waals,  a.  a.  0.  p.  54  ff. 
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eine  etwas  andere  Betrachtung  in  Rechnung  ziehen.  Wir  erhielten  fUr  den 
Druck  des  Gases  für  die  Flächeneinheit  der  Wandfläche 

R 

P—  ( F — 6)  ' 

Sind  nun  zwischen  den  Gasmolekülen  anziehende  Kräfte  thätig,  so 
mufs  dadurch  die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Moleküle  gegen  die  Wand 
fliegen  und  damit  der  Druck  p kleiner  werden.  Der  Effekt  ist  also  derselbe, 
wie  wenn  die  gegen  die  Wand  fliegenden  Moleküle  eine  gegen  das  Innore 
des  Gases  wirkende  Anziehung  erhalten,  durch  welche  der  Druck  p nicht 
gleich  dem  berechneten,  sondern  kleiner,  also 

R 

p ~~  (F—  6)  “ 

sein  mufs.  Jedes  auf  die  Wand  drückende  Molekül  erfährt  diese  Druck- 
verminderung, dieselbe  mufs  also  zunächst  proportional  sein  der  in  einem 
gegebenen  Momente  in  der  Wandschicht  vorhandenen  Moleküle.  Diese  ist 
aber  der  Zahl  der  in  der  Volumeinheit  vorhandenen  Moleküle,  also  der 
Dichtigkeit  des  Gases  proportional.  Aufserdem  mufs  die  auf  jedes  einzelne 
Molekül  wirkende,  gegen  das  Innere  des  Gases  gerichtete  Anziehung,  wie 
wir  das  bei  allen  ähnlichen  Wirkungen' finden,  der  Anzahl  der  auf  das  in 
der  Grenzschicht  befindliche  wirkenden  Moleküle  proportional  sein. 

Denken  wir  uns  nun  um  ein  solches  Molekül  mit  dem  grfifsten  Ab- 
stande, bis  auf  welchen  die  Moleküle  anziehend  auf  dasselbe  wirken,  eine 
Kugel  gelegt,  so  wird  jedes  innerhalb  der  in  das  Gas  fallenden  Halbkugel 
liegende  Molekül  auf  das  betrachtete  anziehend  wirken.  Die  Zahl  der  in 
dieser  Halbkugel  liegenden  Moleküle  ist  wieder  der  Dichtigkeit  des  Gases 
proportional,  so  dafs  also  die  Grüfte  a dem  Quadrate  der  Dichtigkeit  pro- 
portional ist.  Da  nun  bei  einer  gegebenen  Gasmenge  die  Dichtigkeit  dem 
Volumen  umgekehrt  proportional  ist,  können  wir  schreiben 

• 

R ” yi 

R a 

P ~~  V—b~  F«  ’ 

(/>+  “,)(V -&)■=*. 

p V = R — y + pb  + yT 

erkennt  man,  dafs  der  Gang  der  Werte  pv  wesentlich  von  dem  Verhält- 
nisse n und  b abhängig  ist,  dafs,  wenn  der  Wert  von  a hinreichend  grofs 
ist,  der  Wert  von  pv  mit  abnehmendem  Volumen  zuerst  bis  zu  einem 
Minimum  abnehmen  kann  und  dann  erst  bei  wachsendem  Volumen  zunimmt. 

So  lange  das  Volumen  nicht  zu  klein  ist,  können  wir  in  dem  Gliede 
pb  den  Druck  p nach  dem  Mariotteschen  Gesetze  durch 

R 

P~T 


und 

oder  auch 

In  der  Form 
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ersetzen,  und  dann 

TT-  tt  a — bJi  , a b 

pV  — R y 1-  -jtT 

schreiben.  In  dieser  Form  erkennt  man,  dafs  die  aus  der  Theorie  sich  er- 
gebende Gleichung  mit  der  empirischen  Gleichung  zusammenfällt,  welche 
Kegnault  zur  Darstellung  seiner  Beobachtungen  gewählt  hat.  Dieselbe 
war  (§  !)8  Ia) 

pV  = l — -'‘1  (y  — i)  "H  — l)2 

v , i , I tt  A+iB  , H 

p V = 1 -f  A + B y + y , , 

so  dafs 

R=\+A  + B,  a — bB  = A -f  2/f,  ab  — B. 

Die  Regnault  sehen  Beobachtungen  zeigen  somit,  dafs  bis  zu  einem 
Drucke  von  20  Meter  Quecksilber  das  Verhalten  der  Gase  ganz  der  ent- 
wickelten Theorie  entspricht. 

An  den  Messungen  von  Cailletet  und  Amagat  läfst  sich  dann  prüfen, 
ob  auch  bei  gröfsem  Dracken  die  Volumabnahme  der  Theorie  entspricht. 
Ich  habe  zu  diesem  Zwecke  die  Versuche  Amagats  mit  Stickstoff  gewählt. 
Amagat  gibt  die  Produkte  p V in  Metern  Quecksilber  und  den  willkürlichen 
Volumoinheiten  seines  Apparates  an.  Um  die  Produkte  in  denselben  Ein- 
heiten, wie  sie  Regnault  zur  Darstellung  seiner  Versuche  zu  Grunde  legt, 
bei  denen  das  Volumen  des  Gases  bei  dem  Drucke  von  1 Meter  Quecksilber 
gleich  1 gesetzt  wird,  auszudrücken,  habe  ich  zunächst  nach  den  Regnanlt- 
schen  Angaben  (§  98)  das  Volumen  F für  den  kleinsten  von  Amagat  an- 
gewandten Druck  20,740“  berechnet.  Dasselbe  ergibt  sich  zu  0,0477. 
Dann  wurde  aus  den  von  Amagat  gegebenen  Werten  für  p V und  p das  von 
demselben  beobachtete  Volumen  berechnet.  Das  Volumen  bei  20,740“  ==  p 
ergab  sich  so  zu  2458  in  den  Amagatschen  Einheiten.  Durch  Multiplika- 
0,0477 

tion  mit  wurden  dann  sämtliclio  Volumina  auf  die  Regnaultsche 

m 4ÖO 

Einheit  reduciert.  Es  wurde  dann  aus  den  Hegnaultschen  Konstanten 
A und  B 

A = 0,000  690  1 
B = 0,000007  04 

die  Konstanten  <i,  b,  B der  Gleichung  bestimmt.  Dieselben  ergaben  sich 

R = 1,000  697  a = 0,003  03  b = 0,002  325. 

Schliefslich  wurden  aus  den  Amagatschen  Beobachtungen  nach  der" 
Gleichung 

(p  + y> ) ( V"  - b)  = R 

die  Konstanten  B berechnet,  welche,  wenn  die  Beobachtungen  mit  der 
Theorie  stimmen,  den  oben  angegebenen  Wert  von  B liefen»  müssen.  Fol- 
gende Tabelle  enthält  einige  Werte  zur  Vergleichung  von  Theorie  und 
Beobachtung : 
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p 

T5“ 

V 

V — b 

R 

20,740 

1,331 

0,047  7 

0,045  37 

1,0012 

47,176 

6,936 

0,020  9 

0,018  57 

1,0049 

69,140 

14,794 

0,014  3 

0,011  97 

1,0049 

96,441 

28,105 

0,010  38 

0,008  06 

1,0032 

128,296 

47,400 

0,007  995 

0,005  67 

0,9963 

158,563 

68,745 

0,006  64 

0,004  315 

0,9811 

221,103 

117,760 

0,005  07 

0,002  570 

0,9319 

Die  bis  zu  einem  Dnicke  von  128m  berechneten  Werte  entsprechen 
der  Theorie  so  genau  es  sich  erwarten  läfst,  wenn  man  erwägt,  dafs  die 
Konstanten  a und  b aus  den  Beobachtungen  Regnaults  abgeleitot  sind,  die 
nur  bis  zu  einem  Drucke  von  etwas  Uber  20m  gehen.  Eine  Ableitung  der 
Konstanten  der  theoretischen  Gleichung  aus  Regnaults  und  Amagats  Be- 
obachtungen würde  ohne  Zweifel  Werte  geben,  welche  eine  noch  bessere 
Übereinstimmung  zwischen  der  Beobachtung  und  der  Theorie  liefern  würden. 
Die  beiden  letzten  Beobachtungen  geben  schon  zu  kleine  Wert«  von  /?, 
so  dafs  wir  schliefsen  müssen,  dals  schon  wenn  V zwischen  zwei  und  drei  b 
liegt,  die  Bewegungen  der  Moleküle  unsem  Voraussetzungen  nicht  mehr 
entsprechen. 

Wir  werden  auf  die  Vergleichung  von  Theorie  und  Beobachtung  in 
der  Wärmelehre  bei  Gelegenheit  der  Besprechung  der  von  Andrews  ent- 
deckten kritischen  Temperatur  nochmals  zurückkommen  und  dann  auch  den 
Eintlufs  der  Temperatur  auf  die  von  der  Theorie  gelieferten  Konstanten 
kennen  lernen. 

Für  die  drei  andern  von  ltegnault  ausführlicher  untersuchten  Gase 
ergeben  sich  aus  den  § 98  angeführten  Konstanten  folgende  Werte  von 
a und  b: 

Luft n = 0,006  01  b = 0,003  87 

Wasserstoff  a = 0,002  65  b = 0,003  1 7 

Kohlensäure  a = 0,009  33  b = 0,000  78  - 

Schliefslich  wollen  wir  noch  hervorheben,  dafs  durch  die  Bestimmung 
des  Wertes  b sich  auch  in  Zahlen  das  Verhältnis  zwischen  der  mittlern 
Weglänge  und  dem  Radius  der  Wirkungssphäre  der  Moleküle  angeben  läfst.. 
Für  die  mittlere  Wegelängo  hatten  wir 


, v-nu**  r-i> 

AT1?**  ~b 

Bei  der  Berechnung  der  Konstanten  der  Regnaultschen  Gleichungen 
und  damit  auch  der  aus  denselben  abgeleiteten  Werte  von  a und  b ist 
das  Volumen  des  Gases  unter  dem  Drucke  1 Meter  Quecksilber  als  1 gesetzt. 
Die  Werte  b geben  also  etwa  in  Litern  den  Raum  an,  den  die  Wirkungs- 
sphären der  Moleküle  ausfüllen,  welcho  sich  unter  dem  Drucke  von  1 Motor 
Quecksilber  in  einem  Liter  befinden.  Für  diese  erhalten  wir  dann  den 
Koefficienten  von  p,  indem  wir  V = 1 setzen,  also 

l = (l  “»)  <>• 


Darnach  werden  für 

Stickstoff  l = 429  q 
Luft  ...  1 — 259  p 


Wasserstoff  l — 314  q 
Kohlensäure  l — 1281  p. 
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Es  bedarf  demnach  nur  noch  der  Bestimmung  der  absoluten  Werte 
von  l,  um  auch  die  Gröfse  der  Wirkungssphäre  der  Moleküle  zu  berechnen. 


§ 103. 

Bestimmung  der  Geschwindigkeit  u der  Moleküle.  Die  im  vorigen 
Paragraphen  erhaltene  Gleichung  für  den  Druck,  den  ein  im  Volumen  V unter 
dem  Drucke  p befindliches  Gas  auf  die  Wendungen  des  Gefafses  austlbt, 
gestattet  uns  auch  die  Geschwindigkeit  u der  Moleküle  zu  berechnen  ’).  Die 
Konstante  Ji  unserer  Gleichung  hat  darnach  die  Bedeutung 


somit  wird 


Ii  = ^ Nmua, 


wofür  wir  auch , da  besonders  bei  kleinen  Drucken  11  nur  sehr  wenig  von 
p V ab  weicht,  setzen  dürfen 


u 


Up  V 
Nm 


Hierin  bedeutet  Nm  die  Masse  des  den  Raum  V unter  dem  Drucke 
p ausfallenden  Gases.  Drücken  wir  dieselbe  durch  das  Gewicht  des  Gases 
aus,  so  müssen  wir  auch  den  Druck  durch  Gewicht  ausdrücken.  Denken 
wir  uns,  um  den  Wert  von  u in  Metern  zu  bestimmen,  ein  Kubikmeter 
Luft,  unter  dem  Druck  einer  Atmosphäre,  so  ist  p der  Druck  einer  Atmo- 
sphäre auf  das  Quadratmeter  10333  Kilo.  Ein  Kubikmeter  Luft  wiegt, 
wenn  die  Temperatur  diejenige  des  schmelzenden  Eises  ist,  1,293  Kilo, 
somit  ist 


Nm  = 


1,293 

9 


U 


l/j 


10333  ■ 9,81 
1,293 


485  M. 


Die  Tiuftmoleküle  bewegen  sich  somit  bei  der  Temperatur  des  schmel- 
zenden Eisos  mit  einer  Geschwindigkeit  von  485“.  Für  ein  anderes  Gas 
tritt  in  diesen  Ausdruck  an  Stelle  des  Gewichtes  der  Luft  dasjenige  des 
betreffenden  Gases.  Nennen  wir  das  specifisebe  Gewicht  dos  Gases,  bezogen 
auf  Luft,  <5.  so  dafs  also  das  Gewicht  von  1 Kubikmeter  des  Gases  unter 
dem  Druck  einer  Atmosphäre  gleich  1,293  • <5  ist,  so  wird  der  Wert  von  u 
für  dieses  Gas 


k = 4X5 


Die  Geschwindigkeit  der  Gasmoleküle  ist  also  der  Quadratwurzel  aus 
der  Dichtigkeit  des  Gases  umgekehrt,  proportional.  In  dor  Wrärmolehre 
werden  wir  nachweisen,  dafs  bei  steigender  Temperatur  die  Dichtigkeit  der 
Gase,  und  zwar  für  alle  sehr  nahe  gleichmäfsig,  abnimmt,  so  dafs  wir  bei 
einer  nach  der  Centesimalskala  genommenen  Temperatur  das  Gewicht  von 
1 Kubikmeter  Gas  schreiben  können 


1,293  ■ S 
1 -f  0,003  G7 


')  Clausius,  Poggend.  Ann.  Bd.  C. 
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Deshalb  wird  bei  der  Temperatur  t die  Geschwindigkeit 


u = 485  j/  Ü0 


,003  67  t 

d 


worin  für  Luft  ö — 1 zu  setzen  ist. 

Für  einige  Gase  werden  hiernach  die  Werte  von  u für  die  Temperatur 
t = 0 des  schmelzenden  Eises 


Sauerstoff  <5  = 1,105  66 
Stickstoff  i = 0,97 1 3 
Wasserstoff  <5  = 0,069  2 
Kohlensäure  S = 1,529  0 


u = 461™ 
u *=  492m 
u = 1844m 
u = 392m. 


Hierbei  ist  jedoch  zu  beachten,  dafs  die  so  berechneten  Werte  von  u 
nicht  die  arithmetischen  Mittel  der  Geschwindigkeit  der  Moleküle  sind;  es 
sind  vielmehr  jene  Werte  der  Geschwindigkeit,  welche  alle  Moleküle  haben 
müfsten,  damit  der  Druck  dem  wirklichen  gleich  ist;  u bedeutet  also  die 
Quadratwurzel  aus  dem  mittlem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  welch  letz- 
teres nicht  mit  dom  Quadrate  der  mittlem  Geschwindigkeit  zusammenfüllt. 
Um  die  mittlere  Geschwindigkeit  zu  bestimmen,  bedarf  es  erst  einer  Unter- 
suchung. wie  die  verschiedenen  Geschwindigkeiten  auf  die  Moleküle  verteilt 
sind,  eino  Untersuchung,  welche  Maxwell1)  durchgeführt  hat,  auf  welche 
indes  einzugehen  hier  zu  weit  führen  würde.  Wir  begnügen  uns  mit  An- 
gabe des  Resultates,  dafs  hiernach  die  mittlere  Geschwindigkeit  otwas 
- kleiner  ist  als  der  Clausiussche  Wert,  und  zwar  dafs 


Bei  den  Molekülen  kommen  alle  Geschwindigkeiten  vor  von  sehr  kleinen 
bis  zu  sehr  grofscn;  etwa  1,5  Procent  der  Moleküle  hat  eine  Geschwindig- 
keit, die  weniger  als  ein  Viertel  der  mittlem,  etwa  0,5  Proeent  eine  solche, 
die  mehr  als  das  Doppelte  der  mittlem  betrügt. 


§ 104. 

Abnahme  des  Luftdrucks  mit  der  Höhe.  Barometrische  Höhen- 
messungen. Nachdem  wir  in  den  letzten  Paragraphen  die  Bedeutung  des 
# Mariotteschen  Gesetzes  für  unsere  Kenntnis  der  Natur  des  Gaszustandes 
kennen  gelernt  haben,  gehen  wir  zunächst  dazu  über,  das  Mariottesche  Ge- 
setz zur  Ableitung  einiger  aus  demselben  sich  ergebenden  Erscheinungen 
zu  benutzen.  Wir  beginnen  mit  Ableitung  des  Gesetzes,  nach  welchem  der 
Luftdruck  abnehmen  mufs,  wenn  wir  uns  in  der  Atmosphäre  emporhoben. 
Eben  weil  die  Dichtigkeit  der  Gase  mit  dem  Dmck  sich  ändert,  mufs  das 
Gesetz  der  Druckabnahmo  bei  vertikaler  Erhebung  in  der  Atmosphäre  ein 
anderes  sein,  als  wenn  wir  uns  in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  empor- 
heben. 

Um  das  Gesetz  abzuleiten,  nehmen  wir  an,  die  Luft  habe  überall  die- 
selbe Temperatur  und  sei  im  Gleichgewicht.  Sei  dann  dor  durch  den 

■)  Maxwell,  Phil.  mag.  IV.  Series  vol.  XIX  und  XXXV.  Boltzmann,  Wiener 
Berichte  LVIII,  LXIII,  LXvl,  LXXII.  Man  sehe  auch  O.  E.  Mtyer:  Kinetische 
Ciastheoric.  Breslau  1877.  p.  31  ff.  und  p.  259  ff. 
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Barometerstand  gemessene  Luftdruck  in  irgend  einer  Höhe  h über  dem 
Moeresniveau  gleich  6,  wir  suchen  denselben  in  irgend  einer  andern  Höhe  //. 

Steigen  wir  von  der  Höhe  h um  eine  so  kleine  Höhe  dh  auf,  dafs  wir 
die  Dichtigkeit  der  Luft  in  dieser  überall  als  gleich  und  zwar  gleich  der- 
jenigen s setzen  dürfen,  welche  dem  Drucke  b entspricht,  so  mufs  das  Baro- 
meter um  eine  solche  Höhe  db  sinken,  dafs  das  Gewicht  der  Quecksilber- 
säule vom  Querschnitt  1 und  der  Höhe  db  gleich  ist  dem  Gewichte  der 
Luftsäule  von  gleichem  Querschnitt  und  der  Höhe  dh.  Ist  das  specifische 
Gewicht  des  Quecksilbers  gleich  o,  so  mufs  demnach 

sdh  — — adb, 


wenn  wir  rechts  das  negative  Vorzoichen  schreiben,  um  auszudrücken,  dafs 
das  Barometer  um  db  sinkt.  Setzen  wir  die  Dichtigkeit  der  Luft  unter 
dem  Normaldruck  B — 760mm  gleich  s0,  so  ist 


und  demnach 


s0:  s = B : b 
s b 
S = B 


db 


= dh. 
aB 


Dieser  Ausdruck  enthält  schon  das  zu  suchende  Gesetz,  denn  es  zeigt, 
dafs  das  Barometer  jedesmal  um  denselben  Bruchteil  des  an  der  untern 
Grenze  der  Schicht  dh  vorhandenen  Barometerstandes  sinkt,  wenn  wir  von 
irgend  einer  Stelle  aus  um  die  Höhe  dh  emporsteigen;  denn  für  einen  und 
denselben  Wert  dh  ist  die  rechte  Seite  unserer  Gleichung  eine  konstante 
Gröfse.  An  der  obern  Grenze  der  Schicht  wird  der  Barometerstand 

6,  = b — db  = b — -g-  dh)  , 

oder  der  Quotient  aus  den  Barometerständen  6,  und  b an  Stellen,  die  eine 
Höhendifferenz  dh  besitzen,  ist  immer  derselbe,  wo  wir  auch  die  Höhen- 
differenz nehmen,  das  heifst,  von  welcher  Höhe  h wir  auch  ausgehen. 
Daraus  folgt,  dafs  wenn  wir  von  irgend  einer  Höhe  li  eine  Anzahl  Mal  um 
die  Höhendifferenzen  dh  aufsteigen,  die  Barometerstände  einer  geometrischen  m 
Reihe  angehören.  Zunächst  sagt  obige  Gleichung  das  nur  aus,  wenn  die 
Differenzen  dh  verschwindend  klein  sind,  indes  was  von  diesen  verschwin- 
dend kleinen  Höhenunterschieden  gilt,  das  gilt  auch  von  beliebigen  end- 
lichen. Steigen  wir  nämlich  um  eine  so  grolse  Anzahl  Mal  die  verschwindend 
kleine  Höhe  dh  auf,  dafs  mdh  einen  endlichen  Wert  hat,  so  werden  die 
Barometerstände  in  Orten,  die  mdh , ‘2mdh  • • höher  liegen, 


Wir  gelangen  also  allgemein  zu  dem  Satze,  dafs  an  Orten,  deren  Höhen 
in  einer  arithmetischen  Reihe  stehen,  die  Barometerstände  eine  geometrische 
Reihe  bilden,  deren  Quotient  abhängig  ist  von  der  Differenz  der  arithmeti- 
schen Reihe. 
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Wir  gelangen  zu  demselben  Satze,  wenn  wir  direkt  aus  der  Gleichung 
fllr  db  den  Barometerstand  in  der  Höhe  II  berechnen;  sei  derselbe  6.,  so 
erhalten  wir  ihn,  wenn  wir  die  Summen  bilden 


Diese  Summen  sind  nach  E VIII,  E 2 und  E 1 


— ( log  b„  — log  6 J = log  b — log  6.  =>  ( U — /»), 


worin  die  Logarithmen  natürliche  sein  müssen.  Wollen  wir  briggische 
Logarithmen  nehmen,  so  müssen  wir  die  rechte  Seite  mit  der  zur  Ver- 
wandlung von  natürlichen  in  briggische  Logarithmen  nötigen  Zahl  M,  gleich 
dem  briggischen  Logarithmus  der  Zahl  f,  multiplicieren. 

Die  Gleichung  zeigt,  dafs  jedesmal,  wenn  wir  in  der  Atmosphäre  um 
dieselbe  Höhe  II  — h emporsteigen,  die  Differenz  der  Logarithmen  der 
" Barometerstände  an  der  untern  und  obem  Grenze  dieser  Höhe  denselben 
Wert  hat,  oder  dafs  der  Quotient  aus  den  Barometerständen  derselbe  ist. 

Dieses  Gesetz  gestattet  unmittelbar  aus  den  an  einer  untern  und  obem 
Station  beobachteten  Barometerständen  die  Höhendifferenz  der  beiden  Orte 
zu  bestimmen , wir  haben  nur  die  Gleichung  nach  II  — h aufzulösen  und 
erhalten 

0°»  b - lo«  i-)> 


in  welcher  Gleichung  dann  nur  noch  der  Koefticient  der  rechten  Seite  aus- 
zuwerten ist.  ln  demselben  ist  B,  wenn  wir  die  Höhendifferenz  in  Metern 
ausrechnen  wollen,  in  Metern  gleich  0,76  zn  setzen,  e die  Dichtigkeit  des 
Quecksilbers  ist,  wie  schon  früher  erwähnt  wurde,  gleich  13,595  93;  die 
Zahl  M ist  gleich  0,434  29. 

Für  s0  ist  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  dem  Barometerstände  0,76  zu 
setzen.  Ist  die  Temperatur  der  Luftschicht  II  — h gleich  der  Temperatur 
des  schmelzenden  Eises,  so  bedeutet  s0  die  Dichtigkeit  der  Luft  unter  dem 
normalen  Barometerstände  bei  dieser  Temperatur,  ist  die  Temperatur  eine 
andere,  etwa  t der  Centesimalskala,  so  müssen  wir  für  s0  die  der  Tem- 
peratur t und  dem  normalen  Barometerstände  entsprechende  Dichtigkeit 
einsetzen.  Wie  wir  in  der  Wärmelehre  nachweisen  werden,  ist  diese 

0,001  292  673 
S°  “*  1 + 0,003  67  < ‘ 

Setzen  wir  diese  Werte  ein,  so  wird 

//—/<  = 18405  (1  + 0,003  67  0 (log  b — log  b„). 

Zur  genauem  Berechnung  der  Höhendifferenz  nach  dieser  Gleichung 
sind  in  derselben  noch  einige  Korrektionen  anzubringen. 

Zunächst  ist  der  Zahlenkoefficiont  etwas  anders  zu  setzen,  weil  mit 
zunehmender  Höhe  die  Schwerkraft  kleiner  wird.  Die  Abnahme  des  Luft- 
druckes ist  infolge  der  Abnahme  der  Schwerkraft  eine  kleinere,  als  wir  sie 
ohne  Rücksicht  auf  diese  fanden,  und  deshalb  ist  die  Höhendifferenz  in  der 
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That  eine  etwas  gröfsere,  als  sie  obige  Gleichung  aus  den  Barometer- 
ständen gibt.  Nach  den  vorliegenden  Erfahrungen  trägt  man  diesem  Um- 
stande hinreichend  Rechnung,  wenn  man  den  Zahlenkoefficienten  in  18482 
verwandelt. 

Ferner,  da  die  Schwerkraft  mit  der  geographischen  Breite  sich  ändert, 
so  ändert  sich  mit  derselben  auch  dio  Dichtigkeit  der  Luft  unter  dem 
Drucke  von  0,7  (jm  Quecksilber,  und  zwar  ist  sie,  da  der  von  einer  Queck- 
silbersäule von  0,7f>“  Höhe  ausgeübte  Druck  der  an  dem  betreffenden  Orte 
vorhandenen  Schwerkraft  proportional  ist,  dieser  letztem  proportional.  Der 
oben  fUr  s0  angegebene  Wert  gilt  für  die  Breite  von  45°.  Setzen  wir  die 
Gröfse  der  Schwerkraft  für  diese  Breite  gleich  1,  so  erhält  man  für  die 
Dichte  der  Luft  bei  dem  normalen  Barometerstände  unter  der  Breite  <p  ans 
dem  § 40 'mitgeteilten  Ausdruck  für  g leicht 

s„  = s4i  (1  — 0,000  25t»  cos  2<p), 

wenn  wir  jetzt  den  oben  angegebenen  Wert  mit  s45  bezeichnen.  Daraus  folgt, 
dafs  wir  den  Ausdruck  für  II  — h mit  diesem  Koeflicienten  dividieren  oder, 
was  hinreichend  genau  ist,  mit  dem  Koefßcienten  (1  -|-  0,000  259  • cob  2 <p) 
multiplicieren  müssen. 

Der  für  sn  angegebene  Wert  setzt  weiter  voraus,  dafs  die  Luft  ganz 
trocken  ist,  und  in  der  ganzen  Höhe  von  h bis  11  dieselbe  Temperatur  t 
habe.  Beides  ist  nicht  der  Fall.  Feuchte  Luft  ist  leichter  als  trockene, 
und  da  die  Feuchtigkeit  in  der  Luft  mit  steigender  Temperatur  zunimmt, 
wird  die  Dichtigkeit  der  Luft  mit  steigender  Temperatur  etwas  kleiner,  als 
sie  es  nur  durch  die  Ausdehnung  würde.  Da  die  Temperatur  der  Luft  bei 
Hühenmessungen  in  der  Regel  höher  ist  als  0°,  so  genügt  es,  zur  Berück- 
sichtigung des  Einflusses  der  Luftfeuchtigkeit  den  Koefficienten  0,003  G7 
durch  den  Wert  0,004  zu  ersetzen. 

Für  die  Temperatur  t müfste  man  die  mittlere  Temperatur  der  Luft- 
schicht H — li  einsetzen.  Da  man  indes  nicht  angeben  kann,  wie  die  Tem- 
peratur in  der  Luftschicht  vorteilt  ist,  um  so  weniger,  da  man  wohl  nie- 
mals zwei  genau  vertikal  über  einander  befindliche  Orte  zur  Beobachtung 
hat,  so  begnügt  man  sich  in  Ermangelung  eines  Bessern  die  mittlere  der 
an  beiden  Orten  beobachteten  Temperaturen  l{,  und  also  J (f0  -f-  lm) 
einzusetzen. 

Schliefslich  ist  darauf  zu  achten,  dafs  die  Barometerstände  b und  b„ 
nach  § 94  auf  die  Temperatur  0°  reduciert  werden  müssen;  ist  ( die  Tem- 
peratur des  Quecksilbers  im  Barometer  an  der  untern,  (n  an  der  obem  Station, 
so  wird  die  Gleichung  für  II  — h mit  allen  diesen  Korrektionen  ‘) 

//-/,  = 18482(1 + 0,002  59  cos  2 q>)  (l  + 0,004  j ' ")  (log  , + ^ w ( 

— l0ß  1 +0,000  ist'.)' 

*)  Ausführlichere  Behandlung  der  Gleichung  für  barometrische  Höhen- 
inessnngen  gibt  La  Place,  Mccanique  ecleate  Livre  X chap.  IV.  Poitson , Traite 
de  Mccanique  Tome  11,  livre  IV,  chap.  6.  Eine  gute  Zusammenstellung  aller  bei 
barometrischen  Höhenmessungen  zu  beachtenden  (’mstände  gibt  Branden  in 
Gehlers  phjsik.  Wörterbuch,  Artikel  Höhenmessung,  Bd.  V,  Teil  1.  Ferner 
R.  Rühlmann , Die  barometrischen  Höhenmessungen,  Leipzig  1870.  Man  sehe 
auch  Baeyer,  Poggend.  Ann.  Bd.  XCV11I. 
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Hierbei  liegt  nun  noch  die  "Voraussetzung  zu  Grunde,  dafs  die  Atmo- 
sphäre im  Gleichgewicht  sei,  was  nach  den  Bemerkungen  des  § 9G  nicht 
der  Fall  ist.  Um  die  dort  erwähnten  Variationen  des  Luftdruckes  zu  be- 
achten, mufs  man  entweder  den  mittlern  Barometerstand  an  beiden  Sta- 
tionen anwenden,  oder  wenn  das,  wie  es  meist  der  Fall  ist,  an  der  obem 
Station  auf  der  Spitze  eines  Berges  nicht  möglich  ist,  mufs  man  eine  Zeit 
wählen,  in  welcher  die  Atmosphäre  möglichst  ruhig  ist,  damit  sie  möglichst 
nahe  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  ist,  den  unsere  Rechnung  voraussetzt. 
Man  mufs  dann  ferner  gleichzeitige  Beobachtungen  an  beiden  Stationen  an- 
stellen  lassen.  Da  die  Änderungen  des  Luftdruckes  meist  nicht  so  lokal 
sind,  dafs  derselbe  in  nahe  liegenden  Orten  sehr  verschieden  ist,  so  kann 
man  dann  ziemlich  sicher  sein,  korrespondierende  Barometerstände  zu  er- 
halten. Unsere  Formel  ergibt  dann  die  Höhe  der  zweiten  Station  mit  dem 
Barometerstände  b„  über  der  ersten  bis  auf  einige  Meter  genau. 

Kennt  man  die  Höhe  eines  Ortes  über  der  Meeresfläche  und  zugleich 
den  Barometerstand  b an  demselben,  so  kann  man  mit  Hülfe  dieser  Formel 
den  Barometerstand  B erhalten,  welcher  in  dem  Niveau  dos  Meeres  unter 
der  Breite  und  Länge  des  Ortes  stattfinden  würde.  Auf  diese  Weise  werden 
die  an  den  verschiedenen  Orten  beobachteten  mittlern  Barometerstände  auf 
das  Niveau  des  Meeres  redu eiert. 

§ 105. 

Anwendung  des  Mariotteschen  Gesetzes  auf  Manometer.  Die 

Druckmesser,  welche  wir  bisher  kennen  gelernt  haben,  beruhen  auf  dem 
hydrostatischen  Grundgesetze,  dafs  in  kommunicierenden 
Röhren  nur  dann  Gleichgewicht  ist,  wenn  der  Druck  auf 
die  Trennungsfläche  der  beiden  Flüssigkeiten  von  beiden 
Seiten  gleich  grofs  ist.  Bei  diesen  wird  also  der  Druck 
des  Gases,  die  Expansivkraft  desselben,  durch  eine  Flüssig- 
keitssäule  gemessen,  welche  in  der  einen  der  beiden  kom- 
municierenden Röhren  über  dem  Niveau  der  Flüssigkeit  in 
der  andern  erhoben  ist.  Bei  hoben  Drucken  müssen  diese 
aber  immer  eine  bedeutende  Länge  haben,  wie  z.  B.  die 
von  Arago  und  Dulong  oder  Regnault  eine  Länge  von  36“ 
besafsen.  Man  hat  deshalb  auf  das  Mariottesche  Gesetz 
eine  andere  Art  von  Manometern  gegründet,  welche  den 
Druck  eines  Gases  durch  die  Kompression  eines  abge- 
schlossenen Luftvolumen  bestimmen.  Da  die  Luft  fast 
genau  dem  Mariotteschen  Gesetze  folgt,  so  erhalten  wir 
mit  Zugrundelegung  des  Gesetzes  nur  wenig  von  der  Wahr- 
heit abweichende  Resultate. 

Die  gewöhnlichste  Form  der  Manometer  ist  die  folgende. 

Eine  oben  geschlossene  mit  trockner  Luft  gefüllte  Glasröhre 
(Fig.  159)  taucht  in  ein  Gefäfs,  welches  zum  Teil  mit 
Quecksilber  gefüllt  ist.  Das  Gefäfs  steht  in  einem  festen 
Cylinder  von  Eisen,  durch  dessen  Deckel  die  geschlossene 
Röhre  luftdicht  hindurebgeführt  ist.  Die  Röhre  ist  in  dem  Deckel  fest  ein- 
gekittet und  der  Deckel  luftdicht  und  fest  auf  den  Cylinder  aufgeschraubt. 
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Durch  eine  mit  einem  Hahn  verschliefsbare  Rühre  kann  das  Gefilfs  mit  dem 
Raume  in  Verbindung  gesetzt  werden,  in  welchem  das  Gas  eingeschlossen 
ist,  dessen  Druck  gemessen  werden  soll. 

Bei  dem  äufsern  Druck  der  Atmosphäre  steht  das  Quecksilber  in  der 
Röhre  und  dem  Gefäfse  gleich  hoch;  tritt  durch  den  Hahn  das  zusammen  - 
gedruckte  Gas  in  das  Geflifs  und  drückt  auf  die  ilufsere  Quecksilberfläche, 
so  dringt  das  Quecksilber  in  die  verschlossene  Röhre  ein  und  das  Volumen 
des  abgesperrten  Gases  gibt  die  Gröfse  des  Druckes  an. 

Man  graduiert  den  Apparat  auf  folgende  Weise. 

Ist  der  Radius  der  Röhre  gleich  r und  ihre  Länge  gleich  h , so  ist  hei 
dem  anfänglichen  Drucke  von  760““*  das  Volumen  des  abgesperrten  Gases  v 

r = r*n  ■ h. 

Wenn  nun  der  äufsere  Druck  bis  zu  n • 760““  wächst,  so  steigt  das 
Quecksilber  um  x in  der  Röhre  in  die  Höhe  und  der  dann  von  der  Luft 
eingenommene  Raum  ist 

v — r*jr  (h  — x). 

Während  das  Quecksilber  in  der  Röhre  um  x steigt,  sinkt  es  in  dem 
Gefäfse  um  y.  Nennen  wir  den  Radius  des  ebenfalls  als  cylindrisch  voraus- 
gesetzten Gofäfses  U , so  haben  wir 

n r*x  = nli*y, 

da  das  in  der  Röhre  aufgestiegenc  Quecksilber  vorhin  in  dem  Gefäfse  den 
Raum  Jtliay  einnahm. 

Die  Spannung  oder  der  Druck  der  eingeschlossenen  Luft  auf  die  Ober- 
fläche des  Quecksilbers  ist  gleich  dem  äufsem  Drucke  u ■ 760““,  jedoch 
vermindert  um  die  Höhe  der  gehobenen  Quecksilbersäule,  also 

p = n ■ 7 60  — x — y 
P ■=  >»  ■ 760  — x (l  -f  • 

Und  da  die  Volumina  v imd  v sich  verhalten  umgekehrt  wie  die 
Drucke,  so  haben  wir 

«r!A  : itra{h  — x)  = n 760  — x (l  -f-  : 760 , 

und  setzen  wir 


h : h — x — n — kx  : 1 


Diese  Gleichung  nach  x aufgelöst  gibt 

x ==  ^ ja  -f-  kh  -j-  *|/ (n  -j-  kh)~  — 4 kh  (ti  — 1 ) } > 

wo  wir  zur  Berechnung  von  x dem  Wurzelausdruck  das  negative  Vorzeichen 
gehen  mUsseu. 
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Denn  für  w = 1 ist  x = o,  unser  Ausdruck  gibt 

* *=  2 k |l  + A*i"|/(l  + kh)*  J , 

und  machen  wir  den  Wurzelausdruck  negativ 


Zur  Graduierung  eines  solchen  Manometers  bedarf  es  also  nur  einer 
genauen  Messung  der  Radien  r und  Ii\  daraus  wird  die  Gröfse  k und  mit 
dieser  dann  x berechnet  für  n = 1 , 2 , 3 • • • • Die  so  gefundenen  Höhen  x 
werden,  von  dem  Niveau  des  Quecksilbers  im  Gefäfse  aus,  neben  der  Röhre 
aufgetragen  und  mit  1,  2,  3 • • • bezeichnet.  Die  Quecksilberstilnde  geben 
dann  immittelbar  dio  Gröfse  des  Druckes  in  AtmospliUren  an. 

Ist  die  Röhre  sehr  enge,  das  Gef&fs,  in  welches  sie  taucht,  aber  sehr 
weit,  so  kann  man  die  Niveauveründerung  im  Gefäfse  vernachlässigen.  In 

f*  1 

unserer  Formel  ist  dann  II  = oo,  = o,  k — — , und  wir  erhalten 


Mg.  ISO. 


Oft  gibt  man  diesen  Manometern  eine  U-förmige  Gestalt  (Fig.  160). 
Der  offene  Arm  erhält  den  Druck,  der  gemessen  werden  soll,  und  der  ge- 
schlossene Ann  enthält  in  dem  Raume  NA  über  dem  Quecksilber  trockne 
Luft.  Unter  dem  Dnicke  der  Atmosphäre  steht  das 
Quecksilber  in  beiden  Röhren  gleich  hoch.  Steigt  der 
Druck  auf  n • 760mm,  so  sinkt  das  Quecksilber  in  dem 
offenen  Schenkel  bis  N'  und  steigt  in  dem  geschlossene  n 
Schenkel  um  ebensoviel  bis  N".  Um  den  Apparat  zu 
graduieren,  dient  unsere  obige  Formel,  indem  wir 
r = R und  somit 

o 

ll  = 760 

setzen,  wodurch  wir  erhalten 


760  I . 2 h -i/l  . 8Ä\*  h . "A 
4 ("+T6Ö“  K l"+76ö)  -876ö("_1M  ' 


Es  ist  übrigens  zu  bemerken,  dafs  bei  dieser  Art 
des  Graduierens  vorausgesetzt  wird,  dafs  die  Röhren 
genau  cy lindrisch  sind,  also  r überall  denselben  Wert 
behält.  Es  wird  das  nur  selten  mit  aller  Strenge 

richtig  sein,  und  deshalb  ist  es  im  allgemeinen  besser,  die  Röhren  durch 
den  Versuch  zu  graduieren.  Man  bringt  sie  dann  mit  einem  Quecksilber- 
manometer in  Verbindung,  wie  es  zum  Beweise  des  Mariotteschen  Gesetzes 
angewandt  wurde,  und  vergleicht  die  Volumina  der  abgesperrten  Luft  mit 
den  äufseren  Drucken. 

Um  den  Druck  zu  messen,  welchen  ein  Gas  in  einem  abgeschlossenen 
Raum,  etwa  einem  gröfsern  Reservoir,  ausübt,  hat  Regnault1)  vor  kurzem 


')  Regnault,  MiSmoires  de  l’Acad.  T.  XXVI.  p.  580.  Poggcnd.  Ann.  Bd.CXLllI. 
WCLCKM,  Physik  I.  4.  Aufl.  30 
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Fassung  der  Hodenplatte 
eingekitteten  Olascy  lin- 
der MM  umgeben,  welcher  mit  Wasser  gefüllt  wird,  um  den  Apparat 
während  des  Gebrauches  auf  konstanter  Temperatur  zu  halten. 

Zum  Gebrauche  des  Apparates  wird  zunächst  das  Rohr  A B mit  dem 
mit  Gas  gefüllten  Reservoir  in  Verbindung  gesetzt,  durch  Stellung  des 
Hahnes  It  wie  in  Fig.  161a  und  dann  durch  EinfUllen  von  Quecksilber 
durch  das  Rohr  FG  das  Hohr  FD  soweit  mit  Quecksilber  gefüllt,  dafs  es 
aus  der  Öffnung  0 hervortritt.  Darauf  wird  der  Hahn  B in  die  Stellung 
Fig.  lf>lb  gedreht  und  dann  der  Hahn  B'  langsam  so  gestellt,  dafs  der 
innere  Raum  von  AB  mit  der  Röhre  DE  in  Verbindung  steht  (Fig.  161b). 


ein  Manometer  angegeben,  welches  bis  zu  Drucken  von  etwa  30  Atmosphären 
die  Bequemlichkeit  der  zuletzt  beschriebenen  Manometer  mit  der  Genauig- 
keit des  einfachen  Quecksilbermanometers  verbindet.  Die  Einrichtung 
dieses  Manometers  zeigt  Fig.  161  a.  Es  besteht  aus  einem  dickwandigen 
.Messingrohr  AB , welches  durch  den  f förmig  durchbohrten  Hahn  Ji  und 
die  Rührenleitung  C mit  dem  Reservoir  in  Verbindung  gesetzt  werden  kann, 
welches  das  komprimierte  Gas  enthält.  Neben  der  Röhre  A B befindet  sich 
das  aus  den  kommuniciurenden  Röhren  D E und  FG  bestehende  einfache 
Quecksilbermanometer.  Diese  beiden  Röhren  kommunicieren  durch  den  in 
einem  in  der  Bodenplatte  des  Apparates  eingesetzten  Eisenstücke  befind- 
lichen ebenfalls  "Fftirmig  durchbohrten  Hahn  11" , welcher  bei  um  90°  ge- 


drehter Stellung  (Fig.  161c)  den 

Kiff.  lßla. 


innern  Raum  des  Rohres  DE  mit  der 
untern  Ausflufsöffnung  in 
Verbindung  setzt.  Die 
beiden  Röhren  DE  und 
GF  sind  möglichst  cy- 
lindrisch  und  beide  mit 
einer  Millimeterteilung 
versehen.  Das  oben  etwas 
ausgezogene  Rohr  ED  ist 
in  den  vertikal  absteigen- 
den Teil  des  mit  dem 
Hahne  B kommunicieren- 
den  Rohres  B 0 einge- 
kittet. Unmittelbar  Uber 
der  Röhre  CD  findet  sich 
der  rechtwinklig  durch- 
bohrte Hahn  Jf,  durch 
den  das  Innere  des  Rohres 
ED  entweder  mit  der 
äufsern  Luft  in  Verbin- 
dung gesetzt  (Fig.  161a), 
oder  durch  Drehung  um 
90u  (Fig.  161  b)  mit  dem 
Hahuo  B in  Kommuni- 
kation gebracht  werden 
kann.  Die  drei  Röhren 
sind  von  einem  in  einer 
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Die  in  AB  komprimierte  Luft  tritt  dann  zum  Teil  in  DE  über.  Man 
stellt  gleichzeitig  den  untern  Halm  if"  so,  dafs  sowohl  aus  der  Röhre  DE 
als  aus  GF  das  Quecksilber  ausfliefsen  kann,  und  läfst  so  lange  unten 
Quecksilber  ausfliefsen,  bis  in  den  beiden  letzteren  Röhren  die  Quecksilber- 
niveaus  eine  bequem  zu  messende  Höhendifferenz  h zeigen. 

Der  gesuchte  Druck  x der  in  dem  Reservoir  vorhandenen  Luft  er- 
gibt sich  folgendermafsen.  Durch  die  Verbindung  des  Rohres  A Ii  mit 
dem  betreffenden  Reservoir  bat  sich  das  Volumen  V dieses  Rohres  mit 
Gas  unter  dem  Drucke  x gefüllt.  Nach  Herstellung  der  Verbindung  der 
beiden  Röhren  AD  und  DE  hat  sich  dann  dieses  Gasvolumen  ausgedehnt, 
und  zwar,  wenn  wir  mit  TF  das  Volumen  im  Rohre  DE  bezeichnen,  welches 
nach  Herstellung  der  Niveaudifferenz  h von  dem  Gase  mit  angefüllt  ist, 
auf  das  Volumen  V -(-  W.  Ist  H der  Barometerstand  zur  Zeit,  als  das 
Volumen  V -(-  F hergestellt  war,  so  steht  dieses  Gas  jetzt  unter  dem 
Drucke  H -f-  h.  Nach-  dom  Mariottoschen  Gesetze  ist  deshalb 

*.  F = (F  + TV)  (H+h), 

F + W irr  i 
X = y — (H  -{-  h). 

Zur  Bestimmung  von  x ist  deshalb  aufser  der  Kenntnis  von  II  und  h 
noch  jene  der  Volumina  V und  W erforderlich.  Zur  Bestimmung  von  W 
füllt  man  zunüchst  ED  wieder  mit  Quecksilber  vollständig,  bis  es  also  bei 
0 auszufliefsen  beginnt,  stellt  dann  den  Hahn  Ii  in  die  Stellung  Fig.  161b 
und  den  Hahn  R so,  dafs  der  Raum  von  ED  durch  die  beiden  Hähne  lt 
und  R und  die  Röhre  C,  welche  jetzt  in  die  freie  Luft  mündet,  mit  der 
äufsem  Luft  kommunieiert.  Man  stellt  dann  den  Hahn  Ii"  in  die  Stellung 
Fig.  161c  imd  läfst  aus  dom  Rohre  IiD  das  Quecksilber  ausfliefsen.  Das 
ausgeflossene  Quecksilber  saimnelt  man  in  eine  Flasche  und  wägt  dasselbe. 
Man  bestimmt  so  direkt  durch  das  Gewicht  des  ausgoflossenen  Quecksilbers 
den  Rauminhalt  der  Röhre  bis  zu  den  verschiedenen  Teilstrichen,  und  hat 
dann  zur  Bestimmung  des  Volumens  U’  jedesmal  nur  nötig  den  Teilstrich 
zu  beobachten,  bis  zu  welchem  das  Quecksilber  in  der  Röhre  ED  herab- 
gedrückt ist. 

Um  schließlich  V zu  bestimmen  wird  AB  mit  Luft  unter  dem  Druck 
der  Atmosphäre  gefüllt  und  das  Manometer  gerade  wie  zur  Bestimmung 
des  Druckes  x hergerichtet.  Verführt  man  nun  gerade  so  wie  zur  Unter- 
suchung des  Druckes  x,  so  wird  auch  jetzt  Luft  in  DE  übertreten,  wenn 
man  aus  K'  Quecksilber  austreten  läfst,  es  wird  aber  in  GF  das  Quecksilber 
jetzt  rascher  sinken  als  in  DE.  Ist  in  DE  ein  Volumen  11"  eingetreten, 
und  in  GF  das  Quecksilber  um  h’  tiefer  gesunken,  so  ist  jetzt,  wenn  wieder 
II  die  Höhe  des  Barometers  ist, 

H-  V «=  (F-f  IF')  (II  - K) 


Indem  man  so  die  Luft  aus  AB  bis  zu  verschiedenen  Volumen  F-f-  W 
sich  ausdehnen  läfst,  erhält  man  eine  Reibe  von  Werten  F,  die  sich  gegen- 
seitig kontrolieren. 

30* 
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Weitere  Werte  von  V kann  man  erkalten,  indem  man  zunächst  das 
Rohr  Ali  und  das  llohr  DE  bis  zu  einem  Volumen  v mit  Luft  füllt,  und 
dann  durch  EinfUllen  von  Quecksilber  in  GF  diese  Luft  komprimiert.  Hat 
man  sie  so  weit  komprimiert,  dafs  in  DE  noch  ein  Volumen  Wt  mit  Luft 
gefüllt  ist,  und  steht  infolge  dessen  das  Quecksilber  in  FG  um  A,  höher, 
so  ist 

(r-f  *')//=  (r+  wi)  (u  + K) 

y _ v H-Wt(H+ht ) 

A, 

Regnault  gab  bei  seinem  Manometer  den  Röhren  AB  und  DE  die 
Länge  von  1 Meter  und  erstorer  einen  Durchmesser  von  5mra,  letzterer  von 
20m“,  so  dafs  also  der  Querschnitt  des  letztem  Rohres  IC  mal  so  grofs 
war  als  der  von  Ali.  Wurde  also  AB  mit  Gas  unter  einem  Drucke  von 
32  Atmosphären  gefüllt,  so  konnte  man  V + IV  leicht  so  herstellcn,  dafs 
es  gleich  16  V war,  es  wurde  dann  die  Niveaudifferenz  h gleich  dom 
Barometerstände. 

Man  sieht  leicht,  wie  man  durch  Verkleinerung  von  V und  Ver- 
gröfserung  von  IV  auch  stärkere  Drucke  mit  nicht  gröfseren  Niveaudifferenzen 
messen  kann ; es  ist  dann  nur  auf  die  Bestimmung  von  V und  IV  die  gröfste 
Sorgfalt  zu  verwenden,  da  je  kleiner  V ist,  ein  kleiner  bei  der  Bestimmung 
dieses  Volumens  begangener  Fehler  von  sehr  grofsem  Eintlufs  ist. 

Zur  Messung  sehr  grofser  Drucke  ist  das  § 64  beschriebene  Mano- 
meter von  Desgoffe  wohl  das  genaueste. 

§ 106. 

Volumenometer.  Eine  andere  Anwendung  des  Mariotteschen  Ge- 
setzes ist  die  Messung  der  Volumina  von  Körpern  und  so  die  Bestimmung 
ihrer  Dichtigkeit,  ohne  einer  Wägung  in  Wasser  zu  bedürfen.  Der  erste 
Apparat  der  Art  wurde  von  Say1)  unter  dem  Namen  Stereometer  und 
etwas  später  von  Leslie*)  beschrieben.  Regnault3)  gab  demselben  folgende 
Form  (Fig.  162  und  163).  Eine  Glaskugel  A von  300  Kubikcentimeter 
Rauminhalt  ist  mittels  einer  Metallfassung  auf  ihrem  Hals  durch  vier 
Schrauben  und  Zwischenlegung  von  eingefettetem  Leder  luftdicht  mit  dom 
manometrischen  Apparat  abcd  verbunden.  Das  Manometer  besteht  aus  zwei 
14m“  weiten  Glasröhren  b und  e,  welche  in  ein  eisernes  mit  einem  T förmig 
durchbohrten  Hahn  r versehenes  Röhrenstück  eingekittet  sind.  Fig.  164 
und  165  zeigen  einen  Durchschnitt  des  Röhrenstückes  mit  zwei  verschie- 
denen Stellungen  des  Hahnes.  In  Fig.  1 64  kommunicieren  die  beiden  Mano- 
meterröhren mit  einander,  in  Fig.  165  b mit  der  äufsem  Luft,  c ist  ge- 
schlossen. In  einer  andern  Stellung  würde  c ohne  b und  in  einer  vierten 
beide  mit  der  äufsem  Luft  in  Verbindung  stehen.  Die  Röhre  cd  ist  gerade 
und  oben  offen;  die  Röhre  6,  welche  oben  mit  der  Kugel  durch  das  enge 

‘)  Say,  Aunales  de  ebimie  par  Guyton,  Lavoisier  etc.  T.  XXIII.  1797. 
Auch  Gilbert,  Annalen.  Band  II. 

*)  Leslie,  Ann.  of  Philosoph.  No.  LXIV. 

*)  Regnault , Ann.  de  chim.  et  de  phys.  III.  Ser.  T.  XIV.  Auch  Poggend., 
Annalen.  Bd.  LXVI. 
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liohr  aA  in  Verbindung  steht,  hat  nahe  unter  der  Krümmung  a eine 
Kugel  Ji  und  zwei  Marken  m n und  pq,  die  eine  Uber,  die  andere  unter  B. 
Durch  einen  Hahn  .■>'  kann  man  auch  die  Röhre  ab  oben  mit  der  freien  Luft 
in  Verbindung  setzen. 

Man  mufs  das  Volumen  der  einzelnen  Teile  der  Röhre  ab,  von  da 
wo  sie  in  die  Kugel  A tritt  bis  zur  Marke  mn,  und  des  zwischen  den 
beiden  Marken  enthaltenen  Teiles  genau  kennen,  ebenso  das  Volumen  der 
Kugel  A.  Um  den  zwischen  den  Marken  enthaltenen  Raum  zu  erhalten, 
öffnet  man  den  Hahn  s,  stellt  r so,  dafs  ab  und  cd  kommunicieren  (Fig.  Ifi4) 
und  füllt  in  cd  Quecksilber  ein,  bis  es  an  mn  steht.  Darauf  dreht  man  den 
Hahn  r in  die  Stellung  (Fig.  165)  und  lüfst  soviel  Quecksilber  in  ein 
untergestelltes  GefUfs  abtliefsen,  dafs  die  Quecksilbersäule  in  ab  gerade 
bis  pq  steht. 


Fig.  161.  Fig.  IBS. 


Man  schliefst  den  Hahn,  so  dafs  die  Röhren  nicht  mehr  mit  der  iiufsern 
Luft  in  Verbindung  stehen  und  erhält  aus  dem  Gewicht  des  ausgeflossenon 
Quecksilbers  das  zwischen  pq  und  tun  enthaltene  Volumen.  Dies  Volumen 
sei  v.  Die  beiden  andern  Volumina,  das  der  Kugel  und  der  Verbindungs- 
röhre, bestimmt  man  zusammen,  da  man  nur  die  Summe  der  Volumina  zu 
kennen  braucht.  Diese  sei  V.  Man  füllt  dazu  bei  geöffnetem  Hahn  s und 
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bei  Stellung  des  Hahnes  r wie  in  Fig.  164,  beide  Röhren  bis  zur  Marke  pq. 
Darauf  schliefst  man  s,  und  füllt  in  cd  soviel  Quecksilber  nach,  bis  das 
Quecksilber  in  ab  bis  mn  steht.  Das  Quecksilber  steht  dann  in  cd  um  eine 
Länge  b,  die  man  mit  dem  Kathetometer  mifst,  höher  als  in  ab.  Die  Luft 
in  der  Röhre  ab  über  dem  Quecksilber  und  in  der  Kugel  A ist  nun  kom- 
primiert durch  die  Quecksilbersäule  h.  Unter  dem  atmosphärischen  Druck 
bei  geöffnetem  Hahn  s füllte  sie  den  Raum  F -j-  v aus;  unter  dem  ver- 
stärkten Drucke  nur  mehr  den  Raum  F.  Nennen  wir  den  Barometer- 
stand H , so  haben  wir  nach  dem  Mariotteschen  Gesetze 

V+v.  V — H h ■.  H 

V(ll  + b)  = (F-f  v)H 


Somit  kennt  man  den  Rauminhalt  der  einzelnen  Teile  des  Apparates, 
dessen  man  bedarf,  um  das  Volumen  x eines  Körpers  zu  bestimmen. 

Man  legt  den  Körper,  dessen  Volumen  x gefunden  werden  soll,  in 
die  Kugel.  Derselbe  verdrängt  dadurch  eine  ihm  an  Volumen  gleiche  Luft- 
menge. Wenn  man  nun  bei  geöffnetem  Hahn  s wieder  Quecksilber  bis  zur 
Marke  pq  einfUUt  und  dann  den  Hahn  s schliefst,  so  ist  jetzt  das  Volumen 
der  abgesperrten  Luft  nicht  mehr  F -f-  r,  sondern  V+v-x.  Füllt  man 
dann  in  cd  wiedor  Quecksilber  nach,  bis  es  in  ab  bei  mn  steht.,  so  wird 
jotzt  das  Volumen  V -f-  v — x auf  das  Volumen  V — x komprimiert  und 
man  beobachtet  in  cd  eine  Quecksilbersäule  li,  welche  diese  Kompression 
bewirkt  Nennen  wir  wieder  11  den  Barometerstand,  so  ist 

V+ v - x:  V — x = II  + h'  : H 
H(V+  v — x)  = (11  + h')  (F  — x) 

VK  — vH 
x “ U 

Eine  zweito  Bestimmung  von  x erhält  man  auf  dem  umgekehrten 
Woge.  Man  füllt  bei  geöffnetem  Hahn  s soviel  Quecksilber  in  das  Mano- 
meter, dafs  es  in  ab  bis  zur  Marke  mn  steht.  Bei  geschlossenem  Hahn  ist 
dann  das  Luftvolumen  V — x abgesperrt.  Darauf  stellt  man  den  Halm  r 
so,  dafs  beide  Röhren  mit  einander  und  mit  der  äufsern  Luft  in  Verbindung 
stehen  und  lttfst  soviel  Quecksilber  abfliefsen,  dafs  es  in  ab  bis  zur  Marke 
pq  steht.  Das  Luftvolumen  V — x hat  sich  dann  auf  das  Volumen  V -f-  v — x 
ausgedehnt,  und  zugleich  beobachtet  man,  dafs  das  Quecksilber  in  der 
Röhre  cd  um  eine  Strecke  h"  tiefer  steht  als  in  ab.  Nach  dem  Mariotte- 
schen  Gesetze  ist  dann  wieder 

V + v — x : V — x = H : II  — h" 

II  (V  - x)  = {11  — h")  (F-f  v — x) 

x=V--^,-h"). 
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Kombiniert  man  beide  Methoden,  so  kann  man  sogar  die  Beobachtung 
des  Barometer  unterlassen.  Die  erste  Gleichung  für  * gibt 

V ’ 

die  zweite 


H _ (K—  x)h"  , / ^ ( V +v  — x)h" 

V ' V 


und  aus  beiden 


F-(-  v — x 


V—  x 

x = V—  v ■ 


h' 

ir 


V - h” 


Kopp1)  hat  schon  früher  ein  anderes  Volumenometer  konstruiert,  welches 
vor  dem  Regnaultschen  den  Vorzug  der  gröfsem  Einfachheit  hat,  so  dafs  es 
jeder  sich  leicht  selbst  hersteilen  kann,  Fig.  166  stellt  dasselbe  dar.  In 
einem  zum  Teil  mit  Quecksilber  gefüllten  Cylinder  K bewegt  sich  ein  queck- 
silberdicht scHliefsender  Kolben  mit  schwacher  Reibung. 

Der  Cylinder  ist  unten  mit  einer  Kork- 
platte geschlossen,  und  ein  gekrümmtes  Rohr 
p läfst  ihn  mit  einem  unten  und  oben  ge- 
schlossenen Cylinder  ii  kommunicieren.  Der 
Deckel  des  letzteren  G'ylinders  ist  von  zwei 
Rühren  durchbohrt  cd  und  q. 

Die  Rühre  cd  ist  gerade,  an  ihren  beiden 
Enden  offen,  und  gegen  eine  willkürliche  Toilung 
gelegt,  deren  Nullpunkt  etwas  über  dem  Cylinder 
liegt.  Die  Röhre  q , gekrümmt,  wie  die  Figur 
zeigt,  tritt  durch  den  Boden  in  ein  cylindrisches 
Gefilfs  r ein.  Von  dem  Deckel  des  G'ylinders 
ii  reichen  mehrere  Platinspitzen  von  verschie- 
dener Dünge  a,  b in  den  Cylindor  hinab.  Das 
cylindrische  GefUfs  r kann  ein  anderes  Gefüls 
aufhehmen,  welches  den  zu  untersuchenden 
Körper  enthält.  Eine  Scheibe  m von  mattge- 
schliffenem Glase  wird  durch  die  Schraube  t 
und  einen  zwischengelegten  elastischen  Körper 
u auf  den  abgeschliffenen  obern  Rand  des  Cy- 
linders  golegt  und  verschliefst  ihn  luftdicht. 

Die  Cylinder  K und  ii  sind  bis  zu  einer  ge- 
wissen Höhe  mit  Quecksilber  gefüllt. 

Man  zieht  zunächst  den  Kolben  in  K 
so  weit  herauf,  dafs  die  Luft  frei  durch  cd  in 
ii  eindringen  kann.  Sei  bei  dem  Barometerstände  H das  Volumen  der  Luft, 
welches  in  ii , q und  r abgesperrt  ist,  wenn  das  Quecksilber  gerade  bei  c 
die  Röhre  cd  verschliefst,  gleich  V. 

Drückt  man  nun  den  Kolben  herab,  so  steigt  das  Quecksilber  in  ii, 
und  man  kann  es  leicht  dahin  bringen,  dafs  es  gerade  die  Spitze  a berührt. 


')  Kopp,  Annalen  der  Chemie  und  I’barmacie  von  Liebig.  Bd.  XXXV. 
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Dabei  wird  das  Qneeksilber  in  der  Rühre  cd  um  eine  Hühe  h steigen,  und 
die  Höhe  h mil'st  jetzt  den  Druck,  unter  welchem  die  komprimierte  Luft 
steht.  Diese  Hühe  wird  bei  verschiedenem  llarometerstand  verschieden  sein, 
da  mit  II  die  Dichtigkeit  der  anfänglich  abgesperrten  Luft  sich  lindert. 

Bei  V'  das  Volumen  der  abgesperrten  Luft,  wenn  das  Quecksilber  bei  a 
steht,  so  haben  wir 

V : V = H -f  h : II 


V : V — V «=  II  -f-  h : h 

V V'  «=  — - - — • V 

H + h v- 


Um  nun  das  Volumen  V zu  bestimmen,  bedarf  es  noch  einer  weitem 
Beobachtung;  man  legt  dazu  in  das  Gefäfs  r einen  Körper  von  bekanntem 
Volum  v,  und  verfährt  gerade  wie  vorhin.  Man  erhält  dann  das  Volum  V 
auf  folgende  Weise.  Das  Volum  der  anfänglich  abgesperrten  Luft  ist  jetzt 
V — v,  beim  Hinaufdrucken  des  Quecksilbers  bis  a ist  es  V‘  — e;  in  der 
Röhre  cd  ist  das  Quecksilber  dann  bis  zu  einer  Höhe  ti  gestiegen.  Wir 
haben  demnach 

V — v : V'  — v = II  + h':  II, 


und  wenn  wir  wieder  gerade  wie  vorhin  verfahren 

V — v : V — V'  =//  + /.' : V, 

und  setzen  wir  für  V — V’  den  soeben  erhaltenen  Ausdruck  ein  und 
bringen  die  passenden  Transformationen  an: 


V 


K II  + 

TT  ‘ K-  h 


h 


Ist  V so  ein  für  allemal  bestimmt,  so  erhält  man  aus  einem  dem 
vorigen  ganz  gleichen  Versuch  das  Volumen  x eines  zu  untersuchenden 
Körpers.  Man  legt  den  Körper  in  den  Cylinder  r,  und  komprimiert  die 
Luft,  bis  das  Quecksilber  die  Spitze  u berührt.  In  der  Röhre  cd  steigt  das 
Quecksilber  bis  zu  einer  Höhe  h",  und  es  ist 


h’  II  + 

U * h " - h ‘X 


und  daraus,  wenn  wir  die  Gleichung  nach  x auf  lösen, 

H I,"  — h „ 

*“*"■  7/  + * • V- 

Der  Apparat  ist  ufit  mehreren  Platinspitzen  versehen,  um  zugleich 
mehrere  Werte  für  x erhalten  zu  können,  welche  sich  gegenseitig  kontro- 
lieren,  und  aus  denen  man  das  Mittel  nimmt,  wenn  die  einzelnen  Versuche 
kleine  Abweichungen  zeigen. 

Man  kann  diese  Apparate  sehr  gut  anwenden,  um  das  specitische  Ge- 
wicht von  Körpern  zu  bestimmen,  bei  denen  man  die  gewöhnliche  Methode 
des  Eintauchens  in  eine  Flüssigkeit  nicht  anwenden  kann.  Man  bestimmt 
das  Gewicht  des  Körpers  in  Grammen  imd  das  Volumen  mittels  dieses 
Apparates  in  Kubikcentimetern.  Der  Quotient  beider  gibt  das  specitische 
Gewicht. 
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Um  sich  von  der  Genauigkeit  der  Methode  zu  überzeugen,  bestimmte 
Kopp  zunächst  das  specifische  Gewicht  von  Blei,  Zinn  und  einigen  Salzen, 
es  stimmt,  wie  folgende  Zahlen  zeigen,  sehr  genau  mit  den  von  idem 
Beobachtern  gefundenen  specifischen  Gewichten  dieser  Substanzen  i.  rein. 

Es  ist  das  specifische  Gewicht  von 
Blei  nach  Kopp  11,404,  nach  gewöhnlicher  Methode  11,373 


Zinn  „ ,,  7,3fi3,  „ „ „ 7,358 

Salmiak  „ „ 1)50,  „ Wollaston 1,45. 


Für  eine  Reihe  anderer  Substanzen  hat  Kopp  dann  folgende  Zahlen 
erhalten: 


Substanzen 

Sp.  Gew. 

Substanzen 

Sp.  Gew. 

Bimstein  (gepulvert) . . . 

2,15 

Korkrinde 

0,33 

Asche  von  Buchenholz  . 

2,85 

Faser 

von  Lindenholz  . . 

1,13 

Zuckor  (weiss.  gepulvert) 

1,58 

n 

„ Tannenholz  . . 

1,16 

Kochsalz  (gepulvert)  . . 

2,15 

?> 

„ Nufsbaumholz 

1,17 

Waizenmehl 

1,49 

!> 

„ Apfelbaum.  . . 

1,20 

Stärkmehl 

1,56 

„ Zwetschenbaum 

1,22 

Flachsfaser 

1,45 

,,  Birnbaum  . . . 

1,23 

Seide  (Coconfaden) . . . . 

1,56 

7> 

„ Eichenholz . . . 

1,27 

Baumwolle 

1,27 

„ Buchenholz  . . 

1,29 

Schafwolle  (verarbeitet) 

1,29 

§ 107. 

Die  Luftpumpe.  Auf  der  zweiten  Fundamentaleigenschaft  der  Gase, 
dem  Bestreben,  jeden  ihnen  dargebotenen  Raum  auszufüllen,  beruht  einer 
der  für  den  Physiker  wichtigsten  Apparate,  die  Luftpumpe,  durch  welche 
man  imstande  ist,  aus  einem  Raume  die  Luft  herauszuschatfen. 

Der  einfachste  Apparat  dieser  Art  ist  die  Hahnluftpumpe,  wie  sie  der 
Erfinder  derselben,  Otto  von  Guericke,  Bürgermeister  von  Magdeburg,  kon- 
struierte. (Experimenta  nova  Magdeburgica  de  spatio  vacuo.  Amstellod. 
1672  fol.).  In  einem  hohlen,  gut  gearbeiteten  Oylinder  A kann  ein  luft- 
dicht schliefsender  Kolben  Ic  hin  und  hergefUhrt  werden.  Der  Boden  des 
Oylinders  ist  durchbohrt  und  eine  Röhre  rr,  welche  in  der  Mitte  eines 
Tellers  tt  mündet,  setzt  den  durch  die  Glocke  G umgebenen  Raum  mit  dem 
Innern  des  Oylinders  in  Verbindung. 

In  der  Röhre  rr  sind  überdies  zwei  einfach  quer  durchbohrte  Hähne 
angebracht  h und  l.  Wenn  man  die  beiden  Hähne  so  stellt,  dafs  der 
innere  Raum  des  Oylinders  weder  mit  der  Glocke  G,  noch  mit  der  äufsem 
Luft  in  Verbindung  steht,  und  nun  den  Kolben  gegen  « hin  bewegt,  so 
entsteht  im  Cylinder  ein  luftverdünnter  Kaum,  da  sich  die  vorher  in  einem 
kleinen  Teile  des  Oylinders  befindliche  Luft  jetzt  in  dem  ganzen  Cylinder 
verbreitet.  Dreht  man  den  Hahn  h,  so  wie  die  Zeichnung  es  zeigt, 
dafs  die  Glocke  mit  dem  Cylinder  A in  Verbindung  steht,  so  strömt  die 
dichtero  Luft  aus  der  Glocke  durch  die  Röhre  rr  in  den  luftverdünnten 
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Kaum  des  Cylinders,  und  die  Luft  unter  der  Glocke  ist  dünner  wie  vorher. 
Schliefst  man  dann  durch  h die  Glocke  wieder  vom  Cylinder  ab,  so  kann 
man  durch  Zurückschieben  des  Kolbens  bei  geöffnetem  Hahn  l die  Luft  aus 
dem  Cylinder  herausdrUcken.  Durch  mehrfache  Wiederholung  dieser  Opera- 
tionen kann  man  'dann  allmählich  die  Luft  unter  der  Glocke  bis  auf  einen 
gewissen  Grad  verdünnen. 

Hg.  167. 


Flg.  16«. 


ET 


Diese  Luftpumpe  ist  nun  zwar  die  einfachste,  aber  auch  die  unbequemste, 
da  man  bei  jeder  Verdünnung  drei  Operationen  vornehmen  mufs,  das  Heraus- 
zieben  und  Hineinschieben  des  Kolbens  und  die  Stellung  zweier  Hähne. 
Die  nächste  Verbesserung,  welche  an  den  Maschinen  angebracht  wurde, 
war  die,  dafs  man  statt  zweier  Hähne  nur  einen  doppelt  durchbohrten 
Hahn  (Fig.  168)  anwandte.  Die  eine  Durchbohrung  geht  wie  bei  den  ein- 
fachen Hähnen  quer  durch  denselben,  und  verbindet  in  der 
entsprechenden  Stellung  die  Glocke  mit  dem  Cylinder.  Die 
zweite  bildet  einen  rechtwinkelig  gekrümmten  Kanal  ab,  sie 
setzt  das  Innere  des  Cylinders  mit  der  äufsern  Luft  in  Ver- 
bindung, sie  dient  also  dazu,  die  Luft  beim  Zurückführen  des 
Kolbens  aus  dem  Cylinder  zu  entlassen. 

Um  der  Stellung  der  Hähne  ganz  überhoben  zu  sein, 
hat  man  später  dieselben  durch  Ventile  ersetzt  (Fig.  160). 
Der  in  dom  Cylinder  A bewegliche  Kolben  K ist  durch  ein  centrales  Loch 
durchbohrt,  welches  durch  eine  von  unten  nach  oben  sich  öffnende  Klappe 
vorschlossen  werden  kann.  Eine  ähnliche  Klappe  ist  am  Boden  des  Cylinders 
vorhanden,  die  ebenfalls  von  unten  nach  oben  sich  öffnet  Wenn  man  nun 
den  Kolben  K in  die  Höhe  zieht,  schliefst  sich  das  Kolbenventil  /;  durch 
den  stärkern  Druck  der  Luft  in  der  Glocke  öffnet  sich  dann  aber  das 
Ventil  h und  die  Luft  dringt  aus  der  Glocke  in  den  Cylinder.  Wird  der 
Kolben  hinabgedrückt,  so  schliefst  sich  das  Ventil  //,  da  dann  die  in  K ent- 
haltene Luft,  welche  sich  vorher  mit  der  Luft  der  Glocke  ins  Gleichgewicht 
gesetzt  hatte,  stärker  von  oben  nach  unten  drückt.  Bald  öffnet  sich  dann 
au(4i  das  Ventil  l des  Kolbens  und  die  im  Cylinder  A enthaltene  Luft 
strömt  durch  die  Kolbenöffnung  aus,  bis  der  Kolben  wieder  auf  dem  Boden 
des  Cylinders  aufsteht. 
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Indes  würde  bei  dieser  einfachsten  Yentilluftpumpe  die  Verdünnung 
der  Luft  unter  der  Glocke  bald  ihre  Grenze  erreichen,  da  die  Luft  nur  dann 
aus  der  Glocke  in  den  Cylinder  K strömen  kann,  wenn  sie  das  Ventil  h 
hebt.  Die  Luft  wird  also  aufhören,  in  den  Cylinder  einzuströmen,  sobald 
der  Druck  der  Luft  in  der  Glocke  so  klein  geworden  ist,  dafs  er  nicht  mehr 
imstande  ist,  das  Ventil  zu  heben.  Des- 
halb hat  man  an  der  Maschine  weitere 
Veränderungen  angebracht,  und  be- 
wirkt, dafs  der  aufsteigende  Kolben  das 
Ventil  h öffnet,  der  niedergehende  es 
schliefst. 

Der  Kolben,  wie  er  an  den  ver- 
besserten Maschinen  angewandt  wird, 
hat  folgende  Einrichtung  (Fig.  170). 

Der  Kolben  enthült  im  Innern  einen 
metallischen  Kern,  der  aus  einer  dicken 
nach  unten  sich  erweiternden  Röhre  RR 
besteht.  Um  diese  Röhre  und  auf  der 
Platte  PP  sind  Lederscheiben  gelegt, 
welche  vollständig  mit  Öl  getränkt  sind. 

Diese  Lederscheiben  sind  durch  die  Deck- 
platte QQ , welche  mit  der  Sehrauho  S 
dagegen  gedrückt  wird,  zusammengc- 
prefst.  Die  Umfänge  dieser  Lederscheiben 
sind  so  begrenzt,  dafs  dieselben  einen  Cylinder  bilden,  der  ganz  genau 
in  den  Cylinder  der  Pumpe  hineinpafst  und  nur  mit  schwacher  Reibung 
darin  auf  und  ab  bewegt  werden  kann. 

Es  ist  nicht  schwierig,  den  Kolben  fig. 170. 

genau  einzupassen,  denn  jedesmal,  wenn 
man  die  Schraube  S anzieht,  wird  der 
Durchmesser  des  Kolbens  gröfser,  da 
dann  die  zusammengeprefsten  Scheiben 
nach  der  Seite  sich  ausdehnen.  Man 
kann  auf  dieso  Weise  den  Kolben 
ganz  genau  luftdicht  einpassen,  ohne 
doch  die  Reibung  zu  stark  zu  machen, 
und  so  den  Gang  der  Pumpe  zu  er- 
schweren. 

Im  Innern  der  Röhre  R befindet  sich 
das  Ventil  l.  Dasselbe  ist  eine  kleine 
kreisförmige  Platte,  welche  abgeschliffen 
ist,  und  die  Öffnung  O in  der  'Boden- 
platte vollständig  bedeckt.  Sie  wird  durch 
eine  Feder,  welche  an  einem  kleinen  in 
der  weitem  Stelle  der  Röhre  befestigten  Gestelle  befestigt  ist,  gegen  die 
Bodenplatte  angedrückt.  Die  Feder  ist  andererseits  an  einen  von  der  Platte  l 
aufsteigenden  Stiel  befestigt.  Die  Feder  ist  nur  sehr  schwach,  da  sonst 
der  Druck  der  Luft  im  Innern  des  Cylinders  bald  nicht  mehr  ausreichen 
würde,  um  das  Ventil  zu  hoben. 
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Anstatt  4er  einfachen  Klappe,  welche  die  zur  Glocke  führende  Röhre 
verschliefst , hat  man  folgende  Einrichtung  angebracht.  Der  Kolben  ist  mit 
einer  Durchbohrung  versehen,  durch  welche  ein  Messingstab  ss  hindurch- 
geht, der  luftdicht  eingepafst  ist.  An  dem  Stabe  ist  eine  nach  unten  konisch 
abgedrehte  Verdickung  angebracht,  welche  in  die  konische  Öffnung  in  dem 
Boden  des  Cylinders  h eingeschliffen  ist  und  dieselbe  luftdicht  abschliefst. 
Wird  der  Kolben  herabgedrückt,  so  nimmt  er  den  Messingstab  mit  sich, 
bis  die  kegelförmige  Verdickung  die  Bodenöflhung  abschliefst.  Der  Ver- 
schlufs  dauert  so  lange,  wie  der  Kolben  niodergeht.  Wenn  der  Kolben 
aufgezogen  wird,  hebt  er  zunächst  den  Stab  ss,  öffnet  die  Bodenöffnung  h 
und  stellt  auf  diese  Weise  die  Kommunikation  der  Glocke  mit  dem 
Pumpenstiefel  her.  Damit  aber  der  Stab  nicht  zu  hoch  gehoben  und  so 
nachher  der  rechtzeitige  Verschlufs  beim  Hinabdrücken  nicht  verhindert 
wird,  stöfst  der  Stab,  gleich  nachdem  er  gehoben  ist,  gegon  den  Deckel 
des  Pumpencylinders , und  der  Kolben  gleitet  an  der  Messingstange  in  die 
Höbe. 

Diese  Einrichtung  bewirkt  also,  dals  man  beim  Pumpen  selbst  die 
Kommunikation  des  Recipienten  nut  dem  Pumpenstiefel  herstellt  und  unter- 
bricht, dafs  also  die  Luft  aus  der  Glocko  ohne  Hindernis  in  die  Pumpe  ein- 
treten  kann. 

ZweiBtiefelige  Pumpen.  Bei  den  einstiefeligen  Pumpen  ist  unver- 
meidlich jedesmal  ein  toter  Gang,  indem  boim  Herabdrücken  des  Kolbens 

nur  die  Luft  aus  der  Pumpe  in  die 
freie  Luft,  nicht  aber  aus  dem  Reci- 
pienten in  die  Pumpe  geschafft  wird. 
Aufserdem  haben  sie  noch  eine  andere 
Unbequemlichkeit.  Wenn  nämlich  die 
Luft  fast  vollständig  ausgepumpt  ist, 
so  mufs  man  bei  Hebung  des  Kolbens 
nicht  nur  die  Reibung  des  Kolbens  an 
den  Wänden  des  Stiefels  überwinden, 
sondern  auch  den  Druck  der  Luft, 
welcher  auf  dem  Kolben  lastet  und  dem 
kein  Gegendruck  das  Gleichgewicht  hält. 
Dieser  Druck  ist  bei  einiger  Gröfse 
des  Kolbens  sehr  bedeutend,  er  über- 
schreitet 100  Kilogramm,  wenn  der 
Querschnitt  des  Kolbens  einem  Quadrat- 
decimeter  gleich  wird.  Dieser  Druck, 
der  bei  dem  Anfang  der  Operation 
gleich  O ist,  wächst  sehr  rasch  und 
macht  das  Auspumpen  von  Luft  bald  sehr  schwierig,  wenn  nicht  unmöglich. 
Um  diesen  beiden  ('Beiständen  zu  begegnen,  hat  man  zweistiefelige  Luft- 
pumpen (Fig.  171)  konstruiert,  bei  denen  man  zwei  solcher  Pumpen  un- 
mittelbar neben  einander  stellt  und  mit  demselben  Recipienten  in  Ver- 
bindung bringt.  Dio  Kolben  sind  an  Zahnstangen  befestigt,  deren  Zähne 
in  die  eines  gezähnten  Rades  cingreifen.  Das  Zahnrad  sitzt  auf  einer 
metallischen  Axe,  an  der  zugleich  ein  zweiarmiger  Hebel  befestigt  ist.  Man 
fafst  den  Hebel  an  den  an  seinen  beiden  Enden  angebrachten  Handgriffen 
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und  hebt  und  senkt  die  Kolben  durch  Drehung  des  Rades.  Man  sieht,  wie 
hier  immer  der  eine  Kolben  steigt,  wenn  der  andere  herabhilngt,  und  wie 
somit  beide  vorhin  bemerkte  Übelstande  abgestellt  sind.  Denn  hemmt  jetzt 
der  Luftdruck  den  aufsteigenden  Kolben,  so  befördert  er  in  ganz  gleichem 
Mafse  den  niedergehenden;  der  äufsere  Luftdruck  ist  also  kein  Hemmnis 
der  Operation,  sie  geht  am  Ende  bei  fast  leerer  Glocke  ebenso  leicht  als 
im  Anfang.  Überdies  ist  aber  auch  der  tote  Gang  vermieden,  denn  geht 
der  eine  Kolben  nieder,  um  die  Luft  aus  dem  Körper  der  Pumpe  fortzu- 
schaffen, so  steigt  der  andere  Kolben  auf  und  pumpt  Luft  aus  dem  Reci- 
pienten. 

Verbindung  der  Pumpen  mit  dem  Reoipienten.  Um  mit  den 

Pumpen  leicht  die  verschiedensten  Apparat«  in  Verbindung  setzen  zu  können, 
sind  sie  auf  einem  festen  Tische  befestigt  (Fig.  172).  Die  Kanüle,  welche 
die  Pumpenstiefel  mit  dem  Rocipienten  in  Verbindung  setzen,  vereinigen 
sich  gleich  hinter  den 
Pumpen  in  einen  einzigen 
Kanal , der  dann  hori- 
zontal über  dem  Tische 
hingofilhrt  ist,  in  einiger 
Entfernung  vertikal  auf- 
steigt und  in  der  Mitte 
eines  Tellers  von  matt- 
geschliffenem Glase  en- 
digt Das  hervorstehende 
Ende  des  Kanals  ist  mit 
einem  Schraubengewinde 
versehen,  auf  welchem 
man  die  Apparate  auf- 
schrauben kann,  in  wel- 
chen man  einen  luftleeren 
Raum  lierstollen  will. 

Diese  sind  zu  dem  Zwecke 
mit  einer  Schrauben- 
mutter versehen,  welche 
auf  das  Gewinde  pafst. 

Überdies  sind  bei  einer 
solchen  Luftpumpe  stets 
einige  Glocken  mit  abgeschliffenem  Rand,  welche  auf  den  Teller  gesetzt 
und  ausgepumpt  werden  können.  Um  den  Yerschlufs  einer  solchen  Glocke 
vollkommen  luftdicht  zu  machen,  bestreicht  man  den  Rand  derselben  dann 
noch  mit  einer  dünnen  Schicht  Fett. 

Manometer.  Um  zu  bestimmen,  wie  weit  die  Verdünnung  der  Luft 
in  den  Apparaten  vorgeschritten  ist,  besitzen  alle  Luftpumpen  ein  Baro- 
meter (Fig.  173).  Dasselbe  ist  von  einer  Glasglocke  umgeben,  welche  in 
eine  Messingfassung  eingekittet  ist,  die  durch  eine  Röhrenleitung  mit  dem 
vom  Reoipienten  zu  den  Pumpen  führenden  Kanal  in  Verbindung  steht.  So 
wird  zugleich  aus  dem  Rocipienten  und  dieser  Glocke  dio  Luft  ausgepumpt. 
Man  sieht  daher,  wie  bei  jedem  Kolbenhub  das  Quecksilber  in  dem  einen 
Schenkel  des  Barometer  füllt,  so  lange  bis  die  Verdünnung  der  Luft  ihren 


Digitized  by  Google 


478 


Grad  der  Verdünnung. 


S 107. 


höchsten  Grad  erreicht  hat,  und  das  Niveau  des  Quecksilbers  im  Barometer- 
rohr nur  wenig  mehr  über  das  in  dem  offenen  Schenkel  erhoben  ist.  Der 
Druck  der  noch  im  Recipienten  vorhandenen  Luft  und  somit  ihre  Dichtig- 
keit wird  in  jedem  Moment  durch  den  Unterschied  der  Quoeksilbemiveaus 
angegeben.  Gewöhnlich  wendet  man  anstatt  eines  ganzen  ein 
'K  1,3  abgekürztes  Barometer  an  von  30  bis  40  Centimeter  Länge. 
f Das  Quecksilber  in  dem  geschlossenen  Schenkel  beginnt  dann 

nicht  eher  zu  fallen,  als  bis  der  Druck  der  Luft  auf  die  Hälft« 
reduciert  und  somit  die  Luft  zur  Hälfte  ausgepumpt  ist.  Will 
man»  die  Verdünnung  schon  früher,  ja  überhaupt  genau  messen, 
so  verbindet  man  mit  der  Pumpe  ein  einfaches  U-förmiges 
Quecksilbermanometer , dessen  einer  Schenkel  durch  einen 
Kautschukpfropf  geschlossen  ist,  der  von  einer  zur  Luftpumpe 
geführten  Glasröhre  durchbohrt  ist.  Der  andere  Schenkel  ist 
offen ; die  Röhren  sind  zur  Hälfte  mit  Quecksilber  gefüllt. 
Wird  nun  die  Luft  in  dem  mit  dem  Recipienten  der  Luftpumpe 
in  Verbindung  gesetzten  Schenkel  verdünnt,  so  steigt  das  Queck- 
silber in  demselben,  sinkt  in  dem  andern  und  die  Niveaudifferenz 
gibt  don  Überschufs  des  äufsern  Luftdruckes  Uber  den  Druck 
der  Luft  im  Recipienten.  Zieht  man  demnach  den  Niveau- 
unterschied vom  Barometerstände  ab,  so  erhält  man  den  Druck 
der  Luft  im  Recipienten. 

Der  Niveauunterschied  wird  mit  dem  Kathetometer  ge- 
messen. 

Grad  der  Verdünnung.  Wenn  man  die  Verdünnung  der 
Luft  im  Recipienten  durch  fortgesetztes  Pumpen  möglichst  weit 
treibt,  so  wird  man  doch  niemals  in  dem  abgekürzten  Baro- 
meter das  Quecksilberniveau  in  beiden  Schenkeln  gleich  hoch, 
oder  im  U - förmigen  Manometer  die  Niveaudifferenz  dem  Barometerstände 
gleich  finden.  Man  erhält  daher  niemals  in  dem  Recipienten  einen  luft- 
leeren Raum,  und  es  fragt  sich,  wie  weit  kann  man  die  Verdünnung  treiben. 
Es  hängt  das  wesentlich  ab  von  der  guten  Konstruktion  der  Pumpe;  aber 
auch  theoretisch  betrachtet  kann  man  niemals  einen  vollkonunen  leeren 
Raum  erhalten,  wie  sich  leicht  nachweisen  läfst. 

Sei  A die  Kapacitüt  des  Recipienten,  Jt  die  des  Pumpencylinders. 
Nehmen  wir  an,  wir  hätten  eine  einstiefelige  Pumpe  und  der  Kolben  stehe 
auf  dem  Boden  des  Pumpencylinders.  Sei  ferner  dio  dann  im  Recipienten 
abgesperrte  Luftmenge  gleich  der  Einheit. 

Wird  nun  der  Kolben  ganz  in  die  Höhe  gezogen,  so  verbreitet  sich 
die  Luft  aus  dem  Recipienten  in  den  Cylinder  und  die  vorhin  den  Raum  A 
einnehmende  Luft  nimmt  jetzt  den  Raum  A -f-  B ein.  Die  Dichtigkeit  der 
Luft  ist  demnach  jetzt  in  dem  Raume  des  Recipienten  sowohl  als  des  Cylinders 

A 

A + B ' 


Wird  jotzt  durch  Hinabdrücken  des  Kolbens  die  Luft  aus  dem  Cylinder 
getrieben,  so  ist,  wenn  der  Kolben  den  Boden  wieder  berührt,  anstatt  der 
Luftmenge  1 in  dem  Recipienten,  dessen  Kapacitüt  gleich  A ist,  das  gleiche 
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Volum  Luft  wie  vorher  abgesperrt,  dieses  hat  aber  nur  die  Dichtigkeit 

. ",  „ • Nach  dem  zweiten  Kolbenhübe  breitet  sich  nun  die  Luft  von  dieser 
A + fi 


Dichtigkeit  ans  dem  Raume  A wieder  in  den  Raum  A -}-  B aus,  die  Dichtig- 
keit nimmt  demnach  wieder  im  Verhältnis  ^ ^ j{  »1»,  oder  sie  ist  jetzt 


(A  + H‘) 


Beim  Niedergang  des  Kolbens  wird  wieder  das  Volumen  B dieser  Luft 
ausgestofsen,  berührt  der  Kolben  den  Boden,  so  ist  im  Raum  A die  Luft- 
menge (A  ^ -gjy  enthalten. 

Nach  dem  dritten,  vierten  etc.  Auf-  und  Niedergänge  des  Kolbens  er- 
hält man  in  gleicher  Weise  als  im  Recipienten  zurückbleibende  Luftmengen 


Nun  ist 


A*  Al 

(A+W  ’ (A  + B)‘ 

Ax 

(A  + B)" 


A“ 

(A  + B)* 


und  man  sieht,  dafs  dieser  Ausdruck  nur  dann  gleich  0 wird,  wenn  n un- 
endlich grofs  wird,  wenn  man  also  unendlich  viele  Kolbenhübe  vomähme. 

Man  kann  daher  mit  keiner  Luftpumpe  einen  absolut  leeren  Raum 
erhalten,  sondern  unter  den  obigen  Voraussetzungen  sich  dem  vollständig 
leeren  Raum  nur  durch  andauerndes  Pumpen  annähern.  Aber  selbst  dieses, 
eine  fortgesetzte  Annäherung  an  den  luftleeren  Raum  ist  in  der  Praxis 
nicht  zu  erreichen;  selbst  bei  den  besten  Pumpen  ist  es  nur  eine  gewisse 
(irenze  der  Verdünnung,  der  man  sich  bei  fortgesetztem  Pumpen  immer 
mehr  nähert.  Selbst  die  besten  Maschinen  reichen  nicht  weiter  als  bis  zu 
einer  Verdünnung  von  etwa  lm“  Quecksilberdruck.  Der  Gründe  dafür  sind 
mancherlei. 

Wie  gut  auch  die  Maschine  gearbeitet  ist,  so  können  doch  niemals  die 
Verbindungen  zwischen  den  einzelnen  Teilen  vollkommen  luftdicht  sein. 
So  schliefst  der  Kolben  nicht  absolut  luftdicht  an  den  Cylinder,  die  Stange 
der  Ventile  nicht  im  Kolben,  ebenso  nicht  das  Boden-  und  Kolbenventil. 
Ferner  ist  durch  die  mancherlei  Verbindungen  am  Apparat  das  Innere  des- 
selben nicht  ganz  vollkommen  von  der  äufsorn  Luft  abgeschlossen.  Wenn 
deshalb  die  Verdünnung  einen  hohen  Grad  erreicht  hat,  sickert  die  Luft 
durch  diese  verschiedenen  sehr  feinen  Räume  in  die  Pumpe  hinein  und 
alles  weitere  Pumpen  ist  vergeblich;  die  Luftmenge,  welche  wir  durch  das 
Pumpen  fortnehmen,  wird  durch  die  nachsickemde  Luft  wieder  ersetzt. 

Noch  ein  anderer  wesentlicherer  Umstand  ist  vorhanden,  der  es  un- 
möglich macht,  die  theoretisch  mögliche  Verdünnung  in  der  Praxis  zu  er- 
reichen, es  ist  der  schädliche  Raum  zwischen  dem  Kolben  und  dem  Boden 
des  Pumpencylinders.  Der  Kolben  steht  nämlich  auch  in  seiner  tiefsten 
Stellung  niemals  ganz  dicht  auf  dem  Boden  der  Pumpe,  sondern  immer  ist 
ein,  wenn  auch,  bei  sehr  gut  gearbeiteten  Pumpen,  noch  so  kleiner  Raum 
zwischen  beiden.  Daraus  folgt,  dafs  nicht,  wie  wir  bei  unserer  Berechnung 


Digitized  by  Google 


480 


Habineta  Hahn. 


§ 107. 


annahmen,  bei  jedem  Niedergänge  das  Luftvolumen  B fortgeschafft  wird, 
sondern  da  von  dem  Raume  B unter  dem  Kolben  noch  ein  Raum  b übrig 
bleibt,  nur  das  Volumen  B — b.  Bei  weit  vorgeschrittener  Verdünnung 
wird  deshalb  ein  Punkt  ein  treten  w wo  die  Luft  in  dem  Pumpenstiefel  gar 
nicht  mehr  durch  den  Kolben  austritt;  wo  sie  nicht  mehr  imstande  ist, 
das  Ventil  zu  heben,  sondern  nur  in  dem  Raume  b komprimiert  wird.  Bei 
weiteren  Auf-  und  Niedergiingen  des  Kolbens  tritt  daher  keine  Luft  mehr 
aus  dem  Rocipienten  in  den  Pumpencylinder  und  aus  diesem  durch  den 
Kolben  in  die  ilufsero  Luft,  sondern  es  wird  nur  die  in  dem  Raume  b ent- 
haltene Luft  abwechselnd  ausgedehnt  und  komprimiert. 

Babinets  Hahn.  Um  diesen  störenden  Umstand  auf  ein  Minimum 
zurückzufilhren , hat  Rabinet  zur  Luftpumpe  einen  besondere  nach  ihm 
benannten  Hahn  hinzugofügt.  Derselbe  befindet  sich  in  der  Axe  der  Röhre, 
welche  die  von  beiden  Pumpenstiefeln  kommenden  Kanäle  verbindet,  un- 
mittelbar unter  denselben.  Dieser  Hahn  bat  zunächst  eine  - förmige 

Durchbohrung,  so  dafs  die  Querdurch- 
bohrung der  beiden  Pumpenstiefel  mit 
der  in  der  Axe  des  Hahnes  geführten 
Längsdurchbohrung,  und  da  diese  die 
Fortsetzung  des  zur  Glocke  führenden 
Kanals  ist,  mit  diesem  in  Verbindung  setzt. 
In  der  Stellung  Fig.  174  a,  sie  ist  auf  dem 
Hahn  gewöhnlich  mit  2 bezeichnet,  ist 
also  die  Verbindung  der  innere  Teile  der 
Maschine  die  bisher  von  uns  angenommene. 
Anders  aber,  wenn  man  den  Hahn  um  90° 
dreht,  ihn  in  die  Stellung  Fig.  174  b bringt. 
Die  Durchbohrung  des  Hahnes  ist  dann 
so,  dafs  der  eine  Pumpenstiefel  noch  mit 
der  Glocke  in  Verbindung  steht,  der  an- 
dere jedoch  nicht  mehr.  Dafür  steht 
durch  eine  andere  Durchbohrung  des  Hah- 
nes, die  in  der  Figur  dureb  die  punktierten 
Linien  angodeutet  ist,  dieser  Stiefel  mit 
dem  ersten  Stiefel  in  Verbindung.  Geht  nun  der  Kolben  in  dem  ersten 
Stiefel  in  die  Höhe,  so  tritt  die  Luft  aus  dem  Recipienten  in  ihn  hinein; 
geht  er  herab  und  der  Kolben  des  zwoiten  Stiefels  in  die  Höhe,  so  pumpt 
der  letztere  nicht  Luft  aus  dem  Recipienten,  sondern  die  Luft  aus  dem 
ersten  Stiefel  in  diesen.  Dadurch  wird  also  die  Luft  aus  dom  schädlichen 
Raume  des  mit  dem  Recipienten  in  Verbindung  stehenden  Stiefels  aus- 
gepumpt, und  man  kann  die  Verdünnung  viel  weiter  treiben  als  vorher,  so 
weit,  dafs  die  zurückbleibende  Luft  nur  weniger  als  lram  Dreck  auszuübcn 
imstande  ist. 

Hahn  rum  Wiodoroinlasson  der  Luft.  Ist  unter  der  Glocke  der 
Luftpumpe  der  verdünnte  Raum  hergostelllt,  so  wird  dieselbe  durch  den 
Druck  der  äui'sere  Luft  so  festgehalten,  dafs  es  nicht  möglich  ist,  sie  auf- 
zulieben. Es  ist  deshalb  nötig,"  oine  Vorrichtung  anzubringen,  um  die  Luft 
in  dieselbe  wieder  einlassen  zu  können.  Dazu  dient  der  unter  dem  Teller 
(Fi(£.  172)  angebrachte  Hahn.  Derselbe  hat  ebenfalls  mehrfache  Durcb- 


Kig.  174  ii. 
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bohrungen,  um  den  Teller  der  Luftpumpe  vollständig  absperren  zu  können, 
zugleich  aber  in  die  Pumpe  Luft  einlassen  zu  können. 

Zunächst  ist  er  quer  durchbohrt  und  setzt  in  der  Stellung  (Fig.  176) 
die  Glocke  mit  der  Pumpe  in  Verbindung.  Aufser  dieser  Durchbohrung 
hat  er  noch  eine  zweite 


Fig.  175. 


Fig.  176. 


Fig.  177. 


(Fig.  176),  welche  im 
Innern  des  Kanales  recht- 
winklig umbiegt , und 
die  in  einem  zu  dem  in 
Fig.  175  gezeichneten 
senkrechten  Durchschnitt 
liegt.  Dieser  Kanal  mün- 
det in  der  üufsem  Luft 
und  kann  durch  einen 
Stift  luftdicht  geschlossen 
werden , damit  in  der 
Stellung  Fig.  175  keine 

Luft  durch  diesen  Kanal  eintreten  kann.  In  der  Stellung  Fig.  176  setzt 
der  Hahn  die  Glocke  der  Luftpumpe  mit  der  äufsern  Luft  in  Verbindung;  er 
dient  also  zum  Einlassen  der  Luft  in  die  Glocke,  ln  der  Stellung  Fig.  177, 
in  welcher  der  Hahn  gegen  Fig.  176  um  180°  gedreht  ist,  ist  die  Glocke, 
der  Recipient,  sowohl  von  der  äufsern  Luft  als  von  der  Pumpe  abgesperrt, 
dagegen  kommuniciert  jetzt  die  Pumpe  mit  der  äufsern  Luft. 

Auf  dem  Griffe  des  Hahnes  sind  die  Stellungen  gezeichnet,  auf  der 
einen  Seite  steht  R und  auf  der  andern  F.  In  Fig.  176  ist  der  Buchstabe  R 
(rentree)  oben,  die  Luft  kann  in  die  Glocko  zurücktreten;  in  Fig.  177  ist  F 
(ferm6e)  oben,  die  Glocke  ist  abgesperrt. 

Anstatt  der  zweistiofeligen  Ventilluftpumpen  werden  auch  vielfach  zwoi- 
stiefelige  Hahnluftpumpen  angewandt,  besonders  ausgezeichnet  sind  die  der 
Berliner  Mechaniker  Schulze  und  Kleiner  Die  Verbindung  des  Tellers  mit 
den  Pnmpenstiefeln  ist  dieselbe  wie  bei  den  Ventilluftpumpen,  die  wir  bis- 
her beschrieben  haben;  die  Kolben  in  diesen  Pumpen  sind  ganz  massiv, 
und  der  wesentlichste  Unterschied  zwischen  diesen  und  den  Ventilpumpen 
besteht  in  der  Einrichtung  des  Hahnes,  der  an  der  Stelle  des  Babinetschen 
Hahnes  angobracbt  ist,  um  beim  Aufstoigen  des  Kolbens  den  Pumpenstiofel 
mit  dem  Recipienten,  beim  Niedergänge  aber  mit  der  äufsern  Luft  in  Ver- 
bindung zu  setzen,  des  nach  seinem  Erfinder  benannten  Grassmannschen 
Hahnes. 


Die  Einrichtung  dieses  Halmes  und  seine  Verbindung  mit  der  Pumpe 
zeigen  Fig.  178  und  179.  Von  dem  Boden  der  beiden  Stiefel  L und  R 
führt,  gerade  wie  bei  der  Ventilpumpe,  eine  Durchbohrung  zu  dem  mittlem 
Kanal,  der  den  Hahn  in  sich  aufnimmt. 

An  der  Stelle,  wo  das  von  dem  Teller  der  Pumpe  herkommende  Rohr 
in  den  Kanal  mündet,  ist  der  Hahn  quer  ganz  durchbohrt,  bei  A;  von  der 
Mitte  dieser  Querdurchbohrung  geht  durch  den  Hahn  schräg  hindurch  ein 
Kanal  hi,  der  in  der  Lage  Fig.  178  dort  aus  dem  Hahn  hervortritt,  wo 
dio  von  dem  Stiefel  L herkommende  Durchbohrung  mündet.  Eine  zweite 
schräge  Durchbohrung  des  Hahnes  kl,  welche  in  dem  Griffe  des  Hahnes 
WCllxm,  Pbyiik.  I.  4.  Aull.  81 
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in  die  äufserc  Luft  mündet,  verbindet  dann  den  von  dem  Stiefel  R her- 
kommenden Kanal  mit  der  iiufsem  Luft. 

Zieht  man  den  Kolben  L in  die  Höhe,  wobei  gleichzeitig  der  Kol- 
ben lt  hinabgedrückt  wird,  so  tritt  in  L die  Luft  aus  dem  Recipienten, 
während  aus  H durch  kl  die  Luft  horausgedrückt  wird.  Dreht  man  jetzt 
den  Hahn  um  180°  in  dio  Lage  (Fig.  179),  so  ist  durch  den  Kanal  hi  die 
Verbindung  des  Stiefels  R mit  dem  Recipienten,  durch  kl  die  des  Stiefels  I. 
mit  der  äuisern  Luft  hergestellt. 

Um  schliefslich  den  Hahn  auch  als  Babinetschen  zum  Auspampen  des 
einen  Stiefels  durch  den  andern  gebrauchen  zu  können,  hat  man  den  Hahn 
nur  aus  den  oben  angedeuteten  Stellungen  um  90°  zu  drehen,  die  dritte 
Durchbohrung  m,  welche  einfach  quer  durch  den  Hahn  geht,  verbindet  dann 
die  beiden  Stiefel  mit  einander,  während  weder  eine  Verbindung  mit  dem 
Recipienten  noch  mit  der  üufsem  Luft  vorhanden  ist. 


Fig.  178.  Fig.  179. 


Bei  den  Hahnluftpumpen  mufs  man  allerdings  nach  jedem  Kolbenhübe 
den  Hahn  umlegen,  also  eine  Operation  mehr  vornehmen  als  boi  der  Ventil- 
pumpe, da  man  indes  jetzt  Stiefel  von  bedeutender  Gröfso  nimmt,  ist  dieser 
übolstand  nicht  sehr  grofs.  Die  Hahnluftpumpen  haben  dagegen  den  Vor- 
zug der  einfachem  Konstruktion  und  gestatten  deswegen  im  allgemeinen 
die  Verdünnung  weiter  zu  treiben  als  die  Ventilpumpen. 

Schliefslich  sei  noch  erwähnt,,  dafs  man  statt  der  zweistiefeligen  auch 
doppelwirkende  einstiefelige  sowohl  Hahn-  als  Ventilpumpen  konstruiert  hat, 
hei  welchen  der  Stiefel  beim  Aufsteigeu  des  Kolbens  unten,  beim  Nieder- 
gange oben  mit  dem  Recipienten  in  Verbindung  steht.  Bei  diesen  Pumpen 
wird  gleichzeitig  das  Auf-  und  Niodergehen  des  Kolbens  durch  die  konti- 
nuierliche Rotation  eines  Rades  erzeugt,  durch  einen  Mechanismus,  der  dem- 
jenigen ganz  ähnlich  ist,  den  wir  später  bei  dem  Nattererschen  Apparat  be- 
schreiben worden.  Vortreffliche  Pumpen  dieser  Art  konstruieren  Staudinger 
in  Oiefsen,  Schulze  in  Berlin  und  Binnchi  in  Paris. 

Eine  eigentümliche  doppelwirkonde  einstiefelige  Ventilluftpumpe  hat 
vor  kurzem  Deleuil  konstruiert l),  welche  sich  von  den  eben  erwähnten 
dadurch  unterscheidet,  dafs  dor  Kolben  nicht  dicht  an  dem  Stiefel  anliegt, 
sondern  dafs  zwischen  ihm  und  der  Stiefelwandung  ein  Zwischenraum  von 
etwa  ,/tomln  ist,  es  sind  die  sogenannten  Pumpen  ä piston  libre.  In  dem 
kapillaren  Zwischenraum  zwischen  Kolben  und  Stiofel  rirkuliert  die  Luft 


*)  Deleuil,  Comptea  Rendus.  T.  LX.  p.  671.  Repertorium  für  physikalische 
Technik  von  Carl.  Bd.  I. 
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nur  selir  langsam;  indem  man  nun  den  Kolben  recht  lang  nimmt,  gleich  dem 
doppelten  Durchmesser  des  Stiefels,  und  da  auf  dem  gröfsten  Teile  des 
Weges,  den  der  Kolben  zurücklegt,  die  Luft  an  beiden  Seiten  desselben 
nur  eine  wenig  verschiedene  Dichtigkeit  hat,  kann  man  trotz  des  nicht 
dichten  Anliegens  des  Kolbens  verdünnte  Räume  herstellen,  in  denen  die 
Luft  nur  etwa  mehr  10mm  Quecksilberdruck  hat.  Die  Maschine  geht,  da 
der  Kolben  nicht  reibt,  leichter  wie  die  andern  Pumpen,  sie  hat  zugleich 
den  Vorzug,  dafs  der  Kolben  nicht  gefettet  wird. 

§ 108. 

Fall  der  Körper  im  luftleeren  Raum.  In  § 89  erwähnten  wir 
bereits,  dafs  wegen  des  Daseins  der  Luft  nicht  alle  Körper  gleich  schnell 
fallen,  dafs  wir  aber  die  im  ersten  Kapitol  des  ersten  Abschnittes  Fig.  iso. 
behauptete  Proportionalität  von  Gewicht  und  Anziehungskraft 
und  somit  den  8atz,  dafs  alle  Körper  gleich  schnell  fallen, 
selbst  für  die  specifisch  leichtesten  Körper  mit  der  Luftpumpe 
nachweisen  könnten.  Zu  dem  Ende  wendet  man  eine  Röhre  an, 
welche  an  der  einen  Seite  in  eine  Metallfassung  eingekittot  ist, 
die  in  eine  mit  einem  Hahn  versehene  Röhre  übergeht,  welche 
in  einer  auf  das  Schraubengewinde  der  Luftpumpe  passende 
Schraubenmutter  endigt.  Das  andere  Ende  der  Röhre  ist  durch 
eine  Metallfassung  luftdicht  geschlossen. 

In  diese  Röhre  bringt  man  ein  Schrotkom  und  eine  Flaum- 
feder, oder  ein  Stückchen  Platin  und  ein  Stückchen  Papier, 
schraubt  sie  auf  die  Luftpumpe  und  macht  sie  so  luftleer  als 
möglich.  Darauf  schliefst  man  den  Hahn,  schraubt  die  Röhre 
wieder  ab  und  kehrt  sie  um.  Die  in  der  Röhre  enthaltenen 
Körper  fallen  dann  herab , und  man  sieht,  dafs  die  Flaumfeder 
in  demselben  Augenblicke  unten  ankommt  wie  das  Schrot- 
kügelchen, das  Stück  Papier  ebenso  rasch  fällt  als  das  Stück 
Platin. 

Läfst  man  dann  durch  teilweises  Öffnen  des  Hahnes  all- 
mählich wieder  Luft  in  die  Röhre  eintreten,  so  sieht  man,  wie 
beim  Fallen  die  leichtern  Körper  immer  mehr  Zurückbleiben, 
je  dichter  die  Luft  wird;  ein  Beweis,  dafs  die  ungleiche  Ge- 
schwindigkeit des  Falles  dieser  Körper  nur  Folge  des  störenden 
Einflusses  der  Luft  ist. 

Eine  Reihe  von  Versuchen,  welche  gewöhnlich  mit  der 
Luftpumpe  angestellt  werden,  um  die  Existenz  des  Luftdruckes 
nachzuweisen,  als  das  Zersprengen  einer  Uber  einen  C'ylinder 
gespannten  Blase,  das  feste  Aneinanderhaften  der  sogenannten 
Magdeburger  Halbkugeln  u.  s.  f.,  genüge  es,  hier  erwähnt  zu 
haben.  Sie  haben  viel  von  ihrem  Interesse  verloren,  welches 
sie  früher  darboten,  als  sie  dazu  dienten,  den  grofsen  Druck 
nachzuweisen,  und  beitrugen,  das  Phantom  des  Horror  vacui  zu 
verbannen. 

31* 
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Unten  bei  C ist  die  Röhre  umgebogen  und  auf  die  Umbiegung  ein  dicker 
Kautscbukscblaucb  gezogen,  der  die  Röhro  A C mit  dem  GefUfse  G in  Ver- 
bindung setzt.  In  die  Röhre  AC  ist  bei  II  ein  Glashabn  eingesetzt,  der  in 
ganz  ähnlicher  Weise  wie  der  § 107  Fig.  176  beschriebene  Hahn  zum 
Einlassen  der  Luft  in  die  Pumpe  durchbohrt  ist.  Die  eine  nach  aufsen 

')  Poggeiulorf  weist  zwar  nach  (Poggcnd.  Ann.  Bd.  CXXV),  dafa  die  Idee 
der  Quecksilberpumpe  Behr  alt,  ja  fast  ebenso  alt  als  die  der  gewöhnlichen 
Luftpumpe  ist;  man  wird  aber  trotzdem  Geissler  als  den  Erfinder  dieser  Art 
Luftpumpen  bezeichnen  müssen,  da  er  der  Erste  war,  der  (1857)  eine  praktisch 
benutzte  Pumpe  konstruierte. 


484  Quecksilberluftpumpen.  § 109. 

§ 109. 

Quecke  ilberluftpumpen.  Eine  von  den  bisher  besprochenen  durch- 
aus verschiedene  Form  der  Luftpumpen  ist  die  zuerst  von  Dr.  Geissler  in 
Bonn  konstruierte  Quecksilberluftpumpe  ‘).  Bei  dieser  wird  die  Pumpe  er- 
setzt durch  eine  barometerartigo  Vorrichtung,  in  welcher  durch  Heben  und 
Senken  von  Quecksilber  die  Toricellische  Leere  hergestellt  wird,  mit  der 
dann  diejenigen  Apparate  verbunden  werden,  aus  welchen  die  Luft  entfernt 
werden  soll.  Die  Einrichtung  dieser  Pumpe,  mit  einem  sehr  bequemen 
Gestell,  zeigt  Fig.  181.  An  einem  festen  iin  den  Tisch  T angeschraubten 
Brette  ist  die  bei  B mit  einer  etwa  1,5  Liter  enthaltenden  bimförmigen 
Erweiterung  versehene  oben  und  unten  offene  Glasröhre  A C befestigt. 
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gehende  Durchbohrung  mündet  in  das  kleine  an  den  Hahn  angeschmolzene 
GlasgefÜfs  g,  die  andere  Durchbohrung  geht  quer  durch  den  Hahn.  Die 
Köhre  A C ist  oben  konisch  ausgeschliffen,  und  in  dieses  Ende  ist  das  Ende 
des  T- förmigen  Rohres  t luftdicht  eingeschliffen.  Dieses  X " förmige  Rohr 
trägt  einerseits  das  Manometer  M,  welches  luftdicht  in  das  obero  Ende  des 
Rohres  t eingeschliffen  ist,  andererseits  mündet  das  Rohr  t in  ein  kleines 
mit  wasserfreier  PhosphorsUure  halb  gefülltes  GefÜfs,  von  dem  aus  das 
gabelförmige  Glasrohr  g einerseits  zu  den  Apparaten  führt,  welche  luftleer 
gepumpt  werden  sollen,  andererseits  durch  das  U-förmig  gebogene  Rohr  m 
und  die  doppelhalsige  Flasche  n in  die  freie  Luft  führt.  Letztere  Ver- 
bindung dient  dazu,  nach  dem  Auspumpen  wieder  Luft  einzulassen,  und  zu 
dem  Ende  ist  in  dieselbe  ein  einfach  durchbohrter  Glashahn  h eingesetzt, 
der,  so  lange  die  Pumpe  luftleer  sein  soll,  geschlossen  bleibt.  Die  Röhre  m 
und  die  Flasche  n sollen  die  in  die  Pumpe  eintretende  Luft  vollkommen 
austrocknen.  Die  Flasche  n ist  zu  dem  Ende  einige  Centimeter  hoch  mit 
konzentrierter  Schwefelsäure  gefüllt,  so  dafs  das  in  den  Hals  der  Flasche 
luftdicht  eingesetzte  an  beiden  Enden  offene  Rohr  r,  durch  welches  die  Luft 
in  den  Apparat  eindringen  kann,  unter  der  Schwefelsäure  mündet.  Alle  in 
den  Apparat  eintretende  Luft  mufs  deshalb  zunächst  durch  diese  Schwefel- 
säure, dann  durch  das  mit  Chlorcalcium  oder  mit  in  Schwefelsäure  ge- 
tauchten Bimsteinstücken  gefüllte  Rohr  m,  und  wird  so  aller  Feuchtigkeit 
beraubt. 

Um  die  Pumpe  zu  gebrauchen,  wird  das  Gefüfs  G,  dessen  Inhalt  etwas 
gröfser  ist  als  derjenige  des  Rohres  AC,  mit  Quecksilber  gefüllt.  Wird  der 
Hahn  II  dann  so  gestellt,  dafs  das  Rohr  BC  durch  denselben  mit  der 
äufsdra  Luft  kommuniciert,  so  steigt  das  Quecksilber  im  Rohr  BC  zunächst 
bis  zur  Höhe  des  Niveaus  im  GefÜfse  G.  Man  hebt  dann  das  Gefüfs  G so 
hoch,  dafs  das  Niveau  des  in  ihm  vorhandenen  Quecksilbers  etwas  höher 
steht  als  der  Hahn  H,  das  Quecksilber  steigt  dann  in  BC  bis  zur  selben 
Höhe,  vertreibt  alle  Luft  aus  demselben  und  dringt  schliefslich  in  kleinen 
Tropfen  durch  den  Hahn  in  die  Kugel  g.  Man  dreht  dann  den  Hahn  II 
um  einen  kleinen  Winkel  und  senkt  G bis  zu  dem  Schemel  S , auf 
welchen  man  dasselbe  aufsetzt.  Da  der  Schemel  S um  mehr  als  760mm 
tiefer  steht  als  die  bimförmige  Erweiterung  B,  so  sinkt  das  Quecksilber 
unter  dieselbe  hinab,  und  stellt  in  demselben  ebenso  einen  vollkommen 
leeren  Raum  her,  wie  ein  solcher  im  Barometer  Uber  dem  Quecksilber  sich 
befindet.  Dreht  man  dann  den  Hahn  H so,  dafs  der  Raum  des  Rohres  t 
und  durch  dasselbe  die  auszupumpenden  GefÜfse  mit  diesem  leeren  Raum 
in  Verbindung  gesetzt  werden,  so  tritt  aus  jenen  die  Luft  in  diesen  hinein, 
gerade  wie  sie  aus  dem  Recipienten  in  den  ausgepumpten  Stiefel  hineintritt. 
Man  dreht  dann  den  Hahn  wieder  zurück,  so  dafs  B C mit  der  üufsem  Luft 
kommuniciert,  und  wiederholt  die  Operationen  in  der  angegebenen  Weise. 

Wegen  des  grofsen  Gewichtes  des  zu  hebenden  Quecksilbers  kann  eine 
solche  Luftpumpe  immer  nur  in  kleinen  Dimensionen  ausgeführt  werden, 
kaum  in  gröfsem,  als  sie  vorhin  angegeben  wurden;  deshalb  ist  die  Pumpe 
nnr  geeignet,  um  kleinere  Apparate  auszupumpen.  Bei  diesen  gestattet  sie 
aber,  da  in  der  Pumpe  kein  schädlicher  Raum  ist,  und  da  die  Glasver- 
bindnngen  weit  dichter  hergestellt  werden  können,  ein  weit  vollkommneres 
Vacuum  herzustellen  als  die  gewöhnlichen  Luftpumpen.  Wir  werden  die 
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Wirksamkeit  der  Pumpe  näher  kennen  lernen,  wenn  wir  in  der  Elektricitäts- 
lehro  die  Herstellung  der  Geisslerschen  Röhren  besprechen1). 

Um  das  immerhin  lästige  Heben  und  Senken  des  Gefäfses  G bequemer 
zu  machen,  hat  Jolly*)  eine  Pumpe  konstruiert,  bei  welcher  das  Gefäl's  G 


‘)  Eine  von  der  Geisslerschen  abweichende  Pumpe,  indem  sic  alle  Hähne 
entbehrlich  macht,  hat  Tiipler  konstruiert;  dieselbe  ist  beschrieben  von  E.  U'iede- 
mann  in  Wiedemanns  Annalen  Bd.  X.  Tiipler  erreicht  das  dadurch,  dafs  er 
oberhalb  des  Gefäfses  11  statt  des  Hahnes  eine  später  vertikal  abwärts  gebogene 
Röhre,  deren  abwärts  gebogener  Schenkel  800mm  lang  ist,  ansetzt,  welche  unter 
Quecksilber  mündet.  Die  Röhren , welche  zu  dem  anszupumpenden  Raume 
fahren,  werden  unterhalb  B angesetzt,  und  dann  erst  etwa  900ranl  vertikal  auf- 
wärts geführt.  Man  bebt  dann  das  Gefilfs  G,  bis  das  Quecksilber  durch  die  an 
Stelle  des  Hahnes  angebrachte  Röhre  abfliefst,  und  ablliefsend  alle  Luft  durch 
das  Quecksilber,  in  dem  sic  mündet,  austreibt.  Senkt  man  dann  G,  so  bleibt 
das  Quecksilber  in  dieser  Röhre  bis  zu  einer  durch  die  erreichte  Verdünnung 
bedingten  Höhe  stehen.  Das  Quecksilber  dieser  Röhre  bildet  somit  ein  Ventil, 
das  die  Luft  aus  der  Pumpe  heraus,  aber  nicht  zurück  treten  läfst. 

*)  Jolly,  Repertorium  für  physikalische  Technik  von  Dr.  Ph.  Carl.  Bd.  1. 
München  1866. 

’)  l'oggendorff , Poggend.  Ann.  Bd.  CXXV. 


auf  einem  Tische  steht,  welcher  durch  eine  Kurbel  und  ein  Zahnrad  ge- 
hoben und  gesenkt  werden  kann.  Aufserdem  hat  Jolly  die  Glashähne  durch 
Hähne  von  Gufsstahl  ersetzt,  welche  ebenso  dicht  halten  als  Glashähne. 

Poggendorff3)  hat  die  Geisslersche  Pumpe  mit  der  gewöhnlichen  Pumpe 
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verbunden,  um  des  Hebens  des  Quecksilbers  ganz  überhoben  zu  sein.  Die 
Poggendorffsche  Einrichtung  zeigt  Fig.  182.  In  den  obem  Hals  der  doppelt 
tubulierten  grofsen  mit  Quecksilber  gefüllten  Flasche  A,  welche  in  dem 
Holzgefäfse  C steht,  ist  der  lango  untere  Hals  des  eiförmigen  GefÜfses  B, 
welcher  bis  fast  auf  den  Boden  von  A reicht,  luftdicht  eingeschliffen.  Der 
zweite  Tubulus  der  Flasche  A kann  durch  einen  einfach  durchbohrten 
Hahn  f entweder  luftdicht  geschlossen,  oder  mittels  eines  auf  die  Dille  i 
aufgesetzten  festen  Schlauches  mit  der  Luftpumpe  verbunden  werden. 

Der  obere  kurze  Hals  des  GefÜfses  B ist  mit  einer  Fassung  versehen, 
deren  durch  den  Hahn  g verschließbare  Durchbohrung  zu  dem  luftdicht  in 
die  Fassung  gekitteten  Gläschen  d führt,  welches  auf  seinem  Halse  die  auf- 
gekittete eiserne  Dille  k trägt.  Der  Hahn  g ist  doppelt  durchbohrt;  steht 
der  Griff,  wie  in  der  Zeichnung,  vertikal,  so  setzt  er  einfach  das  Gläschen  d 
mit  dem  Gefäfs  B in  Verbindung;  wird  er  um  45°  gedreht,  so  sperrt  er  B 
von  g ab,  wird  er  um  90°  gedreht,  so  dafs  der  Griff  horizontal  ist,  so  ver- 
bindet er  das  Gefäfs  B mit  dem  Seitenkanal  1,  an  dem  die  Gegenstände 
befestigt  werden,  welche  mit  der  Pumpe  evakuiert  werden  sollen. 

Um  mit  dieser  Pumpe  zu  arbeiten,  wird  zunächst  das  Ende  k mit  der 
Luftpumpe  verbunden,  der  Hahn  f geöffnet  und  g so  gestellt,  dafs  d mit  B 
kommuniciert;  durch  einige  Kolbenhübe  der  Luftpumpe  steigt  dann  das 
Quecksilber  bis  in  das  Fläschchen  d.  Dann  wird  der  Hahn  g geschlossen, 
und  anstatt  der  Dille  k die  mit  i bezeiehnete  mit  der  Luftpumpe  verbunden 
und  durch  einige  Kolbenzügo  die  Luft  in  A so  weit  verdünnt,  dafs  das 
Quecksilber  bis  in  den  Hals  des  GefÜfses  B hinabsinkt.  Auf  diese  Weise 
entsteht  in  B ebenso  die  Barometerleere,  wie  in  der  Pumpe  von  Geissler 
durch  das  Sinken  des  QuecksilbergefÜfses.  Verbindet  man  dann  durch 
Drehung  des  Hahnes  g die  zu  evakuierenden  Gegenstände  mit  B,  so  strömt 
aus  denselben  die  Luft  in  den  leeren  Baum.  Das  weitere  Auspumpen  ge- 
schieht dann  durch  Wiederholung  derselben  Operationen. 

Die  Poggendorffsche  Vorrichtung  unterscheidet  sich,  wie  man  sieht, 
von  der  Geisslerschen  Pumpe  durchaus  nicht,  und  auch  die  Quecksilber- 
menge, welche  zu  derselben  gebraucht  wird,  ist  bei  gleicher  Kapacität  des 
GefÜfses  B ganz  dieselbe,  sie  vermeidet  nur  das  Heben  und  Senken  des 
Quecksilbers  durch  Anwendung  der  Luftpumpe. 

Eine  auf  einem  ganz  andern  Princip  beruhende  Quecksilberluftpumpe 
ist  die  von  Sprengel  angegebene1);  dieselbe  beruht  auf  den  § 84  abgeleiteten 
Sätzen  über  den  hydraulischen  Druck. 

An  ein  trichter-  oder  flaschenförmiges  Gefäfs  T (Fig.  183)  ist  unten 
mit  einem  Kautschukschlauch  eine  etwa  800mm  lange  dickwandige  Glas- 
röhre von  überall  gleichem  etwa  2mm  grofsem  Durchmesser  angehängt, 
deren  unteres  offenes  Ende  in  ein  kleines. mit  seitlichem  Ausflufsrolir  a ver- 
sehenes Gefäfs  F mündet.  An  das  Bohr  H ist  etwa  30mm  unterhalb  des 
Kautschukschlauches  eine  seitliche  Böhre  i?,  angeschmolzen,  in  welche  man 
bei  h passend  einen  Glashabn  einsetzt.  Diese  Böhre  führt  zu  den  Appa- 
raten, welche  mittels  der  Pumpe  luftleer  gemacht  werden  sollen.  Über 
den  Kautschukschlauch  ist  ein  Quetschhahn  gelegt,  durch  welchen  man  den 

')  Sprengel,  Journal  of  Chemical  Society  II.  Ser.  vol.  III.  Poggend.  Ann. 
Bd.  CXX1X.  p.  564. 
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Schlauch  schliefsen  kann.  Um  die  Pumpe  wirken  zu  lassen,  füllt  man  den 
Trichter  mit  Quecksilber,  öffnet  durch  einen  Druck  auf  den  Quetschhahn 
den  Kautschukschlauch  und  lüfst  das  Quecksilber  in  einem  stetigen  Strahl 
ausfliefsen.  Die  durch  die  Röhre  Jtl  mit  dem  Apparat  verbundenen  Räume 
werden  dann  allmählich  leer  gepumpt,  indem  die  Luft  durch  das  bei  R, 
vorbeifallende  Quecksilber  mitgerissen  und  unten  aus  dem  Rohre  R aus- 
getrieben wird.  Hat  der  Apparat 
die  angeführten  Dimensionen,  so 
kann  man  ziemlich  vollständige 
Barometerleere  durch  fortgesetztes 
Ausfliefsen  erhalten.  Es  ergibt 
sich  das  unmittelbar  aus  der  letz- 
ten Gleichung  des  § 84.  Nennen 
wir  li  die  Tiefe  des  Ansatzrohres  fl, 
unter  dem  Niveau  des  Quecksilbers 
in.  T,  H den  Abstand  der  untern 
Ausflufsöffnung  von  demselben 
Niveau,  pn  den  Druck  der  Atmo- 
sphäre, der  auf  dem  obem  Niveau 
des  Quecksilbers  lastet  und  ebenso 
in  der  Ausflufsöffnung  wirkt,  so  ist 
der  bei  R,  vorhandene  hydraulische 
Druck 

1>  = Po  — »(//  — /')• 

Ist  nun  H — h,  die  Länge  der 
Quecksilbersäule  unterhalb  R„ 
gleich  der  Höhe  des  Barometers, 
so  ist  p — 0,  es  wird  also  aus 
den  mit  Rt  verbundenen  Räumen 
in  die  Röhre  R die  Luft  gerade 
so  hereingezogen  wie  in  den  leeren 
Raum  des  Barometers,  und  des- 
halb jeder  mit  fl,  verbundene 
Raum  durch  fortgesetztes  Pumpen 
ebenso  weit  entleert  wie  mit  den 
andern  Quecksilberluftpumpen. 

Man  kann  natürlich  die  Ver- 
bindung des  Fallrohrs  mit  dem 
GefUl'se  T anstatt  durch  einen 
Kautschukschlauch  auch  dadurch 
herstellen,  dafs  man  mit  Zwischen- 
setzung eines  Glashahns  dasselbe  direkt  an  das  Gefäfs  anschmilzt.  Jedoch 
ist  diese  Befestigung  nicht  ratsam,  da  bei  häutigem  Gebrauche  der  Pumpe 
durch  die  Erschütterung  infolge  der  Stöfse  des  fallenden  Quecksilbers  das 
Fallrohr  Sprünge  bekommt  und  erneuert  worden  mufs. 

Auf  ganz  demselben  Princip  wie  die  Sprengelsche  Pumpe  beruht  die 
Bunsenscho  'Wasserluftpumpe,  in  welcher  nur  das  Quecksilber  durch  Wasser 
ersetzt  ist;  bei  dieser  mufs  natürlich  das  Fallrohr  der  geringern  Dichtig- 
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keit  des  Wassers  entsprechend  langer  sein;  gibt  man  dem  Fallrohr  eine 
Länge  von  etwa  8 Meter,  so  kann  man  mit  der  Bunsenschen  Pumpe  in 
den  auszupumpenden  Räumen  den  Druck  bis  auf  etwa  0,25  Atmosphären 
vermindern. 

§ HO. 

Die  Kompressionsmaschine.  Die  Kompressionsmaschinen  haben  eine 
derjenigen  der  Luftpumpe  entgegengesetzte  Aufgabe,  sie  dienen  dazu,  um 
in  irgend  einem  Raume  die  Luft  zu  verdichten.  Dio  Fig.  167  dargestellte 
Hahnluftpumpe  kann  ohne  jede  konstruktive  Veränderung  unmittelbar  auch 
als  Kompressionspumpe  benutzt  werden.  Bei  der  Benutzung  mufs  nur  das 
Spiel  der  Hähne  umgekehrt  werden.  Öffnen  wir  den  Hahn  I , wenn  der 
Kolben  zurückgezogen  wird,  so  tritt  von  aufsen  her  gerade  so  Luft  in  den 
Cy linder,  wie  bei  der  frühem  Benutzung  aus  dem  Recipienten,  schliefsen 
wir  beim  Rückgänge  des  Kolbens  den  Hahn  I und  öffnen  h,  so  wird  die 
Luft  in  den  Recipienten  geprefst.  Es  ist  klar,  dafs  in  diesem  Falle  der 
Recipient  auf  dem  Teller  der  Pumpe  befestigt  werden  mufs,  da  die  im 
Innern  desselben  verdichtete  Luft  sonst  denselben  aufhebt.  Ebenso  wie 
die  einstiefelige  kann  auch  die  zweistiefelige  Hahnluftpumpe  mit  dem 
ßrassmannschen  Hahne  unmittelbar  als  Korapressionspumpe  gebraucht  wer- 
den, indem  man  einfach  den  Hahn  bei  dem  Pumpen  umgekehrt  legt. 

Die  Ventilluftpumpen  können  nicht  so  unmittelbar  als  Kompressions- 
maschinen verwandt  werden,  bei  ihnen  müssen  die  Ventile  sich  in  entgegen- 
gesetzter Richtung,  also  anstatt  von  unten  nach  oben,  von  oben  nach  unten 
öffnen.  Wird  dann  (Fig.  169)  der  Kolben  aufgezogen,  so  öffnet  sich  durch 
den  Druck  der  äufsern  Luft  das  Ventil  I des  Kolbens,  dagegen  verschliefst 
sich  durch  den  Druck  der  Luft  im  Recipienten  das  Ventil  Ä,  während  vorher 
umgekehrt  l durch  den  Druck  der  äufsern  Luft  sich  schlofs  und  h durch 
den  der  im  Recipienten  enthaltenen  Luft  sich  öffnete.  Wird  dann  der 
Kolben  herabgedrückt,  so  schliefst  sich  das  Ventil  /,  weil  jetzt  der  Druck 
ira  Cylinder  A gröfser  wird  als  der  der  äufsern  Luft.  Ist  die  Luft  im 
Cylinder  dann  bei  weiterm  Niedergang  des  Kolbens  stärker  komprimiert 
als  die  Luft  des  Recipienten,  so  öffnet  sich  das  Ventil  h und  die  Luft  wird 
aus  dem  Cylinder  in  den  Recipienten  geprefst.  Durch  Wiederholung  der 
Operation  kann  man  die  Luft  im  Recipienten  sehr  weit  verdichten;  man 
gelangt  aber  auch  hier  zu  einer  Grenze,  welche  man  mit  einor  gegebenen 
Pumpe  nicht  überschreiten  kann. 

Wegen  der  nicht  vollkommenen  Dichtigkeit  des  Apparates  wird  von 
einem  gewissen  Augenblicke  an  aus  demselben  ebensoviel  Luft  entweichen, 
als  beim  Aufziehen  des  Kolbens  geschöpft  wird.  Wegen  des  Vorhandenseins 
des  schädlichen  Raumes  wird  man  ferner  bei  sehr  grofser  Verdichtung  der 
Luft  im  Recipienten  dahin  gelangen,  dafs  selbst  in  der  tiefsten  Stellung 
des  Kolbens  die  Luft  im  Cylinder  nicht  dichter  ist  als  die  im  Recipienten 
angesamraelte  Luft,  dann  wird  sich  das  Ventil  li  nicht  mehr  öffnen  können, 
da  dann  der  von  innen  aus  auf  dasselbe  ausgetlbte  Druck  gleich  ist  dem 
vom  Cylinder  her  wirkenden.  Ferner  mit  der  Dichtigkeit  der  abgesperrten 
Luft  nimmt  der  von  unten  her  auf  den  Kolben  wirkende  Druck  sehr  rasch 
zu,  und  bald  wird  man  dahin  gelangen,  dafs,  wenn  nicht  der  Querschnitt  des 
Kolbens  sehr  klein  ist,  man  denselben  nicht  mehr  ganz  herabdrücken  kann. 
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Man  hat  auch  Kompressionspumpen  mit  zwei  Stiefeln  konstruiert, 
welche  äufserlich  gerade  so  eingerichtet  sind,  als  die  bisher  beschriebenen 
zweistiefeligen  Luftpumpen,  jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dafs  dio  Ventile 
sich  alle  in  entgegengesetzter  Richtung  öffnen  und  schliefsen.  Indes  haben 
sich  dieselben  nicht  bewährt  und  man  findet  sie  daher  ilufserst  selten  aus- 
gefllhrt. 

Die  am  häufigsten  zur  Anwendung  kommenden  Kompressionspumpen 
sind  einfache  Rühren  von  starkem  Eisen  oder  Messing,  in  denen  ein  massiver 
Kolben  auf-  und  abgeht.  Dieselben  werden  an  das  mit  dem  entsprechenden 
Verschlüsse  versehene  Gefäfs,  welches  dio  verdichtete  Luft  aufnehmen  soll, 

Kig  184. 


angeschraubt.  Zum  Schöpfen  der  Luft  dient  dann  ein  Loch  in  der  Röhre, 
welches  nahe  an  dem  andern  Ende  der  Röhre  sich  befindet  , so  dafs  der 
Kolben  in  seiner  äufsersten  Stellung  sich  über  demselben  befindet,  die  Lutt 
also  frei  in  den  innem  Raum  des  Cylinders  unter,  dem  Kolben  ointreten 
kann.  Derart  sind  z.  B.  die  kleinen  Komprossionspumpen,  deron  man  sich 
bedient,  um  die  Luft  in  dom  Kolben  dor  Windbüchse  zu  komprimieren. 

Eine  etwas  andere  Einrichtung  der  Kompressionspumpe  zeigt  Fig.  184 
und  Fig.  185.  Sie  dient  zugleich,  um  andere  Gase  als  atmosphärische  Luft 
in  einem  Raume  zu  verdichten. 

Die  Pumpe  ist  einstiefelig,  sie  wird  auf  den  Boden  fest  aufgeschraubt. 
An  der  Stange  des  ganz  massiven  Kolbens  befindet  sich  oben  ein  Handgriff, 
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den  man  mit  beiden  Hilnden  fafst,  und  an  dem  man  den  Kolben  ab- 
wechselnd auf  und  nieder  ’ bewegt.  In  dem  Hoden  der  Pumpe  sind  zwei 
Ventile  a und  b,  deren  eines  sich  von  unten  nach  oben  öffnet  und  den 
Pumpenstiefel  mit  der  freien  Luft  oder  mit  dem  Gef&fse  in  Verbindung 
setzt,  in  welchem  das  zu  verdichtonde  Gas  angesammelt  ist;  es  öffnet  sich, 


wenn  man  den  Kolben  in  die  Höhe  zieht.  Das  andere  Ventil  b öffnet  sich 
in  entgegengesetzter  Richtung,  wenn  der  Kolben  niedergeht.  Dieses  setzt 
den  Cy  linder  der  Pumpe  durch  die  Röhrenleitung  bd  mit  dem  Raume  in 
Verbindung,  in  welchem  das  Gas  komprimiert  werden  soll. 

Man  sieht,  dafs  dieser  Apparat  zugleich  als  Luftpumpe  und  auch  als 
Kompressionspumpe  dienen  kann.  Bringt  man  die  mit  dem  Ventil  a in  Ver- 
bindung stehende  Röhre  mit  einem  Recipienten  in  Verbindung  und  lüfst 
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die  Röbrenleitung  bd  mit  der  äufsem  Luft  kommunicieren,  so  dient  der 
Apparat  als  Luftpumpe,  macht  man  die  Verbindungen  umgekehrt,  als  Kom- 
pressionsmaschine. 

Eine  Kompressionspumpe,  welche  sehr  starke  Verdichtungen  hervorzu- 
bringen imstande  ist,  bietet  der  Apparat  von  Nattorer.  Er  dient  vorzugs- 
weise dazu,  um  Gase  in  den  flüssigen  Zustand  zu  versetzen. 

Der  Nattererscho  Apparat  (Fig.  186)  besteht  im  wesentlichen  aus  einem 
dickwandigen  Rohr  l von  sohr  kleinem  innern  Durchmesser,  in  welchem 
sich  ein  massiver  Kolben  auf  und  ab  bewegt.  Zur  Sicherung  der  vertikalen 
Bewegung  des  Kolbens  ist  derselbe  durch  einen  Ring  geführt.  Unterhalb 
desselben  ist  mit  dem  Kolben  durch  ein  Scharnier  die  Schubstange  s in  Ver- 
bindung, die  ihre  auf  und  nieder  gehende  Bewegung  durch  das  Schwungrad  K 
bekommt,  an  dessen  Axe  sie  mittels  einer  Kurbel  excentrisch  befestigt  ist. 

Der  Pumpencylinder  ist  durch  eine  Röhrenleitung  I.  mit  einem  Gaso- 
meter in  Verbindung,  aus  welchem  beim  Niedergange  des  Kolbens  das  Gas 
in  den  Pumpencylindor  eingesaugt  wird. 

Auf  den  Pumpencylinder  ist  eine  starke  Flasche  vou  Schmiedeeisen 
(Fig.  187)  befestigt,  in  welche  das  Gas  hineingeprefst  wird.  Dieselbe  ist 
vorher  auf  ihre  Festigkeit  geprüft,  indem  man  mittels  Wasser  auf  die 
Innenfläche  derselben  einen  Druck  von  150  Atmosphären  ausübt.  Das  sich 
nach  dem  Innern  der  Flasche  zu  öffnende  Ventil  l (Fig.  187)  läfst  das  Gas 
eintreten.  Um  das  verdichtete  Gas  oder  das  flüssig  gewordene  austreten 
zu  lassen,  ist  an  dem  obern  Ende  der  Flasche  eine  kleine  Öffnung,  welche 
in  dem  Röhrchen  r mündet,  angebracht.  Dieselbe  wird  verschlossen  durch 
den  mit  einem  Schraubengewinde  versehenen  Stift  s,  der  konisch  in  den 
engon  Hals  der  Flasche  eingeschliffen  ist.  Will  man  das  flüssige  Gas  aus- 
strömen lassen,  so  schraubt  man  die  Flasche  ab,  kehrt  sie  um,  so  dafs  die 
Öffnung  r unten  ist,  und  öffnet  dieselbe  durch  Drehen  der  Schraube  s. 
Der  Druck  des  über  dem  flüssigen  stark  verdichteten  Gases  treibt  dann  die 
Flüssigkeit  heraus.  Aufser  diesen  Kompressionspumpen  kann  man  auch 
den  Örstedschen  Apparat  zur  Kompression  der  Gase  benutzen,  wie  es 
Despretz  that  (§  98). 

Vielfach  diont  auch  folgendes  Verfahren  dazu,  um  ganz  ohne  mecha- 
nische Mittel  ein  Gas  zu  komprimieren.  Man  schliefst  in  eine  heberformig 

gebogene  Röhre  von  starkem  Glase  die  Sub- 
stanzen, durch  deren  Einwirkung  auf  ein- 
ander das  Gas  entwickelt  wird.  Durch  die 
Entwickelung  des  Gases  in  diesem  geschlos- 
senen Raume  und  die  Ansammlung  desselben 
wird  der  Druck  des  Gases  in  der  Röhre  ein 
ganz  enormer  und  es  bedarf  grofser  Vorsicht, 
damit  der  Apparat  nicht  springt.  Einen  nach  diesem  Principe  konstruierten 
Apparat  wandte  Thilorier  an,  um  flüssige  Kohlensäure  in  grofsen  Mengen 
herzustellen '). 

§ Hl- 

Flüssigmachen  der  Gase.  Im  § 99  haben  wir  das  Verhalten  der 
sogenannt  en  permanenten  Gase,  Wasserstoff,  8auerstoff,  Stickstoff  undKohlen- 

’)  Thilorier,  Annales  de  ebim.  et  de  phys.  T.  LX.  188». 
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oiyd  unter  hohen  mit  der  Kompressionsmaschine  herstellbaren  Drucken  be- 
sprochen, und  gesehen,  daTs  dieselben  von  gewissen  schon  ziemlich  starken 
Drucken  an  sehr  viel  weniger  zusammengedrückt  werden,  als  es  das  Ma- 
riottesehe  Gesetz  verlangt,  wenn  man  die  Kompression  bei  gewöhnlicher 
Temperatur  oder  auch  bei  derjenigen  des  schmelzenden  Eises  vomimmt. 

Unter  denselben  Umstünden  verhalten  sich  die  übrigen  Gase 'ganz  an- 
ders; bei  diesen  zeigt  sich  vielmehr,  dafs  mit  steigendem  Drucke  die  Kom- 
pressibilität stetig  wächst  bis  zu  einem  gewissen  ftlr  die  verschiedenen  Gase 
verschiedenen  Drucke.  Ist  dieser  Druck  erreicht,  so  kann  man  das  Volumen 
des  Gases  beliebig,  bis  zu  einer  bestimmten  Grenze,  weiter  vermindern, 
ohne  dafs  die  Spannung  des  Gases  zunimmt,  ohne  dafs  man  also  den  üufsern 
Druck  vermehren  mufs.  Bei  diesem  Drucke  ändert  nämlich  das  Gas  seinen 
Aggregatzustand,  es  hört  auf  Gas  zu  sein,  es  wird  tropfbar  flüssig,  jede 
Volumverminderung,  welche  nach  Erreichung  jenes  Grenzdruckes  dem  Gase 
zu  teil  wird,  führt  die  dem  verminderten  Volumen  entsprechende  Gasmenge 
in  die  flüssige  Form  über. 

Dieso  Zustandsänderung  geht  plötzlich  vor  sich,  sie  bereitet  sich  aber 
durch  stetiges  Wachsen  der  Kompressibilität  vor.  Daraus  ergibt  sich  schon, 
dafs  man  die  vier  genannten  permanenten  Gase  durch  Vermehrung  des 
Druckes  nicht  flüssig  machen  kann.  Es  würde,  nach  der  schon  § 98  ge- 
machten Bemerkung  über  den  Einflufs  der  Temperatur  auf  die  Kompressi- 
bilität der  Gase,  indes  voreilig  sein,  daraus  zu  schliefsen,  dafs  dies  ein  in 
der  Natur  der  Gase  begründeter  wesentlicher  Unterschied  zwischen  den 
permanenten  und  nicht  permanenten  Gasen  wäre.  Es  hängt  die  Fähigkeit 
flüssig  zu  werden  wesentlich  von  der  Temperatur  ab,  bei  der  man  das  Gas 
komprimiert. 

El>en  wegen  des  Einflusses,  den  der  Wärmezustand  des  Gases  auf  die- 
ses Verhalten  hat,  wollen  wir  die  Frage  nach  der  Kondensation  der  Gase 
in  die  Wärmelehre  verweisen.  Wir  beschränken  uns  hier  darauf,  anzugebeu, 
welche  Gase  man  bei  gewöhnlicher  Temperatur  flüssig  machen  kann,  wolche 
Drucke  dazu  erfordert  werden1),  und  welche  specifischen  Gewichte  einige 
der  flüssigen  Gase  bei  der  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  haben*). 

Bei  nicht  viel  von  der  des  schmelzenden  Eises  verschiedenen  Tempe- 
raturen werden  flüssig: 


Name  der  Gase 

Druck,  unter  welchem 
sie  flüssig;  werden 

Specifische 
Gewichte  bei  0 

Schwefolige  Säure  , . 

. . 1,5  Atmosphären  . . 

. . 1,4333 

Cyan 

. - 2,4 

. . 0,866  s) 

Ammoniak 

. . 4,4 

. . 0,6362 

Arsenwasserstoff  . . . 

• • 8,6  „ 

Schwefelwasserstoff 

. . 9,9 

Chlorwasserstoff  . . . 

. . 25,3 

Stickstoffoxydul  . . . 

. . 31,1 

. . 0,9369 

Kohlensäure 

. . 37,2 

. . 0,94695 

ölbildendos  Gas  . . . 

. . 42,5 

’)  Faraday,  Philos.  Transactions  of  London.  R.  S.  for  the  year  1846;  auch 
Poggend.  Ann.  Ergänzungsband  II. 

*)  Andreeff,  Liebigs  Annalen  Bd.  CX. 

*)  Faraday , a.  a.  0. 
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Alle  diese  Flüssigkeiten  besitzen  sehr  merkwürdige  Eigenschaften, 
welche  wir  in  der  Wärmelehre  weiter  betrachten  werden.  Es  sind  im  all- 
gemeinen sehr  flüssige,  ungefärbte  Flüssigkeiten,  welche  sich  in  Wasser 
nicht,  in  Alkohol  und  Äther  aber  sehr  gut  lösen. 

§ 112. 

Molekular  wirk  ungon  zwischen  festen  und  gasförmigen  Körpern. 

Wenn  man  in  einen  mit  Gas  erfüllten  Raum  einen  festen  Körper  bringt,  so 
zieht  derselbe  die  ihn  zunächst  umgebenden  Gasmolekille  an,  und  die  Folge 
davon  ist  eine  Verdichtung  des  Gases  an  der  Oberfläche  des  festen  Körpers. 
Je  gröfser  die  Oberfläche  des  festen  Körpers  ist,  an  um  so  mehr  Punkten 
ist  er  mit  dem  Gase  in  Berührung,  um  so  mehr  Punkte  desselben  ziehen 
daher  Gasteile  an  sich,  um  so  mehr  Gas  wird  an  der  Oberfläche  des 
Körpers  verdichtet  werden.  Man  kann  diese  Thatsache  leicht  durch  den 
Versuch  beweisen.  Füllt  man  eine  oben  geschlossene  und  mit  ihrem  offe- 
nen Ende  in  Quecksilber  tauchende  Glasröhre  mit  Kohlensäure,  und  bringt 
dann  Uber  das  Quecksilber  in  die  Glasröhre  oine  frisch  in  Quecksilber  ab- 
gelöschte Kohle  von  Buchsbauinholz,  so  sieht  man,  wie  sich  sofort  das  Vo- 
lumen des  Gases  vermindert,  indem  das  Quecksilber  in  die  Glasröhre  auf- 
steigt. So  wie  die  Kohle  Kohlensäure,  so  absorbiert  sie  sowohl  als  auch 
andere  Körper  andere  Gase. 

Die  ausgedehntesten  Versuche  Uber  die  Absorption  der  Gase  durch 
feste  Körper  rühren  von  Theodor  von  Saussure  her1). 

Zunächst  wies  derselbe  nach,  dafs  nur  geglühte  und  frisch  abgelöschte 
Körper  zu  den  Absorptionsversuchen  brauchbar  sind.  Der  Grund  dafür 
liegt  darin,  dafs  Körper,  die  längere  Zeit  an  der  Luft  gelegen  Laben,  be- 
reits atmosphärische  Luft  und  Wasserdampf  an  ihrer  Oberfläche  verdichtet 
haben.  Die  ausgeglühten  Körper  brachte  Saussure  unter  eine  Glocke,  in 
welcher  über  Quecksilber  ein  gemessenes  Gasvolum  anfgofangen  war,  und 
mafs  die  eintretende  Volmnänderung.  Er  fand  dann,  dafs  ein  und  der- 
selbe Körper  verschiedene  Gase  und  verschiedene  Körper  dasselbe  Gas  in 
verschiedener  Menge  absorbierten.  So  erhielt  er  z.  B.  für  Buchsbaumkohle 
und  Meerschaum  von  Valecas  folgende  Zahlen,  welche  angeben,  wieviel  mal 
ihr  eigenes  Volum  Gas  unter  dem  darunter  angeführten  Drucke  die  Körper 
absorbieren. 


Kohle 

Meerschaum 

Ammoniak 

. . 90 

15 

Chlorwasserstoff  .... 

. . 85 

— 

Schwefelige  Säure  . . . 

. . «5 

— 

Schwefelwasserstoff  . . 

. . 55 

11,7 

Stickstoffoxydul  .... 

. . 40 

3,76 

Kohlensäure 

. . 35 

5,20 

Elayl  

. . 35 

3,7 

Kohlenoxyd 

. . 9,42 

1,17 

Sauerstoff 

. . 9,25 

1,49 

Stickstoff  ........ 

. . 7,5 

1,60 

Wasserstoff 

1,75 

0,44 

Druck 

p __  704 mm 

730“"’. 

')  .Sauüiurc,  Gilberts  Annalen  DU.  XLVII. 
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Die  Dauer  des  .Versuches  war  24 — 36  Stunden,  nach  donen  keine 
Änderung  des  Volumens  mehr  eintrat;  nur  bei  dem  Sauerstoff  dauert  die 
Absorption  mehrere  Jahre. 

Man  sieht,  dafs  im  allgemeinen  die  absorbierten  Gasmengen  bei  den 
verschiedenen  Körpern  in  derselben  Reihe  folgen,  und  dafs  die  Gase,  welche 
man  durch  Druck  flüssig  machen  kann,  in  weit  höherem  Mafse  absorbiert 
werden  als  die  permanenten  Gase.  Das  spricht  auf  das  entschiedenste  ftlr 
die  Annahme,  dafs  wir  es  hier  nur  mit  einer  Molekularanziehung  der  Mo- 
leküle des  festen  Körpers  auf  die  ihn  zunächst  berührende  Gasschicht  zu 
thun  haben.  Dabei  ist  es  jedoch  möglich,  wie  aus  der  nicht  vollständigen 
Übereinstimmung  der  beiden  Reihen  zu  schliefsen  ist,  dafs  auch  chemische 
Einflüsse  mit  wirksam  sind. 

Feuchte  Kohle  absorbiert  weniger  Gas  als  trockne;  so  fand  Sanssure 
für  Buchsbaumkohle 

trocken  feucht 


Kohlensäure 33  17 

Stickstoff 7,5  6,5 

Sauerstoff 9,25  3,25. 


Auch  Uber  die  Gasmenge,  welche  von  den  festen  Körpern  unter  ver- 
schiedenen Drucken  absorbiert  wird,  hat  Saussure  Versuche  angestellt,  indes 
haben  dieselben  nichts  Gesetzmäfsiges  ergeben.  Bei  gemindertem  Drucke 
vermindert  sich  das  Volum  des  absorbierten  Gases. 

Ebenso  wie  Kohle  zeigen  alle  Körper,  wenn  sie  nur  eine  hinreichende 
Oberfläche  besitzen,  die  Fähigkeit,  grofse  Mengen  Gas  zu  verdichten,  so 
gepulverte  Körper,  Platinschwamm  etc. 

Auf  der  grofson  Verdichtung  des  Sauerstoffes  der  Luft  in  Platin- 
schwamm beruht  die  Wirkung  der  Döbereinorschen  Zündmascliine  und 
überhaupt  die  Fähigkeit  des  Platins,  Wasserstoff  und  Sauerstoff  zu  Wasser 
zu  verbinden.  Bei  der  Verdichtung  der  Gase  tritt  nämlich,  wie  bei  jeder 
Kompression,  Wärmeentwicklung  ein.  Wird  nun  Platin  in  ein  Gemische 
von  Sauerstoff  und  Wasserstoff  gebracht,  oder  auf  Platinschwamm , der  mit 
verdichtetem  Sauerstoff  erfüllt  ist,  Wasserstoffgas  geleitet,  so  ist  die  ent- 
wickelte Wärmemenge  grofs  genug,  um  das  Knallgas  zu  entzünden. 

Wir  werden  später  bei  Betrachtung  des  Siedens  nochmals  Gelegenheit 
haben,  auf  die  Verdichtung  des  Gases  an  der  Oberfläche  fester  Körper  zu- 
rückzukommen. 

Quincke1)  leitet  aus  einer  Reihe  von  Erscheinungen,  welche  verschie- 
dene mit  solchen  Atmosphären  verdichteten  Gases  erfüllte  Körper  in  man- 
cherlei Beziehung  zeigen,  die  uns  gröfstenteils  im  weitem  Verlaufe  unserer 
Aufgabe  begegnen  werden,  den  Satz  her,  dafs  die  Menge  des  absorbierten 
Gases  nicht  nur  mit  der  Gröfse  der  Oberfläche,  sondern  auch  mit  der  Dich- 
tigkeit des  kondensierenden  Körpers  zunimmt;  ein  Satz,  der  allerdings  aus 
theoretischen  Gründen  viel  Wahrscheinlichkeit  für  sich  hat. 

§ 113. 

Mosersche  Bilder.  Moser')  hat  zuerst  beobachtet,  dafs,  wenn  man 
mit  einem  Holzstäbchen  über  eine  glatte  Fläche,  sei  es  Metall  oder  Glas 

')  Quincke,  l’oggend.  Ann.  Bd.  CVI1I. 

*)  Moser,  Poggend.  Ann.  Bd.  LVI  und  LVII. 
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oder  irgend  eine  andere  Substanz,  hinfährt  und  dang.  die  Stelle  behaucht, 
dafs  dann  durch  eine  Verschiedenheit  in  dem  Beschlagen  der  Flüche  die 
Züge  auf  der  Fläche  deutlich  hervortreten.  Noch  deutlicher  zeigen  sie  sich, 
wenn  man  die  Fläche  Quecksilberdämpfen  aussetzt,  indem  sich  die  Queck- 
silberdämpfe entweder  vorzugsweise  an  den  berührten  Stellen  niederscblageu 
oder  an  den  nicht  berührten. 

Ebenso  zeigte  Moser,  dafs,  wenn  man  auf  eine  beliebige  Platte  einen 
goschnittenen  Stein,  einen  gravierten  Motallstempol  oder  irgend  einen  andern 
Körper  legt,  nach  einiger  Zeit,  wenn  man  die  Platte  behaucht  oder  sie  dem 
Einflüsse  von  Quecksilberdämpfen  aussetzt,  ein  Bild  des  Steines  oder  Stem- 
pels auf  der  Platte  sichtbar  wird,  indem  die  Dämpfe  sich  an  den  berührten 
Stellen  mehr  oder  weniger  niederschlagen,  oder  doch  ein  anderes  Aussehen 
bieten,  als  an  den  nicht  berührten  Stellen.  Selbst  wenn  der  Stempel  die 
Metallplatte  nicht  berührte,  sondern  durch  zwei  an  der  Seite  untergelegte 
Glimmerblättchen  in  einem  geringen  Abstande  davon  gehalten  wurde,  trat 
nach  dem  Behauchen  das  Bild  desselben  auf  der  Platte  hervor. 

Waidele1)  hat  diese  Bilder  auf  das  vollständigste  aus  der  Gasatmo- 
sphäre erklärt,  welche,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  sahen,  an  der 
Oberfläche  der  Körper  verdichtet  ist,  und  seine  Erklärung  durch  eine  grofse 
Reihe  von  Versuchen  bestätigt. 

Durch  das  Hinüberführon  eines  Holzstäbchens  oder  das  Aufsetzen  eines 
Stempels,  selbst  wenn  or  die  Platte  nicht  unmittelbar  berührt,  wird  eine 
Änderung  in  der  Gasatmosphäre  bewirkt,  und  diese  Änderung  bewirkt 
an  den  verschiedenen  Stellen  eine  verschiedene  Kondensation  der  Dämpfe. 

Um  dieses  naebzuweisen , versah  Waidele  Platte  oder  Stempel  mit 
Gasatmosphären,  oder  nahm  sie  ihnen  und  zeigte,  dafs  er  dadurch  imstande 
war,  die  Bilder  willkürlich  zu  ändern. 

Dafs  eine  Ändorung  der  Gasatmosphäre  eine  verschiedene  Konden- 
sation der  Dämpfe  bewirkt,  wies  Waidele  zunächst  durch  folgenden  Ver- 
such nach. 

Wenn  man  auf  eine  mit  einer  Gasatmosphäre  versehene  Platte  einen 
Körper  von  sehr  grofsor  Oberfläche  bringt,  dem  durch  Glühen  seine  Gas- 
atmosphäre genommen  ist,  so  rnufs  nach  dem  Vorigen  der  Platte  ihre  Gas- 
atmosphäre genommen  werden.  Wenn  man  daher  eine  Daguerresche  Platte, 
eine  mit  Silber  plattierte  Kupferplatte,  mit  frisch  geglühtem  und  dann  unter 
Abschlufs  der  Luft  erkaltetem  Trippei  oder  Kohlenpulver  belegt,  und  dann 
das  Kohlenpulver  mit  reiner  Baumwolle  abkehrt,  so  ist  der  Platte  ihre 
Gasatmosphäre  genommen.  Beim  Behauchen  zeigt  diese  Platte  eine  bläu- 
liche Färbung,  während  eine  an  freier  Luft  gelegene  Platte  beim  Behauchen 
eine  bräunliche  Färbung  zeigt. 

Bringt  man  die  Platte  aber  mit  einem  Körper  in  Berührung,  der  bei 
grofser  Oberfläche  eine  dichte  Gasatmosphäre  besitzt,  so  wird  die  Platte 
an  ihrer  Oberfläche  von  dem  Körper  Gas  aufnehmen  und  verdichten. 

Waidele  nahm  nun  eine  Daguerresche  Platte  und  belegte  die  eine 
Hälfte  derselben  mit  frisch  geglühtem  und  unter  Abschlufs  der  Luft  in 
einem  Platintiegel  erkaltetem,  die  andere  Hälfte  mit  frisch  geglühtem,  aber 
in  einem  Strome  von  Kohlensäuro  erkaltetem  Kohlenpulver  und  wischte 

')  Waidele,  Poggeml.  Ann.  Bd.  L1X. 
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dann  die  Platte  mit  reiner  Baumwolle  ab.  Beim  Behauchen  zeigte  die  eino 
Hiilfte  eine  bläuliche,  die  andere  eine  bräunliche  Färbung. 

Wurde  die  Platte  in  Quocksilberdampf  gebracht,  so  kondensierte  sich  der- 
selbe nur  auf  der  nicht  mit  Gas  bedeckten  Hälfte,  die  andere  Hälfte  blieb  frei. 

Versieht  man  eine  Platte  mit  einer  Atmosphäre  von  Kohlensäure,  in- 
dem man  sie  mit  Kohlenpulver  bedeckt,  welches  in  der  angegebenen  Weise 
präpariert  war,  und  legt  dann  eine  kleine  flache  Scheibo  frisch  geglühter 
Buchsbaumkohle  auf  dieselbe,  so  wird  an  der  Stelle  in  sehr  kurzer  Zeit  die 
Gasatmosphäre  fortgenommen;  behaucht  man  die  Platte  nach  Entfernung 
der  Scheibe,  so  zeigt  sie  an  der  Stelle,  wo  diese  lag,  eine  bläuliche,  im 
übrigen  eine  bräunliche  Färbung. 

Erhitzt  man  einen  Stempel,  putzt  ihn  mit  einer  durch  Alkohol  befeuch- 
teten Bürste,  so  kann  man  ihn  von  seiner  Gasatraosphäre  befreien.  Setzt 
man  ihn  so  frisch  gereinigt  auf  eino  mit  Kohlensäure  überzogene  Platte, 
so  nimmt  er  das  Gas  von  derselben  fort.  Wird  die  Platte  nach  Abhoben 
desselben  Quecksilberdämpfen  ausgesetzt,  verdichten  sich  letztere  vorzugs- 
weise an  den  vom  Stempel  berührten  Stellen. 

Legt  man  den  Stempel  in  kohlensäurehaltiges  Kohlenpulver  und  setzt 
ihn  auf  eine  von  ihrer  Gasatmosphäre  befreite  Platte,  so  nimmt  die  Platte 
von  dem  Stempel  Kohlensäure  auf.  Wird  die  Platte  nach  Fortnahme  des 
Stempels  behaucht  oder  Quecksilberdämpfen  ausgesetzt,  so  zeigt  sich  das 
Bild  des  Stempels,  indem  vorzugsweise  an  den  Stellen  sich  der  Dampf 
kondensiert,  welche  mit  dem  Stempel  nicht  in  Berührung  waren. 

Stellt  man  dagegen  einen  frisch  gereinigten  Stempel  auf  eine  frisch 
gereinigte  Platte,  so  zeigt  sich  so  gut  wie  kein  Bild,  die  Dämpfe  werden 
gleichmäfsig  kondensiert.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  man  einen  mit  Kohlen- 
säure versehenen  Stempel  auf  eine  mit  Kohlensäure  bedeckte  Platte  legt. 

Waidele  stellte  ferner  einen  mit  Kohlensäure  bedeckten  Stempel  nach 
einander  auf  sechs  verschiedene  frisch  gereinigte  Silberplatten.  Auf  der 
ersten  und  zweiten  liefs  er  ihn  30  Minuten,  es  zeigte  sich  beim  Behandeln 
mit  Quecksilberdampf  ein  deutliches  Bild,  auf  die  dritte  und  viorto  Platte 
stellte  er  ihn  eine  Stunde,  die  dritte  zeigte  ein  Bild,  wenn  auch  schwach, 
die  vierte  beim  Behauchen  nur  die  Spur  eines  Bildes.  Auf  der  fünften  und 
sechsten  Platte  liefs  er  den  Stempel  zwei  Stunden  stehen;  sie  zeigten  gar 
keinen  Unterschied  beim  Behauchen,  es  zeigte  sich  gar  kein  Bild. 

Dieser  Versuch  beweist  auf  das  allerentschiedenste  die  Richtigkeit  der 
Waideieschen  Erklärung,  dafs  es  eine  Änderung  der  Gasatmosphäre  auf 
den  Platten  sei,  welche  die  Mosersehen  Bilder  erzeugt.  Denn  bei  den 
ersten  Versuchen  war  der  Stempel  mit  der  dichten  Atmosphäre  versehen, 
und  in  der  kurzen  Zeit  von  30  Minuten  kondensierte  die  Platte  rings  umher 
nicht  viel  Luft  an  ihrer  Oberfläche,  die  Bilder  wurden  deutlich  und  scharf; 
je  mehr  aber  die  Gasatmosphäre  am  Stempel  abnahm  und  die  Verdichtung 
der  Luft  auf  der  übrigen  Platte  gröfser  wurde,  um  so  undeutlicher  wurde 
das  Bild, 

Wir  sind  also  berechtigt,  die  Moserseben  Bilder  als  eine  Folge  der 
an  einzelnen  Stellen  geänderten  Gasatmosphäre  anzusehen;  denn  im  all- 
gemeinen werden  die  Gasatmosphären  an  den  verschiedenen  Körpern  immer 
verschieden  dicht  sein,  eine  Berührung  zweier  Körper  also  auch  an  der  Be- 
rtlhrungsstelle  eine  Änderung  der  Dichtigkeit  hervorbringen. 

WOura,  Phjiik.  I.  4.  Aul.  32 
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§ 1U. 


Das  wird  selbst  dann  der  Fall  sein,  wenn  sich  die  Körper  nicht  un- 
mittelbar berühren,  da  die  Gasatmosphiiren  eine  gewisse  Dicke  haben  müssen, 
und  selbst  wenn  sie  nicht  so  dick  sind,  dafs  sie  in  einander  übergehen, 
doch  ein  Austausch  zwischen  denselben  stattfinden  mufs1). 


§ 114. 

Molekularwirkungen  zwischen  Gasen  und  Flüssigkeiten,  ln 

gleicher  Weise,  wie  die  festen  Körper  die  Gase  nnziehen  und  absorbieren, 
thueu  es  auch  die  Flüssigkeiten. 

Füllt  man  z.  B.  eine  oben  geschlossene  Glasröhre,  welche  in  Queck- 
silber taucht,  mit  Ammoniakgas,  und  bringt  dann  über  das  Quecksilber  in 
die  Rühre  ein  wenig  Wasser,  so  steigt  das  Quecksilber  sofort  in  der  Röhre 
in  dio  Höhe;  oin  Beweis,  dafs  das  Gas  vom  Wasser  verschluckt  ist. 

Ein  und  dieselbe  Flüssigkeit  verschluckt  von  verschiedenen  Gasen  bei 
gleichem  Drucke  und  gleicher  Temperatur  verschiedene  Mengen;  verschie- 
dene Flüssigkeiten  von  demselben  Gase,  unter  sonst  gleichen  Umständen 
ebenfalls  verschiedene  Mengen,  so  dafs  die  Menge  des  absorbierten  Gases 
bei  gleichem  Drucke  und  gleicher  Temperatur  von  der  Natur  des  Gases 
sowohl,  als  auch  der  der  absorbierenden  Flüssigkeit  abhiingt. 

Seit  Priestley,  der  zuerst  die  Absorption  der  Gase  untersuchte,  indem 
er  n'aehwies,  dafs  unter  gewöhnlichem  Barometerdrucke  ein  gegebenes  Vo- 
lumen Wasser  ein  gleiches  Volumen  Kohlensäure  absorbiere,  haben  sich 
viele  Physiker  und  Chemiker  mit  den  Absorptionsorscheinungen  beschäftigt, 
und  zu  bestimmen  gesucht,  welche  Gasmengen  verschiedene  Flüssigkeiten 
aufzunehmen  imstande  sind,  und  wie  die  aufgenommene  Menge  desselben 
Gases  bei  gleicher  Flüssigkeit  sich  mit  dem  äufsern  Drucke,  unter  welchem 
das  Gas  steht,  ändert. 

Was  die  letztere  Frage  betrifft,  so  haben  die  Versuche  von  Henry*) 
ergeben,  dafs  das  Volumen  des  von  einer  Flüssigkeit  aufgenommenen  Gases 
stets  dasselbe  ist,  welches  auch  der  äufsere  Druck  ist,  unter  welchem  sich 
das  Gas  über  dem  Wasser  befindet.  80  absorbiert  ein  gegebenes  Wasser- 
volnmen  bei  gewöhnlicher  Temperatur  ( 1 5 ) ein  nahezu  gleiches  Volumen 
Kohlensäure,  ob  nun  die  Kohlensäure  in  dem  Raume,  in  wolchem  dio  Ab- 
sorption vor  sich  geht,  unter  dem  Drucke  von  einer  oder  mehreren 
Atmosphären  steht.  Da  nach  dem  Mariotteschen  Gesetze  die  Dichtigkeit 
eines  Gases  sich  direkt  verhält,  wie  der  äufsere  Druck,  so  folgt  daraus, 
dafs  die  Gewichtsmengen  des  absorbierten  Gases  sich  direkt  verhalten,  wie 
die  äufseren  Drucke,  unter  denen  das  Gas  steht. 

Kennt  man  darnach  die  Gasmenge,  welche  unter  einem  bestimmten 
Drucke  absorbiert  wird,  so  kann  man  daraus  leicht  für  alle  anderen  Drucke 
die  absorbierten  Gasmengen  berechnen. 

Bunsen5)  nennt  deshalb  das  auf  0°  und  den  Druck  von  7 t>0mm  redu- 
ciert-e  Gasvolumen,  welches  die  Volumeinheit  der  Flüssigkeit  unter  dem 


‘)  Quincke,  l’oggend.  Ann.  Bd.  CVI1I. 

j Henry,  Philos.  Transact.  for  1803.  Part.  1.  p.  29.  Gilbert,  Ann.  XX. 

*1  Bunsen,  Gasometrische  Methoden.  Braunschweig  1867.  Liebigs  Annalen 

Bd.  xcm. 
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Drucke  von  760mm  absorbiert,  den  Absorptionskoefficienten  des  Gases  ftir 
die  Flüssigkeit. 

Diese  Zahl  gibt  dann  sogleich  das  Volumen  an,  welches  unter  irgend 
einem  Drucke  P absorbiert  wird,  und  wir  erhalten  für  die  Gasmenge,  welche 
diesem  Volumen  entspricht, 

a • P 

9 760  ’ 


wenn  wir  mit  a den  Absorptionskoefficienten  bezeichnen  und  als  Gasmenge 
das  Volumen,  welches  eine  gegebene  Gasmenge  unter  dem  Barometerdruck 
von  760mm  einnimmt.  Für  die  von  dem  Wasservolum  h absorbierte  Gas- 
menge erhalten  wir  dann 

_ “ • hj  P 

9 76Ö 


Kennt  man  in  einem  dem  Eingangs  erwähnten  ähnlichen  Versuche 
das  Volumen  des  in  der  Röhre  enthaltenen  Gases  V und  den  Druck  P,  unter 
dem  es  steht,  die  Differenz  zwischen  der  Barometerhöhe  und  dem  Niveau- 
unterschied des  Quecksilbers  in  und  aufser  der  Röhre,  läfst  man  dann  ein 
Flüssigkeitsvolumen  h in  die  Röhre  eintreten  und  bestimmt  das  Volum  1" 
und  den  Druck  P'  des  nach  der  Absorption  übrigbleibenden  Gasvolumens, 
so  kann  man  den  Absorptionskoefficienten  leicht  erhalten. 

Die  vor  dem  Versuche  in  dem  Rohre  enthaltene  Gasmengo  ist 

V-  P 
760  » 


die  nach  dem  Versuche  noch  vorhandene 


V ■ P' 


760 


V P _ V'P 
760  760 


die  absorbierte  also 


Da  der  endliche  Druck  P'  ist,  so  ist  die  Flüssigkeit  unter  diesem 
Drucke  gesättigt.  Nach  dem  Henryschen  Gesetze  verhalten  sich  die  ab- 
sorbierten Gasmengen  wie  die  Drucko;  unter  dem  Drucke  760mm  würde 
demnach  die  absorbierte  Gasmenge 


/ VP  F'P'> 

\ 760  _ 

(v  p V ') 

\ 760  760  i 

1 p-  — 

P'  r ) 

gewesen  sein. 

Dieso  Gasmenge  würde  beim  Drucke  7 60  von  der  Flüssigkeitsmenge  h 
absorbiert  sein,  das  Flüssigkeitsvolumen  1 hätte  demnach  die  Menge 


absorbiert.  Diese  Gröfse  a ist  es,  welche  wir  den  Absorptionskoefficienten 
nannten. 

Zur  Bestimmung  des  Absorptionskoefficienten  der  verschiedensten  Gase 
für  mehrere  Flüssigkeiten  wandte  Bunsen  das  Absorptiometer  an,  welchem 
er  folgende  Einrichtung  gab  (Fig.  189).  Ein  seiner  ganzen  Länge  nach  in 
Millimeter  geteiltes  kalibriertes  Rohr  e,  welches  oben  geschlossen  ist,  ist 
mit  seinem  untern  offenen  Ende  in  eine  Schraubenhülse  b (Fig.  190)  ein- 
gekittet, welche  der  Schraubenmutter  des  kleinen  Stuhles  aa  entspricht. 

32* 
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Die  Bodenplatte  des  Stuhles  a ist  mit  Kautschuk  überzogen,  so  dafs  beim 
Hinabschrauben  des  Rohres  r dessen  unterer  abgeschliffener  Rand  gegen 
den  Kautschuk  drückt,  und  damit  das  Rohr  geschlossen  wird.  Die  zwei 

Federn  cc  am  Stuhle  aa 
(Fig.  190)  passen  in  zwei  Rin- 
nen des  Fufses  f (Fig.  189)  so, 
dafs  wenn  man  das  Rohr  e in 
den  Fui's  f einsetzt,  der  Stuhl 
an  nur  auf  und  ab  bewegt, 
nicht  aber  gedreht  werden  kann. 
Eino  Drehung  des  Rohres  c be- 
wirkt, deshalb  ein  Lösen  oder 
Festerziehen  der  Schraube  b 
und  damit  eine  Erhebung  von 
der  Bodenplatte  und  Öffnung 
des  Rohres  c,  oder  ein  fettes 
Drücken  gegen  dieselbe,  den 
dichten  Verscblufs  von  c.  Das 
Rohr  e dient  als  Absorptions- 
rohr. Das  Rohr  ist  seiner 
ganzen  Lünge  nach  von  dem 
(ilascylindor  gg  umhüllt.  Der 
Cylinder  ist  mit  seinen  abge- 
schliffenen Rändern,  auf  denen 
Kautschukringe  liegen,  in  den 
Fufs  f und  gegen  den  untern 
Rand  des  eisernen  Ringes  h mit- 
tels der  Schrauben  ii  fest  an- 
geprefst.  Die  Röhre  r,  welche 
mit  dem  innem  Raume  des  Cy- 
linders  gg  kommuniciert,  dient 
zum  Eingiefsen  und  Ablassen 
von  Quecksilber,  um  den  Druck 
im  Innern  des  Absorptionsroh- 
res c regulieren  zu  können.  Der 
weitere  C'ylinder  ist  Uber  dem 
Quecksilber  mit  Wasser  ange- 
füllt, um  das  Absorptionsrohr 
auf  konstanter  Temperatur  zu 
erhalten,  welche  mit  dem  Ther- 
mometer I;  bestimmt  wird.  Der 
äufsere  Cylinder  kann  mittels 
des  Deckels  p fest  verschlossen 
werden,  in  dessen  Mitte  eine 
mit  einer  Kautschukplatte  über- 
zogene eiserne  Platte  gegen  den 
Kopf  des  Absorptionsrohres  c drückt,  um  dasselbe  unveränderlich  fest  zu 
stellen. 

Die  Versuche  werden  folgendonnalsen  angostellt.  In  einer  Queck- 
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silberwanne  läfst  man  in  das  zunächst  ganz  mit  Quecksilber  gefüllte  Ab- 
sorptionsrohr das  zu  untersuchende  Gas  einsteigen,  und  mifst  das  Volum  V 
des  Gases  und  den  Druck  P,  unter  dem  es  steht,  um  die  Gasmenge  (das 
auf  0°  und  760mm  Druck  reducierte  Volum)  zu  erhalten.  Darauf  läi'st  man 
über  das  Quecksilber  ein  gemessenes  Volum  h völlig  luftfreien  Wassers  ein- 
treten,  schliefst  das  Rohr  mittels  des  Stuhles  « und  setzt  es  in  den  Boden 
f des  mit  Quecksilber  und  darüber  vollständig  mit  Wasser  gefüllten  Cylin- 
ders  g ein. 

Durch  eine  kleine  Drehung  öffnet  man  dann  das  Absorptionsrohr,  setzt 
dadurch  den  Druck  im  Innern  desselben  mit  dem  äufsern  Druck  ins  Gleich- 
gewicht, verschliefst  es  wieder  und  schüttelt  dann  den  ganzen  Apparat  eine 
Minute  lang  auf  das  heftigste,  öffnet  dann  wieder  das  Absorptionsrohr,  um 
die  Drucke  neuerdings  auszugleichen,  schliefst  und  schüttelt  wieder  und 
so  fort,  so  lange  bis  beim  Offnen  des  Absorptionsrohres  keine  Volumänderung 
des  Gases  mehr  eintritt. 

Darauf  wird  das  Volum  F,  des  rückständigen  Gases  und  sein  Druck  Pl 
bestimmt,  und  wir  haben  alle  Daten  zur  Bestimmung  des  Absorptions- 
koefficienten  u. 

Um  V1  und  P,  zu  bestimmen,  bedarf  es  aufser  der  Beobachtung  des 
Barometer  und  Thermometer  k folgender  Ablesungen,  die  mit  dem  Katheto- 
meter  gemacht  werden. 

1.  Bestimmung  des  Quecksilberniveau  b im  Absorptionsrohr. 

2.  Bestimmung  des  obem  Wasserniveau  im  Absorptionsrohr  c. 

3.  Bestimmung  des  Quecksilbemiveau  a (Fig.  189)  und 

4.  Bestimmung  des  Wassemiveau  d im  äufsern  Cylinder  gg. 

Um  den  Gang  des  Versuches  und  der  Berechnung  deutlich  zu  machen, 
wird  es  am  besten  sein,  einen  Versuch  Bunsens  vollständig  vorzuführen, 
es  ist  ein  Versuch  über  Absorption  des  Stickstoffes. 

Um  F und  P zu  bestimmen,  dienen  folgende  Daten.  Ehe  Wasser  in 
das  Absorptionsrohr  eingelassen  war,  fand  sich: 

Der  Unterschied  der  Quecksilbemiveaus  im  Absorptions- 
rohre und  der  Quecksilberwanne 315mra,l 

Barometerstand 744  ,4 

Druck  des  trockenen  Stickstoffs P = 429mra,3 

Volumen  des  Gases  unter  diesem  Drucke F=  32  ,608. 

Darauf  wurde  Wasser  eingelassen  und  in  der  vorhin  beschriebenen 
Weise  operiert;  es  fand  sich  am  Schlüsse  des  Versuchs 


Barometerstand <5  = 743,8 

Quecksilberniveau  bei  6 b = 350,7 

Quecksilbemiveau  bei  a a — 352,2 

Differenz  der  Niveaus <5,  = 1,5 


Höhe  der  Wassersäule  in  e,  cb  = w = 285,2 

Höhe  der  Wassersäule  im  Cylinder  ad  — w,  = 344,2 

Differenz  beider,  also  auf  das  Gas  in  e drückende W assersäulo  u\ — w = 59,0 

Diese  Differenz  auf  Quecksilberdruck  redueiert  ....  q — 4,4. 

Somit  ist  der  innere  Druck  des  Gases  im  Absorptiometer  stärker  als  der 
Druck  der  äufsern  Atmosphäre,  da  der  Unterschied  der  Quecksilbemiveaus 
nur  l“m,5  beträgt,  dagegen  durch  die  höhere  Wassersäule  in  gg  nach  dem 
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Innern  von  e hin  ein  Druck  ausgotlbt  wird,  der  gleich  4ram,4  Quecksilber 
Druck  ist.  Um  I\  zu  erhalten,  müssen  wir  demnach  zu  dem  Barometer- 
stände ä die  Differenz  dieser  Drucke  oder  2"’”', 9 addieren.  Darnach  würde 

P,  -=  746mm,8. 

An  diesem  Drucke  müssen  wir  aber  noch  eine  Korrektion  anbringen. 
Wir  werden  später  in  der  Wärmelehre  sehen,  dafs  ebenso  wie  die  Gase,  so 
auch  die  Dämpfe  auf  die  Wände  der  GefUfse,  in  denen  sie  eingeschlosscn 
sind,  einen  Druck  ausüben,  der  sich  mit  der  Temperatur  ändert.  Das 
Wasser  im  Absorptionsrohre  verdampft  und  füllt  den  Raum  über  dem 
Wasser  mit  Dampf  an.  Dieser  Dampf  drückt  das  Quecksilber  herab,  und 
zwar  bei  der  zu  19°, 2 beobachteten  Temperatur  des  Absorptiometers  um 
16mm,3.  Wäre  demnach  kein  Wasserdampf  im  Absorptiometer,  so  würde 
das  Niveau  des  Quecksilbers  im  Absorptiometer  um  16mra,3  höher  stehen. 
Der  Druck  P,  des  trockenen  Stickstoffgases  ist  demnach  um  diese  Gröfse 
kleiner,  oder 

P,  = 730mm,5. 

Das  Volumen  Vl  des  nicht  absorbierten  Gases  war  auf  0°  reduciert 
F,  = 16,62. 

Und  schliefslich  das  absorbierende  Wasservolumen 


h = 182,37. 


Darnach  wird  der  Absorptionskoefticient 


o = 


1 

188,37 


(.32,608 


429,33 

“730,6“ 


« = 0,014  48,  ‘ 

das  heifst,  das  Wasservolumen  1 absorbiert  bei  der.Temporatur  von  19°, 2 C. 
0,014  48  seines  Volumens  an  Stickstoff. 

Bunsen  fand,  dafs  der  Absorptionskoefficient  sich  mit  der  Tempe- 
ratur der  absorbierenden  Flüssigkeit  ändert.  Ein  Gesetz  dieser  Änderung 
liefs  sich  nicht  erkennen,  man  mulste  sich  begnügen,  eine  empirische  Formel 
aufzustellen,  um  die  Werte  von  a zu  bestimmen. 

Die  Formeln  von  Bunsen  haben  alle  die  Gestalt 
a = n -f-  bl  -f-  ct s, 


worin  t die  Temperatur  in  Graden  nach  der  hundertteiligen  Skala  o,  6,  c, 
drei  filr  jedes  Gas  und  jede  Flüssigkeit  verschiedene  Konstanten  sind,  welche 
durch  eine  Anzahl,  wenigstens  drei  Versuche  bei  verschiedenen  Tempera- 
turen zu  bestimmen  sind. 

Für  Stickstoff  in  Wasser  ist  z.  B. 


a = 0,020  346  — 0,000  538  87  t -f  0,000  011  156  • t*. 
Für  Stickstoff  in  Alkohol  aber 


« = 0,126  338  — 0,000  418  t + 0,000006  0 <*. 

Diese  Formeln  gelten  jedoch  nur  bis  zu  ungefähr  20°,  bis  wohin  die 
Versuche  reichen. 

Wir  lassen  hier  eine  Reihe  der  Absorptionskoefficienten  der  wichtigsten 
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Gase,  welche  Baasen  untersuchte,  folgen,  für  Wasser  und  Alkohol  bei  der 
Temperatur  15°. 


Namen  der  Oase 

a in  Wasser 

a in  Alkohol 

Stickstoff 

0,014  78 

0,121  42 

Wasserstoff 

0,019  30 

0,067  25 

Sauerstoff 

0,029  89 

0,283  97 

Kohlensäure  ... 

1,002  0 

3,199  3 

Kohlenoiydgas  . . . 

0,024  32 

0,204  43 

Stickoxydul  .... 

0,777  8 

3,267  8 

Grubengas 

0,039  09 

0,482  80 

Elayl 

0,161  5 

2,882  5 

Äthyl 

0,021  47 

— 

Methyl 

0,050  8 

— 

Schwefelwasserstoff 

3,232  6 

9,539 

Schwefelige  Säure  . 

43,564 

144,55 

Ammoniak 

727,2 

— 

Atmosphär.  Luft  . . 

0,017  95 

— 

Mit  Hülfe  des  Henryschen  Gesetzes  und  der  von  Bunsen  bestimmten 
Absorptionskoefficienten  ist  man  auch  imstande,  die  Absorption  eines  Gas- 
gemisches oder  die  Mengen  zu  bestimmen,  welche  von  den  einzelnen  Gasen  eines 
Gemisches  absorbiert  werden,  umgekehrt  aber  auch,  wenn  man  die  Zusammen- 
setzung des  absorbierten  Gases  bestimmen  kann,  daraus  die  Zusammensetzung 
des  Gasgemisches  zu  berechnen,  welches  der  Absorption  ausgesetzt  wurde. 

Ein  Volumen  atmosphärischer  Luft  besteht  z.  B.  aus  0,79  Stickstoff 
und  0,21  Sauerstoff.  Übt  dasselbe  den  Druck  p aus,  so  ist  der  Druck  des 
Stickstoffes  0,79  p und  der  des  Sauerstoffes  0,21  p.  Ist  der  Absorptions- 
koefficient  des  Stickstoffes  et,,  der  des  Sauerstoffes  «s,  so  ist  die  von  einem 
Wasservolumen  h aus  der  Luft  absorbierte  Menge  Stickstoff 

a,  • h ■ 0,79  p 


und  des  Sauerstoffes 


9i  = 


*,  • h • 0,21  p 


760 


Setzen  wir  A = l,  p = 760,  so  mufs  gx  + gt  gleich  dem  Ab- 
sorptionskoefficienten für  atmosphärische  Luft  sein.  Die  Rechnung  gibt  mit 
dem  Versuche  übereinstimmend 

gx  -f-  (Ji  = 0,79  • 0,014  78  + 0,21  • 0,029  89  = 0,017  95 
als  Absorptionskoefficient  für  atmosphärische  Luft  bei  15u. 

Hat  man  allgemein  ein  Gasgemisch  unter  dem  Drucke  p , welches  rt  Teile 


eines  Gases,  n,  eines  zweiten,  rs,  r4 


»•„  .Teile  eines  3,  4 ■ ■ • « Gases 


enthält,  so  sind  die  von  jedem  Gase  absorbierten,  in  der  Volumeinheit  ent- 
haltenen Gasmengen  p 


9x 


!h  = «2 


1 760 

r JL 

* 760 


Ün  = a„r„- 


P 

760 
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Kennt  man  die  Zusammensetzung  des  zur  Absorption  verwandten  Gases 
nicht,  aber  kann  man  die  Zusammensetzung  des  absorbierten  Gases  und  somit 
9u  0n  9a'  ’ ‘ bestimmen,  so  kann  man  daraus  r, , r8  • • • oder  die  Zusammen- 
setzung des  zur  Absorption  verwandten  Gases  berechnen.  Auf  diese  Weise 
hat  Bunsen  der  Absorptiometrie  iu  der  Analyse  der  Gase  eine  wichtige 
Anwendung  gegeben. 

§ 115. 

Ausströmen  der  Gase.  Wenn  in  die  Wand  eines  mit  Gas  unter  dem 
Drucke  p gefüllten  Geßifses  eine  Öffnung  gemacht  wird  und  vor  der  Öffnung 
weniger  dichtes  Gas  oder  ein  leerer  Raum  ist,  so  strömt  das  Gas  aus  der 
Öffnung  hervor,  um  so  rascher,  je  höher  der  Druck  ist,  unter  welchem  das 
Gas  im  GefUfse  steht  und  je  geringer  die  Spannung  des  äufsem  Gases  ist. 
Wegen  der  freien  Beweglichkeit  der  Teile,  welche  die  Gase  mit  den  tropf- 
baren Flüssigkeiten  gemein  haben,  müssen  auch  die  Ausströmungsgesetze 
der  Gase  mit  denen  der  Flüssigkeiten  Ubereinstimmen. 

Wir  gelangen  daher  zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
ein  Gas  aus  einer  Öffnung  in  der  Wand  eines  GefUfses,  in  welchem  es  unter 
stürkcrm  Druck  steht,  als  der  Druck  aufserhalb  des  GefUfses  ist,  ausfliefst, 
durch  Anwendung  ganz  derselben  Principien,  welche  wir  auch  § 84  an- 
wandten. Wir  denken  uns  zunächst  das  Gas  im  Innern  des  GefUfses  unter 
einem  konstantem  Drucke  p0  und  ebenso  werde  der  Druck  aufserhalb  auf 
konstanter  Höhe  erhalten,  so  dafs  ein  stationärer  Strömungszustand  eintritt. 
Das  Kennzeichen  dieses  stationären  Zustandes  ist  dann,  dafs  durch  jeden 
Querschnitt,  durch  welchen  das  Gas  hindurch  tritt,  in  gleichen  Zeiten  gleiche 
Mengen  des  Gases  hindurchgehen  müssen.  Haben  wir  deshalb  zwei  Quer- 
schnitte Q und  Qy  und  sind  die  mittleren  gegen  diese  Querschnitte  senk- 
rechten Geschwindigkeiten  « und  so  sind  die  durch  die  Querschnitte 
in  der  Zeiteinheit  hindurchtretenden  Gasvolumina  Q • u und  Qy  •«,.  Diesen 
Volumen  entsprechen  aber  nur  dann  gleiche  Mengen,  wenn  in  diesen  Quer- 
schnitten dio  Drucke,  welchen  die  Gase  dort  ausgesetzt  sind,  gleich  sind, 
da  nur  dann  die  Dichtigkeit  des  Gases  dieselbe  ist.  Sind  die  Drucke  nicht 
gleich,  sondern  ist  der  Druck  im  Querschnitt  Q gleich  P,  im  Querschnitt 
Q,  gleich  Py , so  ist  die  Dichtigkeit  im  Querschnitt  Q gleich  s,  im  Quer- 
schnitt Qy  gleich  Sy,  und  die  durch  diese  Querschnitte  hindurchfliefsenden 
Gasmengen,  die  einander  gleich  sein  müssen,  sind 

sQu  = s,  t*,«,. 

Da  nun,  bei  der  von  uns  als  überall  gleich  vorausgesetzten  Temperatur, 
nach  dem  Mariotteschen  Gesetze 

s : Sy  — P : Py, 

so  können  wir  die  Gleichung  schreiben 

P • Q • U = Py  • Qy  • «,. 

Eine  weitere  Beziehung  erhalten  wir  auch  hier  wieder  durch  die  Bemerkung, 
dafs  bei  dem  stationären  Zustande  dio  Gase  sich  in  konstanten  Bahnen  be- 
wegen; denken  wir  uns  deshalb  wieder,  wie  in  § 84  einen  Kanal  OA  von 
überall  gleichem  Querschnitt  q durch  das  Gas  gelegt,  so  können  wir  in 
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diesem  die  Geschwindigkeitsänderung  bestimmen.  Sei  Pig.  191  MM  NN 
das  Gefäl's,  aus  dem  das  Gas  aus  einer  engen  Öffnung  ausfliefst,  in  welchem 
der  konstante  Druck  etwa  dadurch  erhalten  wird,  dafs  das  Gefäfs  mit 
einem  höher  gelegenen  Wasserreservoir  /?,  welches  auf  konstantem  Niveau 
erhalten  wird,  in  Verbindung  steht.  Sei  OA  der  betrachtete  Kanal,  und 
seien  m und  n zwei  unendlich  nahe  Querschnitte.  Tritt  das  Gas  durch  den 
Querschnitt  m mit  der  Geschwindigkeit  v,  so  ist  die  in  der  Zeit  dt  durch 
denselben  hindurchfliefsende  Gasmenge  gleich  s ■ q • v • dt.  In  derselben  Zeit 
erreicht  das  Gas  den  Querschnitt  n, 
den  es  mit  der  Geschwindigkeit  v -f-  d v 
passiert,  so  dafs  die  in  der  Zeit  d t durch 
den  Querschnitt  «i  fliet’sende  Gasmenge 
in  derselben  Zeit  den  Geschwindigkeits- 
zuwachs dv  erfährt;  die  Bewegungs- 
gröfse  nimmt  also  zu  um 

— qvdtdv. 

9 

Diese  Zunahme  der  Bewegungs- 
gröfse  wird  durch  die  in  der  Zeit  dt 
wirksame  Kraft  erteilt;  als  solche  haben 
wir  hier  nur  die  Änderung  dp  des 
Druckes  zu  betrachten,  da  dieser  gegenüber  die  Wirkung  der  Schwere 
wegen  des  geringen  Gewichtes  der  Gase  vernachlässigt  werden  darf.  Ändert 
sich  von  m bis  n der  Druck  um  dp,  so  ist  q dp  die  GrSfse  der  wirksamen 
Kraft,  so  dafs  wir  die  Gleichung  erhalten 


Pig.  191. 


g 

qvdtdv  = — qdpdt , 

wo  wir  auf  der  rechten  Seite  das  negative  Vorzeichen  setzen  müssen,  weil 
wachsendem  Druck  abnehmende  Geschwindigkeit,  abnehmendem  Druck 
wachsende  Geschwindigkeit  entspricht.  Bezeichnen  wir  die  Dichtigkeit 
des  Gases  bei  dem  Drucke  n der  Atmosphäre  mit  ff,  so  ist,  wenn  p den 
Druck  im  Querschnitt  m bedeutet, 

somit  wird  unsere  Gleichung 


oder 


n 9 


p qvdtdv 


qdpdt 


vdv  = 


xg  dp 
o p 


Ist  die  Geschwindigkeit  an  der  Grenze  des  Gases  bei  0 gleich  e0, 
der  Druck  dort  p0,  so  erhalten  wir  die  Geschwindigkeit,  welche  das  Gas 
bei  m,  wo  der  Druck  p ist,  besitzt,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  der 
Gleichung  summieren,  wie  im  § 84,  auf  der  linken  von  v0  bis  t>,  auf  der 
rechten  von  p0  bis  p. 
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Diese  Summen  sind,  wie  wir  schon  öfter  sahen,  nach  E VIII,  E 1 
und  E 2 

*(•*  - **>  - H-  f ■ 


Da  wir  über  die  Lage  des  gedachten  Gaskanals  gar  keine  besondere 
Voraussetzung  gemacht  haben,  so  gilt,  wie  wir  schon  § 84  fttr  die  aus- 
fliefsende  Flüssigkeit  bemerkten,  diese  Gleichung  für  die  ganze  ausströraende 
Gasmasse,  es  ist  überall  dort  die  Geschwindigkeit  der  strömenden  Gasmasse 
gleich  v,  wo  der  Druck  gleich  p ist. 

Bezeichnen  wir  den  Druck  in  der  Ausstrßmungsöffnung  mit  j>„  die  Ge- 
schwindigkeit des  Gases  dort  mit  vxi  so  erhalten  wir 


Po  _ . 
Pi 


Um  schliefslich  das  Verhältnis  ' " zu  bestimmen,  setzen  wir  wieder 

voraus,  dafs  in  der  Flüche  bei  O,  wo  die  Bewegung  des  Gases  beginnt  und 
in  der  Öffnung  bei  A,  die  wir  als  sehr  klein  nehmen,  die  Geschwindig- 
keiten e0  und  t>,  die  mittlem  gegen  die  betreffenden  Querschnitte  senk- 
rechten Geschwindigkeiten  seien.  Ist  dann  Q der  Querschnitt  des  Gefüfses, 
9,  der  der  Öffnung,  so  ist 

PiQivi  = PoQ  ' »’o 


und  damit 


5>  Fjft. 

Pi  Po  Q 


Ist  der  Querschnitt  der  Öffnung  gegen  jenen  des  GeiUfses  hinreichend 
klein,  so  können  wir,  da  auch  pt<p0  sein  mnfs,  wenn  überhaupt  ein  Aus- 
strömen stattfindet,  das  zweite  Glied  des  Nenners  vernachlässigen,  und 
dann  wird 


Der  Ausdruck  für  vt  wird  einfacher,  wenn  der  Druck  p0  nur  wenig 
von  dem  Drucke  p,  in  der  Ausflnfsöffnung  verschieden  ist.  Wir  erhalten 
zunächst 

"*fr— --,<*(>-  *“)• 

Nun  ist,  wie  in  der  Analysis  bewiesen  wird, 


_ _ n=a)  4 (*=»)'+ 1 (*=»)■+ . . . . 


Wenn  p„  nur  wenig  gröfser  als  p,  ist,  so  können  in  dieser  Reihe  alle 
Glieder  nach  dem  ersten  vernachlässigt  werden,  und  es  wird 


vi 


Po -P| 
Po 


Digitized  by  Google 


§ 115. 


Aasströmen  der  Gase. 


507 


Es  ergibt  sich  somit,  dafs  bei  kleinen  Überdrucken  die  Geschwindigkeit 
des  Ausströmens  bei  einem  und  demselben  Gase  der  Quadratwurzel  aus 
dem  Quotienten  des  Überdruckes  p0  — p,  und  des  Druckes  im  Gasbehälter 
proportional  ist;  bei  gleicher  Druckdifferenz  p0  — p,  nimmt  also  die  Aus- 
flufsgeschwindigkeit  proportional  der  Quadratwurzel  aus  dem  Drucke  pn  ab. 
Für  Luft  von  der  Temperatur  0®  wird  der  Wert  des  Koefficienten 

da  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  dem  Drucke  der  Atmosphäre 

Om,76  Quecksilber,  gleich  0,001  293  ist,  und  die  Dichtigkeit  des  Queck- 
silbers gleich  13,59  ist, 


somit 


396“. 


,002  ]/P'' 


— P i 
Po 


Bezeichnen  wir  das  specifische  Gewicht  irgend  eines  andern  Gases, 
jenes  der  Luft  gleich  1 gesetzt,  mit  d , so  erhalten  wir  für  die  Ausflufs- 
geschwindigkeit  desselben 


t,  — l/2*g  Pn  ~ Pi  = 396m’002  . l/Po  — Pl 

1 V a-'d  Po  = V*  ’ Po 


oder  bei  gleichen  Drucken  p„  und  p,  ist  die  Ausflufsgeschwindigkeit  ver- 
schiedener Gase  der  Quadratwurzel  aus  ihrer  Dichtigkeit  umgekehrt  pro- 
portional. 

Eine  Prüfung  dieser  Sätze  durch  Messung  der  Geschwindigkeit  t>,  ist 
nicht  möglich,  da  die  Geschwindigkeit  des  Gases  in  der  Ausflufsöffhung  sich 
nicht  messen  läfst.  Dieselbe  ist  dagegen  möglich,  indem  man  die  Menge 
des  ausgeflossenen  Gases  mifst. 

Man  kann  das  am  besten,  indem  man  bei  einer  der  in  Fig.  191  an- 
gedeuteten ähnlichen  Vorrichtung  die  Volumverminderung  des  Gases  in  dem 
Gefäfse  mifst,  welche  sich  unmittelbar  aus  dem  Volumen  oder  Gewichte  der 
nachströmenden  Flüssigkeit  ergibt.  Ist  der  Querschnitt  der  Öffnung  so 
ist  das  in  der  Sekunde  ausfliefsende  Gasvolumon 


»i  = <h  ' «>i- 

Da  dieses  Volumen  aus  der  Öffnung  bei  dem  Drucke  p,  hervortritt,  so 
entspricht  in  dem  Gefäfse,  in  welchem  der  Druck,  wenn  wir  dasselbe  als  ein 
eylindrisches  Reservoir  voraussetzen,  überall  gleich  p0  ist,  ein  Volumen 
welches  nach  dem  Mariottesehen  Gesetze  sich  ergibt 


w 


ui : ic,  =»p,  :p0 


»iP, 

Po 


-s—  = h 


Pi  Po—P, 

Po  V 0 • d P° 


Läfst  man  die  Gase  in  die  freie  Luft  ausströmen  und  wendet  nur 
einen  kleinen  Überdruck  an,  so  kann  man  für  den  Druck  in  der  Ausflufs- 
öffnung  den  Druck  der  äufsem  Atmosphäre  einsetzen,  und  erhält  dann, 
wenn  g,  in  Quadratmetern  gegeben  ist,  das  Volumen  der  ausgeflossenen 
Gasmonge  in  Kubikmetern.  .. 


Digitized  by  Google 


508 


Ausströmen  der  Gase. 


§ 115. 


Die  Versuche  ergeben  auch  hier,  wie  bei  den  tropfbaren  Flüssig- 
keiten, dal's  die  wirkliche  Ausflufsmenge  kleiner  ist  als  die  theoretische; 
wilhrend  indes  bei  den  tropfbaren  Flüssigkeiten  der  sogenannte  Erfahrungs- 
koefficient  konstant  war,  scheint  er  bei  den  Gasen  mit  wachsendem  Drucke 
j)0  etwas  abzunehmen,  schon  innerhalb  der  Grenze,  bei  welcher  die  an- 
genüherte  Formel  noch  ausreicht,  was  bis  etwa  l“1  Wasserdruck  als  Iber- 
druck  der  Fall  ist.  Bei  sehr  geringen  Differenzen  der  Drucke  — />,, 
zwischen  0m,028  und  0m,14  Wasserdruck  fand  D’Aubuisson1)  den  Er- 
fahrungskoefficienten  bei  Öffnungen  in  dünner  Wand 

ft  = 0,65, 

Weisbach  *)  erhiolt  bei  ähnlichen  Verhältnissen  .. 

ft  = 0,671, 

also  sehr  nahe  mit  dem  übereinstimmend,  mit  welchem  man  die  theoretisch 
berechnete  Ausflufsmenge  der  Flüssigkeiten  multiplicieren  mufs,  um  die 
beobachtete  Ausflufsmenge  zu  erhalten. 

G.  Schmidt3)  erhielt  für  eine  Druckhöhe  von  0m,913  als  Koefficienten 

H = 0,52 

und  einen  nicht  viel  davon  verschiedenen  Wert  bestimmte  Koch4)  für  das 
Ausströmon  der  Luft  aus  Öffnungen  in  dünner  Wand. 

Diese  Verschiedenheit  der  Resultate  aus  den  Beobachtungen  und  der 
Theorie  weist  darauf  hin,  dafs  bei  der  theoretischen  Entwicklung  der  Aus- 
flufsgesetze  nicht  alle  Umstände  in  Betracht  gezogen  sind,  welche  auf  die 
Bewegung  des  Gases  von  Einflufs  sind.  Wir  erkennen  dieselben  leicht  in 
ähnlichen  Verhältnissen  wie  bei  den  Flüssigkeiten,  das  Gas  bewegt  sich 
von  allen  Seiton  gegen  die  Öffnung  hin  und  dadurch  wird  die  gegen  die 
Öffnung  senkrechte  Geschwindigkeit  des  ausfliefsenden  Gases  gestört. 

Den  experimentellen  Beweis  dafür  liefert  uns  der  Einflufs  von  Ansatz- 
röhren an  die  GefUfsöffnung  auf  die  Menge  des  ausfliefsenden  Gases.  Nach 
den  Versuchen  von  D’Aubuisson,  Schmidt,  Koch  und  Weisbach  wird  die 
Menge  des  ausfliefsenden  Gases  durch  solche  Röhren  ähnlich  wie  bei  den 
tropfbaren  Flüssigkeiten  gröfser,  so  lange  die  Röhren  nicht  zu  enge  und 
zu  lang  sind.  Nach  den  Versuchen  von  D’Aubuisson  ist  für  kurze  cylin- 
drische  Röhren,  deren  Länge  gleich  ist  dem  fünffachen  Durchmessor  jx  = 0,92 
und  für  kurze  konische  Ansatzröhren,  den  engem  Durchmesser  nach  aufsen 
gekehrt,  g «=  0,93,  Weishach  findet  für  cylindrische  Ansatzrohre  n = 0,839, 
für  konische  0,883. 

Schmidt  findet  für  konische  Ansatzröhren,  wenn  der  gröfsere  Durch- 
messer nach  aufsen  gekehrt  ist,  ft  noch  um  vieles  gröfser,  nämlich  1,122,  so 
dafs  also  die  beobachtete  Ausflufsmenge  selbst  gröfser  ist  als  die  theoretisch 
berechnete. 

Wendet  man  anstatt  kurzer  verhältnismäfsig  weiter  Ansatzröhren  lange 
und  enge  Röhren  an,  so  zeigt  sich  auch  hier  ähnliches  wie  bei  den  tropfbaren 

')  Ti’Aubuissov , Annales  de  cliim.  et  de  phys.  XXXII. 

*)  Weisbach,  Kxperimeutal  - Hydraulik  p.  184  ff. 

*)  G.  G.  Schmidt,  Gilbert  Annalen  LXVI. 

*)  Fr.  L.  Koch , Versuche  und  Beobachtungen  über  die  Geschwindigkeit  und 
Quantität  verdichteter  Luft,  welche  aus  Öffnungen  eto.  ausströmt.  Götting.  1824. 
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Flüssigkeiten;  der  Ausflufs  der  Gase  folgt  ganz  andern  Gesetzen  als  bei 
Anwendung  von  Öffnungen  in  dünnen  Wänden.  Nach  den  ausgedehnten 
Versuchen  von  Girard1)  verhalten  sich  die  Ausflufsmengen  bei  nicht  zu 
engen  Rühren  direkt  wie  die  Drucke,  unter  welchen  das  ausfiiofsende  Gas 
steht,  und  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Röhronlängen,  durch  welche 
das  Gas  abfiiefst. 

Dal's  die  Ausflufsgeschwindigkeit  der  Gase  der  Quadratwurzel  aus 
ihrer  Dichtigkeit  umgekehrt  proportional  ist,  kann  man  am  bequemsten 
dadurch  nachweisen,  dafs  man  gleiche  Volume  verschiedener  Gase  unter 
denselben  Druckverhältnissen  aus  einer  engen  Öffnung  ausströmen  läfst,  und 
die  dazu  erforderliche  Zeit  beobachtet.  Die  Quadrate  dieser  Zeiten  müssen 
sich  dann  verhalten  wie  die  Dichtigkeiten  der  Gase.  Bunsen  hat  diose 
Methode  angewandt  und  darauf  ein  Verfahren  gegründet,  die  specifischen 
Gewichte  der  Gase  mit  einander  zu  vergleichen*1),  ein  Verfahren,  welches 
besonders  für  technische  Zwecke,  wie  zu  Dichtigkeitsbestimmungen  von 
Leuchtgas,  sehr  bequem  ist. 

Läfst  man  verschiedene  Gase  durch  lange  Röhrenleitungen  gehen,  so 
hängt  nach  den  Versuchen  von  Girard  die  Ausflufsgeschwindigkoit  nicht 
mehr  von  der  Dichtigkeit  des  Gases  ab;  unter  Voraussetzung  gleicher 
Druckverhältnisse  ist  die  Ausflufsgeschwindigkeit  für  die  verschiedenen 
Gase  dieselbe. 

Noch  in  einer  andern  Weise  können  wir  die  abgeleiteten  Gleichungen 
prüfen,  indem  wir  aus  ihnen  die  Verteilung  des  Druckes  in  der  strömenden 
Gasmasse  berechnen.  Bezeichnen  wir  in  irgend  einem  Querschnitt  q der 
strömenden  Gasmasse  den  Druck  mit  p,  die  Geschwindigkeit  mit  v,  so  er- 
halten wir  für  die  Ausflufsgeschwindigkeit  r, , wenn  in  der  Ausflulsöffnung 
der  Druck  gleich  p,  ist,  aus  der  vorhin  aufgestellten  Gleichung 


indem  wir  jetzt  von  v bis  und  von  p bis  p,  summieren 


eine  Gleichung,  welche  uns  mit  Hülfe  der  Beziehung 


pqo^Pi'h 

welche  gilt,  wenn  wir  eine  derartige  Form  des  GefÜfses  und  der  Ausflufs- 
öffhung  voraussetzen,  dafs  wir  die  Geschwindigkeiten  als  senkrecht  zu  den 
betreffenden  Querschnitten  annehmen  dürfen,  den  in  den  verschiedenen 
Querschnitten  des  GefÜfses  vorhandenen  Druck  p zu  berechnen  gestattet. 
Zunächst  erhalten  wir 


*)  Girard,  Memoire«  de  l'Academie  de  1’ Institut  de  France.  T.  V. 

Neuere  Versuche: 

Saint -Votant  und  Wantsei , Comptes  rendus  de  l'Acad.  de  PariB.  T.  XVII. 
*)  Bunsen , Gasometrische  Methoden,  p.  128  ff. 
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Setzen  wir  nun  voraus,  dafs  das  Ausfliefsen  überhaupt  nur  unter 
kleinen  Drucken  erfolge,  so  können  wir  zunächst  setzen 


und  weiter 


P~ Pi 
Pi 


(*)  = (JL)-*„(i  + P-P.  )-!=  1 _ 2 + 3 («=&-)*  + 

’ P / ' Pi  / ' P.  ' Pi  ' Pi  ' 

und  können  in  dieser  Reihe  schon  das  dritte  Glied  vernachlässigen.  Dann 
erhalten  wir 


und  daraus 


P~P, 

P. 


g*  — 3i  * 

2*i/ 

ae, 


oder,  indem  wir  im  Nenner  rechts  t^*  durch  seinen  Wert 

2«g  Po— Pu 

t,  ,*  = - 

! _ (Jl*Y 
V PoQ  ’ 

ersetzen , 


(5*  — 3.*)  1 

!'■ 

- 1 

f Pi  9i  'l 

yp*Q) 

0 

— — J*  — 
Po— Pl 

■2| 

!■"- 

- 1 

fpigi 

^PoC 

)’) 

k1 

Fis.  iw. 


P~h. 

Pi 


Das  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  hängt  davon  ab,  ob  q >5,  oder 
q < qx , denn  da  unsere  ganze  Entwicklung  nur  gilt,  so  lange  p0  — pl  gegen 
px  sehr  klein  ist,  so  ist  der  Nenner  der  rechten  Seite  bei  allen  in  der 

Praxis  herzustellenden  Vorrichtungen  als 
positiv  zu  nehmen.  Dann  ergibt  sich, 
dafs  in  allen  Querschnitten,  welche  gröfser 
sind  als  die  Ausflufsöffnung,  p > p, , in 
allen,  welche  kleiner  sind  als  die  Aus- 
flufsöffnung,  dagegen  p < Läfst  man 
deshalb  Gas  oder  Luft  in  die  äufsere 
Atmosphäre  ausströmen,  so  dafs  in  der 
Ausflufsöffnung  der  Druck  px  gleich  dem 
der  äufsern  Atmosphäre  ist,  so  wird  an 
allen  Stellen,  an  welchen  das  aus- 
strömende Gas  einen  Querschnitt  passiert, 
der  kleiner  ist  als  die  Ausströmungs- 
öffnung, der  Druck  kleiner  als  derjenige 
der  Atmosphäre. 

Mit  Hülfe  des  kleinen  Apparates 
Fig.  192  kann  man  diesen  geringeren 
Druck  leicht  naehweisen.  Eine  Glasröhre  mündet  in  der  Mitte  einer  Scheibe  und 
in  einiger  Entfernung  von  letzterer  ist  eine  zweite  nicht  durchlöcherte  Scheibe 
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mittels  dreier  Drähte  festgehalten,  welche  sich  der  Mtlndung  der  Röhre 
nähern  kann.  Bläst  man  kräftig  in  die  Röhre  bei  b hinein,  so  sieht  man, 
wie  sich  die  Scheibe  c der  Schwere  entgegen  zur  Scheibe  a hinbewegt, 
einen  Moment  die  Öffnung  der  Röhre  verschliefst,  dann  wieder  abgestofsen 
wird,  wieder  sich  gegen  a hinbewegt  und  so  auf  und  nieder  sich  bewegt, 
so  lange  man  in  die  Röhre  hineinbläst.  Die  Ausflufsöffnung  ist  hier  die 
ringförmige  Spalte  zwischen  den  Rändern  der  beiden  Scheiben,  nach  welcher 
von  der  Mitte  aus  die  Luft  sich  auf  den  Radien  hinbewegt.  Die  einzelnen 
um  den  Mittelpunkt  der  Scheibe  n gelegten  zur  Scheibe  a und  c senk- 
rechten kreisförmigen  Schnitte  bilden  also  die  verschiedenen  Querschnitte, 
welche  somit  alle  kleiner  sind  als  die  Ausflufsöffnung,  so  dafs  auf  die  ganze 
Scheibe  von  unten  nach  oben  ein  stärkerer  Druck  wirkt  als  von  oben  nach 
unten.  In  dem  Augenblicke  aber,  in  welchem  infolge  dieses  Druckes  die 
Platte  c sich  vor  die  Öffnung  der  Röhre  legt,  die  Luft  also  am  Ausfliefsen 
gehindert  wird,  tritt  der  statische  Druck  der  in  der  Röhre  b verdichteten 
Luft  in  Wirksamkeit,  und  treibt  die  Platte  fort,  welche  dann  wieder  gegen 
o bewegt  wird,  und  so  fort. 

Mit  der  Anordnung  Fig.  193  kann  man  diesen  kleinem  Druck  ebenso 
direkt  sichtbar  machen.  Man  steckt  in  ein  weiteres  Glasrohr  A , an  welches 
ein  kleines  Manometerrohr  31  an- 
geschmolzen ist,  mit  einem  Stopfen 
ein  engeres  Rohr  b und  schiebt 
dasselbe  soweit  hinein,  dafs  das 
Ende  sich  in  dem  Querschnitt  be- 
findet, in  welchem  das  Manometer- 
rohr angeschmolzen  ist.  Füllt  man 
dann  das  Manometer  mit  Wasser, 
und  bläst  durch  das  Röhrchen 
6,  so  steigt  das  Wasser  in  dem 
Schenkel  des  Manometerrohres 
empor,  welcher  mit  der  Röhre  A in  Verbindung  steht.  Die  Niveaudifferenz 
in  den  beiden  Röhren  gibt  die  Differenz  der  Drucke  in  der  Mündung  des 
engen  Rohres  und  an  der  Ausflufsöffnung. 

§ H6. 

Reibung  der  Oase.  Die  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Be- 
ziehungen gelten  nur  für  das  Ausfliefsen  der  Gase  durch  eine  Öffnung  in 
dünner  Wand  oder  durch  Röhren,  welche  einen  im  Verhältnis  zu  ihrer 
Länge  nicht  zu  kleinen  Querschnitt  haben;  läfst  man  die  Gase  durch 
kapillare  Röhren  ausfliefsen,  so  werden,  wie  das  sich  zuerst  aus  ausgedehn- 
ten Versuchen  von  Graham  ‘)  ergab,  die  Gesetze  des  Ausflusses  wie  boi 
Flüssigkeiten  ganz  andere,  welche  beweisen,  dafs  auch  bei  den  Gasen  eine 
innere  Reibung  vorhanden  ist,  und  ebenso  eine  Reibung  an  den  Wänden 
der  Röhre,  durch  welche  die  Gase  fliefsen. 

Dafs  in  der  That  bei  den  Gasen  eine  innere  Reibung  vorhanden  sein 
mufs,  und  welchen  Gesetzen  dieselbe  folgen  rnufs,  ergibt  sich  unmittelbar 

l)  Graham,  Philosophical  Transactions  of  London  R.  S.  for  the  year  1846 

und  1849. 
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aus  der  dynamischen  Gastbeorie,  wie  zuerst  Maxwell1)  aus  seiner  ültom, 
wie  wir  erwähnten,  im  wesentlichen  mit  derjenigen  von  Clausius  überein- 
stimmenden Anschauung  Uber  die  Natur  der  Gase  abgeleitet  hat.  Später 
ist  dann  die  Theorie  der  Reibung  in  einfacherer  Weise  von  0.  E.  Meyer*) 
behandelt  worden,  und  noch  einfacher  von  v.  Lang3). 

Wir  denken  uns  zu  dem  Ende  eine  Gasmasse,  welche  nach  einer  Rich- 
tung strömt,  nehmen  an,  dafs  die  einander  parallelen  Schichten  mit  ver- 
schiedener Geschwindigkeit  strömen,  und  untersuchen,  welche  Verzögerung 
eine  Schicht  dadurch  erhalten  mufs,  dals  die  an  einer  Seite  neben  ihr  be- 
findliche eine  kleinere  Strömungsgeschwindigkeit  bat.  Denken  wir  uns 
jetzt  durch  die  strömende  Gasmasso  der  Strömungsrichtung  parallel,  und 
zwar  so  oino  Ebene  gelegt,  dafs  die  sämtlichen  in  einer  der  Ebene  parallelen 
Gasschicht  liegenden  Teilchen  dieselbe  Strömungsgeschwindigkeit  haben, 
dafs  aber  mit  der  Entfernung  von  der  Ebene  nach  der  einen  Seite  die  Ge- 
schwindigkeit der  fortschreitenden  Rewegung  zunimmt,  nach  der  andern 
Seite  mit  wachsender  Entfernung  abnimmt.  In  einer  ruhenden  Gasmasse 
haben  nach  der  von  uns  vorgetragenen  Theorie  alle  Moleküle  dieselbe 
Geschwindigkeit,  welche  nach  allon  Richtungen  des  Raumes  gerichtet  ist, 
so  dafs  keine  Richtung  vor  der  andern  bevorzugt  ist.  In  einer  parallel 
einer  bestimmten  Richtung  bewegten  Gasmasse  haben  die  Moleküle  zunächst 
diese,  von  uns  bisher  mit  u bezeichnete  Geschwindigkeit  und  aufserdem 
eine  der  Bewegungsrichtung  parallele  Geschwindigkeit,  welche  der  Strömungs- 
geschwindigkeit des  Gases  gleich  ist.  Nennen  wir  diese  Strömungs- 
geschwindigkeit in  der  gedachten  durch  die  strömende  Gasmasse  gelegten 
Ebene  v0 , so  ist  sie  in  dem  von  uns  angenommenen  Falle  für  alle  Gas- 
schichten an  der  einen  Seite  der  Ebene  v0  -(-  cp,  an  der  andern  v0  — cp, 
worin  cp  mit  wachsendem  Abstande  von  der  gedachten  Ebene  gröfser  wird. 
Infolge  der  den  Gasmolekülen  eigentümlichen  nach  allen  Richtungen  des 
Raumes  gleichmäfsig  mit  der  Geschwindigkeit  t«  stattfindenden  Bewegung 
werden  durch  die  gedachte  Ebene  in  jedem  Momente  Moleküle  von  der 
einen  zur  andern  Seite  gehen,  und  zwar  mufs,  da  die  Dichtigkeit  an  allen 
Stellen  der  Gasmasse  dieselbe  bleibt,  die  Zahl  der  Moleküle,  welche  von 
Seiten  der  rascher  bewegten  zu  den  langsamer  strömenden  Schichten  hinüber 
gehen,  genau  so  grofs  sein  als  die  Zahl  der  umgekehrt  von  den  langsamer 
zu  den  rascher  strömenden  Schichten  übertretenden  Moleküle.  Da  diese 
letztem  nun  aber  eine  geringere  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  der 
Strömung  besitzen,  so  mufs  ihnen  von  der  strömenden  Gasmasse  eine  ge- 
wisse Geschwindigkeit  mitgeteilt  werden;  ebenso  übertragen  die  zu  der 
langsamer  strömenden  Gasmasse  hinübertretenden  Moleküle  dorthin  eine 
gewisse  Bewegungsgröfse.  Das  geht  aber  nur  auf  Kosten  der  Bewegung 
der  rascher  strömenden  Gasraasse,  so  dafs  diese  eine  der  den  eintretenden 
Molekülen  erteilten  und  der  an  die  langsamer  strömenden  übertragenen 

')  Maxwell , Philosophien]  Mugazin  IV.  scries  vol.  XIX.  Eine  etwas  andere 
Theorie  der  Reibung  aus  seiner  spätem  Gastheorie  gibt  Maxwell,  Phil.  Mag. 
IV.  series  vol.  XXXV. 

*)  O.  E.  Meyer,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXV.  Kinetische  Theorie  der  Gase. 
Breslau  1877.  p.  126  ff. 

*)  r.  Latte/ , Poggend.  Ann.  Bd.  CXLV.  Man  sehe  auch  Stefan,  Wiener 
Berichte  Bd.  LXV.  p.  343  ff.  Boltzmann,  Wiener  Berichte  Bd.  LXVI.  p.  825  ff. 
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genau  gleiche  Bewegungsgröfse  verliert.  Diese  verlorene  Bewegungsgröfse 
der  rascher  strömenden  Gasmasse  ist  der  Effekt  der  Reibung.  Eine  genau 
gleiche  Bewegungsgröfse  erhalten  die  langsamer  tliefsenden  Schichten,  so 
dafs  diese  eine  Beschleunigung  erhalten  müssen,  deren  Wert  ebenso  grofs 
ist,  als  derjenige  der  Verzögerung  der  rascher  strömenden  Schichten. 

Man  sieht,  dafs  hieraus  zunächst  die  Thatsacho  der  Reibung,  wie  sie  bei 
den  Beobachtungen  sich  ergibt,  als  in  der  Konstitution  der  Gase  begründet 
erscheint. 

Um  die  Gröfse  der  Reibung  zu  bestimmen,  haben  wir  nur  die  Be- 
wegungsgröfse zu  berechnen,  welche  den  in  der  Zeiteinheit  durch  die 
Flächeneinheit  der  vorhin  gedachten  Ebene  von  der  Seite  der  langsamer 
strömenden  Schichten  auf  die  Seite  der  rascher  strömenden  Schichten 
hinüber  tretenden  Molekülen  mitzuteilen  ist. 

Um  die  überhaupt  durch  eine  Ebene  hindurchtrotendon  Moleküle  zu 
erhalten,  können  wir  die  Annahme  machen,  dafs  nur  solche  Moleküle 
durch  sie  hindurchgehen,  welche  in  der  Richtung  ihrer  Bewegung  nicht 
weiter  von  ihr  entfernt  sind,  als  die  mittlere  Wegelänge  l beträgt,  und 
dafs  aus  allen  Schichten  bis  zn  dieser  Entfernung  die  gleiche  Anzahl  von 
Molekülen  Übertritt.  Donken  wir  uns  also  etwa  ein  Flächenelement  ds 
und  auf  diesem  unter  dem  Winkel  9 einen  prismatischen  Raum  von  der 
Länge  l,  so  wird  aus  jeder  Schicht  dieses  Raumes  von  der  Dicke  dl  die 
gleiche  Anzahl  von  Molekülen  durch  das  Flächenelement  ds  bindurchtreten. 
Es  ergibt  sich  das  unmittelbar  aus  der  Bedeutung  der  mittleren  Wege- 
länge. Die  gesamten  zwischen  zwei  Zusammenstößen  der  Moleküle  zurück- 
gelegten Wege  dividiert  durch  die  Zahl  der  Moleküle  sind  diese  mittleren 
Wege;  anstatt  die  einzelnen  Moleküle  mit  ihren  Wegen  in  Betracht  zu 
ziehen,  ist  es  somit  im  Effekt  dasselbe,  wenn  wir  annehmen,  alle  Moleküle 
legen  von  einem  Stofs  zum  andern  diesen  Weg  zurück.  Dann  wird  aber 
kein  Molekül,  welches  weiter  in  der  Richtung  seiner  Bewegung  von  der 
Grenze,  als  die  Strecke  l beträgt,  entfernt  ist,  in  Betracht  zu  ziehen  sein, 
da  es  vor  Erreichung  der  gedachten  Grenzebene  an  ein  Molekül  stöfst  und 
zurückkehrt;  alle  in  der  Richtung  9 sich  bewegenden  aber,  deren  Ent- 
fernung zwischen  Null  und  l beträgt,  treten  Uber,  und  zwar  so  weit,  dafs 
der  zurückgelegte  Weg  gleich  l geworden  ist.  Da  nun  die  Moleküle  ganz 
gleichmäfsig  im  Raume  verteilt  sind,  so  müssen  dann  auch  aus  jeder  Schicht 
gleicher  Dicke  gleich  viel  Moleküle  sich  herausbewegon. 

Wie  wir  im  § 102  sahen,  ist  die  Zahl  der  Moleküle,  welche  gegen  eine 
Fläche  von  der  Gröfse  s in  der  Richtung  9 anprallen, 


8 Aru  cos  9 Bin  9d9 
2 U 


also 


Nennen  wir  die  Zahl  der  in  der  Volumoinheit  enthaltenen  Moleküle 


Ar 

U 


und  setzen  wir  für  s die  Flächeneinheit,  so  gibt  uns  der  Ausdruck 

n u cos  # sin  9 d9 

2 

WOum,  Physik  I.  4.  Aul). 
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auch  die  Anzahl  der  in  der  Richtung  9 durch  die  betrachtete  Fläche  des 
Gases  pro  Flächeneinheit  hindurchgehenden  Zahl  von  Molekülen;  denn  ist  an 
der  betreffenden  Stelle  keine  Wand,  so  gehen  die  Moleküle  eben  durch  die 
Fläche  hindurch,  die,  wenn  eine  Wand  vorhanden  ist,  an  dieselbe  anprallen. 

Da  alle  diese  Moleküle  aus  der  zwischen  Null  und  l liegenden  Ent- 
fernung herkommen,  so  kommen  aus  jeder  Schicht  zwischen  0 und  l in 
der  Richtung  9 von  der  Dicke  rl£  eine  Anzahl  von  Molekülen,  welche  sich 

zur  Gesamtzahl  verhält  wie  ^ • Aus  einer  in  der  Richtung  der  Bewegung 

genommenen  Entfernung  £ < l und  einer  Schicht,  welche  in  dieser  Rich- 
tung die  Dicke  dl  hat,  passieren  also  unsere  gedachte  Grenzebene  pro 
Flächeneinheit 

ii  u cos  9 sin'tf  d9 

2 ~T 

Moleküle.  Wir  berechnen  jetzt  die  Bewegungsgröfse , welche  diesen  aus 
der  Entfernung  £ kommenden  und  durch  die  gedachte  Grenzebene  von  den 
langsamer  zu  den  rascher  strömenden  Schichten  in  der  Richtung  9 hinüber 
gehenden  Molekülen  erteilt  werden  mufs.  Indem  wir  dann  für  £ nach  und 
nach  alle  Werte  von  0 bis  l einsetzen  und  die  so  für  alle  innerhalb  dieser 
Entfernung  befindlichen  Moleküle  erforderliche  Bewegungsgröfse  bilden,  er- 
halten wir  in  der  Summe  aller  dieser  Werte  zunächst  die  Bewegungsgröfse, 
welche  den  in  der  Richtung  9 übertretenden  Molekülen  erteilt  werden  mufs. 

Wir  bezeiebneten  schon  vorhin  die  Strömungsgeschwindigkeit  in  der 
gedachten  Grenzebene  mit  v„  und  in  einiger  Entfernung  davon  an  Seite 
der  langsamer  strömenden  Schichten  mit  v0  — cp ; die  Uröfse  cp  wächst  mit 
der  Entfernung  der  Schichten  von  der  Grenzebene.  Da  es  sich  hier  nur 
um  äufserst  kleine  Entfernungen  handelt,  dürfen  wir  tp  dem  senkrechten 
Abstande  r der  betrachteten  Schicht  von  der  Grenze  proportional,  also  setzen 

dv 

dl*' 

worin  dv  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  gibt,  wenn  z um  dz  wächst, 
somit  der  Quotient  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  bedeutet,  wenn  der 
senkrechte  Abstand  von  der  Grenze  um  die  Einheit  der  Entfernung  zu- 
nimmt, vorausgesetzt,  dafs  die  Geschwindigkeitsabnahme  überall  gleich- 
mäfsig  erfolgen  würde,  wie  an  der  gerade  betrachteten  Stelle. 

Ein  aus  dem  Abstande  £ in  einer  Richtung,  welche  mit  der  Normalen 
den  Winkel  & bildet,  kommendes  Molekül  kommt  aus  einer  Schicht,  deren 
senkrechter  Abstand  von  der  Grenze 

e = £ cos  9 t 

ist,  es  hat  somit  die  Strömungsgeschwindigkeit 

dv  t 

v»  ~ ~ds'  * C0S  9- 


Dieses  Molekül  geht  an  dor  andern  Seite  der  Grenzebene  bis  zu  einem 
Abstande 


z = (I  — £)  cos  9 , 
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es  mufs  somit  dort  eine  Strömungsgeschwindigkeit  erhalten 

t’°  + 77  (*  — $)  cos 

seine  Strömungsgeschwindigkeit  mufs  somit  um 

(>'o  + 77  0 ~ I)  cos  9)  ~ («’o  — 77  $ cos  &)  = ^-l  cos  0 

zunehmen.  Ist  m die  Masse  des  einzelnen  Moleküls,  so  entspricht  dieser 
Geschwindigkeitszunahme  die  llewegungsgröfse 

dv  , 

m -z — < cos  fr. 


Für  die  aus  der  Entfernung  £ von  Seiten  des  langsamer  strömenden 
Gases  kommenden  unter  einem  Winkel  ft  die  Grenzebene  durchsetzenden 
Moleküle  ist  somit  der  Zuwachs  an  Bewegungsgrölse,  welche  sie  auf  Kosten 
der  strömenden  Gasschicht  erhalten, 

n u cos  ft  sin  ft  rf  ft  dt  de, 

— - — -s-  • m — l cos  ft. 


Für  die  überhaupt  in  der  Richtung  •9'  übertretenden  Moleküle  ergibt 
sich  dann  die  erforderliche  Bewegungsgröfse  aus  der  Überlegung,  dafs  auf 
der  Strecke  l,  von  welcher  überhaupt  Moleküle  in  dieser  Richtung  über- 
treten, Schichten  von  der  in  der  Bewegungsriclvtung  genommenen 

Dicke  d|  sind.  I)a  aus  jeder  diesor  Schichten  die  gleiche  Zahl  von  Mole- 
külen kommt , und  da  nach  der  eben  gemachten  Entwicklung  für  jedes  der 
Moleküle  die  gleiche  Zunahme  der  Bewegungsgröfse  eintreten  mufs,  erhalten 
wir  die  für  alle  in  der  Richtung  ft  übertretenden  Moleküle  erforderliche 

Bewegungsgröfse,  indem  wir  den  eben  gefundenen  Ausdruck  mit  multi- 

plicieren.  Dieselbe  wird  somit 

mn  ul  _ do 

---  cos  ft  sin  ft  «ft  — • 

2 dz 


Diesen  Verlust  an  Bewegungsgröfse  erfährt  die  rascher  strömende  Gas- 
masse durch  die  von  Seite  der  langsamer  strömenden  Schichten  in  sie  in 
der  Richtung  ft  eintretenden  Moleküle.  Einen  genau  ebenso  grofsen  Verlust 
an  Bewegungsgröfse  erfährt  sie  dadurch,  dafs  von  Seiten  der  rascher  strö- 
menden Gasmasse  genau  so  viel  Moleküle  in  die  langsamer  strömende  über- 
gehen und  dort  genau  denselben  Zuwachs  an  Bewegungsgröfse  übertragen. 
Denn  die  Zahl  der  übertretenden  Moleküle  ist  genau  dieselbe,  und  jedes 
legt  den  Weg  l in  der  Richtung  von  der  rascher  zu  der  langsamer  strö- 
menden Gasmasso  zurück,  gibt  also  an  diese  genau  die  gleiche  Bewegungs- 
gröfse ab,  welche  das  aus  der  entsprechenden  Lage  von  der  andern  Seite 
kommende  zu  erhalten  hat. 

Der  Gesamtverlust,  den  die  durch  die  Grenzebeno  in  der  Richtung  ft 
sich  austauschenden  Moleküle  in  der  rascher  strömenden  Gasmasse  be- 
wirken, ist  somit  das  Doppelte  des  eben  berechneten,  oder 

mnul  cos*  ft  sin  ft  dft  - 
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Wir  erhalten  dann  den  Verlust  an  Bewegungsgröfse , den  die  rascher 
strömende  Gasmasse  überhaupt  durch  die  sich  austauscheuden  Moleküle 

erfährt,  wenn  wir  obigen  Wert  für  jeden  zwischen  0 und  * liegenden 
Winkel  9 bilden  und  alle  diese  Werte  summieren,  also  in  der  Summe 

rt 

dv  rT 

mnul  I cos*  & s‘n  ® dd, 
o 

da  mnul  für  jode  Richtung  9 denselben  Wert  hat.  Diese  Summe  ist, 
wie  wir  schon  mohrfach  sahen, 

i , dv 

imnul -j7- 


Dieser  Verlust  der  Bewegungsgröfse  der  rascher  strömenden  Gasmasse, 
dem  ein  genau  gleicher  Gewinn  auf  Seiten  der  langsamer  strömenden  gegen- 
über steht,  ist  der  Effekt  der  Reibung. 

Gerade  wie  bei  den  Flüssigkeiten  können  wir  die  Reibung  auch  hier 
als  einen  in  der  Grenzebene  der  Bewegungsrichtung  entgegenwirkenden 
Druck  definieren,  der  Druck  inufs  auf  die  Flächeneinheit  während  einer 
Sekunde  wirkend  der  strömenden  Gasmasse  denselben  Verlust  an  Be- 
wegungsgröfse,  oder  dieselbe  Bowegungsgröfse  in  der  der  Strömung  ent- 
gegengesetzten Richtung  erteilen.  Bezeichnen  wir  diesen  Druck  mit  K, 
so  ist 

vr  \ i dv 

A = 1 mnul  — • 

4 dz 


Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  dem  § 86  für  die  Reibung  in 
Flüssigkeiten  erhaltenen  Ausdruck 


K = i\f 


dv 

dz 


indem  wir  hier  z für  x setzen,  weil  wir  die  zur  Strömungsrichtung  normale 
Richtung  mit  z bezeichnet  haben,  so  erkennt  man,  dafs  für  die  Gase  ganz 
dasselbe  Reibungsgesotz  für  die  innere  Reibung  gilt,  und  dafs  der  Reibungs- 
koefficiont 

j/  = ^ mnul 


ist.  In  diesem  Ausdrucke  bedeutet  n die  in  der  Volumeinheit  vorhandene 
Molekülzahl.  Nach  § 101  können  wir,  wenn  wir  die  von  den  Wirkungs- 
sphären der  Moleküle  ausgefüllten  Räume  aufser  Acht  lassen,  für  l setzen 


und  erhalten  dann  für  i\ 


l—  »!„•*  p 


- »I  14 

V = 4 • t-, 


ein  Ausdruck,  welcher  zeigt,  dafs  der  Reibungskoefficiont  von  der  Anzahl 
der  in  der  Volumeinheit  vorhandenen  Moleküle,  also  auch,  Bowoit  die  Gase 
dem  Mariotteschen  Gesetze  folgen,  von  dem  Drucke  unabhängig  ist,  unter 
welchem  das  Gas  steht. 
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Die  Notwendigkeit  dieses  auf  den  ersten  Blick  sehr  auffallenden  Satzes 
ergibt  sich  indes  aus  der  Natur  der  Gasreibung  als  Abgabe  der  Bewegung 
der  schneller  strömenden  Moleküle  an  die  in  sie  eindringenden  langsamer 
fortschreitenden.  Wird  die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Volumeinheit  kleiner, 
so  nimmt  in  demselben  Verhältnisse  die  Wegelänge  l,  also  die  Dicke  der 
langsamer  strömenden  Schicht,  aus  welcher  die  Moleküle  in  die  rascher 
strömende  übertreten,  zu,  die  übertragene  Bewegungsgröfse  mufs  also  den- 
selben Wert  behalten,  vorausgesetzt,  dafs  die  strömende  Gasmasso  in  der 
zur  Bewegung  senkrechten  Richtung  eine  solche  Ausdehnung  hat,  dafs  die 
mit  abnehmender  Dichte,  wegen  des  Wachsens  von  l wachsende  Dicke  der 
Schicht  ganz  mit  Gas  ausgefüllt  ist. 

Bei  einer  sehr  weit  gehenden  Verdünnung  des  Gases  ist  indes  dio  vor- 
geführte Theorie  nicht  mehr  gültig1),  da  wir  dann  die  Annahme  nicht  mehr 
machen  dürfen,  dafs  nur  Moleküle  aus  Schichten  von  der  Dicke  l sich  aus- 
tauschen. 

§ 117. 


Bestimmung  der  Beibungskoefflcienten  der  Gase.  Da  nach  den 
Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  die  Theorie  für  die  Reibung  der 
Gase  zu  dem  auch  für  die  Flüssigkeiten  gültigen  Reibungsgesetze  führt,  so 
müssen  auch  dio  zur  Beobachtung  der  Flüssigkeitsreibung  dienendon  Metho- 
den zur  Beobachtung  der  Gasreibung  geeignet  sein.  Zunächst  mufs  sich 
für  das  Ausströmen  von  Gasen  aus  kapillaren  Röhren  ganz  der  entsprechende 
Ausdruck  ergeben  wie  für  das  Ausströmen  von  Flüssigkeiten.  Die  von 
0.  E.  Meyer*)  durchgeführte  Theorie  des  Ausströmens  von  Gasen  durch 
kapillare  Röhren  führt  denn  auch  zu  ganz  entsprechenden  Ausdrücken  für 
das  Volumen  der  dnrehströmenden  Gase.  Mifst  man  das  Volumen  des 
unter  konstanten  Druckverhältnissen,  das  heifst  während  des  ganzen  Ver- 
suches konstantem  Drucke  pa  beim  Anfänge  und  p,  am  Ende  der  kapillaren 
Röhre,  durch  die  Röhre  geströmten  Gases  unter  dem  arithmetischen  Mittel 

p p 

der  Drucke  pa  und  p,,  also  unter  dem  Drucke  — x — so  liefert  die 
Theorie  für  das  in  der  Zeiteinheit  ausströmende  Volumen  V 


F = 


»(P,-  P,) 
Sg  L 


also  genau  denselben  Ausdruck,  wolchen  wir  für  das  Volumen  der  aus- 
geflossenen Flüssigkeit  fanden,  wenn  wie  dort  tj  die  Konstante  der  innem, 
t jene  der  äufsem  Reibung,  L die  Länge  und  R den  Radius  der  kapillaren 
Röhren  bedeutet. 

Mifst  man  das  Volumen  des  ausfliefsenden  Gases  unter  einem  andern 
Drucke,  etwa  pa  oder  p,,  so  ändert  sich  dieser  Ausdruck  etwas,  da  dann  das 
Volumen  F ein  anderes  wird;  messen  wir  das  Volumen  etwa  einfach  durch 
die  Volumverminderung  des  Gases  in  dem  Gefäfse,  aus  welchem  das  Gas 
ausströmt,  also  untor  dem  Drucke  pa , so  wird  dasselbe  Va  nach  dem 
Mariotteschen  Gesetze 


Va 


■P* 


V Pa  + Pt 
' 2 


’)  Kurult  und  Warburg , Poggend.  Ann.  Ud.  CLV. 
*)  0.  E.  Meyer,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXVI1. 
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und  deshalb 


16  > lLpa 


An  den  im  Anfänge  des  vorigen  Paragraphen  erwähnten,  in  den  Jahren 
1846  und  1849  von  Graham  angestellten  Versuchen  hat  Meyer  die  Über- 
einstimmung zwischen  Theorie  und  Erfahrung  nacbgewiosen.  Unter  den 
vielen  Versuchsreihen  Grahams  ist  eine,  bei  welcher  die  Drucke  p„  und  p, 
konstant  erhalten  wurden;  es  wurde  unter  konstantem  Drucke  pa  ein  be- 
stimmtes unter  dem  Drucke  pa  gemessenes  Volumen  Luft  in  die  Glocke 
einer  Luftpumpe  strömen  gelassen,  in  der  durch  fortgesetztes  Pumpen  ein 
konstant  luftverdünnter  Raum  erhalten  wurde,  und  die  Zeit  bestimmt, 
welche  bei  verschiedenen  Drucken  pa  dazu  erforderlich  war.  Bezeichnen 
wir  die  dazu  erforderliche  Zeit  mit  t,  so  wird,  da  wir  p,  = 0 setzen  können, 


somit 


V«1). 


PJ  = 


Va  16  rj  l, 
n 


1 

10  -f  4 -5-  R3 


Dio  rechte  Seite  der  Gleichung  ist,  da  immer  dasselbe  Volumen  Va  und 
dieselbe  Röhre  benutzt  wurde,  konstant,  es  mufs  also  bei  diesen  Versuchen 
das  Produkt  aus  dem  Drucke  pa  und  der  Zeit  t konstant  sein.  Das  ergaben 
auch  die  Versuche  Grahams;  bei  drei  Versuchsreihen  ergaben  sich  folgende 
Werte 


Pa 

t 

pJ 

1 Atmosph. 

799", 5 

799,5 

0,75  „ 

1050 

787,5 

0,5  „ 

1543 

771,5 

Werte,  welche  so  wenig  von  einander  abweichen,  dafs  man  sie  in  Anbetracht 
der  Schwierigkeit  der  Versuche  als  eine  Bestätigung  des  Satzes  ansehen 
mufs,  dafs  die  Gröfso  der  Reibung  von  dem  Drucke  unabhängig  ist. 

Boi  den  übrigen  Versuchen  liefs  Graham  entweder  nur  pa  oder  p,  kon- 
stant; indem  Meyer  aber  aus  obiger  für  den  stationären  Zustand  geltenden 
Gleichung  jene  ableitete,  welche  für  ein  nur  konstantes  p„  oder  p,  gültig 
sind,  konnte  er  zeigen,  dafs  alle  Versuche  Grahams  mit  der  Theorie  in 
Übereinstimmung  sind. 

Später  haben  dann  0.  E.  Meyer  gemeinschaftlich  mit  Springmühl ')  und 
A.  von  Obermaier2)  in  ausführlichen  Versuchen  das  Ausströmungsgesetz  dor 
Gase  durch  kapillare  Köhren  geprüft,  und  gleichzeitig  gezeigt,  dafs  auch 
für  Gase  sich  dabei  der  Koefficient  t der  äufsem  Reibung  als  unendlich 
grofs  ergibt.  Man  wird  also  auch  bei  den  Gasen  unter  diesen  Umständen 
annehmen  müssen,  dafs  die  letzte  Schicht  fest  an  den  Wänden  der  Röhre 


')  Meyer  und  Springmühl,  Poggend.  Ann.  Ud.  CXLV1I1  p.  1 und  p.  526. 

’)  A.  ron  Übermuier,  Wien.  Ber.  lid.  LXXIII.  Carl,  Repertorium  Bd.  XII, 
Bd.  XIII.  Man  sehe  auch  von  lAtny , Wien.  Ber.  Bd.  LIII  und  Meyers  Berechnung 
dieser  Versuche,  Poggend.  Ann.  OXLVIII  p.  550. 
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adhäriert,  und  dars  an  dieser  sich  die  strömenden  Gasschichten  vorbei- 
schieben. 

Infolge  dieser  Erfahrung  ist  die  Beobachtung  der  durch  eine  kapillare 
Röhre  strömenden  Gasmenge  auch  vortrefflich  geeignet,  um  die  Reibungs- 
koefficienten der  Gase  in  absolutem  Mafse  zu  bestimmen;  sie  ist  zu  dem 
Zwecke  von  Meyer  und  Springmühl  und  von  A.  von  Obermaier  benutzt 
worden.  Die  von  diesen  Experimentatoren  erhaltenen  Resultate  werden  wir 
nachher  für  einige  Gase  zusammenstellen. 

Bei  Besprechung  der  Reibung  dor  Flüssigkeiten  haben  wir  noch  eine 
andere  Methode  zur  Bestimmung  dor  Reibungskoefficienten  kennen  gelernt, 
welche  darin  bestand,  dafs  man  eine  kreisförmige  Scheibe  um  eine  durch 
ihren  Mittelpunkt  gehende  und  zu  ihrer  Ebene  senkrechto  Axe  in  Schwingungen 
versetzt,  und  das  logarithmische  Dekrement  dieser  Schwingungen  bestimmt. 
In  welcher  Weise  dieses  Dekrement  von  der  Reibung,  welche  die  Platte  in 
ihrer  Bewegung  erleidet,  abhängig  ist,  haben  wir  § 86  abgeleitet. 

Wie  wir  dort  sahen,  erhält  man  den  Reibungskoefficienten  der  Flüssig- 
keiten aus  der  Differenz  der  logarithmischen  Dekremente,  wenn  man  die 
Schwingungen  der  Scheibe  in  der  Luft  und  in  der  Flüssigkeit  beobachtet. 
In  dieser  Form  ist  die  Methode  zur  Bestimmung  dos  Reibungskoefficienten 
der  Luft  nicht  anzuwenden,  da  man  einen  luftleeren  Raum  nicht  horstellen 
kann.  0.  E.  Meyer,  der  diese  Methode  zuerst  zur  Messung  der  Luftroibung 
benutzte,  verfuhr  deshalb  folgendermafsen ').  An  dem  Draht,  dessen  Torsion 
die  Schwingungen  bewirken  soll,  deren  Dekrement  beobachtet  wird,  wurde 
ein  vertikel  hei-abhüngender  cylindrischar  Stab  befestigt.  Auf  diesen  wur- 
den drei  kreisförmige  Scheiben  von  gleichem  Durchmesser,  entweder  Glas- 
scheiben von  150mm  oder  Messingscheiben  von  ‘200mnl  Durchmesser,  ver- 
schiebbar aufgesetzt,  so  dafs  man  entweder  die  Scheiben  in  einem  gewissen 
Abstande  von  einander  einklemmen  konnte,  oder  alle  drei  fest  an  einander 
geschoben  zu  einer  Scheibe  vereinigen  konnte.  In  dem  letztem  Falle  wirkt 
die  Luftreibung  nur  auf  eine  Scheibe,  in  dem  erstem  dagegen  auf  drei 
Scheiben,  und  das  von  der  Luftreibung  herrührende  Dekrement  der 
Schwingungen  ist  dann  das  dreifache  von  demjenigen,  welches  man  mit 
einer  Scheibe  erhält.  Bezeichnen  wir  daher  jetzt  mit  1,  das  mit  einer 
Scheibe  beobachtete  Dekrement,  mit  A0  das  nicht  von  der  Luftreibung  her- 
rührende, so  wird  mit  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  des  Dekre- 
mentes und  wenn  wir  die  Dicko  der  Scheiben  gegen  den  Radius  derselben 
vernachlässigen,  nach  § 86 

R*n  -I  / n 

A-i  A0  g y g or]T0, 

wenn  jetzt  tj  den  Koefficienten  der  Luftreibung  und  a die  Dichtigkeit  der 
Luft  bedeutet.  Ist  das  Dekrement  bei  drei  getrennten  Sehoiben  Aj,  so  wird 

Diese  beiden  Beobachtungen  gestatten  die  Grölse  von  ij  zu  bestimmen. 

Die  Scheiben  hingen  bei  diesen  Versuchen  in  einer  mit  einer  Luft- 
pumpe in  Verbindung  stehenden,  im  übrigen  luftdicht  verschlossenen  Glocke, 

')  0.  E.  Meyer,  Poggcnd.  Ann.  Bd.  CXXV. 
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so  dafs  man  die  Reibung  unter  sehr  verschiedenem  Drucke  beobachten 
konnte. 

Eine  sehr  wesentliche  Verbesserung  wurde  dieser  Methode  durch  Max- 
well1) gegeben,  die  sehr  einfach  darin  bestand,  dafs  er  die  beweglichen 
Scheiben  zwischen  denselben  sehr  nahe  stehenden  festen,  den  beweglichen 
parallelen  Scheiben  schwingen  liefs.  Es  wurden  über  und  unter  die 
schwingenden  Scheiben  und  zwischen  dieselben  dünne  aus  zwei  Halbkreisen 
bestehende  Platten  geschoben,  so  dafs  zwischen  den  schwingenden  und 
festen  Scheiben  sich  nur  wenige  Millimeter  dicke  Luftplatten  befanden. 
Durch  diese  Modifikation  des  Mey  ersehen  Verfahrens  wird  die  dämpfende 
Wirkung  der  Luftreibung  eine  ganz  erheblich  stärkere;  läfst  man  nämlich 
die  Scheiben  ohne  zwischen  oder  nahe  gestellte  Platten  schwingen,  so  über- 
trägt sich  von  der  schwingenden  Platte  aus  die  Bewegung  erheblich  weiter, 
während  bei  den  zwischen  gestellten  Platten  die  an  der  festen  Platte  an- 
liegende Luftschicht  durch  die  Adhäsion  in  Ruhe  bleibt;  infolge  dessen  ist 
die  Geschwindigkeitsabnahme  der  Bewegung  mit  Entfernung  von  der 

schwingenden  Platte,  der  § 86  als  bezeichnete  Differentialquotient  er- 


heblich gröfser.  Die  theoretische  Behandlung  der  zwischen  den  Platten 
statttindenden  Bewegung  der  Luft  zeigt  dann  ferner,  dafs  das  von  der 
Reibung  an  der  Luft  abhängige  logarithmische  Dekrement  in  diesem  Falle 
direkt  dem  Reibungskoefficienten  proportional  ist.  Ist  nämlich  jetzt  I das 
beobachtete,  X0  das  von  der  Luftreibung  nicht  abhängige  Dekrement,  so  wird 
nach  Maxwell 


*- V 


n {11  + a)* 
4 DK 


r-r,  ■(!+&), 


wenn  N die  Anzahl  der  Oberflächen  der  Scheiben  ist,  welche  der  Luft- 
reibnng  ausgesetzt  sind,  1)  den  Abstand  der  Oberfläche  der  beweglichen 
von  der  zugowandten  Seite  der  festen  Scheibe  bedeutet,.  Die  Gröfse  a ist 
eine  Korrektion  wegen  des  Scheibenrandes  und  ff  ein  aus  der  Theorie  sich 
ergebendes  Korrektionsglied,  welches  bei  kleinen  Werten  von  D und  grofsen 
Schwingungsdauern  der  Scheiben  vernachlässigt  werden  kann.  Bei  einem 
Werte  D von  4,6mm  und  einer  Schwingungsdauer  von  36"  wird  nach  Max- 
well, wenn  die  Luft  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  steht,  ff  = — 0,000  68, 
bei  kleineren  Drucken  wird  der  Wert  noch  kleiner. 

Indem  man  auch  in  diesem  Falle  die  Scheiben  teils  vereinzelt,  teils 
aufeinandergelegt  schwingen  läfst,  bei  Anwendung  von  drei  Scheiben  also 
einmal  N «=  6,  das  andere  mal  V — 2 wählt,  läfst  sich  aus  den  beobach- 
teten Dekrementen  ij  ableiten. 

Wegen  der  Gröfse  und  Unsicherheit  in  der  Bestimmung  der  innem 
Reibung  wandten  später  Meyer*)  sowie  Kundt  und  Warburg3)  zur  Auf- 
hängung der  Scheiben,  die  zuerst  von  Gauss4)  bei  magnetischen  Beobach- 
tungen benutzte  Bifilarsuspension  an.  Dieselbe  besteht  darin,  dafs  man  den 
Körper,  der  Schwingungen  vollfuhren  soll,  an  zwei  Fäden  von  gleicher 


')  Ma-iwcll , Philos.  Transactions  for  thu  year  18fifi  p.  249. 

’)  0.  E.  Meyer,  Foggend.  Ann.  Bd.  CXL11I. 

“)  Kumlt  und  Warburg,  Poggcnd.  Ann.  Bd.  CLV.  ' 

*i  Gauss,  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  Magnetischen  Vereins  für 
das  Jahr  1837  p.  1,  für  das  Jahr  1840  p.  1. 
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Lüngo  aufhüngt,  welche  sich  in  gröfserer  oder  geringerer  Entfernung  von 
einander  befinden,  und  welche  entweder  einander  parallel  hängen,  wenn  ihre 
oberen  und  unteren  Anknüpfungspunkte  gleich  weit  von  einander  entfernt 
sind,  oder  symmetrisch  zur  vertikalen,  wenn  die  unteren  Anknüpfungspunkte 
einander  näher  oder  auch  von  einander  entfernter  sind  als  die  oberen.  Ein 
so  aufgehängter  Körper  befindet  sich  in  der  Gleichgewichtslage,  wenn  die 
beiden  Fäden  sich  ihrer  ganzen  Länge  nach  in  einer  Vertikalebene  befinden, 
und  eine  durch  den  .Schwerpunkt  des  Körpers  gelegte  Vertikale  sich  in  der- 
selben Ebene  befindet.  Bringt  man  den  Körper  aus  seiner  Lage  durch  eine 
Drehung  um  die  Mittellinie  der  beiden  Fäden,  so  wird  das  Gleichgewicht 
gestört,  da  die  Gleichgewiclitsbedingungen  nicht  mehr  bestehen;  die  Fäden 
sind  nicht  mehr  parallel,  nicht  mehr  in  einer  Ebene,  und  gleichzeitig  wird 
der  Schwerpunkt  des  Körpors  etwas  gehoben.  Es  entsteht  daher  ein  Drehnngs- 
moment,  welches  den  Körper  in  die  Gleichgewichtsstellung  zurückzufÜhren 
bestrebt  ist.  Um  die  Gröfse  dieses  Drehungsmomontes  zu  bestimmen,  sei 
AB  (Fig.  194)  ein  Durchschnitt  durch  den  Körper  in  der  Aufhängeebene 
FA , F,  B seien  die  Aufhängefäden  und 
der  Schwerpunkt  des  Körpers  sei  in  der 
Mittellinie  Q 0.  Ist  das  Gewicht  des 
Körpers  p,  so  können  wir  für  unsere  Be- 
trachtung annehmen,  in  jedem  der  Auf- 
hängepunkte A und  B wirke  das  Gewicht 

~ • Nun  werde  der  Körper  in  die  Lage 

A,Z?,  gedreht,  wobei  wir  voraussetzen 
wollen,  dafs  die  Fäden  eine  solche  Länge 
gegenüber  den  Abstäriden  A 11  — 'la  oder 
FF,  = 2 b haben,  dafs  wir  die  durch  die 
Drehung  eintretende  Hebung  des  Schwer- 
punktes aufser  Acht  lassen  können.  Dann 
befinden  sich  AB  und  AXBX  in  derselben 
Horizontalebene  und  AOA,  = tp  ist  der 
Winkel,  um  welchen  der  Körper  gedreht 

ist.  Das  Gewicht  ^ < das  durch  die  Längo 

A,D  dargestellt  sei,  greift  dann  in  A, 
vertikal  abwärts  an,  und  bildet  mit  der 
Richtung  des  Fadens  einen  Winkel  DAXE , 
der  gleich  ist  dem  Winkel  CFA, , wenn  C FA , die  durch  den  Faden  FA, 
und  die  Vertikale  gelegte  Ebene  ist.  Den  parallel  A,Z>  gerichteten  Zug 

können  wir  in  zwei  Komponenten  zerlegen , deren  eine  parallel  der 


Richtung  des  Fadens  A,F,  deren  andere  in  der  Ebene  CAXD  senkrecht 
zum  Faden  den  Körper  wieder  gegen  die  Gleichgewichtslage  znrückzieht. 
Die  parallel  AXP  senkrecht  zu  A,0  genommene  Komponente  dieser  letztem 
Kraft  multipliciert  mit  .4 , 0 = o gibt  uns  dann  das  den  Körper  in  die 
Gleichgewichtslage  zurückführende  Drehungsmoment.  Nennen  wir  den 
Winkel,  den  der  Faden  FA,  mit  der  Vertikalen  bildet,  d,  so  ist  die  zum 

Faden  senkrechte  Komponente  ~ sin  d;  da  die  zum  Faden  senkrechte  Kom- 
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ponente  ED  mit  der  Horizontalen  CM,  denselben  Winkel  <5  bildet,  ist  die 

« 

parallel  CM,  genommene  Komponente  dieser  Kraft  sin  6 ■ cos  <5  und  die 

zu  A,0  senkrechte  ~ sin  S cos  ä cos  CM,  P;  zur  Bildung  des  Drehungs- 

momentes  haben  wir  diesen  Ausdruck  mit  A,  0 — a zu  multiplicieren.  Da 
nun  an  dem  andern  Aufhiingepunkte  P,  ein  ganz  ebensolches  Drehungs- 
moment wirkt,  ist  das  gesamte  den  Kfirptr  zurückftthrende  Drehungsmoment 

a ■ p ■ sin  i cos  8 cos  CM,P. 


In  diesem  Ausdrucke  ist 


sin  <5  = sin  DA.E  = sin  CFA.  = ^ =>  7 

* 1 £ jJ,  l 

, CE  h 

COS  0 = ~l  ~ ~f  l 


wenn  wir  die  Lllnge  der  Fitden  mit  l und  den  vertikalen  Abstand  der  unteren 
von  den  oberen  Aufhängepunkten  mit  h bezeichnen.  Da  weiter 


und 


cos  CM, P = sin  CM,  0 


sin  CM,  0 


sin  C OAx 


CO 
CA,  ’ 


so  wird  das  Drehungsmoment  unter  Beachtung,  dafs  CO  = b und  der 
Winkel  CCM,  = cp, 

CA.  h b h b . 

ap  — j-*-  • -j  - • sin  cp  = <ij>  -j  j sin  cp. 


Wir  erhalten  demnach  ein  dem  Sinus  des  Drehungswinkels  propor- 
tionales Drehungsmoment;  somit  vollfuhrt  der  aus  der  Gleichgewichtslage 
gebrachte  Körper  Pendelschwingungen  um  die  Gleichgewichtslage. 

Den  mit  sin  cp  multiplicierten  Faktor,  das  Drehungsmoment,  wenn 
sin  qp  = 1 , nennt  man  die  bifilare  Direktionskraft.  Ist  die  Länge  der  Auf- 
hängefäden so  grofs,  dafs  wir  die  Hebung  des  Schwerpunktes  vernach- 
lässigen dürfen,  dann  dürfen  wir  auch  h = l setzen,  und  erhalten  für  die 
bifilare  Direktionskraft 

ab 

P—, 

sie  ist  dem  Gewichte  des  Körpers , dem  Produkte  aus  den  halben  Abständen 
der  oberen  und  unteren  Aufhiingepunkte  direkt  und  der  Länge  der  Fäden 
umgekehrt  proportional. 

Da  bei  einer  solchen  Aufhängung  keine  innere  Reibung  des  Aufhänge- 
drahtes vorhanden  ist,  hängt  das  Dekrement  der  Schwingungon  wesentlich 
von  dem  Widerstande,  den  die  Bewegung  in  der  Luft  findet,  also  wesent- 
lich von  der  Reibung  des  an  den  Fäden  hängenden  Körpers  ab.  Indem  nun 
Kundt  und  Warburg  sehr  feine  und  einander  sehr  nahe  Fäden  anwandten, 
waren  die  Dekremente  innerhalb  der  Beobachtungsfehler  nur  von  der  Luft- 
reibung der  nach  der  Maxwellschen  Methodo  schwingenden  Scheibe  ab- 
hängig. Wurde  anstatt  der  Scheibe  ein  Gewicht  angehängt,  welches  ans 
einer  kleinen  Zinkscheibe  bestand,  so  war  das  logarithmisebe  Dekrement 
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so  klein,  dal's  die  aus  demselben  berechnete  dampfende  Kraft  nur  1 Procent 
der  bei  den  Reibungsversucben  sich  zeigenden  Dampfung  betrug.  Kundt 
und  Warburg  konnten  deshalb  das  ganze  bei  den  Scbwingungsversuchen 
nach  der  Maxwellschen  Methode  auftretende  Dekrement  als  von  der  Luit- 
reibung herrührond  anseben,  sie  konnten  daher  ihre  Beobachtungen  mit 
einer  einzigen,  zwischen  nahe  stehenden  festen,  schwingenden  Scheibe  durch- 
führen. 

Dio  von  Kundt  und  Warburg  bei  ihren  Versuchen  benutzte  Anordnung 
zeigt  Pig.  195.  Die  schwingende  Scheibe  sitzt  zunächst  an  einem  festen 
Stiel,  der  zugleich  oben  bei  w den  zur  Beobachtung  der  Schwingungen 
dienenden  Spiegel  trügt.  An  diesem  Stiel  sind  die  Fäden  der  bifilaren  Auf- 
hängung angeknüpft.  Die  festen  Scheiben,  zwischen  denen  die  bewegliche 
schwingen  soll,  deren  obere  aus  zwei  gegen  einander  geschobenen  Halb- 
kreisen besteht,  die  erst  an  ihre  Stelle 
gebracht  werden,  wenn  die  schwingende 
Scheibe  richtig  liilngt,  werden  von 
einem  Rahmen  getragen,  auf  welchem 
auch  die  galgenartige  Vorrichtung  be- 
festigt ist,  an  der  oben  die  Bitilar- 
faden  angeknüpft  sind.  Die  ganze 
Vorrichtung  ist  mit  einer  Glasglocke 
bedeckt,  welche  auf  dem  Teller  pq , 
der  Basis  des  ganzen  Apparates  luft- 
dicht aufgeschliffen  ist.  Aus  der  Glocke 
führt  eine  mit  einem  Glasbahne  l vor- 
schliefsbare  Rühre  zu  einem  weitern 
ebenfalls  abzusperrenden  T förmigen 
Rohr,  dessen  einer  Schenkel  zu  einer 
Luftpumpe,  dessen  anderer  zu  einem  w 
Reservoir  führt,  welches  das  Gas  ent- 
hält, dessen  Reibungskoefficient  be- 
stimmt werden  soll.  Um  die 
Scheibe  in  Schwingungen  zu  setzen, 
ist  oben  an  dem  dieselbe  tragenden 
Stiel  ein  Stückchen  Eisendraht  be- 
festigt. Die  Schwingungon  werden  g ■ 
dann  durch  Annähe- 
rung eines  Magnetes 
an  diesen 
bewirkt. 

Kundt  und  Warburg 
haben  bei  ihren  Ver- 
suchen in  sehr  hohem 
Mafse  die  Dichtigkeit  der  Gase  geändert,  zur  Prüfung  des  aus  der  Theorie  sich 
ergebenden  Gesetzes,  dafs  die  Reibung  von  der  Dichtigkeit  des  Gases  un- 
abhängig sei.  Da  die  Reibungskoefficienten  bei  diesen  Beobachtungen  den 
logarithmischen  Dekrementen  proportional  sind,  so  mufs,  wenn  das  Gesetz 
richtig  ist,  der  Wert  des  logarithmischen  Dekreuientcs’von  der  Dichte  des 
Gases  unabhängig  sein.  In  der  That  zeigte  sich  das',  so  lange  der  Druck 
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mehr  als  20mm  Quecksilber  betrug;  wurde  er  kleiner,  so  nahmen  die  loga- 
rithmischon  Dekremente  nicht  unerheblich  ab.  Die  beiden  Physiker  zeigten 
indes,  dafs  hieraus  nicht  ein  Mangel  der  aus  unserer  Auffassung  sich  er- 
gebenden Theorie  der  Reibung  folgt,  dafs  vielmehr  die  hei  der  Ableitung 
der  schwingenden  Bewegung  mit  Berücksichtigung  der  Reibung  gemachte 
Voraus setzting,  dafs  die  an  den  festen  Körpern  anliegende  Gasschicht  an 
derselben  fest  haftet,  nicht  mehr  zulässig  ist.  Wird  der  Druck  kleiner  als 
20mm  Quecksilber,  so  ist  der  mit  e bezeichnet«  Koefficient  der  äufsern 
Reibung  nicht  mehr  unendlich  zu  setzen,  os  tritt  ein  Gleiten  des  Gases  an 
den  Wänden  des  festen  Körpers  ein.  Mit  Berücksichtigung  dieses  Gleitens, 
dessen  Theorie  sie  entwickeln1),  konnten  die  beiden  Physiker  zeigen,  dafs 
bis  zu  einem  Drucke  von  0,6™m  Quecksilber  die  Koeffieienten  der  innern 
Reibung  konstant  sind. 

Ehe  wir  die  von  den  verschiedenen  Experimentatoren  erhaltenen 
Werte  für  die  Reibungskoefficienten  einiger  Gase  zusammenstellen , wollen 
wir,  um  nicht  später  auf  diese  Untersuchungen  noch  zurückkommen  zu 
müssen,  noch  auf  eine  Folgerung  der  Theorie  hinwoisen.  Die  Theorie  gibt 
für  den  Reibungskoefficienten  den  Wert 

, i]  = -J  tnnul, 

sie  zeigt  somit,  dafs  derselbe  der  Geschwindigkeit  « der  Moleküle  propor- 
tional ist.  Für  dieso  gaben  wir  § 103  an,  dal's,  wenn  m0  die  Geschwindig- 
keit bei  0°  ist 

„ = «0]/i  -f  0.003  67  I = «„  (1  -f  0,003  67  0* 

ist.  Nach  demselben  Gesetze  müfste  also  auch  der  Reibnngskoefficient  mit 
der  Temperatur  wachsen.  Diese  Folgerung  hat  sich  in  den  Versuchen  nicht 
bestätigt,  sämtliche  Versuche  ergeben  ein  rascheres  Wachsen  des  Reibungs- 
koefficienten.  Maxwell*)  folgerte  aus  seinen  Versuchen,  dafs  der  Reibungs- 
koefficient  der  Luft  nicht  der  Quadratwurzel , sondern  direkt  1 -|-  0,003  67  t 
proportional  zunehme.  0.  E.  Meyer3)  erhielt  für  Luft  einen  zwischen  dem 
theoretischen  und  dem  von  Maxwell  gefundenen  liegenden  Wert,  er  fand 

n = % (1  + 0,002  5 0 = 1,0  (1  + 0,003  67  0* , 

da  man  bei  der  Kleinheit  der  Koeffieienten  von  t sich  bei  Entwicklung  der 
Potenz  ) auf  das  erste  Glied  beschränken  kann.  Denselben  Wert  für  Luft 
fand  Warburg4). 

Am  ausführlichsten  ist  die  Abhängigkeit  der  Reibungskoefficienten 
von  der  Temperatur  fast  gleichzeitig  von  Pulnj 5)  durch  Ansflufsversuche 
und  Sch wingungs versuche,  und  von  A.  von  Obermaier6)  durch  Ausflnfs- 
versuche  verfolgt  worden.  Beide  Experimentatoren  gelangen  übereinstimmend 


')  Kundt  und  Warburp,  I’oggend.  Ann.  Bd.  CLV.  p.  315  ff. 

’)  Maxwell,  Philosophien!  Transactions  for  1866  p.  267. 
a)  0.  E.  Meyer,  Poggend.  Ann.  Bd  CXL1U,  Bd.  CXLVI1I. 

*)  Warburg , Poggend.  Ann.  Bd.  CLIX. 

*)  Puluj,  Wiener  Berichte  Bd.  LXIX,  Bd.  LXX,  Bd.  LXX1I1.  Carl,  Re- 
pertorium Bd.  XIII. 

*)  A.  von  Obermaier,  Wiener  Berichte  Bd.  LXXI,  Bd.  LXXIII.  Carl,  Re- 
pertorium Bd.  XII,  Bd.  XIII. 
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zu  dem  Resultate,  dafs  die  Änderung  der  Reibungskoeffieienten  mit  der 
Temperatur  ftlr  die  verschiedenen  Gase  verschieden  ist,  für  alle  aber  er- 
heblich rascher  erfolgt,  als  es  nach  der  vorgeführten  Theorie  der  Reibung 
der  Fall  sein  sollte.  Für  Luft  finden  beide  Experimentatoren  fast  den 
gleichen  Wert  wie  0.  E.  Meyer;  Puluj  gibt  als  Exponenten  des  Temperatur- 
koefficienton  anstatt  ^ den  Wert  0,722,  A.  von  Obermaier  0,76;  für  Wasser- 
stoff erhält  der  erstero  0,693,  der  letztere  0,70,  für  Kohlensäure  sind  die 
Werte  0,917  und  0,94,  wie  man  sieht  vortrefflich  übereinstimmende  Werte. 
Einen  ähnlichen  fast  der  Einheit  gleichen  Wert  erhielt  A.  von  Obermaier 
für  Stickoxydul,  Chloräthyl  und  Äthylen,  Gase,  die  zum  Teil  bei  gewöhn- 
licher Temperatur  durch  Druck  flüssig  gemacht  werden  können,  teils,  wie 
das  Äthylen  nach  § 99,  sehr  stark  von  dem  Mariotteschen  Gesetze  abweichen. 

Um  diese  Nichtübereinstimmung  der  Erfahrung  mit  der  aus  unserer 
Anschauung  von  der  Natur  der  Gase  abgeleiteten  Theorie  der  Gase  in  Ein- 
klang zu  bringen,  nimmt  Stofan1)  an,  dafs  die  mittleren  Wegelängen  mit 
der  Temperatur  des  Gases  auch  bei  konstanter  Dichtigkeit  des  Gases  etwas 
gröfser  werden,  eine  Annahme,  welche  nach  unserem  Ausdrucke  für  dieselbe 


nje’jr 

darauf  hinauskommt,  dafs  die  Radien  der  Wirkungssphären  mit  steigender 
Temperatur  kleiner  werden.  Ohne  auf  diese  Frage  hier  schon  näher  ein- 
zugehen, möge  nur  bemerkt  werden,  dafs  diese  Annahme  darauf  hinaus- 
kommt, dafs  die  Abstände,  bis  zu  welchen  die  Schwerpunkte  der  Moleküle 
beim  Aneinanderprallen  sich  nähern  können,  mit  der  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  sie  gegen  einander  fliegen,  etwas  kleinor  wird. 

In  folgender  Tabelle  sind  für  einige  Gase  die  Reibungskoeffieienten 
zusammen  gestellt,  dieselben  geben,  gerade  wie  bei  den  Flüssigkeiten  in 
Milligrammen  den  auf  ein  Quadratmillimeter  der  Strömung  entgegenwirken- 
den Druck,  wenn  zwei  ein  Millimeter  von  einander  entfernte  Schichten  die 
Geschwindigkeitsdifferenz  von  einem  Millimeter  haben. 

Für  Luft  ist  r\  bei  15°  nach 


Maxwell8) 

0.  E.  Meyer*) 

Puluj4) 

K.  u.  W.s) 

A.  v.  Obenu. 6) 

0,000002  02 
Wasserstoff 

0,000  001  93 

0,000  O01  86 

0,000  001  91 

0,000001  77 

Kohlensäure 

0,000  000  95 

0,000  000  95 

0,000  000  94 

0,000  000  91 

Sauerstoff 

0,000  001  63 

0,000001  53 

0,000  001  55 

0,000001  49 

Stickstoff 

0,000  002  16 

— 

— 

0,000001  99 

Kohlonoxyd 

0,000  001  87 

— 

— 

0,000  001  76 

— 

— 

— 

— 

0,000001  72 

')  Stefan,  Wien.  Berichte  Bd.  LXV.  p.  338. 

’)  MaxioeU,  Philoa.  Transactiona  for  1866. 

*)  0.  E.  Meyer,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXLVIII.  p.  226  u.  649. 

*)  Puluj,  Wiener  Berichte  Bd.  LXXI1I.  Carl,  Repertorium  Bd.  XIII. 
s)  Kundt  und  Warburg , Poggend.  Ann.  Bd.  CLV. 

*)  A.  von  Obermaier,  Wiener  Berichte  Bd.  LXXI11.  Carl,  Repert.  Bd.  XIII. 
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Wie  man  sieht  stimmen  die  von  verschiedenen  Beobachtern  gefundenen 
Werte  recht  gut  mit  einander  überein,  nur  findet  A.  von  Ohermaier  durch- 
weg etwas  kleinere  Werte. 


§ 118. 

Diffusion  der  Gase.  Verbindet  man  zwei  Geftifse  etwa  durch  eine 
Öffnung  in  dünner  Wand,  welche  dasselbe  Gas  enthalten,  so  tritt  eine  Be- 
wegung der  Gase  nur  ein,  wenn  in  dem  einen  GefUfs  der  Druck  kleiner  ist 
als  in  dem  andern,  ist  keine  Druckdifferenz  in  beiden  Gefiifsen  vorhanden, 
so  tritt  auch  keine  Strömung  des  Gases  ein.  Das  ist  jedoch  nicht  mehr 
der  Fall,  wenn  in  den  beiden  durch  eine  Öffnung  in  Verbindung  stehenden 
Räumen  verschiedene  Gase  vorhanden  sind.  Zwar  läfst  sich  durch  den  Ver- 
such nach  weisen,  dafs  substantiell  verschiedene  Gase  denselben  Druck  auf 
einander  ausüben,  wie  die  Teilchen  gleichartiger  Gase,  aber  dennoch  tritt 
stets  eine  Vermischung  ein,  wenn  verschiedene  Gase  unter  gleichem  Drucke 
durch  eine  Öffnung  mit  einander  in  Verbindung  stehen.  Dafs  ersteres  der 
Fall  ist,  zeigt  folgender  Versuch1).  Wenn  man  eine  mit  Luft  gefüllte  unten 
verschlossene  Glasröhre  vom  Boden  aus  mit  einem  gofärbten  Gase  zur  Hälfte 
anfüllt,  welches  schwerer  ist  als  Luft,  z.  B.  mit  unterchloriger  Säure,  so 
ruht  in  dem  obern  Teile  der  Röhre  anfänglich  eine  farblose  Luftsäule  auf 
dem  gefärbten  Gase.  Bringt  man  dann  rasch  das  obere  Ende  der  Röhre 
mit  einer  Luftpumpe  in  Verbindung  und  pumpt  einen  Teil  der  Luft  aus, 
so  rückt  die  an  der  Farbe  erkenntliche  Grenzfläche  beider  Gase  mit  der 
zunehmenden  Verdünnung  aufwärts,  der  Druck  der  Gase  ändert  sich  aber 
in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Röhre  in  gleicher  Weise,  denn  seitlich  an- 
gebrachte Manometer  zeigen  in  jedem  Momente  an  allen  Stellen  der  Röhre 
den  gleichen  Druck.  Aber  ungeachtet  dessen,  dafs  die  verschiedenen  Gase 
auf  einander  denselben  Druck  ausüben,  als  die  einzelnen  Teile  desselben 
Gases,  vermag  ein  Gas  ein  anderes  nicht  in  einem  Raume  abzusperren. 

Der  erste,  welcher  diese  Vermischung  verschiedener  Gase  nachwies, 
war  Dalton*),  er  wandte  zwei  Flaschen  von  gleicher  Kapacitüt  an,  welche 
durch  einen  Hahn  mit  einander  in  Verbindung  gesetzt  worden  konnten. 

' Die  oine  füllte  er  mit  Kohlensäure,  die  andere  mit  atmosphärischer  Luft 
unter  gleichem  Drueko  und  bei  gleicher  Temperatur,  und  stellte  sie  so  auf, 
dafs  die  Kohlensäure  in  der  untern,  die  Luft  in  der  obem  Flasche  sich  be- 
fand. Auf  diese  Weise  konnte  durch  die  verschiedenen  specifischen  Ge- 
wichte der  Gase  eine  Mischung  derselben  nicht  eintreten,  da  die  Kohlen- 
säure als  das  specifisch  schwerere  Gas  unten  und  die  leichtere  Luft  darüber 
war.  Nach  geöffnetem  Hahne  war  der  Druck  im  Innern  der  Flaschen  un- 
geändert  derselbe  geblieben,  nach  mehreren  Stunden  waren  aber  beide  Gase 
gleichmäfsig  in  beiden  Flaschen  verteilt,  ungeachtet,  dafs  die  Schwere  die- 
selben getrennt  zu  erhalten  suchte.  Es  folgt  daraus,  dafs  jedes  der  beiden 
Gase  sich  in  dem  ganzen  Raum  verbreitet  hatte,  als  wenn  es  in  demselben 
allein  vorhanden  gewesen  wäre.  Jedes  der  Gase  dehnte  sich  dadurch  auf 
den  doppelten  Raum  aus,  sein  Druck  mufste  dadurch  die  Hälfte  des  frühem 

')  Hunnen,  Gasometrischc  Methoden  p.  209. 

’)  Dalton,  Gilbert  Annalen  Bd.  XXVII. 
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werden;  die  Unveränderlichkeit  des  äufsern  Druckes  zeigt  daher  ebenfalls, 
dafs  auch  die  Drucke  verschiedener  Gase  sich  summieren. 

Ein  ausgezeichnetes  Beispiel  dieser  Mischung  der  Gase  ihrem  Gewichte 
entgegen  zeigt  uns  unsere  Atmosphäre,  welche,  wie  wir  bereits  früher  er- 
wähnten, ein  Gemische  zweier  Gase,  Sauerstoff  und  Stickstoff  ist.  Obwohl 
nämlich  der  Sauerstoff  schwerer  ist  als  der  Stickstoff  und  zwar  im  Verhält- 
nis 110  zu  97,  so  zeigt  doch  die  Luft  an  allen  Stellen,  wo  sie  geschöpft 
wird,  wesentlich  dieselbe  Zusammensetzung  von  79  Teilen  Stickstoff  und 
21  Teilen  Sauerstoff.  ' 

Man  bezeichnet  diese  Mischung  von  unter  gleichem  Drucke  stehenden 
Gasen  ähnlich  wie  die  allmähliche  Mischung  zweier  verschiedener  über  ein- 
ander gelagerter  mischbarer  Flüssigkeiten,  als  Diffusion  der  Gase. 

Die  Diffusion  der  Gase  in  einander  zeigt  auch  darin  eine  Analogie  mit 
der  Diffusion  der  Flüssigkeiten,  dafs  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  zwei 
Gase  sich  mischen,  wesentlich  von  der  Natur  der  Gase  abhängig  ist,  wie  das 
schon  die  ersten  messenden  Versuche  von  Graham1)  zeigten.  Graham  gibt 
an,  dafs  sich  Wasserstoff  in  Luft  sehr  viel  schneller  verbreitet  als  Kohlen- 
säure. 

Der  erste,  welcher  die  Diffusion  der  Gase  genauer  untersuchte,  war 
Loscbmidt2),  er  ging  davon  aus,  dafs  die  Diffusion  der  Gase  ganz  denselben 
Gesetzen  folgen  müsse  wie  diejenige  der  Flüssigkeiten.  Die  Menge  eines 
Gases,  welche,  konstante  Verhältnisse  vorausgesetzt,  in  der  Zeiteinheit  durch 
die  Querschnittseinheit  wandert,  wenn  auf  den  beiden  Seiten  des  Querschnitts 
die  Konzentration  des  Gases  eine  verschiedene  ist,  wird  der  Konzentrations- 
differenz, und  einem  von  der  Natur  der  beiden  Gase  abhängigen  Koefficienten, 
der  Diffusionsgeschwindigkeit  oder  dem  Diffusionskoefficienten  proportional 
gesetzt.  Als  Konzentration  des  Gases  können  wir  hier  einfach  den  Druck 
des  betreffenden  Gases  an  der  betrachteten  Stelle  einführen,  indem  nach  dem 
vorbin  erwähnten  Gesetze  von  Dalton  an  jeder  Stelle  eines  zwei  Gase  ent- 
haltenden Raumes  sich  die  Drucke  beider  Gase  zu  dem  im  ganzen  Raume 
konstanten  Gesamtdrucke  summieren,  jedes  Gas  aber  einen  solchen  Teil  des 
Gesamtdruckes  ausübt,  als  es  einen  Bruchteil  der  in  der  Volumeinheit  an 
der  betreffenden  Stelle  vorhandenen  Gesamtmenge  des  Gases  ausmacht.  Der 
Diffusionsvorgang  wird  demnach  durch  dieselben  Gleichungen,  die  wir  § 82 
für  die  Diffusion  der  Flüssigkeiten  ableiteten,  dargestellt,  wenn  wir  die  dort 
eingeführte  Konzentration  durch  den  Druck  p des  betreffenden  Gases  er- 
setzen, also  durch  die  Gleichung 

, dp ,.  JjPp 

dt  * dx'  ’ 

wenn  wir  auch  jetzt  den  Diffusionskoefficienten  mit  k bezeichnen. 

Betreffs  desselben  ist  nur  zu  bemerken,  dafs  der  Diffusionskoefficient 
sich  immer  auf  zwei  Gase  beziehen  mufs,  dafs  wir  also  z.  B.  für  Kohlensäure 
nur  einen  bestimmten  Diffusionskoefficienten  einem  bestimmten  zweiten  Gase 
gegenüber,  also  etwa  dem  Wasserstoff  gegenüber  erhalten,  und  dafs  dann 
der  Diffusionskoefficient  des  Wasserstoffs  gegenüber  der  Kohlensäure  der- 
selbe ist  als  derjenige  der  Kohlensäure  gegenüber  dem  Wasserstoff.  Dafs 

S 

')  Graham , Philosoph.  Magazin,  4 series,  vol.  XXVI.  Poggend.  Ann.  CXX. 

’)  Lauch  midt , Wiener  Ber.  Bd.  LXI,  Bd.  LXII. 
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letzteres  der  Fall  sein  mufs,  ergibt  sich  unmittelbar  aus  dem  Daltonschen 
Gesetze,  dafs  sich  die  Drucke  beider  Gase  an  jeder  Stelle  eines  Gefäfses 
zu  dem  konstanten  Gesamtdrucke  summieren.  Ist  also  in  einem  gegebenen 
Momente  an  einer  Stelle  des  Kaumes  p,  der  Druck  des  einen,  p%  der  des 
andern  Gases,  so  ist  immer 

Pi  + Pt  *=  P 

gleich  dom  konstanten  Gesamtdrucke.  Geht  dann  durch  Zuströmen  des 
einen  Gases  in  der  Zeit  dt  der  Druck  desselben  in  pt  -J-  dpl  Uber,  so  mufs 
durch  Fortströmen  des  andern  der  Druck  desselben  in  pi  — dpt  übergehen, 
und  da  wieder 

Pi  + <hh  + Pt  ~ clPi  = P 

sein  mufs,  folgt  dpt  = dpr  Es  ist  somit  der  Strom  des  einen  Gases  gegen 
das  zweite  stets  gleich  dem  des  zweiten  gegen  das  erste. 

Um  die  physikalische  Bedeutung  des  Dift'usionskoefficienten  zu  erkennen, 
denken  wir  uns  wiedor  den  stationüren  Zustand  hergestellt,  das  heifst  also, 
wir  denken  uns  ein  Gefäfs  mit  Kohlensäure  gefüllt,  etwa  unter  dem  Druck 
einer  Atmosphäre  und  dieses  durch  einen  Cylindor  von  <|Cm  Querschnitt 
und  /°m  Länge  mit  einem  ebensolchen  mit  Wasserstoff  gefüllten  Gefäfse  ver- 
bunden. Die  Gefäfse  denken  wir  uns  von  solcher  Gröfse,  dafs  die  durch 
Diffusion  der  Gase  in  sie  übertretenden  Mengen  des  andern  Gases  keine 
merkliche  Verunreinigung  des  in  dem  Gefäfse  vorhandenen  Gases  bewirken, 
oder  otwa,  wir  denken  uns  durch  irgend  ein  Mittel  die  in  das  Wasserstoff- 
gefüfs  Ubergetretene  Kohlensäure  und  den  in  das  Kohlensäuregefäfs  Uberge- 
gangenen Wasserstoff'  sofort  woggenommen.  Dann  ist  auf  der  einen  Seite 
des  Cylinders  der  Druck  des  eineu  Gases  stets  konstant  und  gleich  p0,  auf 
der  andern  stets  gleich  Null,  und  auf  der  lcm  langen  Strecke  des  Cylinders 
nimmt  der  Druck  von  p0  auf  0,  und  zwar  nach  Eintritt  des  stationären  Zu- 
standes in  solcher  Weise  ab,  dafs,  wie  sich  durch  eine  der  im  § 82  für  den 
analogen  Fall  gemachten  gleiche  Entwicklung  ergibt,  im  Abstande  x von 
dem  Beginne  des  Cylinders  der  Druck  des  betreffenden  Gases  p,  gleich  ist 

Pi  = Po  — Vi  • *■ 

Für  das  unter  dem  Drucke  p0  gemessene  Volumen  des  Gases,  welches 
dann  in  der  Zeiteinheit  durch  jeden  Querschnitt  des  Cylinders  wandert, 
welches  somit  aus  dem  einen  Gefäfse  aus-  und  in  das  andere  Übertritt,  ergibt 
sich  geinäfs  den  Entwicklungen  des  § 82 


Setzen  wir  nun  q «=»  1,  ein  Quadratcentimeter,  l — 1 cm,  p0  gleich  einer 
Atmosphäre,  so  wird 

S — *, 

somit  ist  der  Diffusionskoeffieient  jene  Menge  eines'Gases,  dieselbe  in  Kubik- 
centiinetern  unter  dem  Drucke  p0  gemessen,  welche  in  der  Zeiteinheit,  als 
welche  wir  die  Sekunde  wählen,  bei  dem  stationären  Zustand  durch  die 
Fläche  ein  Quadratcentimeter  in  ein  anderes  Gas  Übertritt,  wenn  auf  der 
Strecke  lcm  der  Druck  des  ersten  Gases  von  1 Atmosphäre  auf  0 abnimmt, 
somit  der  des  zweiten  Gases  von  0 auf  eine  Atmosphäre  zunimmt.  Der 
Diffusionskoeffieient  dos  zweiten  Gases  ist  dann  ganz  derselbe. 
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Das  hier  gedachte  einfache  Verfahren  läfst  sich  in  der  Praxis  allerdings 
nicht  durchfuhren.  Loschmidt  verfuhr  deshalb  zur  Bestimmung  des  Diffu- 
sionskooffieienten  folgendermafsen.  Ein  vertikal  zu  stellendes  Glasrohr  von 
97,5cm  Länge  und  2,6cm  Durchmesser  wird  an  beiden  Enden  durch  Spiegel- 
glasplatten geschlossen,  in  welche  je  zwei  Glashilhne  eingekittet  sind.  In 
der  Mitte  ist  dasselbe  durchschnitten  und  beide  Hälften  sind  in  zwei  durch 
untergelegte  Metallplatten  verstärkte  Spiegelglastafeln  eingelassen,  zwischen 
denen  sich  ein  Schieber  von  dünnem  Stahlblech  mittels  eines  Schrauben- 
gewindes hin  und  herfuhren  läfst.  Derselbe  ist  mit  einer  dem  lichten  Quer- 
schnitt des  Glasrohres  entsprechenden  kreisförmigen  Öffnung  versehen,  und 
so  eingerichtet,  dafs  er  in  der  einen  Stellung  I die  beiden  Rohrhälften  von 
einander  gasdicht  absperrt,  in  der  andern  Stellung  II  dagegen  die  Kommuni- 
kation zwischen  ihnen  vollkommen  frei  läfst.  Es  wurden  bei  der  Schieber- 
stellnng  I beide  Rohrbttlften  mit  Quecksilber  gefüllt,  dasselbe  dann  durch 
die  wohlgetrockneten  Gase  verdrängt,  und  der  Apparat  in  die  Yertikal- 
stellung  gebracht. 

Nach  etwa  einer  Viertelstunde  wurde  der  Schieber  möglichst  rasch 
in  die  Stellung  II  gebracht,  wodurch  der  Beginn  der  Diffusion  herbei- 
gefUhrt  wurde.  Nach  Ablauf  einer  passonden  Zeit,  eine  halbe  oder  eine 
ganze  Stunde,  ward  der  Schieber  geschlossen,  und  damit  die  Diffusion  be- 
endet. Das  Resultat  der  Diffusion  wurde  durch  eine  genaue  Analyse  der  in 
jeder  Rohrhälfte  vorhandenen  Gase  festgestellt.  Wie  man  sieht,  entspricht, 
das  Verfahren  im  wesentlichen  dem  einen  von  Schuhmeister  (§  82)  zur  Be- 
stimmung der  Diffusion  der  Salze  angewandten.  Der  Diffusionskoefficient 
ergibt  sich  in  ähnlicher  Weise  aus  den  gefundenen  Gasmengen1).  In 
dieser  Weise  erhielt  Loschmidt  unter  andern  folgende  Diffusionskoefficienten 
ansgedrückt  in  den  oben  angenommenen  Einheiten 


Wasserstoff  — Kohlensäure  k = 0,556 
Sauerstoff  — Kohlensäure  0,141 

Wasserstoff  — Sauerstoff  0,722 

Luft  — Kohlensäure  0,142. 


Loschmidt  fand  weiter,  dafs  die  Diffusionskoefficienten  einer  und  der- 
selben Kombination  der  Summe  der  Gasdrucke,  oder  dem  in  dem  Diffusions- 
gefäfse  vorhandenem  Gesamtdrucke  umgekehrt  proportional  seien,  und  dafs 
sie  ganz  erheblich  mit  der  Temperatur  wachsen.  Obige  Werte  beziehen  sich 
auf  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises. 

Für  die  bei  gleichem  Drucke  und  gleicher  Temperatur  den  verschiedenen 
Kombinationen  entsprechenden  Werte  der  Diffusionskoefficienten  ergeben 
die  Beobachtungen  Loschmidts,  dafs  dieselben  der  Quadratwurzel  aus  dem 
Produkte  der  specifischen  Gewichte  umgekehrt  proportional  sind,  oder  wenn 
wir  die  Dichtigkeiten  der  beiden  Gase  mit  <$,  und  <J2  bezeichnen,  dafs 

*VV.  — *• 

eine  konstante  Gröfse  ist.  Setzen  wir  das  specifische  Gewicht  der  Luft 
gleich  1,  so  wird: 

')  Man  sehe  anfser  Loschmidt  a.  a 0.  Stefan,  Wiener  Berichte  Bd.  LXIII. 
p.  79«'. 

WOLJ.»!*,  Pbjlik.  I.  «.  Aufl  34 


Digitized  by  Goo<jJe 


530 


Diffusion  nach  der  dynamischen  Gastheorie. 


§ 119. 


Luft  <J  = 1 Luft  — Köhlens.  fc]/d,d8  ==  0,1775 

Kohlensäure  1,53  Wasserst.  — Koblens.  „ =0,1811 

Wasserstoff  0,0093  Wasserst.  — Sauerst.  „ = 0,1990 

Sauerstoff  1,103  Sauerst.  — Köhlens.  „ = 0,1848. 

Die  Zahlon  der  letzten  Kolumne  weichen  in  der  That  nur  wenig  von 
einander  ab. 

8 119. 


Ableitung  der  Diffusion  aus  der  dynamischen  Gastheorie.  Die 

langsame  Mischung,  welche  hei  der  Diffusion  zweier  Gase  eintritt,  glaubte 
Buys  Ballot1)  als  mit  der  dynamischen  Gastheorie  nicht  verträglich  an- 
sehen  zu  können,  da  bei  der  grofsen  Geschwindigkeit  der  gasförmigen  Be- 
wegung es  nur  sehr  kurze  Zeit  dauern  könne,  bis  in  geschlossenen  Räumen 
zwei  Gase  sich  mischen.  Clausius®)  wies  dem  entgegen  darauf  hin,  dafs 
die  Schnelligkeit,  mit  welcher  zwei  Gase  sich  mischen,  nicht  von  dor  Ge- 
schwindigkeit der  fortschreitenden  Bewegung  allein,  sondern  ebenso  sehr 
von  den  Strecken  abhängig  sein  müsse,  welche  die  Gasmoleküln  ungestört 
zurücklegen.  Es  war  das  für  Clausius  der  Anlafs,  die  mittlern  Wegelängen 
der  Gasmolekülo  zu  untersuchen,  für  welche  sich  dann  Werte  ergaben,  § 101, 
welche  nicht  sehr  grofse  Vielfache  des  Radius  der  Wirkungsphüre  sind. 
Eine  vollständigere  Ableitung  der  Diffusion  aus  der  dynamischen  Gastheorie 
gaben  Maxwell8)  und  besonders  Stefan*).  Wir  begnügen  uns  hier  damit,  die 
Diffusion  der  Gase  nur  so  weit  aus  der  Theorie  abzuleiten,  dafs  wir  erkennen, 
wie  der  Diffusionskoeffieient  von  den  das  Gas  in  der  dynamischen  Theorie 
charakterisierenden  Gröfsen,  Geschwindigkeit  und  Wegelänge  abhängig  ist; 
wir  schlagen  dazu  im  wesentlichen  denselben  Weg  dor  Betrachtung  ein,  den 
0.  E.  Meyer6)  gewühlt  hat. 

Haben  wir  zunächst  einen  ganz  gleichmäfsig  mit  einem  und  demselben 
Gas  gefüllten  Raum,  so  ergeben  uns  die  Entwicklungen  des  § 101  und  102 
die  Anzahl  der  Moleküle,  welche  durch  irgend  eine  Ebene  in  der  Zeiteinheit 
in  der  einen  Richtung  hindurchgehen.  Schon  im  § 116  leiteten  wir  daraus 
ab,  dafs,  wenn  in  der  Volumeinheit  des  Raumes  n Moleküle  vorhanden  sind, 


durch  eine  in  dem  Gase  gedachte  Ebene  pro  Flächeneinheit  in  der  Richtung, 
welche  mit  dor  zur  Ebene  senkrechten  Richtung  den  Winkel  ff  bildet,  in 


der  Sekunde 


nu  cos  & sin  9 il  9 


2 


Moleküle  hindurchgehen.  Die  gesamte  durch  die  Flächeneinheit  dieser  Ebene 
hindnrebfliegende  Zahl  erhalten  wir  in  der  Summe  aller  den  verschiedenen 

Winkeln  ff  zwischen  Null  und  * entsprechenden  Zahlen,  also  in  dor  Summe 

jt  - 

I nti  cos  ff  sin  ff  <iff  nu  , I „ «\  , 

i *=  -y  • i (cos*  o — cos®  -)  = | nu. 

u 


*)  Buys  Ballot,  Poggend.  Ann.  Bd.  CHI. 

*)  Clausius,  Poggend.  Ann.  Bd.  CV.  Abhandl.  zur  mechanischen  Wärme 
theorie  II  p.  200. 

*)  Maxwell,  Philosoph.  Mag.  4 series.  vol.  XX. 

*)  Stefan,  Wiener  Berichte  Bd.  LXIII,  Bd.  LXV. 

*)  O.  E.  Meyer,  die  kinetische  Theorie  der  Gase.  Breslau  1877.  p.  104  ff. 
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Es  passiert  also  ein  Viertel  der  in  der  Volumeinheit  vorhandenen 
Moleküle  in  der  Zeiteinheit  die  die  Volumeinheit  begrenzende  Flächeneinheit 
in  der  einen  Richtung.  Genau  die  gleiche  Zahl  passiert  dio  Flächeneinheit 
von  der  andern  Seite,  so  dafs  die  Dichtigkeit  und  Druck  des  Gases  überall 
der  gleiche  bleibt. 

Denken  wir  uns  jetzt,  ein  Gefäfs  enthalte  etwa  in  der  von  Loschmidt 
gewählten  Anordnung  zwei  Gase,  und  die  Diffusion  habe  schon  eine  Zeit 
lang  gedauert.  Es  wird  dann  die  Dichtigkeit  des  einen  Gases  von  unten 
nach  oben,  die  des  andern  von  oben  nach  unten  abnehmen.  Nennen  wir 
den  Gesaratdruck  der  Gase  in  dem  Gefäfse  p,  in  irgend  einem  Quer- 
schnitt den  Druck  des  einen  Gases  p, , den  des  andern  ps,  so  ist  nach  dem 
Daltonschen  Satze  überall 

Pi  + Pi  = P- 

Gehen  wir  von  dem  betrachteten  Querschnitt  nach  der  Richtung  des 
abnehmenden  Druckes  um  eine  kleine  Entfernung  x weiter,  so  werden  wir 
die  Druckabnahmo  dem  Werte  x proportional  setzen,  und  somit  den  Druck 
im  Abstande  x setzen  dürfen 

. dp, 

P “P'--dF-x' 


an  der  andern  Seite  des  betrachteten  Querschnitts  wächst  für  gleiche  Worte 
von  x der  Druck  um  dieselbe  Gröfse. 

Für  den  Druck  des  zweiten  Gases  p"  an  derselben  Stelle,  wo  der  des 
ersten  p ist,  erhalten  wir  ebenso 


P = Pt  + 


dp, 

dx 


und  da  nach  dem  Daltonschen  Satze  auch  p‘  -(-  p"  = p,  so  mufs  dem 
Werte  nach 

dp,  = dp, 
dx  dx 


Dieselbe  Beziehung,  welche  für  die  Verteilung  des  Druckes  dor  einzelnen 
Gase  gilt,  gilt  auch  für  die  Zahl  der  in  der  Volumeinheit  enthaltenen  Mole- 
küle. Nach  einem  von  Avogadro  aufgestellten  Satze,  der  darauf  basiert, 
dafs  das  specifische  Gewicht  der  Gase  ihrem  chemischen  Molekulargewicht 
proportional  ist,  befindet  sich  nämlich  in  mit  Gas  gefüllten  Räumen  gleicher 
Gröfse  unter  gleichem  Drucke  und  bei  gleicher  Temperatur  stets  dieselbe 
Anzahl  von  Molekülen,  welches  auch  die  chemische  Natur  des  Gases  sei. 
Wir  werden  auf  diesen  Satz  in  der  Wärmelehre  bei  Untersuchung  der  Dampf- 
dichten zurückkommen.  Nach  diesem  Satze  können  wir  für  das  ganze 
Diffusionsgefäfs  an  jeder  Stelle  setzen  für  die  Anzahl  der  in  der  Volumein- 
heit vorhandenen  Moleküle 

» = »i  + «z. 

wenn  n,  die  an  der  betrachteten  Stelle  in  der  Volumeinheit  vorhandenen 
Moleküle  des  einen  Gases  und  u,  die  des  andern  bedeuten,  ln  einem  Ab- 
stande x in  der  Richtung  der  abnehmenden  Dichte  des  ersten  Gases  ist 
dann  in  der  Volumeinheit  die  Zahl  der  Moleküle  des  ersten  Gases 


n 


«i  — 


(in, 

dx 


*> 


34» 
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die  der  zweiten  Art 

//  i d Nu 

wo  wieder  dem  Werte  nach 

fi«,  d Ha 

dx  dx 


Durch  den  betrachteten  Querschnitt  gehen  nun  stetig  infolge  der  fort- 
schreitenden Bewegung  Moleküle  der  beiden  Arten  nach  beiden  Richtungen 
hin,  deren  Zahl  wir  zu  bestimmen  haben.  Zu  dem  Zwecke  machen  wir 
wieder  die  Annahme,  dafs  der  von  allen  Molekülen  desselben  Gases  zurück- 
gelegte Wog  derselbe  sei.  Da  indes  diese  Moleküle  sich  nicht  in  Molekülen 
der  gleichen  Art  bewegen,  sondern  da  Moleküle  beider  Gase  sich  neben  ein- 
ander befinden,  so  dürfen  wir  für  diese  mittlere  Wogelänge  nicht  dieselbe 
einsotzen,  welche  die  Moleküle  haben,  wenn  sie  sich  in  einem  mit  gleich- 
artigen Molekülen  gefüllten  Raume  bewegen,  sondern  müssen  einen  andern 
noch  näher  zu  bestimmenden  Wert  einsetzen.  Wir  nennen  die  Wegelunge 
des  ersten  Gases  unter  diesen  Verhältnissen  f,  die  des  zweiten  X' ; dieselben 
kommen  den  für  die  betreffenden  Gase  charakteristischen  Wegelängen  um 
so  näher,  je  woniger  Moleküle  des  zweiten  Gases  in  dem  betrachteten  Raumo 
vorhanden  sind. 

Denken  wir  uns  das  Gas  I sei  unten,  das  Gas  II  sei  oben.  Die 
durch  den  betrachteten  Querschnitt  nach  oben  tretenden  Moleküle  der  ersten 
Art  werden  dann  durch  den  allgemeinen  Ausdruck  für  die  durch  die  Flächen- 
einheit tretende  Molekttlzahl  j nu  gegeben,  wenn  wir  für  u die  Molekülzabl 
ri  setzen,  welche  der  Volumeinheit  der  Schicht  entsprechen,  die  um  V unter 
dem  betrachteten  Querschnitt  sich  befindet.  Diese  ist 


I ,inl  Y 

"»  + Tx  r> 


somit  ist  die  Zahl  der  übertretenden  Moleküle 


ganz  entsprechend  ist  die  Zahl  der  von  unten  nach  oben  gehenden  Moleküle 
des  zweiten  Gases 


Von  oben  nach  unten  treten  Moleküle  der  beiden  Gase 


Es  gehen  demnach  von  unten  nach  oben  überhaupt  mehr  Moleküle  als 
von  oben  nach  unten 

*'1  - v\  + vt  ~ v'f 

Da  die  Mischung  der  Gase  in  so  geringen  Abständen  von  dem  betrach- 
teten Querschnitt  nicht  wesentlich  verschieden  sind,  können  wir  die  in  den 
Ausdrücken  für  v,  und  v\  vorkommenden  Werte  von  t und  ebenso  die  in 
denen  für  vt  und  v\  vorkommenden  f als  einander  gleich  setzen;  da  ferner 

dn,  di i, 

dx  dx  ’ 
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so  wird 


Durch  diesen  Überschuß  würde  indes  oberhalb  des  betrachteten  Quer- 
schnitts eine  Vermehrung  des  Druckes  eintreten;  infolge  dessen  treten  eben- 
soviel Moleküle  des  oberhalb  desselben  vorhandenen  Gasgemisches  durch 
den  Querschnitt  auf  die  andere  Seite  zurück.  Das  Gemische  cnthillt  in  der 

Volumeinheit  n Moleküle  des  ersten,  n"  des  /.weiten  Gases  oder  der  " Teil 

des  Gemisches  besteht  aus  dem  ersten,  der  ™ ans  dem  zweiten  Gas.  Es 

n 

bleibt  somit  als  Zuwachs  des  ersten  Gases  oberhalb  des  Querschnittes 


oder 


1 

in 


,h>'  ((»  — n)t «,  -f  »Tu,)  — d”±  (»Y u,  -f  «Y'u,). 


dx 


Genau  derselbe  Zuwachs  von  Molekülen  des  zweiten  Gases  findet  unter- 
halb des  Querschnittes  statt,  so  dafs  sich  also  zunächst  ergibt,  dafs  der  Diffusions- 
strom der  Gase  nach  beiden  Richtungen  der  gleiche  ist. 

Weiter  enthält  dieser  Ausdruck  die  der  Theorie  der  Diffusion  zu  Grunde 
liegende  Annahme,  dafs  nämlich  die  Menge  des  durch  die  Querschnittseinheit 
übertretenden  Gases  der  Abnahme  der  Dichtigkeit  des  betreffenden  Gases 
und  einem  von  der  Natur  beider  Gase  abhängigen  Koefficienten  proportional 
sei;  dieser  vorhin  mit  k bezeichnete  Quotient  ist 

t *<l  + "'*"“*)• 

Anstatt  der  Zunahme  der  Molekülzahl  des  ersten  Gases  erhalten  wir 
diejenige  des  von  dem  ersten  Gase  ausgeübten  Druckes,  indem  wir  einfach 

durch  ersetzen,  da  wir  früher  gezeigt  haben,  dafs  der  Druck,  den 

ein  Gas  in  einem  gegebenen  Raume  ausübt,  der  Zahl  der  in  demselben  vor- 
handenen Moleküle  proportional  ist. 

In  einer  Beziehung  weicht  dagegen  der  gefundene  Wert  von  k von 
der  im  vorigen  Paragraphen  gemachten  Annahme  ab,  derselbe  ist  nicht  für 
zwei  Gase  bei  gegebenem  Gesamtdruck  und  gegebener  Temperatur  konstant, 
sondern  ändert  sich  mit  dem  Mischungsverhältnisse  der  Gase,  da  sowohl  n 
und  n"  als  auch  f und  C sich  mit  demselben  ändern. 

Bei  den  Versuchen  von  Loschmidt  wird  die  Diffusion  der  Gase  durch 
den  Querschnitt  beobachtet,  der  anfänglich  beide  Gase  von  einander  trennt, 
denn  dieser  wird  am  Schlüsse  des  Versuches  wieder  geschlossen  und  dann 
der  Inhalt  jeder  Rohrhälfte  analysiert.  In  diesem  Querschnitt  und  in  dessen 
Nähe  wird  man  mit  grofser  Annäherung  annehmen  dürfen,  dafs  während 
der  ganzen  Dauer  des  Versuches  die  Zahlen  n und  n"  der  Moleküle  der 
beiden  Gase  stets  gleich  sind,  so  dafs  jede  gleich  ^ n ist.  Für  diese  Ver- 
suche ergibt  sich  dann  k 

k = * (r«j  + r«,). 

In  dem  Falle  werden  wir  auch  t — f,  also  die  mittlere  Wegelänge 
der  Moleküle  im  Gemische  einander  gleich  setzen  dürfen.  Für  diese  Wege- 
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lilnge  macht  dann  Stefan  die  Voraussetzung,  dafs  sie  dieselbe  sein  würde, 
wie  wenn  der  Radius  der  Wirkungssphäre  aller  Moleküle  derselbe  und  zwar 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  Radien  der  Moleküle  der  beiden  Gase 
sei.  Vernachlässigen  wir  in  dem  Ausdruck  für  die  Wogelftngen  den  von 
den  Wirkungssphären  selbst  ausgefüllten  Raum,  so  ist 

la“  »««** 

nennen  wir  den  Radius  der  Wirkungssphäre  für  das  erste  Gas  pt,  für  das 
zweite  ps,  so  wird 


denn  die  Gesamtzahl  der  in  der  Volumeinheit  vorhandenen  Moleküle  ist 
auch  jetzt  gleich  n.  Setzen  wir  dio  mittlere  Wegelänge  des  ersten  Gases 
die  des  zweiten  beide  Gase  im  ungemischten  Zustande  vorausgesetzt,  so 
können  wir  setzen 


i 9,  vT ™ + i e,  vT  n 7t 


i(~k+ 


r = r=-i  . 


1 + 1 V 

\ vi.  Vh  ) 


Setzen  wir  diesen  Wert  ein,  so  wird 


k 


( 


‘ + - - 

Vh  VI, 


ein  Ausdruck,  der  zeigt,  dafs,  wie  Loschmidt  fand,  der  Diffusionskoefficient 
dem  Gesamtdrucke  des  Gases  umgekehrt  proportional  ist,  da  die  Wege- 
längen der  dem  Gesarntdrucke  der  Gase  proportionalen  Molekülzahl  n um- 
gekehrt proportional  sind.  Ebenso  ergibt  sich  nach  den  früheren  Be- 
merkungen, dafs  der  Diffusionskoefficient  sich  mit  der  Temperatur  ändern 
mufs,  da  die  Geschwindigkeiten  u und  die  Wegelängen  l sich  mit  derselben 
ändern. 

Interessant  ist,  dafs  nach  obigem  Werte  der  Diffusionskoefficient  durch 
den  Reibungskoefficienten  der  beiden  Gase  ausgedrückt  worden  kann.  Die 
Wegelängen  /,  und  l,  sind  jene  der  Gasmoleküle,  wenn  die  Volumeinheit 
n Molekülo  des  einen  oder  des  andern  Gases  enthält ; nennen  wir  den  Reibungs- 
koefficienten des  ersten  Gases  jj,,  des  zweiten  j;a,  so  ist  nach  § 116 

>?i  = i « *»i  «i  h ==  i n »ia  k,  1,. 

Setzen  wir  die  hiernach  sich  ergebenden  Werte  für  /,  und  lt  in  obigen 
Ausdruck  ffir  k,  so  wird 

j.  = J_  3 i}|  »;,(»,  + u,)_ 

n (V'3  i hm,  “i  + V»  »J,  »i,  u,)’  ’ 

ein  Ausdruck,  den  wir  zur  numerischen  Prüfung  der  Theorie  benutzen 
könnten,  indem  wir  für  dio  von  Loschmidt  gewählten  Kombinationen  die 
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Diffusionskoefficienten  berechnen.  Wir  wollen  indes  diese  Prüfung  der  Theorie 
im  nächsten  Paragraphen  vornehmen,  wenn  wir  die  Wegelängen  der  Mole- 
küle berechnet  haben. 


§ 120. 


Absolute  Werte  der  mittleren  Wegelängen,  Gröfse  und  Zahl 
der  Moleküle.  Die  experimentelle  Bestimmung  der  Reibung»-  und  Diffusions- 
koefficienten setzt  uns  in  den  Stand,  die  absoluten  Werte  der  Wegelängen 
der  Gase  zu  bestimmen;  in  der  Übereinstimmung  der  auf  beiden  Wegen  ge- 
fundenen Werte  erhalten  wir  dann  eine  wertvolle  Bestätigung  der  dynami- 
schen llastheorie.  Für  den  Roibungskoefticienten  eines  Gases  erhielten  wir 


somit  für  die  Wegelänge 


i)  = ^ ninul , 

l = 3 - 

mnu 


Wir  haben  im  § 117  die  Reibung  als  Druck  in  Milligrammen  auf  den 
Quadratmillimeter  ausgedrückt,  oder  was  dasselbe  ist,  als  die  durch  ein 
Quadratmillimeter  dor  rascher  strömenden  Gasmasse  zu  der  langsamer 
strömenden  hinttbertretende  Bewegungsgröfse , wenn  wir  die  Masse  von 
g Milligramm  als  Einheit  der  Masse  setzen.  Wir  erhalten  demnach  die 
Wegelängen  aus  dem  Reibungskoefficienton  in  Millimetern,  wenn  wir  für 
mn  die  Masse  eines  Kubikmillimeters  des  betreffenden  Gases  in  Milligrammen, 
und  u in  Millimetern  einsetzen. 

Für  Luft  erhalten  wir  als  Mittelwert  für  ij  bei  15°,  wenn  wir  die  Be- 
stimmung von  Maxwell  ausschliefsen  nach  der  Tabelle  des  § 117 

rj  = 0,000  001  87. 


Das  Gewicht  von  1 Kubikmillimeter  Luft  ist  bei  15°  = 0,001  226mgr, 
somit 


0,001  226 
9810 


= 0,000  000124  8. 


§ 


Für  die  Geschwindigkeit  u der  Luftmoleküle  bei  15°  ergibt  sich  nach 
103  in  Millimetern 


„ = 498  000. 


Mit  diesen  Werten  wird 


I = 0,000  090  2""", 

die  mittlere  Wegelänge  der  Luftmoleküle  beträgt  somit  nicht  ganz  den 
zehntausendsten  Teil  eines  Millimeters. 

Setzen  wir  die  Dichtigkeit  eines  andern  Gases  bezogen  auf  Luft  d,  so 
können  wir  für  dieses  schreiben 


somit 


f»,nt~w»nd,  «, 


~ , m.n.u.  = mnu Vd, 
1 6 


»Qi 

mnu  Yd 
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Darnach  wird  für 


Wasserstoff 

Sauerstoff 

Stickstoff 

Kohlensäure 

Kohlenoxyd 


Vi 

0,000  000114 
0,000  002  07 
0,000001  81 
0,000  001  55 
0,000  001  72 


d f, 

0,069  26  0,000  172  4m'n 

1,105  63  0,000  095  0 

0,97137  0,000  088  6 

1,529  01  0,000060  5 

0,967  30  0,000  086  7. 


Der  zweite  Weg  zur  Berechnung  der  mittlem  Wegelänge  ist  durch  die 
Beobachtung  der  Diffusionskoefticienten  zwischen  den  möglichen  Kombina- 
tionen dreier  Gase,  also  etwa  Wasserstoff-Sauerstoff',  Wasserstoff-Kohlen- 
säure und  Sauerstoff-Kohlensäure  gegeben.  Nennen  wir  die  Geschwindig- 
keiten der  Moleküle  der  drei  Gase  ni  us,  die  Wegelängen  /, , lt,  l3,  die 
Diffusionskoefticienten  k{i,  fc13,  k.,a , so  ist 


k„  = 


II,  + ut 


(VT+Vt) 

"'*3  = 


*13  “ 


».  + », 


«I  + «3 


(Vv+Vil 


(V:i+Vi) 


drei  Gleichungen,  ans  denen  sich  die  drei  Werte  von  l berechnen  lassen. 
Aus  den  von  Loschmidt  gegebenen  Koefticienten  ftir  diese  drei  Gase  er- 
gibt sich  dann 

Wasserstoff  — Sauerstoff'  kis  — 0,722  lt  — 0,000  225  1 

Wasserstoff  — Kohlensäure  kti  = 0,556  /,  = 0,000  079  8 

Sauerstoff  — Kohlensäure  ki3  = 0,141  /„  = 0,000055  7 

Werte,  die  allerdings  nicht  ganz  mit  den  aus  der  Reibung  abgeleiteten  Ubcr- 
einstiinmen,  die  aber  unter  Beachtung,  dafs  der  von  uns  abgeleitete 
Diflusionskoeffieient  nur  angenähert  richtig  ist,  denselben  so  nahe  kommen, 
dafs  wir  in  den  Resultaten  der  Rechnung  eino  schöne  Bestätigung  der 
dynamischen  Gastheorio  erkennen  Berechnen  wir  aus  unseren  aus  der 
Reibung  abgeleiteten  Wogelängen  die  Diffusionskoefticienten,  so  wird 

*is  = 0,721  3 Jt13  «=  0, 532  9 k„  — 0,1597; 


es  weicht  also  nur  der  Diffusionskoefticient  Sauerstoff- Kohlensäure  erheb- 
lich von  den  beobachteten  ab. 

Andero  der  von  Loschmidt  angewandten  Kombinationen  liefern  etwas 
andere  Werte,  so  liefern  die  Kombinationen  Wasserstoff'- Sauerstoff- Kohlen- 
oxyd 

klt  = 0,722  kl3  = 0,642  A^3  = 0,180 

/,  = 0,000  206  2 lt  = 0,000  084  1 l,  = 0,000  068  1 . 

Für  die  beiden  ersten  Wegelängen  ergeben  sich  Werte,  die  den  aus 
der  Reibung  erhaltenen  näher  kommen,  der  für  Kohlenoxyd  erhaltene  ist 
dagegen  erheblich  kleiner. 

Die  Bestimmung  der  absoluten  Werte  der  mittleren  Wogeliingen  setzt 
uns  weiter  in  den  Stand,  einen  angenäherten  Wert  für  die  Radien  der 
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Wirkungssphären  zu  erhalten,  und  zwar  bieten  sich  dazu  wiederum  zwei 
Wege.  Der  erste  benutzt  dazu  die  nach  den  Entwicklungen  von  van  der 
Waals,  § 102,  mitgeteilte  theoretische  Bedeutung  der  Gröfse  b,  welche  in 
der  das  Verhalten  der  Gase  an  Stelle  des  Mariotteschen  Gesetzes  charakteri- 
sierenden Gleichung  vorkommt.  Dieselbe  ist  das  von  der  Wirkungssphäre 
der  in  dem  Raum  V unter  dem  Drucke  p vorhandenen  Moleküle  ausgefüllte 
Volumen,  somit  wenn  wir  die  Volumeinhoit  Gas  unter  dem  Drucke  p voraus- 
setzen und  wie  immer  die  Zahl  der  in  der  Volumeinheit  vorhandenen  Mole- 
küle mit  n bezeichnen, 

b =»  » J p3ji. 

Für  die  Wegelängen  /,  ausgedrUckt  durch  den  Radius  der  Wirkungs- 
sphäre, fanden  wir  § 101 

/ _ V — Nitan  1 — »i  _ l~_b 

9 WJp’jt  = »Je“*  b ’ 

somit 


Im  § 102  erhielten  wir  lür  Stickstoff  als  Wert  von  b — 0,002  325, 
ein  Wert,  der,  wie  wir  sahen,  auch  die  Amagatschen  Beobachtungen  bis  zu 
128  Meter  Quecksilber  gut  wieder  gab.  Als  Druck  p ist  hier  jener  von 
1 Meter  Quecksilber  angenommen;  unsere  Wegelängen  beziehen  sich  dagegen 
auf  1 Atmosph.  = 0,7  6 Meter  Quecksilber.  Da  die  Zahl  der  Moleküle  in 
der  Volumeinheit  dem  Drucke  proportional  ist,  so  enthält  dieselbe  unter 
Atmosphärendruck  nur  0,76  derjenigen,  welche  sie  unter  dem  Drucke  von 
1 Meter  enthält.  Der  von  ihnen  ausgefUllte  Raum  ist  daher 

b = 0,76  • 0,002  325  = 0,001  767. 

Damit  wird  für  Stickstoff 


0,001  767  _ l 

1 — 0,001767  tfeT' 


Die  mittlere  Wegelänge  würde  somit  bei  Stickstoff',  wenn  derselbe  unter 
dem  Drucke  einer  Atmosphäre  steht,  gleich  dem  56-t  fachen  des  Radius  der 
Wirkungssphäre  sein.  Für  o erhalten  wir  daraus  in  Millimetern 


9 


0,000  088  6 
564 


= 0,000000  157  , 


also  etwa  anderthalb  Zehmillionstel  eines  Millimeters. 

Mit  diesem  Werte  erhalten  wir  die  Zahl  ti  der  in  einem  Kubikmilli- 
meter unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  vorhandenen  Stickstoffmoleküle 
aus  der  Gleichung  für  b 

b _ 0,001  767 

""IV«  — I <?**  ’ 

da,  wenn  wir  p in  Millimetern  angeben,  b der  von  dem  Volumen  der 
Wirkungssphäre  der  in  einem  Kubikmillimeter  vorhandenen  Moleküle  ein- 
genommene Raum  ist.  Mit  dem  oben  erhaltenen  Werte  für  p wird 

„ = 1090.  IO14 , 
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oder  im  Kubikmillimeter  Stickstoff,  wenn  derselbe  unter  dem  Drucke  einer 
Atmosphäre  steht,  befinden  sich  109  000  Billionen  Moleküle. 

Einen  zweiten,  zuerst  von  Loschmidt  benutzten  Weg  bietet  uns  die 
Vergleichung  des  Volumens  der  Gase,  welche  durch  Druck  flüssig  gemacht 
werden  können,  mit  dem  Volumen  der  aus  ihnen  entstandenen  Flüssigkeit. 
Wir  können  zu  diesem  Zwecke  die  Kohlensäure  benutzen,  deren  speeifisches 
Gewicht  in  flüssiger  Form  wir  § 111  zu  0,947  bei  der  Temperatur  des 
schmelzenden  Eises  angaben. 

Bei  derselben  Temperatur  ist  das  Gewicht  von  1 Kubikmillimeter  gas- 
förmiger Kohlensäure  unter  dem  Druck  oiner  Atmosphäre,  da  das  speeifische 
Gewicht  derselben,  bezogen  auf  Luft,  gleich  1,529  ist  und  1 Kubikmillim. 
Luft  unter  denselben  Verhältnissen  0,001  293  Milligramm  wiegt, 

0,001  293  • 1,529  = 0,001  977. 


Das  Volumen  dieser  Kohlensäuremenge  in  flüssiger  Form  ist  in  Kubik 
millimetera 


0,001  077 
” 0,047 


0,002  08. 


Im  flüssigen  Zustande  sind  die  Moleküle  einander  so  nahe,  dafs,  wio 
die  geringe  Kompressibilität  zeigt,  dieselben  überhaupt  nur  wenig  mehr 
einander  genähert  werden  können.  Wir  werden  daher  nur  wenig  von  der 
Wahrheit  abweichen,  wenn  wir  annehmen,  dafs  die  Moleküle  einander  so 
weit  genähert  sind,  wie  sie  es  im  Gaszustande  im  Augenblicke  des  Stofses 
sind.  Dann  würde  also  der  Abstand  der  Mittelpunkte  der  Moleküle  gleich 
dem  Radius  der  Wirkungssphären  sein.  Man  würde  sich  etwa  die  Moleküle 
selbst  als  Kugeln  denken  können,  deren  Durchmesser  gleich  dem  Radius 
der  Wirkungssphäre  wäre,  und  dafs  diese  Kugeln  sich  zur  Berührung  nähern 
könnten,  denn  in  dem  Falle  wäre  der  Abstand  ihrer  Mittelpunkte  gleich 
dem  Durchmesser  der  Moleküle.  Die  von  uns  bisher  allein  in  Betracht  ge- 
zogenen Wirkungssphären  entsprächen  dann  dem  Achtfachen  des  von  dem 
Molekül  selbst  ausgefüllten  Raumes. 

Wir  erhalten  aus  dem  von  der  flüssigen  Kohlensäure  in  Anspruch  ge- 
nommenen Raume  den  von  den  Wirkungssphären  ausgefüllten  in  folgen- 
der Weise.  Denken  wir  um  jedes  der  im  flüssigen  Zustande  sich  berühren- 
den Moleküle  einen  Würfel  gelegt,  dessen  Seite  gleich  dem  Durchmesser 
des  Moleküls  ist,  so  füllen  diese  Würfel  den  ganzen  von  der  Flüssigkeit 
eingenommenen  Raum  aus.  Der  von  den  Molekülen  wirklich  ausgefUllte 
Raum  verhält  sich  somit  zu  dem  von  der  Flüssigkeit  ausgefilllten,  wie  das 
Volum  der  Kugel  zu  dem  des  umschriebenen  Würfels,  er  ist  somit  l tc  des 
ganzen  Raumes.  Da  nun  die  Wirkungssphären  den  achtfachen  Raum  der 
Moleküle  einnehmen,  ist  derselbe  -Jt  zr  des  von  der  Flüssigkeit  ausgefilllten, 
somit 


und  dann 


b 


jj  n • 0,002  08  = 0,008  69, 


l 0,000  060  5 

Ti 4 114 


0,000000  53, 


wo  wir  als  l den  ans  der  Reibung  sich  ergebenden  Wert  der  mittlem  Wege- 
länge einsetzten. 
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Der  Radius  der  Wirkungssphäre  wäre  also  etwas  mehr  als  dreimal  so 
grofs  als  bei  Stickstoff.  Für  die  Molekülzahl  n ergibt  sich  dann 

n = 139,4  ■ 10“. 

Die  Annahme,  dafs  die  Moleküle,  dieselben  als  Kugeln  gedacht,  sich 
unmittelbar  berühren,  ist  keinenfalls  ganz  richtig,  und  damit  wird  b und 
damit  p etwas  zu  grofs  und  n zu  klein.  Nach  dem  Avogad röschen  Satze 
müfste  dieses  n dem  für. Stickstoff  gefundenen  gleich  sein,  letzteres  ist  aber 
etwa  das  siebenfache.  Indes,  wenn  wir  beachten,  aus  welch  verschieden- 
artigen Erfahrungen  wir  die  beiden  Zahlen  abgeleitet  haben,  und  dafs  weder 
die  für  den  Stickstoff  aus  den  Regnaultschen  Beobachtungen  abgeleitete 
Gröfse  b vollkommen  genau,  noch  dafs  der  für  dio  Kohlensäure  berechnete 
Wert  ganz  richtig  ist,  weiter,  dafs  die  Werte  der  mittleren  Wegelängen 
die  gleiche  Unsicherheit  enthalten,  welche  dio  experimentell  bestimmten 
Reibungskoefficienten  haben,  so  müssen  wir  die  Übereinstimmung  der  Werte 
von  n für  eine  ganz  aufserordentlich  nahe  halten  und  darin  einen  neuen 
Beweis  erblicken,  wie  vortrefflich  die  dynamische  Gastheorie  die  verschie- 
densten bei  den  Gasen  beobachteten  Erscheinungen  aus  der  einfachen  Grund- 
hypothese abzuleiten  vermag.  Würden  wir  annehmen,  dafs  im  flüssigen  Zu- 
stande der  Abstand  der  Schwerpunkte  der  Moleküle  nur  das  l,5fache  des 
Radius  der  Wirkungssphäre  wäre,  so  würde  der  für  Kohlensäure  berechnete 
Wert  von  « schon  auf  mehr  als  das  Zehnfache  steigen.  Überhaupt  läfst 
sich  ja  bei  diesen  Berechnungen  nicht  mehr  erwarten,  als  dafs  wir  in  den 
schliefslichen  Resultaten  nur  ein  ungefähres  Bild  der  üufserst  kleinen  Dimen- 
sionen und  der  sehr  grolsen  Zahl  der  Moleküle  erhalten,  wir  können  dio 
für  Stickstoff  und  Kohlensäure  berechneten  Werte  von  « als  eine  obere 
und  untere  Grenze  ansehen,  zwischen  denen  die  Zahl  der  Moleküle  ein- 
geschlossen ist. 

§ 121. 

Diffusion  der  Gase  durch  poröse  Diaphragmen.  Trennt  man 
zwei  Gase  durch  eine  poröse  Scheidewand,  z.  B.  durch  eine  poröse  Thon- 
platte oder  durch  ein  Gypsdiaphragma,  dessen  Poren  so  enge  sind,  dafs  in- 
folge selbst  bedeutender  Drucke  die  Gase  nur  mit  geringer  Geschwindigkeit 
hindurchfliefsen,  so  zeigt  sich,  dafs  auch  durch  solche  Scheidewände  hin- 
durch die  Gase  sich  mit  grofser  Geschwindigkeit  mischen.  Sorgt  man  dafür, 
dafs  der  Druck  auf  beiden  Seiten  der  Scheidewand  während  der  ganzen 
Dauer  des  Versuches  genau  gleich  ist,  so  sieht  man,  dafs  die  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  durch  die  Scheidewand  hindurchtretenden  Gasvolumina 
keineswegs  gleich  sind,  dafs  also  die  chemisch  verschiedenen  Gase  die  Scheide- 
wand mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  durchdringen. 

Die  ersten  gonauem  Versuche  über  die  Diffusion  der  Gase  durch  trockene 
poröse  Scheidewände  rühren  von  Graham1)  her.  Derselbe  liefs  verschiedene 
Gase,  die  er  in  Röhren,  welche  mit  einem  trockenen  Gypspfropf  verschlossen 
waren,  über  Quecksilber  absperrte,  in  atmosphärische  Luft  diffundieren,  und 
fand,  dafs  das  gegen  Luft  unter  konstantem  Drucke  ausgetauschte  Gas- 
volumen nahezu  der  Quadratwurzel  ans  der  Dichtigkeit  der  Gase  umgekehrt 

')  Graham,  Poggend.  Annalen  Bd.  XVII  und  XXVIII. 
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proportional  war.  So  verhält  sich  z.  B.  die  Dichtigkeit  der  Luft  zu  der  des 
Wasserstoffes  wie 

1,000  : 0,069  26, 

oder  wie 

14,43  : 1; 

für  1 Volumen  Luft,  welches  in  die  Diffusionsröhre  durch  den  Gypspfropf 
eingetreten  war,  traten  nun  3,1  Volumina  Wasserstoff  aus;  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  Dichtigkeiten  der  Luft  imd  des  Wasserstoffes  verhalten 
sich  aber  wie  3,8  : 1 ; man  sieht,  dafs  die  ausgetauschten  Gasmengen  nahezu 
im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Quadratwurzeln  ans  den  Dichtigkeiten 
stehen. 

Da  die  sich  austauschenden  Gasmongen  diejenigen  sind,  welche  in 
gleichen  Zeiten  durch  die  Scheidewand  hindurchtreten,  so  messen  sie  zugleich 
die  Geschwindigkeiten,  mit  denen  die  verschiedenen  Gase  durch  die  Scheide- 
wand hindurchttiefsen. 

Vorhin  sahen  wir,  dafs  die  Ausflufsgeschwindigkeiten  verschiedener 
Gase  aus  Öffnungen  in  dünner  Wand  unter  gleichem  Drucke  den  Quadrat- 
wurzeln aus  ihren  Dichtigkeiten  umgekehrt  proportional  sind.  Die  Diffu- 
sionsgeschwindigkeiten Vorhalten  sich  also  nahezu  wie  die  Ausflufsgesehwindig- 
keiten  aus  dünner  Wand. 

Graham  nahm  nun  an,  dafs  die  Diffusionsgeschwindigkeiten  mit  den 
Ausflufsgeschwindigkeiten  genau  Ubereinstimmen,  und  gründete  darauf  oine 
Erklärung  der  Diffnsionserscheinungen,  Nach  dieser  verbreitet  sich  ein  Gas 
in  ein  anderes  gerade  so  wie  in  den  leeren  Kaum  und  die  Bewegung  erfolgt 
mit  derselben  Geschwindigkeit.  Die  Poren  der  Thonplatte  sieht  man  dann 
an  als  Öffnungen  in  dünner  Wand  und  dann  folgt  unmittelbar,  dafs  die  aus- 
getauschten Gasmengen  sieh  verhalten  müssen  wie  die  reciprnken  Werte  aus 
den  Quadratwurzeln  der  Dichtigkeiten. 

Bunsen ')  machte  jedoch  später  darauf  aufmerksam,  dafs  die  Erklärung 
nicht  zulässig  sei,  da  nur  bei  Anwendung  von  Öffnungen  in  dünner  Wand 
die  AusHufsgeschwindigkeiten  in  "dem  erwähnten  Verhältnisse  stehen,  nicht 
aber  bei  der  Anwendung  enger  und  besonders  kapillarer  Röhren.  Wenn 
nun  auch  bei  der  Anwendung  poröser  Diaphragmen  die  Gesetze  des  Aus- 
strömens  nicht  einfach  diejenigen  der  Transpiration  durch  lange  kapillare 
Röhren  sein  werden,  so  ist  es  doch  wahrscheinlich,  dafs  die  Gase  durch 
solche  Diaphragmen  nicht  wie  aus  Öffnungen  in  dünner  Wand  fliefsen. 

Letzteres  bat  Bimsen  dann  zunächst  nachgewiesen:  eine  mit  einer 
Teilung  versehene  und  kalibrierte  Glasröhre  wurde  oben  mit  einem  Gyps- 
pfropf,  der  bei  60“  getrocknet  war,  geschlossen,  mit  Quecksilber  gefüllt, 
und  dann  mit  dem  Gypspfropf  nach  oben  in  ein  tiefes  Quecksilbergefäfs  ge- 
senkt. Dann  wurde  das  obere  durch  den  Gypspfropf  geschlossene  Ende  der 
Röhre  mit  einem  Raume  in  Verbindung  gesetzt,  der  mit  den  verschiedenen 
Gasen  unter  dem  während  des  ganzen  Versuches  konstant  erhaltenen  Drucke 
einer  Atmosphäre  gefüllt  werden  konnte.  Wurde  das  Rohr  allmählich 
aus  dem  Quecksilber  herausgezogen,  so  strömte  durch  das  Diaphragma  das 
Gas  in  die  Röhre.  War  dann  der  Druck  in  der  Röhre  nur  wenig  mehr  von 
dem  Drucko  einer  Atmosphäre  verschieden,  so  hielt  man  durch  langsames 

')  IS  unten,  Gaaometrische  Methoden.  Brannschweig  1857. 
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Heben  der  Röhre  den  Druck  des  Gases  eine  Zeit  lang  auch  im  Innern 
der  Röhre  konstant,  und  beobachtete  die  Zeit,  welche  erforderlich  war, 
dafs  eine  bestimmte  Menge  Gas  durch  das  Diaphragma  in  die  Röhre  ein- 
strömte. 

Dabei  ergab  sich,  dafs  die  Hinströmungsgeschwindigkeit,  das  ist  die 
immer  unter  demselben  Drucke  von  1“  in  der  Zeit  1"  einströmende  Gas- 
menge der  Differenz  der  an  beiden  Seiten  des  porösen  Diaphragmas  vor- 
handenen Drucke  bei  den  einzelnen  Gasen  proportional  war,  und  dafs  die 
Ginströmungsgeschwindigkeit  verschiedener  Gase  keineswegs  in  dem  reci- 
proken  Verhältnisse  der  Quadratwurzeln  aus  den  Dichten  steht.  So  er- 
hielt Bunsen  unter  andern  folgende  Worte: 


Sauerstoff 


Einströmungsgeschwindigkeit  Vl 

Druckdifferenz  p in  M.  Quecksilber  • • • 

v,  : 

p 

Wasserstoff" 

Einströmungsgeschwindigkeit  F, 

Druckdifferenz  p in  M.  Quecksilber  • • • 

V, 

— 15,96 

fl 


0,091  87 

0,197  7 

0,305  8 

0,016  7 

0,0335 

0,052  0 

5,893 

5,901 

5,881. 

0,266  5 

0,536  9 

0,843  1 

0,016  7 

0,033  8 

0,052  0 

15,89  16,21. 


Während  also  die  Druckdifferenzen  von  16,7mra  bis  52mm  Quecksilber 
wachsen,  zeigen  sich  die  Einströmungsgeschwindigkeiten  den  Drucken  scharf 
proportional. 

Das  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten  fUr  Wasserstoff  und  Sauerstoff 
ist  im  Mittel  1 : 2,71,  während  das  Verhältnis  der  reciproken  Quadratwurzeln 
, der  Dichten  1 : 3,995  ist. 

Das  Verhalten  der  durch  Diaphragmen  strömenden  Gase  kommt  also 
mit  dem  durch  kapillare  Röhren  strömenden  Gase  Uberein,  und  das  Ver- 
hältnis der  von  Bunsen  beobachteten  Einströmungsgeschwindigkeiten  weicht 
auch  nicht  sehr  von  dem  Verhältnis  der  reciproken  Werte  der  Reibungs- 
koefficienten  ab,  wie  sie  sich  im  § 117  aus  Meyers  Beobachtungen  der 
Transpirationszeiten,  1:2,  ergaben. 

Wollte  man  nun  im  Übrigen  die  Grahamsche  Theorie  beibehalten,  also 
die  Diffusion  der  Gase  einfach  als  eine  Strömung  durch  kapillaro  Röhren 
ansehen,  weil  ein  Gas  ein  anderes  nicht  in  einem  bestimmten  Raume  ab- 
sperren kann,  so  mflfsten  sich  die  Diffusionsgeschwindigkeiten  nahe  wie  die 
Ausströmungsgeschwindigkeiten  durch  kapillare  Röhren  verhalten,  das  ist 
aber  nach  den  vorhin  angegebenen  Zahlen  Grahams,  welche  Bunsen  bestätigt 
fand,  nicht  der  Fall.  Bunsen  fand  das  Verhältnis  der  Diffusionsgeschwindig- 
keiten Luft  zu  Wasserstoff  wie  1 : 3,34,  Sauerstoff  zu  Wasserstoff  wie  1 : 3,345, 
Zahlen,  welche  dem  Verhältnis  der  reciproken  Werte  der  Quadratwurzeln 
aus  den  Dichten  näher  kommen  als  dem  Verhältnis  der  vorher  bestimmten 
Einströmungsgeschwindigkeiten. 

Aufserdem  nimmt  Bunsen  an,  dafs  die  Verhältnisse  der  Diffusions- 
geschwindigkeiten von  der  Natur  des  Diaphragmas  abhängig  sind,  wodurch 
eine  weitere  Abweichung  von  den  einfachen  Strömungserscheinungen  der 
Gase  bedingt  wäre. 
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Eine  ausführlichere  Theorie  dieser  Diffusionserscheinungen  ist  später  von 
Stefan1)  gegeben  worden,  in  welcher  er  einen  wohl  zuerst  von  Maxwell2) 
ausgesprochenen  Gedanken  ausflthrt,  nach  welchem  man  diese  Diffusion  als 
einen  Specialfall  der  in  den  Paragraphen  118  und  litt  betrachteten  Diffusion 
ansehen  kann.  Stefan  untersucht  zunächst  die  Diffusion  der  Gase,  denen 
ein  drittes  Gas  gleichförmig  beigemischt  ist,  also  etwa  die  Diffusion  von 
Wasserstoff  und  Sauerstoff,  denen  beiden  Kohlensäure  beigemischt  ist.  Man 
kann  dann  die  Diffusion  der  Gase  durch  poröse  Diaphragmen  als  eine  solche 
ansehen,  wobei  indes  die  Moleküle  des  dritten  Gases  nicht  beweglich,  sondern 
fest  sind.  Ein  weiteres  Eingehen  in  die  Theorie  würde  uns  zu  weit  führen, 
wir  verweisen  auf  die  Abhandlung  von  Stefan. 

§ 122. 

Stofs  und  Widerstand  der  Luft.  Wonn  die  bewegte  Luft  gegen 
einen  festen  Körper  stöfst,  so  verliert  sie  wie  jeder  bewegte  Körper,  wenn 
er  auf  einen  ruhenden  trifft,  an  Geschwindigkeit.  Diese  Geschwindigkeit 
wird  auf  den  getroffenen  Körper  übertragen,  und  ist  der  Anstofs  hinreichend 
grofs.  so  kann  letzterer  durch  den  Stofs  der  Luft  in  Bewegung  versetzt  werden. 
So  ist  es  der  Stofs  der  Luft,  welcher  die  Segelschiffe  treibt,  oder  die  Flügel 
der  Windmühlen  dreht.  Die  Kraft,  welche  die  bewegte  Luft  ausübt,  läfst 
sich  nach  den  frühem  Gesetzen  bestimmen,  sie  ist  proportional  dem  Produkte 
aus  der  Masse  der  bewegten  Luft  in  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  der 
Bewegung.  Je  rascher  die  Bewegung  der  Luft  ist,  um  so  kräftiger  sind 
" daher  auch  die  Wirkungen,  welche  ihr  Stofs  hervorbringt;  die  zerstörenden 
Wirkungen  der  Orkane  sind  bekannt. 

Ebenso  wie  die  bewegte  Luft  einen  Teil  ihrer  Geschwindigkeit  verliert, 
wenn  sie  gegen  andere  Körper  stöfst,  so  mufs  auch  die  Geschwindigkeit 
eines  in  ruhender  Luft  bewegten  Körpers  abnehmen,  da  er  gegen  die  ruhen- 
den Luftmassen  stöfst  und  diese  aus  der  Stelle  drängen  mufs.  Dafs  die 
Gröfse  dieses  Widerstandes  von  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers 
abhängig  sein  mufs,  das  erkennt  man  leicht,  da  je  gröfser  die  Geschwindig- 
keit ist,  um  so  mehr  ruhende  Luft  von  dem  Körper  getroffen  wird.  Newton 
nahm  an,  dafs  der  Luftwiderstand  dem  Quadrate  des  bewegten  Körpers  pro- 
portional sei.  Man  kann  diese  Annahme  in  folgender  Weise  plausibel  machen. 

Ist  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  zur  Zeit  t und  während  der  un- 
endlich kleinen  Zeit  dt  gleich  v,  und  verdrängt  er  während  dieser  Zeit  die 
Luftmasse  m,  so  überwindet  er  den  Luftwiderstand  dadurch,  dafs  er  dieser 
Luftmonge  die  Geschwindigkeit  v erteilt.  Die  dazu  erforderliche  Kraft  ist 

abor  nach  § 1 1 Gleichung  I gleich  , oder  auch,  wenn  wir  den  in  der  Zeit 
dt  zurückgelegten  Weg  mit  ds  bezeichnen,  da  dann  v = —jj , gleich  ‘ 

Die  Masse  m ist  nun  aber  dem  in  der  Zeit  dt  zurüekgelogten  Woge  pro- 
portional, so  dafs  wir  dieselbe  setzen  können  m = p . ds.  Setzen  wir  die- 
sen Wert  in  obigen  Ausdruck  ein,  so  erhalten  wir  für  die  zur  Überwindung 

ds% 

des  Widerstandes  erforderliche  Kraft  p ■ oder  p tr.  Infolge  des  Luft- 

')  Stefan,  Wiener  Berichte  Bd.  LXII1. 

*)  Maxtcell,  Phil.  mag.  4 »er.  vol  XX. 
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Widerstandes  ist  es  gerade  so,  als  wenn  an  dem  Körper  eine  seiner  augen- 
blicklichen Bewegungsrichtung  entgegengesetzte,  dem  Quadrat  seiner  Ge- 
schwindigkeit proportionale  Kraft  angriffe.  Daraus  folgt  aber,  dafs  sein 
Verlust  an  Geschwindigkeit  in  jedem  Augenblicke  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  ist. 

Dieses  Ncwtonsche  Widorstandsgesetz  schliefst  sich  jedoch  der  Erfah- 
rung nicht  genau  an,  dieselbe  zeigt  vielmehr,  dafs  das  Widerstandsgesetz 
für  verschiedene  Geschwindigkeiten  selbst  verschieden  ist.  Ein  Umstand 
ist  bei  der  Ableitung  jenes  Gesetzes  auch  ganz  aufser  Acht  gelassen,  näm- 
lich die  Reibung  der  Luft,  wodurch,  wie  wir  im  § 11G  sahen,  selbst  die 
Bewegung  solcher  Körper  verzögert  wird,  welche  keine  Luft  ans  der  Stelle 
verdrängen,  wie  etwa  um  eine  vertikale  Axe  rotierende  oder  schwingende 
horizontale  Kreisscheiben.  Dieser  Widerstand  ist  der  Geschwindigkeit  der 
Bewegung  direkt  proportional.  Wir  müssen  deshalb  den  Widerstand  der 
Luft  nicht  nur  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers, 
sondern  auch  der  ersten  Potenz  derselben  proportional  setzen.  Ja  letzteres 
Glied  ist  sogar  bei  langsamen  Bewegungen,  wie  Pendelschwingungen,  das 
überwiegende.  Für  sehr  rasche  Bewegungen  nimmt  der  Widerstand  in  einem 
noch  raschem  Verhältnisse  zu,  als  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit.  Der 
Grund  davon  ist  der,  dafs  bei  jeder  Bewegung  vor  dem  bewegten  Körper 
eine  Verdichtung  der  Luft  entsteht.  Bei  langsamer  Bewegung  gleicht  sich 
diese  Verdichtung,  da  sie  sich  rasch  auf  die  entfernteren  Luftschichten 
überträgt,  bald  aus,  so  dafs  der  Körper  bei  seinem  Vorschreiten  die  Luft 
schon  wieder  in  der  gewöhnlichen  Dichtigkeit  vorfindet;  bei  rascheren  Be- 
wegungen ist  das  nicht  der  Fall,  da  findet  die  Ausweichung  der  Luftteilchen 
nicht  so  rasch  statt,  so  dafs  vor  den  bewegten  Körpern  eine  Schicht  ver- 
dichteter Luft  sich  befindet.  Hinter  denselben  dagegen  ist  die  Luft  verdünnt; 
denn  bei  sehr  rascher  Bowegung  kann  die  Luft  nicht  rasch  genug  in  den 
vorher  von  dem  Körper  eingenommenen  Raum  eindringen,  um  dort,  gleich 
nachdem  der  Körper  sich  fortbewegt  hat,  die  normale  Dichtigkeit  wieder 
herzustellen.  Es  tritt  also  zu  der  vorhin  betrachteten  Ursache  eines  Ge- 
schwindigkeitsverlustes bei  sehr  raschen  Bewegungen  noch  die  hinzu,  dafs 
der  Körper  in  der  seiner  Bewegung  entgegengesetzten  Richtung  einen  stärkern 
Druck  erfährt  als  in  der  Richtung  derselben. 

Aufser  von  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  hängt  der  Wider- 
stand der  Luft  auch  wesentlich  ab  von  der  Gestalt  desselben,  besonders  von 
dem  Flächeninhalt  des  auf  der  Bewegungsrichtung  senkrechten  Querschnittes 
des  Körpers,  denn  mit  diesem  ändert  sich  in  obigem  Ausdruck  der  Koefficient  p. 
Je  gröfscr  dieser  Querschnitt  ist,  eine  um  so  gröfsere  Luftmenge  mufs  der 
Körper  aus  der  Stelle  drängen.  Es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs  diese 
zu  verdrängende  Luftmenge  und  damit  der  von  dieser  abhängige  Wider- 
stand der  Luft  der  Gröfse  dieses  Querschnitts  proportional  ist.  Aufserdem 
übersieht  man  leicht,  dafs  hei  gleichem  Querschnitt  der  Widerstand  auch 
von  der  Gestalt  abhängt,  dafs  also  ein  vorn  keilförmig  zugeschürfter  Körper 
einen  kleineren  Widerstand  findet  als  ein  vom  flacher. 

Bei  gleicher  Gestalt  und  gleicher  Geschwindigkeit  zweier  bewegter 
Körper  mit  verschiedener  Masse  erführt  der  Körper  kleinerer  Masse  eine 
stärkere  Verzögerung  als  der  Körper  mit  gröfserer  Masse,  weil  er  bei 
kleinerer  lebendiger  Kraft  denselben  Widerstand  zu  überwinden  hat.  Daraus 
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folgt  dann  unmittelbar,  dafs  bei  dem  freien  Fall  in  der  Luft  leichte  Körper 
langsamer  fallen  müssen  als  schwere,  so  dafs  wir  in  dem  Widerstande  der 
Luft  neben  dem  früher  erwähnten  Gewichtsverlust  der  Körper  in  der  Luft 
den  Grund  der  beobachteten  Abweichung  vom  Fallgesetz  erkennen. 


Anhang  zu  Abschnitt  I und  II. 

Über  absolute  Mafssysteme. 

Wir  haben  in  der  Einleitung  die  Mafse  angegeben,  nach  welchen  wir 
die  bei  den  physikalischen  Erscheinungen  auszuwertenden  Gröfsen  messen. 
Es  waren  das  Meter,  entsprechend  dem  in  Paris  deponierten  Etalon  als 
Längeneinheit,  die  Sekunde  als  Zeiteinheit  und  das  Gewicht  eines  Kubik- 
centimeters  Wasser  bei  der  Temperatur  4°  C.,  das  Gramm,  als  Gewichts- 
einheit; anstatt  des  letztem  auch  das  Tausendfache  desselben,  das  Kilo- 
gramm. 

Die  Gewichtseinheit  benutzten  wir  im  ersten  Abschnitt  sofort,  um 
Kräfte,  Bewegungsantriebe  zu  messen;  wir  gingen  dabei  von  der  Erfahrung 
aus,  dafs  wir  jedem  Bewegungsantriebe  durch  den  Zug,  den  ein  schwerer 
Körper  oder  eine  gewisse  Anzahl  von  Kubikcentimeter  oder  Kuhikdecimeter 
Wasser  gegen  die  Erde  hin  erfahren,  das  Gleichgewicht  halten  können,  und 
mafsen  die  Kraft  durch  den  entgegengesetzt  gleichen  Zug,  also  nach  Grammen 
oder  Kilogrammen.  Dadurch,  dafs  wir  die  Kraft  nach  Gewichten  mafsen, 
gaben  wir  eigentlich  erst  die  genaue  Definition  dessen,  was  wir  unter  Ge- 
wicht verstanden,  nämlich  den  Antrieb,  den  ein  schwerer  Körper  in  verti- 
kaler Richtung  gegen  die  Erde  erfährt,  der  sich  als  Druck  gegen  die  Unter- 
lage zu  erkennen  gibt,  wenn  der  Körper  unterstützt  ist,  und  der  den  Körper 
mit  gleichmäfsig  beschleunigt^  Bewegung  in  vertikaler  Richtung  gegen  die 
Erde  treibt,  wenn  ihm  die  Unterstützung  entzogen  wird. 

Damit  hatten  wir  für  alle  bisher  zu  messenden  physikalischen  Gröfsen 
ein  allerdings  willkürliches  aber  festbestimmtes  System  von  Grundmafsen 
festgestellt,  aus  welchem  alle  übrigen  Mafse,  wie  das  der  Geschwindigkeit, 
Beschleunigung  u.  s.  f.  abgeleitet  wurden. 

Wir  hatten  zunächst  dieses  Grundmafs  der  Kraft  gewissernialsen  als 
ein  Hülfsmafs  aufgestellt,  aber  auch  als  wir  die  Gesetze  der  gleichmäfsig 
beschleunigten  Bewegung  untersucht  hatten  und  im  § 1 1 zeigten,  dafs  wir 
die  Kraft  durch  ihre  Wirkung,  durch  die  Beschleunigung,  die  sie  einer 
Masse  erteilt,  messen  können,  behielten  wir  dieses  Mals  bei.  Wir  erhielten 
für  die  Kraft  die  Gleichung 

p = mö, 

wenn  G die  der  Masse  m durch  die  Kraft  p erteilte  Beschleunigung  ist. 
Für  die  Masse  hatten  wir  vorher  erkannt,  dafs  sie  dem  Gewichte  eines 
Körpers,  also  dem  Zuge,  den  derselbe  gegen  die  Erde  hin  erfährt,  und  den 
wir  messen,  indem  wir  an  der  Wage  denselben  mit  dem  Zuge  einer  ge- 
wissen Anzahl  Kuhikdecimeter  Wasser  resp.  mit  dem  von  Gewichtsstücken, 
die  den  gleichen  Zug  ausüben,  vergleichen,  proportional  ist.  Das  Mafs  der 
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Masse  bildeten  wir  aber  aus  unserem  Kraftinal's , indem  wir  jene  Masse  als 
Masseneinheit  festsetzten,  welche  durch  die  Einheit  des  Bewegungsantriebes, 
1 Kilogramm  in  der  Sekunde  die  Beschleunigung  von  1 Meter  erhielt.  Das 
Mafs  der  Masse  war  also  ein  aus  unseren  drei  Grundmafsen  abgeleitetes  Mafs. 

Im  dritten  Kapitel  des  ersten  Abschnittes  fanden  wir,  dafs  die  Be- 
schleunigung, welche  das  Kubikdecimeter  Wasser  oder  ein  demselben  an 
Gewicht  gleicher  Körper  an  verschiedenen  Stellen  der  Erde  bei  freiem  Pall 
erfährt,  eine  verschiedene  ist.  Wir  inufsten  daraus  schließen,  dafs  der  An- 
trieb, welchen  ein  und  derselbe  Körper  gegen  die  Erde  hin  erfährt,  au  den 
verschiedenen  Punkten  der  Erdoberfläche  und  in  verschiedenen  Höhen  über 
dem  Meeresniveau  ein  verschiedener  ist,  dafs  also  das  Gewicht  eines  und 
desselben  Körpers  eine  Funktion  der  geographischen  Breite  und  der  Höhe 
Uber  dem  Meeresniveau  ist. 

Hieraus  folgt,  dafs  unser  bisher  angenommenes  System  von  Grund- 
marsen uns  strenge  genommen  nur  die  unter  derselben  geographischen  Breite 
und  in  derselben  Höhe  über  dem  Meeresniveau  angestellten  Messungen  ver- 
gleichbar macht,  das  heifst,  dafs  die  Zahlenwerte  ftlr  irgend  eine  gemessene 
Gröfse,  in  welche  die  Kraft  eingeht,  nur  an  den  so  gelegenen  Orten  die- 
selben bleiben.  Messen  wir  dieselbe  Gröfse  an  einem  anders  gelegenen 
Orte,  so  wird  der  für  dieselbe  gefundene  Zahlenwert  ein  anderer,  da  dort 
der  Zug,  den  wir  ein  Kilogramm  nennen,  also  unsere  Einheit  der  Kraft 
eine  andere  ist.  Unser  Maßsystem  ist  demnach  nur  ein  relatives,  das  heifst 
das  Verhältnis  der  Zahlenwerte  der  in  demselben  ausgedrückten  Gröfsen  ist 
an  allen  Orten  dasselbe,  die  Zahlenwerte  selbst  ändern  sich  von  Ort  zu  Ort. 
Sei  an  irgend  einem  Orte  irgend  eine  Gröfse  gemessen  gleich  z Kilogrammen 
gefunden 

E •=  zK\ 

an  einem  andern  Orte,  wo  der  Wert  des  Kilogrammes  nicht  K,  sondern  h\ 
ist,  müssen  wir  bei  Messung  derselben  Gröfse 

i s 

also  einen  andern  Zahlenwert  r,  finden.  Sind  ga  und  gk  die  Beschleunigungen 
bei  freiem  Fall  an  beiden  Orten,  so  ist 

K:  X,  = ga:  gb 


somit  ist 


oder  es  mufs 


Kx 


Ein  Zug  also  oder  ein  Antrieb,  den  wir  an  einem  Orte,  wo  die  Be- 
schleunigung g„  ist,  gleich  z Kilogrammen  finden,  würde  an  einem  Orte, 
dessen  Beschleunigung  gleich  </<,  ist,  als  r,  Kilogramme  bezeichnet,  wo 
g 

ex  = z ist.  Um  also  eine  an  dem  Orto  a ausgeführte  Messung  auf  den 

WCllvbb,  Physik.  I.  4.  Aull.  36 
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Ort  b zu  übertragen,  müssen  wir  (len  Zablenwort  für  jede  der  Kraft  pro- 
portionale Gröfse  mit  dem  Quotienten  ans  den  Beschleunigungen  an  dem 
Orte  a und  an  dem  Orte  6 multiplicieren. 

Eine  solche  Korrektion  würde  z.  B.  an  allen  Elastieitätskoefficienten 
anzubringen  sein,  die  wir  nach  Kilogrammen  messen.  Ein  unter  dem 
45°  n.  Br.  etwa  gleich  10  000  gefundener  Elasticitätskoefficient  würde 
unter  dem  Äquator  in  dem  Mafse  gröfser  gefunden  werden,  als  dio  Be- 
schleunigung dort  kleiner  ist  als  unter  45°  n.  Br.,  er  würde 


10000 


9,806  62 
9,780  09 


= 10026. 


Auch  danu,  wenn  wir  die  Kraft  durch  die  Beschleunigung  messen,  die 
sie  einer  Masse  m erteilt,  müssen  wir  sie  durch  denselben  Quotienten  von 
einem  Orte  zu  einem  anders  gelegenen  übertragen,  da  wir  auch  danu  infolge 
der  Definition  der  Masseneinhoit  die  Kraft  in  Kilogrammen  des  betreffenden 
Ortes  messen.  Wir  nennen  eben  jene  Masse  eins,  welche  durch  den  Antrieb 
eins  die  Beschleunigung  eins  bekommt,  setzen  also  die  Masse  eines  Kubik- 
decimeters  Wasser  oder  eines  Körpers,  der  mit  demselben  das  gleiche  Ge- 


wicht hat,  stets 


1. 

ff  ' 


In  dem  Mafse  somit,  in  welchem  dio  Krafteinheit 


gröfser  wird,  setzen  wir  die  Einheit  der  Masse  in  unsern  Gleichungen 
ebenfalls  gröfser,  oder  die  Masse  eines  gegebenen  Körpers  entspricht  einer 
in  dem  Verhältnis  kleinem  Zahl  von  Masseneinheiten.  Da  nun  stets  die 
Kraft  gleich  Masse  mal  Beschleunigung  ist,  so  wird  die  Anzahl  Kraft- 
einheiten , die  einem  gegebenen  Körper  eine  bestimmte  Beschleunigung 
geben,  in  dem  Verhältnisse  kleiner,  als  die  Zahl  Masseneinheiten  kleiner 
wird,  die  wir  dem  Körper  beilegen. 

Ein  Beispiel  wird  das  noch  klarer  machen.  Eine  gespannte  Feder 
gibt  bei  dem  Losschnellen  einem  gegebenen  Körper  überall  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit c;  sei  das  an  der  Wage  bestimmte  Gewicht  des  Körpers  in 
Kilogrammen  gleich  q.  Diese  Zahl  q finden  wir  für  denselben  Körper  an 
allen  Orten  gleich , denn  sie  bedeutet  immer  die  Zahl  Kubikdecimeter 
Wasser,  welche  an  demselben  Orte  den  gleichen  Zug  gegen  die  Erde  er- 
fahren wio  der  abgewogene  Körper;  in  demselben  Mafse,  in  welchem  der  Zug 
des  gegebenen  Körpers  sich  ändert,  ändert  sich  auch  der  Zug  des  Kubik- 
decimeters  Wasser,  es  ist  also  überall  der  Zug  der  gleichen  Zahl  Kubik- 
decimeter Wasser  erforderlich,  um  den  gegebenen  Körper  an  der  Wage  zu 
iiquilibrieren.  Die  lebendige  Kraft  des  geworfenen  Körpers  setzen  wir  dann 


4 i-c*. 

* ff 

Definieren  wir  die  Federkraft  als  den  konstanten  Druck  p , welcher 
denselben  Weg  * hindurch  auf  den  Körper  gewirkt  haben  müfste,  durch 
welchen  der  Druck  der  Feder  gewirkt  hat,  um  demselben  die  Geschwindig- 
keit r zn  erteilen,  so  erhalten  wir  die  Federkraft  aus  der  Gleichung 


ps  — 4 1 c1 
ff 

in  Kilogrammen  gegeben,  wenn  das  Kilogramm  des  betreffenden  Ortes  diu 
Einheit  ist.  An  einem  andern  Orte,  wo  die  Beschleunigung  bei  freiem 
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Falle  <7,  ist,  wird  der  Zahlenwert  pl  für  die  Grüfte  der  Federkraft  aus  der 
Gleichnng  erhalten 


Es  ist  somit  gerade  wie  vorhin 


Wenn  es  hiernach  auch  keine  grofse  Schwierigkeit  hat,  die  an  einem 
Orte  ausgeführten  Messungen  durch  die  an  andern  Orten  in  diesem  rela- 
tiven Mafssystom  gültigen  Einheiten  auszudrUcken,  so  ist  es  doch  durchaus 
wünschenswert,  die  physikalischen  Grüften  in  solchen  Einheiten  anzugeben, 
daft  der  fllr  diese  Grüften  erhaltene  Zahlenwert  überall  derselbe  bleibt, 
also  ein  System  von  absoluten  Einheiten  aufzustellen. 

Das  sich  zunächst  darbietende  Mittel  würde  sein,  nicht  den  Zug,  den 
das  Kubikdecimeter  Wasser  gegen  die  Erde  hin  an  den  verschiedenen  Orten 
erfährt,  als  Einheit  zu  wählen,  sondern  den  Zug,  den  es  an  einem  bestimmten 
Orte,  etwa  untor  dem  45.  Breitegrad  am  Meeresniveau  erfährt,  als  solche 
festzusetzen.  Gegen  diese  Bestimmung  der  Krafteinheit,  würde  theoretisch 
wenig  einzuwenden  sein,  wenn  man  gleichzeitig  fllr  dieselbe  den  Namen 
Kilogramm  fallen  Hefte.  Das  wäre  nütig,  da  für  uns  das  Kilogramm  nicht 
nur  Kraftmals  ist,  sondern  auch  Quantitätsmaft.  Wir  messen  die  Menge 
einer  gegebenen  Substanz  durch  ihr  Gewicht;  fllr  diese  Quantitätsbestim- 
mungen sind  die  relativen  Gewichte  gleichzeitig  die  absoluten.  Finden  wir, 
dafs  ein  Quantum  irgend  einer  Substanz  unter  dem  45°  n.  Br.  n Kilo  wiegt, 
so  finden  wir  für  dieses  Quantum  an  allen  Orten  dasselbe  Gewicht  von 
n Kilo,  wie  schon  vorhin  bemerkt  wurde.  Dabei  ist  es  ganz  gleichgültig, 
ob  wir  den  zur  Wägung  benutzten  Gewichtssatz  unter  dem  45.  Breitegrad 
oder  an  einem  andern  Orte  hergestellt  haben,  denn  das  Gewichtsstück, 
welches  an  der  Wage  auf  dem  45.  Breitegrado  einoin  Kubikdecimeter 
Wasser  das  Gleichgewicht  hält,  thut  es  überall.  Als  Quantitätsmaft  ist 
also  das  Kilo  immer  dasselbe;  damit  ist  auch  das  Maft  der  Masse  überall 
durch  g0  Kilo  gegeben,  wenn  gn  die  Beschleunigung  bei  dem  freien  Fall 
auf  dem  45.  Breitengrade  ist.  Ist  die  Beschleunigung,  welche  ein  Kürper, 
dessen  Gewicht  gleich  q Kilo  ist,  bei  dem  freien  Falle  an  einem  andern 
Orte  erführt,  gleich  g,  so  ist  die  ihn  gegen  die  Erde  treibende  Kraft 


man  sieht,  würden  wir  auch  die  Kraft,  als  p Kilo  bezeichnen,  so  würde  die- 
selbe Bezeichnung  zweien  verschiedenen  Grüften  beigelegt. 

Gegen  diese  Definition  der  Krafteinheit  lassen  sich  indes  doch  einige 
Einwendungen  machen;  zunächst,  daft  wir  zu  derselben  eine  Konstante  g0 
verwenden  müssen,  die  wir  an  Ort  und  Stelle  nicht  bestimmen  künnen, 
dann  aber  weiter,  daft  bei  wirklichen  Kraftmessungen  die  Kraft  in  der 
That  als  abgeleitetes  Maft  erhalten  wird.  Wir  künnen  nämlich  in  dieser 
Einheit  die  Kraft  nur  aus  der  Beschleunigung  einer  bekannten  Masse  ab- 
leiten; denn  wenn  wir  auch  einer  Kraft  durch  den  Zug  von  Gewichten  das 
Gleichgewicht  halten,  somit  dieselbe  durch  diese  messen  künnen,  so  ist  doch 

35* 
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der  Wert  dieser  Gewichte  in  dem  festgestellten  Kraftmafse  erst  durch  die 
Beschleunigung  derselben  bei  dem  freien  Falle  etwa  zu  erhalten,  indem  wir, 
wenn  die  Gewichte  an  der  Wage  zu  q Kilo  gefunden  werden,  den  Quotienten 

9 mit  g multiplicieren.  W’ir  bestimmen  also  bei  der  Ausführung  der 
9** 

Messung  erst  die  Masse  des  Bewegten  und  leiten  aus  dieser  erst  die  Kraft  ab. 

Deshalb  hat  Gauss  den  schon  im  § 6 angegebenen  Weg  eingeschlagen, 
dafs  er  nicht  die  Einheit  der  Kraft  als  Grundraafs  festsetzt,  sondern  die- 
jenige der  Masse.  Das  Mafs  der  Masse  eines  Körpers  ist  das  als  Quantitäts- 
mafs  benutzte  Gewicht,  er  setzt  jene  Masse  gleich  eins,  welche  das  Gewicht 
eins  hat.  Damit  hört  das  Gewicht  auf  Kraftmafs  zu  sein,  es  wird  Mafs 
der  Masso  eines  Körpers,  und  in  dem  Sinne  ist  das  Gewicht  eines  und  des- 
selben Körpers  überall  das  gleiche,  denn  er  wifd  überall  von  derselben 
Anzahl  Kubikdecimeter  Wasser  an  der  Wage  äquilibriert.  Deshalb  ist 
auch,  das  Mafs  der  Masse  so  definiert  überall  dasselbe,  somit  neben  dem 
Mafs  der  Länge  und  der  Zeit  ein  absolutes  Mafs.  Das  Mafs  der  Kraft  wird 
dadurch  ein  abgeleitetes,  es  ist  jene  Kraft,  welche  der  Gewichtseinheit  in 
der  Zeiteinheit  die  Beschleunigung  eins  erteilt.  Die  Kraft  ist  gemessen 
durch  unsere  Gleichung 

p — mG  — qG , 

wenn  q die  Anzahl  Gewichtseinheiten  ist,  welche  die  Masse  wiegt,  und  G 
die  Beschleunigung,  welche  die  Kraft  p ihr  erteilt.  Da  die  Beschleunigung, 
welche  ein  Körper  vom  Gewichte  q bei  freiem  Fall  erhält,  gleich  g ist,  so 
ist  die  Kraft,  welche  den  Körper  gegen  die  Erde  treibt, 

P *=  3 • 9 

Krafteinheiten.  Nehmen  wir  als  Einheit  der  Masse  das  Kilogramm^  so  wird 
das  Kilogramm  mit  g Krafteinheiten  gegen  die  Erde  getrieben. 

Gauss  wählte  als  Einheit  der  Masse  das  Milligramm,  als  Einheit  der 
Länge  das  Millimeter,  als  Zeiteinheit  die  Sekundo;  die  Krafteinheit  ist  also 
die,  welche  der  Masse  lmgr  in  der  Sekundo  die  Beschleunigung  lmm  erteilt. 

Bei  Zugrundelegung  dieser  Einheiten  erhält  man  vielfach  unbequem 
grofse  Zahlen;  deshalb  hat  die  British  Association  for  the  advancoment  of 
Science  vorgeschlagen  Gramm,  Centimeter  und  Sekunde  als  Einheiten  zu 
wählen.  Aber  auch  dann  werden  die  Zahlen  vielfach  unbequem,  man  wird 
deshalb  in  der  Praxis  nicht  umhin  können,  zuweilen  noch  gröl'sere  Einheiten 
zu  wählen. 


Dimensionen  der  abgeleiteten  Mafse. 

Um  die  mit  zu  Grundelegung  eines  bestimmten  Systems  von  Einheiten 
gegebenen  Zahlenwerte  auf  andere  Einheiten  umzurechnen,  also  auch  die 
bisher  in  dem  relativen  oder  wie  man  es  auch  nennt  irdischen  Mafssystem 
ausgedruckten  Zahlenwerte  in  absolutem  System  wiederzugeben,  ist  es 
von  wesentlichem  Vorteil,  genau  zu  übersehen,  in  welcher  Weise  die  ver- 
schiedenen abgeleiteten  Mafse  aus  den  Grundmal’sen  bervorgehen.  Wir 
können  jedes  abgeleitete  Mafs  als  das  Produkt  irgend  einer  Potenz  der 
Masse,  der  Länge  und  der  Zeit  bezeichnen.  Den  so  dargestellten  Zusamraen- 
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hang  irgend  einer  gemessenen  Gröfse  mit  den  drei  Grundmafsen  nennt  man 
nach  dom  Vorgänge  Maxwells1)  die  Dimensionen  des  abgeleiteten  Maises. 

Die  Möglichkeit  dieser  Darstellung  und  die  Bedeutung  derselben  tritt 
am  besten  hervor,  wenn  wir  sofort  dazu  übergehen,  die  wichtigsten  der  von 
uns  bisher  gemessenen  Gröfsen  in  dieser  Weise  auszudrücken. 

Das  erste  abgeleitete  Mafs  war  das  der  Geschwindigkeit;  wir  erhielten 
die  Definition  derselben  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  als  den  Quotienten 
aus  einer  Anzahl  Längeneinheiten  und  der  Anzahl  Zeiteinheiten,  in  welcher 
dieser  Weg  zurückgelegt  wird.  Ist  also  1,  die  Einheit  der  Länge . T die 
Einheit  der  Zeit,  so  ist,  wenn  r,  und  zt  Zahlen  sind, 

Die  Geschwindigkeit  wird  somit  durch  eine  Zah]  gegeben,  die  als 
Quotient  einer  Anzahl  Längeneinheiten  und  oiner  Anzahl  Zeiteinheiten,  oder 
als  Produkt  oiner  ersten  Potenz  der  Länge  und  der  minus  ersten  Potenz 
einer  Zeit  erscheint,  die  Dimension  der  Geschwindigkeit  ist  l.T~x.  Das 
dritte  Grundmafs,  die  Masse  kommt  hier  nicht,  oder  was  dasselbe  ist,  mit 
dem  Exponenten  Null  vor.  Die  Geschwindigkeit  ist  also  erst  bestimmt, 
wenn  wir  die  Einheit  der  Länge  und  der  Zeit  bestimmen,  also  etwa 

Meter 
C " Sekunde 


Nehmen  wir  statt  Meter  und  Sekunde  andere  Einheiten,  so  wird  die- 
selbe Geschwindigkeit  durch  eine  andere  Zahl  ausgedrückt,  welche  Zahl 
das  sein  mufs,  ergibt  sich  aus  den  Dimensionen  sofort.  Seien  / und  t die 
neuen  Einheiten,  so  dafs 

J,  = kl  T = kl, 

so  ist 


und  es  mufs 
sein,  somit 


c — z ( lt~l ) 
/(//-»)  _=  s(kl  ■ (kJ)-1) 


Würden  wir  statt  Meter  Kilometer,  statt  Sekunden  Minuten  wählen, 
so  wäro  k = 0,001 ,.  kt  = somit 

60^ 

: — 1 1000  ■ 


Gehen  wir  zu  einer  neuen  Einheit  Uber,  so  dafs  die  alte  Einheit  dem 
£ fachen  der  neuen  Einheit  gleich  ist,  so  haben  wir  demnach  den  in  den 
alten  Einheiten  gegebenen  Zahlenwert  einer  gemessenen  Gröfse  nur  mit 
derselben  Potenz  von  k zu  multiplicieren , in  welcher  die  Einheit  in  die 
Dimension  der  gemessenen  Gröfse  eingeht,  um  den  Zahlenwert  der  ge- 
messenen Gröfse  in  der  neuen  Einheit  ausgedrückt  zu  erhalten. 


’)  Maxwell,  lteport  of  the  British  Association  for  1863  p.  130.  Man  sehe  auch 
Herteig,  Physikalische  Begriffe  und  absolute  Mafse.  Leipzig,  B.  G.  Teubner,  1880. 
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Dimensionen  der  Beschleunigung.  Kraft,  Arbeit. 


Die  Beschleunigung  ist  die  Geschwindigkeitszunahme  in  der  Zeit- 
einheit; wir  erhalten  sie  hei  der  gleiehinilfsig  beschleunigten  Bewegung, 
indem  wir  die  nach  der  Zeit  t erlangte  Geschwindigkeit  durch  die  Zeit  I 
dividieren.  Da  die  Geschwindigkeit  der  Quotient  aus  einer  Lange  und  der 
Zeit  ist,  so  ist  die  Beschleunigung  der  Quotient  aus  einer  Lange  und  dom 
Quadrate  einer  Zeit,  ihre  Dimension  ist  somit 

Beschleunigung  ==  z(LT~2), 

wenn  i die  Zahl  bedeutet,  die  wir  ftir  die  Beschleunigung  angeben. 

Die  Kraft,  welche  einer  Masse  »>i  die  Beschleunigung  G erteilt,  ist 
gleich  dejn  I’rndukt  von  Masse  nnd  Beschleunigung,  sie  ist  also  das  Produkt 
einer  Masse,  einer  Lange  und  der  minus  zweiten  Potenz  einer  Zeit.  Ist  also 
M die  Masseneinheit,  so  ist  eine  Kraft  dargestellt  durch 

Kraft  = z(MLT~*), 

wo  wieder  z die  Zahl  bedeutet,  welche  die  Anzahl  Krafteinheiten  angibt. 

Die  dem  absoluten  System  zu  Grunde  liegende  Einheit  der  Masse  ist 
die  Gewichtseinheit;  wir  sagen  ausdrücklich  die  Gewichtseinheit,  nicht  die 
Masse  der  Gewichtseinheit,  da  im  absoluten  System  das  Gewicht  Massen- 
mafs  ist,  nicht  mehr  Kraftmafs.  Bisher  haben  wir  als  Masseneinheit  den 
Quotienten  aus  dem  Gewicht  eines  Körpers  und  der  Zahl  g genommen; 
nennen  wir  die  bisher  gebrauchte  Masseneinheit  J/, , so  ist 

M = — M.. 

<J  ' 

Wenn  auch  in  dom  bisher  benutzten  System  das  Mals  der  Masse  ein 
abgeleitetes  Mafs  war,  so  können  wir  doch  zur  Umrechnung  der  in  dem- 
selben gegebenen  Mafse  in  das  neue  System  gerade  so  verfahren,  wie  wenn 
das  früher  angowimdte  Mafs  der  Masse  ein  Grundmafs  wilre,  dem  nur  eine 
andore  Einheit  zu  Grunde  liegt..  Dann  ergibt  sich,  wenn  die  Zahl  der  Kraft- 
einheiten in  dem  bisher  angewandten  System  r,  ist,  die  Zahl  : im  absoluten 
System  nach  der  Gleichung 

z(MLT~*)  = c (A.  LT~2)  = L (MXLT~*) 

— — el}  z ■=  gz 

Um  die  in  unserm  bisherigen  System  gegebenen  Kräfte  iii  das  absolute 
System  zu  übertragen,  haben  wir  die  früher  gegebenen  Zahlen  bei  Anwen- 
dung derselben  Gewichtseinheiten  nur  mit  g zu  multiplieieren,  wobei  dann 
• g in  jenen  Längeneinheiten  angegeben  sein  mufs,  welche  dem  Mafs  der  Be- 

schleunigung zu  Grunde  liegen,  also  in  den  Einheiten  L. 

Im  § 1 1 fanden  wir  die  Beziehung,  dal's  die  Beweguugsgröl'se  gleich 
dem  Antriebe  der  Kraft  ist.  Die  Gleichheit  dieser  Gröfsen  verlangt  die 
Gleichheit  ihrer  Dimensionen,  in  der  That  sind  dieselben  gleich.  Der  An- 
trieb der  Kraft  ist  Produkt  einer  Kraft  nnd  einer  Zeit,  somit 

,,t  = z(ML  T~l) 

die  Bewegungsgröfse  der  bewegten  Masse  m ist  das  Produkt  aus  der  Masse 
und  der  nach  der  Zeit  I erreichten  Geschwindigkeit  e,  es  ist 

m v = r(A/ L T~'). 
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Die  einer  Masse  m erteilte  lebendige  Kraft  .1  mt?  ist  gleich  der  Arbeit 
der  Kraft 

JW  = * (MUT-*) 

p s = z(HLT~3L)  = z(ML*T-*). 

Man  sieht,  die  Dimensionen  dieser  beiden  Gröfsen  sind  die  gleichen. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  bei  der  drehenden  Bewegung  können  wir 
definieren  als  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes,  der  sich  in  der  Abstands- 
einheit von  der  Drehungsax«  befindet;  die  Geschwindigkeit  in  Bogemnafs 
ansgedrtickt,  den  Kreisumfang  gleich  2 t gesetzt,  gibt  uns  «lann  auch  die 
Geschwindigkeit,  des  Punktes  in  der  Abstandseinheit  in  gewöhnlichem  Mafse. 
Die  Geschwindigkeit  eines  im  Abstande  l von  der  Axe  befindlichen  Körpers 
ist  dann  das  Produkt  der  Winkelgeschwindigkeit  und  der  Länge  I.  Da  das 
Produkt  aus  Winkelgeschwindigkeit  und  Länge  uns  eine  Geschwindigkeit 
gibt,  ist  die  Dimension  der  Winkelgeschwindigkeit  somit  die  einer  Ge- 
schwindigkeit LT~l  dividiert  durch  V.,  somit  T~x. 

Ein  Drehung8moment  ist  das  Produkt,  einer  Kraft  und  einer  Länge. 
Dasselbe  ist  somit 

D = zKl.  = 

ein  Trägheitsmoment  das  l're^ukt  ans  einer  Masse  und  dom  Quadrate  einer 
Länge,  dasselbe  ist  also 

z(ML*). 

Drehungsmomento  und  Trägheitsmomente  werden  demnach  aus  dem 
früher  angewandten  System  in  das  absolute  übergeflihrt,  durch  Multiplikation 
der  früher  angegebenen  Zahlen  mit  g. 

■ Wir  fanden  bei  der  Untersuchung  der  Pendelbewegung , dafs  die 
Schwingungsdaner  gleich  ist  n multipliciert  mit  der  Quadratwurzel  aus 
dem  Trägheitsmoment  .und  dividiert  durch  die  Quadratwurzel  aus  dem 
Drehungsmoment,  welches  die  im  Schwerpunkte  des  Pendels  angreifende 
Kraft  dem  Pendel  erteilt,  wenn  dasselbe  senkrecht  zur  Richtung  der  Kraft 
ist.  Der  Quotient  aus  einem  Trägheitsmoment  und  einem  Drehungsmoment 
inufs  demnach  das  Quadrat  einer  Zeit  sein.  In  der  That  zeigen  unsere 
Dimensionsausdrücke  das,  denn  der  Quotient  ist 

gT , 

Im  § 22  definierten  wir  das  specifische  Gewicht  einer  Substanz  als 
das  Gewicht  der  Volumeinheit  und  unterschieden  von  demselben  die  Dich- 
tigkeit der  Substanz  als  die  Masse  der  Volumeinheit.  Tm  absoluten  System 
fallen  specifisches  Gewicht  und  Dichtigkeit  zusammen,  da  die  Einheit  der 
Masse  die  Einheit  des  Gewichtes  ist.  Da  die  Dichtigkeit  Quotient  einer 
Masse  und  eines  Volumens,  das  Volumen  die  dritte  Potenz  einer  Länge  ist, 
so  ist 

a = z(ML~3), 

und  man  erkennt  sofort  ans  der  Beziehung  zwischen  der  Masseneinheit  des 
absoluten  und  des  bisher  angewandten  Systemes,  dafs  in  dem  bisher  an- 
gewandten Mafssystem  die  Dichtigkeit  durch  den  Quotienten  aus  dem  spe- 
cifischen  Gewicht  und  der  Zahl  g gegeben  ist. 


Digitized  by  Google 


552 


Gravitationskonstante. 


Die  Centripetalbeschleunigung,  welche  ein  Körper  gegen  den  Mittel- 
punkt der  drehenden  Bewegung  erhalten  mufs,  wenn  derselbe  sich  im  Kreise 
bewegen  soll,  mufs  die  Dimension  einer  Beschleunigung  haben.  In  der 
That  fanden  wir  § 38 

£ “ £ - »(L'T-'L-')  = z{LT~')-, 


der  Zug,  den  der  im  Kreise  bewegte  Körper  zu  dem  Zwecke  gegen  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  erfahren  mufs,  ist 

F = »i  '7'  = z(MLT “•), 

er  hat  also,  wie  es  sein  mufs,  die  Dimension  einer  Kraft. 

Im  dritten  Kapitel  des  ersten  Abschnittes  berechneten  wir  die  Kon- 
stante der  Gravitation,  das  heifst  den  Zug  in  Kilogrammen,  welche  zwei 
der  Einheit  gleiche  Massen  in  der  Entfernung  von  einem  Meter  ausUhen,  und 
erhielten 

/■=  6,46  ■ 10-|#. 


Die  Dimensionen  der  Gravitationskonstanten  ergeben  sich  daraus,  dafs 
zwei  Massen  m und  *»,  im  Abstande  r sich  mit  einer  Kraft  K anziehen, 
welche  gleich  ist 

somit 


/'=  K 


r* 
m w, 


Drücken  wir  K durch  eine  Zahl  und  seine  Dimensionen  aus,  bedenken, 
dafs  r eine  Anzahl  Längeneinheiten,  m und  «i,  eine  Anzahl  Masseneinheiten 
sind,  so  wird 

f=z  ( MI.  T~*  LSM~*)  = g (M~ 1 A* T~ *). 


NV  ir  erhalten  die  Beziehung  zwischen  dem  Zahlenwert  von  / in  dem 
bisher  gebrauchten  System  und  dem  absoluten  System,  wenn  wir  als  Ein- 
heiten zunächst  Kilogramm,  Meter,  Sekunde  beibehalten,  da  wenn  auch 
jetzt  die  frühere  Masseneinheit  ilf,  genannt  wird, 


M = 


fl 


, f—e  (3f->  r»T-*)  = gg  ( M-'I.3T~ *) 


zy  = z, 


/■  = 


6,46 

9,822  36 


- • IO“10 


Z — 


Z>  . . 
9 


0,657  • 10— 10  = 6,57  • 10“ 


Meter’ 


Kilogr.  Sek.» 


Die  Zahl  bedeutet  jetzt  den  Zug,  den  zwei  Massen  von  je  ein  Kilo- 
gramm auf  einander  ausüben,  in  Krafteinheiten,  deren  jede  einem  Kilogramm 
in  der  Sekunde  die  Beschleunigung  ein  Meter  erteilen,  wenn  die  Massen 
ein  Meter  von  einander  entfernt  sind. 
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Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  durch  die  Erwägung,  dafs  in 
dem  absoluten  System  die  Attraktionskonstante  den  Zug  zweier  Massen  be- 


deutet, deren  jede 


der  Masse  ist,  ftlr  welche  früher  der  Zug  berechnet 


war,  dafs  dann  aber,  um  den  Zug  in  unseren  Krafteinheiten  zu  erhalten, 
die  früher  gefundene  Zahl  mit  g multipliciert  werden  mufs.  Im  Gauss- 
schen  Systeme  Millimeter,  Milligramm,  Sekunde  wird 


6,57  • 10~8 


Mm  1 

Milligr.  Sek.*  ’ 


und  denselben  Zahlenwcrt  behält  sie  in  den  C,  (r,  S Einheiten,  das  heifst 
wenn  t'entimeter,  Gramm,  Sekunde  als  Einheit  gewählt  werden.  Diese 
Einheiten  werden  eben  nach  dem  Vorgänge  der  British  Association  die 
C.  G.  S Einheiten  genannt,  so  dafs  also  auch 

f=  6,57  ■ IO“8  = 6,57  • 10~“  {G—lCiS-*) 
ist. 

Bei  der  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  festen  Körper  fanden  wir, 
dafs  die  elastischen  Eigenschaften  derselben  ihrer  Gröfse  nach  wesentlich 
bedingt  werden  durch  zwei  Konstante,  den  Elasticitätskoefficienten  und  die 
Konstante  g der  Querkontraktion.  Ersterer  ist  der  Koefficient,  mit  welchem 
wir  die  in  Bruchteilen  der  ursprünglichen  Länge  gegebene  Verlängerung 
eines  Stabes  und  den  Querschnitt  des  Stabes  multiplicieren  müssen,  um  die 
Kraft  zu  erhalten,  mit  welcher  zwei  benachbarte  Schichten  des  verlänger- 
ten Stabes  sich  anziehen.  Da  die  Verlängerung  des  Stabes  in  Brachteilen 
der  ursprünglichen  Länge  gemessen  eine  reine  Zahl  ist,  so  folgt,  dafs  der 
Elasticitätskoefflcient,  multipliciert  mit  einer  Fläche,  eine  Kraft  liefert, 
somit  dafs  wir  ihn  als  den  Quotienten  einer  Kraft  und  einer  Fläche  er- 
halten. Als  solcher  tritt  er  auch  in  den  Gleichungen  des  § 49  auf.  Da  die 
Fläche  das  Quadrat  einer  Länge  ist,  so  wird 

E z ( MET-*] -*)  = t ( ML-'T 

Wir  haben  im  § 49  die  Elasticitätskoefficienten  in  einem  rein  kon- 
ventionellen Mafse  mitgeteilt,  Kilogramm  an  einem  Stabe  vom  Querschnitt 
eines  Quadratmillimeter.  Im  absoluten  Mafssystem  dagegen  mufs  jede  Längen- 
dimension in  der  einmal  gewählten  Einheit  ausgedrückt  werden,  also  auch 
die  Fläche  als  das  Quadrat  derjenigen  Länge,  welche  der  Definition  der 
Krafteinheit  zu  Grunde  liegt.  Wollen  wir  den  Elasticitätskoefficienten  in 
Kilogramm,  Meter,  Sekunden  ausdrücken,  so  müssen  wir  auch  einen  Stab 
von  1 Quadratmeter  Querschnitt  voraussetzen.  Wir  müssen  dann  zunächst 
die  im  § 49  gegebenen  Zahlenwerte  mit  1000  000  = 10*  multiplicieren, 
und  dann,  um  den.  Zug  in  unseren  Krafteinheiten  auszudrücken,  mit  der 
Zahl  g in  Meter  angegeben,  im  ganzen  haben  wir  also  die  dort  angegebenen 
Zahlen  mit 

9,81  • 106 


zu  multiplicieren.  Der  Elasticitütskoefficient  des  Silbers  würde  so  z.  B. 


7357  • 9,81  • 10®  = 72172  • 10* 


Kilogr. 
Meter  Sek.* 
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Kompressionskoeffioient,  hydrostatischer  Druck. 


Um  die  Elasticitätskoetfieionten  im  System  C . (i  . S auszudrUcken, 
sind,  da  das  Kilo  gleich  10008',  das  Meter  gleich  100om  ist,  die  Zahlen  mit 

981  • lO5 


zu  multiplicieren,  oder  der  Elasticitätskoefticient  des  hart  gezogenen  Silbers  ist 

72  172.10’  y§j-- 


Hiernach  lassen  sich  alle  Elasticitätskoefficienten  in  absolute  Mafse 
umrechnen. 

Der  Querkontraktionskoeflicienl  p ist  eine  reine  Zahl,  diejenige,  mit 
der  wir  die  in  Bruchteilen  der  Länge,  also  als  Zahl  gegebene  Verlängerung 
des  Stabes  multiplicieren  müssen,  um  die  Veränderung  der  Querdimension 
in  Bruchteilen  der  letztem,  also  auch  als  reine  Zahl  zu  erhalten. 

Der  lineare  Dilatationskoefticient  nnd  der  kubische  Kompressions- 
koefticient  haben  die  reciproken  Dimensionen  des  Elasticitätskoefficienten; 
ersterer  ist  der  reciproke  Wert  des  Elastieitütskoofficienten;  dafs  letzterer 
derselben  Dimension  ist,  ergibt  die  Erwägung,  dafs  wir  ihn  erhalten,  wenn 
wir  die  in  Bruchteilen  des  ursprünglichen  Volumens  gegebene  Volumver- 
mindemng  durch  den  pro  Flächeneinheit  wirkenden  Druck  dividieren.  Wir 


fanden  ja  auch  den  kubischen  Kompressionskoefticienten  gleich  3 


— 2.“ 
E 


Der  Torsionskoefficient  und  der  Biegungskoefficient  haben  dieselben 
Dimensionen  wie  der  Elasticitätskoefticient.  Denn  nach  § 53  ist  der  Torsions- 
koefficient multipliciert  mit  einer  Fläche  p’,  einer  Länge  tep  und  dem  Quo- 
tienten zweier  Längen  y ein  Drehungsmoment,  somit  Torsionskoefficient, 

mal  Fläche  eine  Kraft.  Für  den  Torsionskoefficienten  eines  cylindrischen 
Stabes  erhielten  wir 


*(i -HO  A; 


der  vor  E stehende  Faktor  ist  eine  reine  Zahl;  ftlr  den  Biegungskoelficien- 
K 

ten  fanden  wir  — • 

4 

Dasselbe,  was  von  den  Kompressionskoefficienten  und  Elasticitäts- 
koefficienten der  festen  Körper  gilt,  gilt  auch  für  die  der  flüssigen  Körper. 
Wir  haben  § 03  aus  den  von  Grassi  beobachteten  Kompressionskoefficienten 
die  Elasticitätskoefficienten  einer  Anzahl  Flüssigkeiten  im  Kilogramm  auf 
das  Quadratmillimeter  abgeleitet;  zur  Überführung  dieser  Zahlen  in  absolutes 
Mals  C . G . S haben  wjr  die  dort  angeführten  Zahlen  mit  981  • 10’’  zu 
multiplicieren.  So  wird  der  Elasticitätskoefticient  des  Wassers  bei  0® 

2011 • 10’  c|,  ; 


der  der  Druekoinheit  auf  das  Quadratcentimeter  entsprechende  Kompressions- 
koeftieient. 


0,497 


10->o 


CS’ 

G 


Der  hydrostatische  Druck  ist  der  Druck,  den  die  Uber  der  Flächen- 
einheit des  betrachteten  Niveaus  stehende  Flttssigkeitssäule  ausübt.  Da  das 
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Produkt  aus  der  Höhe  h der  Flüssigkeitssüule  und  dem  specitisehen  Ge- 
wicht« s der  Flüssigkeit  das  Gewicht  der  drückenden  Fltissigkeitssänle  gibt, 
so  ist  /isp,  das  Produkt  aus  dem  Gewichte  und  der  Beschleunigung  bei  dem 
freien  Fall  der  Druck  auf  die  Flächeneinheit  in  Krafteinheiten.  Die  Di- 
mension des  Druckes  ist,  da 

ir  M L 

li  — e L s = z -jj- 

Multiplieieren  wir  mit  einer  Flüche,  so  erhalten  wir  eine  Kraft;  der 
Dimensionsausdnick  multipliciert  mit  I?  wird  auch  .1/  T.  T~  * die  Dimension 
einer  Kraft. 

Der  Luftdruck  in  C . G . L ausgedrückt,  wird  bei  uns 

* 7«  • 13,595  9 • 981  = IO  136  673  • 

Man  sieht,  der  hydrostatische  Druck  einer  und  derselben  Flüssigkeits- 
säule, somit  auch  der  Luftdruck  ändert  sich  proportional  dem  Werte  von  p. 

Die  sämtlichen  Kapillverscheinungen  werden  in  quantitativer  Be- 
ziehung bedingt  durch  den  Wert  der  beiden  Kapillarkonstanten  II  und  0. 
Letzterer  ist  ein  Winkel,  die  Bedeutung  der  erstem  ergibt  sich  daraus,  dals 
bei  einer  Kugel  vom  Radius  II 

II 

H 

den  durch  die  Oberflächenspannung  bewirkten  Druck  auf  die  Einheit  der 
Fläche  der  Kugel  bedeutet.  Die  Konstante  II  ist  also  das  Produkt  aus 
einem  Druck  und  einer  Länge.  Da  die  Dimension  des  Druckes  M L~ 1 T~ * 
ist,  so  folgt 

11  = z (MI-'  T~*L)  = z (MT-*). 

ln  der  Dimension  der  Konstanten  11  kommt  also  die  Länge  nicht  vor. 

Zu  demselben  Resultat  führt  uns  die  erste  Gleichung  des  § 77.  Um 
den  Druck  in  den  Krafteinheiten  des  absoluten  Systems  auszndrücken,  haben 
wir  die  linke  Seite  der  dort  gegebenen  Gleichung  mit  der  Besch leunigung 
p zu  mnltiplicieren,  es  wird  dann 

fhgs  = gm  = II  cos  & 1 , 
oder  für  vollkommen  benetzende  Flüssigkeiten 
(A  + i r)  gs  = ~ 

»•(/*  + i »')  gs  — II. 

Hierin  ist  r = z I,  h-\-^r  = zI,  g = eLT—% , s = zMJ—3, 
das  Produkt  wird 

z (M T~*)  = II 

JJ 

In  der  Tabelle  von  Seite  341  sind  die  Werte  von  , oder  eigentlich 
H “ 

~ — für  r=l,  weil  wir  die  Konstanten  als  Milligramme  bezeichnen,  an- 
gegeben. Sie  bedeuten  so  den  Druck  auf  das  Quadratmillimeter  einer  Kugel- 
fläche von  l'm"  Radius  in  Milligrammen. 
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Kapillarität«  konstante , Diffasionskonstante. 


Wir  führen  die  Zahlen  in  die  Druckeinheiten  des  Gaussschen  Systems 
über,  indem  wir  diese  Zahlen  mit  9810,  dem  bei  uns  gültigen  Werte  von  G 
multiplicieren.  Es  wird  demnach  für  Wasser  bei  0°  nach  Brunner 

U — 2 • 7,666  • 9810  = 149,7  • 10s  • 

Im  C .G  . S System  wird  fllr  Wasser,  da  l,ngr  = 0,001*r, 

//=  149,7^, 

und  bedeutet  so  den  Druck  in  Einheiten,  deren  jede  der  Masse  lRr  in  der 
Sekunde  lom  Beschleunigung  gibt  auf  ein  Quadratcentimeter  einer  Kugel, 
deren  ßadius  ein  Centimeter  ist. 

Dafs  wir  einfach  durch  Einsetzen  von  Gramm  an  die  Stelle  des  Milli- 
gramm aus  dem  Gaussschen  in  das  C . G . S System  übergehen,  weil  in  der 
Dimension  von  //  die  Länge  l.  nicht  vorkommt,  ist  auf  den  ersten  Blick 
auffallend,  läfst  sich  aber  durch  eino  einfache  Überlegung  als  richtig  er- 
kennen. 

In  den  Einheiten  von  Gauss  würde  d«r  Druck  auf  die  Fläche  des 
Quadratcentimeters  und  bei  dem  Krümmungsradius  lmnl  der  lOOfache  des 
angegebenen  sein,  bei  dem  Krümmungsradius  lcln  gleich  IO"1"1  ein  Zehntel 
des  Hundertfachen,  also 

149,7  • 104. 

Da  nun  im  C . G . S System  die  Krafteinheit,  weil  das  Gramm  gleich 
1000m*r,  das  Centimeter  gleich  10mm  ist,  10  000  mal  grüfser  ist,  so  be- 
deuten 

149,7  • IO4  Gauss  149,7  Krafteinheiten 
im  C . G . S System. 

Wir  bekommen  demnach  die  in  der  Tabelle  angegebenen  Konstanten 

JJ 

— , übertragen  ins  C . G . 6'  System , wenn  wir  die  dort  angegebenen  Zahlen 
mit  9,81  multiplicieren. 

Die  Diffusionskonstante  oder  Diffusionsgeschwindigkeit  definierten  wir 
als  die  Salzmenge  in  Grammen,  welche  im  Laufe  eines  Tages  durch  den 
Querschnitt  von  l'1'1"  geht,  wenn  zwei  um  l01”  entfernte  Schichten  die  Kon- 
zentrationsdifferenz von  l*r  im  Kubikcentimeter  haben.  Der  Wert  der  Kon- 
stanten bleibt  derselbe,  wenn  wir  das  Gramm  durch  das  Milligramm  er- 
setzen, ist  also  von  der  gewählten  Masseneinheit  unabhängig,  wie  man  sofort 
aus  der  Dimensionsbestimmung  erkennt. 

Auf  Seite  361  erhielten  wir  für  k 


hierin  ist  l eine  Länge  :L,  S die  in  der  Zeiteinheit  übergetretene  Salz- 

menge  = z ...  , </  der  Querschnitt  = s L* , n0  die  Konzentration,  Menge 

1 

in  der  Volumeinheit,  somit  e j 5 ; dentnach  wird 

_ LML1  __  L' 

' — S L'  MT  ““  ’ T ' 
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Nach  Ficks  Bestimmung  wäre  also  flir  Kochsalz 

k = 1,076  „C*  = 12,5  • IO”8  ■ 

Bei  der  Ausströmung  der  Fltlssigkeiten  durch  kapillare  Röhren  de- 
finierten wir  den  Koefficienten  der  innem  Reibung  als  den  in  der  Flächen- 
einheit der  Bewegung  einer  Flllssigkeitsschicht  entgegenwirkenden  Wider- 
stand. wenn  die  Geschwindigkeitsdifferenz  zweier  um  die  Längeneinheit  von 
einander  entfernter  Schichten  gleich  der  Einhoit  ist.  Der  Roibungskoefficient 
mnltipliciert  mit  einer  Fläche  und  dem  Quotienten  einer  Geschwindigkeit 
und  einer  Länge,  repräsentiert  somit  eine  Kraft;  demnach  ergibt  sich  seine 
Dimension  ans  der  Gleichung 


y=z  (-1/ 1~ 1 T~ '). 

Dieselbe  Dimension  für  y ergibt  sich  auch  aus  der  Gleichung  des  § 87 
384,  welche  nach  y aufgelöst  liefert 

* iP«  ~ P«) 

11  — 8 VI. 


Ä*. 


Hierin  ist  pa  — p,  ein  Druck,  V ein  Volumen  dividiert  durch  eine  Zeit, 
somit  ist  V J.  ■=  L*T~l.  Die  vierte  Potenz  der  Länge  im  Nenner  hebt 
sich  gegen  jene  im  Zähler,  und  es  bleibt  für  die  Dimension  von  y das  Pro- 
dukt eines  Druckes  und  einer  Zeit;  da  die  Dimension  des  Druckes  M L~l  T~s 
ist,  ergibt  sich  für  die  Dimension  von  y der  oben  hingeschriebene  Ausdruck. 

Wir  habon  die  Reibungskoefficienten  der  Flüssigkeiten  § 87  in  Milli- 
grammen auf  das  Quadratmillimeter  angegeben.  Multiplicieren  wir  die 
dort  angegebenen  Zahlenwerte  mit  dem  in  Millimetern  ausgedrttekten  Werte 
von  G,  so  erhalten  wir  die  Reibungskonstanten  im  Gaussschen  System.  So 
wird  die  Reibungskonstante  des  Wassers  bei  10°  nach  Poiseuille 


1,309  6 


Milligr. 
Millim.  Sek. 


Zur  Überführung  in  das  C . G . S System  haben  wir,  da  das  Milli- 
gramm 0,001*r,  das  Centimeter  gleich  10mm  ist,  den  in  Gaussschen  Ein- 
heiten gegebenen  Zahlenwert  des  Reibungskoefficienten  mit  100  zu  divi- 
dieren, es  wird  für  Wasser  bei  10° 

y = 0,01309b  (j~S~  * 


Die  bei  den  Gasen  zu  bestimmenden  Gröfsen  sind  derselben  Art  wie 
bei  den  Flüssigkeiten,  Druck,  Reibungskonstante,  Diffusionskonstante,  und 
haben  auch  dieselben  Dimensionen.  Man  erkennt  das  z.  B.  auch  aus  dem 
von  der  dynamischen  Gastheorie  gelieferten  Werte  der  beiden  letzteren 
Konstanten. 

Für  die  Diffusionskonstante  erhielten  wir,  wenn  u,  und  ms  die  inittlem 
Geschwindigkeiten  der  fortschreitenden  Bewegungen  der  Moleküle  der  bei- 
den Gase,  /,  und  die  mittleren  Wegelängen  sind, 

«i  + «»  = (u,  + M,)  1, 1, 

(JL.  + _L_v  (K  + n )' 

\ vc  vw 
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Diffueionskonatante , Reibungakoefficient. 


Die  Dimension  ist 

LT-'lM-'=  y-, 

also  dieselbe  wie  fUr  die  Flüssigkeit.  Der  Zahlenwert  des  Diffusions- 
koeffieienten  hängt  also  nur  von  den  gewählten  Einheiten  der  Länge  und 
der  Zeit  ah,  wir  haben  dieselben  seiner  Zeit  in  Contimetern  und  Sekunden 
angegeben. 

Der  Ausdruck  für  den  Reibungskoefficienten  war 

mn  ist  die  Masse  der  Volumeinheit,  u die  mittlere  Geschwindigkeit  der 
fortschreitenden  Bewegung,  l die  mittlere  Wegelänge  der  Moleküle,  somit 

ij  = z ( ML-*LT~lL ) *=  z ( ). 

Wir  haben  auch  die  Reibungskoefficienten  in  Milligrammen  angegeben, 
dieselben  mit  98,1  mnjtipliciert  geben  die  Zahlenworte  im  C . G . S System, 
so  wird  nach  Kundt  und  Warburg 

für  Luft  t)  = 0,000  188 

r* 

Wasserstoff  »;  = 0,000092  3 

Kohlensäure  t]  = 0,000  152  -ßr  ■ 

Wir  werden  von  jetzt  an  das  absolute  Mafssystem  anwenden  und  bei 
den  zu  bestimmenden  Konstanten  die  Dimensionen  sowie  die  gewählten  Ein- 
heiten in  der  hei  dieser  Darlegung  benutzten  Weise  angeben.  In  der  Regel 
werden  wir  das  C . G . S System  benutzen. 
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Dritter  Abschnitt. 

Von  der  Wellenbewegung. 


Erstes  Kapitel. 

Theoretische  Prineipien  der  Wellenbewegung. 

§ 123. 

Schwingende  Bewegung  eines  Punktes.  Wenn  ein  materieller 
Punkt  A (Fig.  196),  welcher  durch  irgend  welche  Kräfte  in  einer  bestimmten 
Lage  so  festgehalten  wird,  dafs  er,  sobald  er  aus  derselben  fortgeschoben  ist, 
wieder  in  seine  frühere  Lage  zurückgezogen  wird,  durch  eine  äufsere  Kraft 
aus  seiner  Gleichgewichtslage  nach  B entfernt  und  dann  der  Wirkung  der 
ihn  in  die  Ruhelage  zurückziehonden  Kräfte 
überlassen  wird,  so  wird  er  zunächst  wieder  Fift'  lac 

in  seine  frühere  Lage  zurückkehren.  Da  aber  f X *• * 

die  Kräfte,  welche  den  Punkt  zurückziehen, 

so  lange  auf  ihn  wirken,  bis  er  die  Lage  in  A wieder  erreicht  hat,  so  ist 
die  ihm  erteilte  Bewegung  eino  beschleunigte  und  der  Punkt  ist  in  A mit 
einer  gewissen  gegen  ('  gerichteten  Geschwindigkeit  begabt.  Infolge  dieser 
Geschwindigkeit  mul's  der  Punkt,  gerade  wie  das  bewegte  Pendel  Uber 
die  vertikale  Lage,  sich  Uber  die  Ruhelage  hinaus  gegen  C hin  bewegen. 
Von  der  Zeit  an  aber,  wo  er  die  Ruhelage  nach  der  andern  Seite  verlassen 
hat,  wirken  die  ihn  nach  A ziehenden  Kräfte  wieder  auf  den  Punkt  ein. 
Diesmal  aber  sind  sie  der  Bewegung  entgegengerichtet,  bewirken  also,  dal's 
die  Bewegung  des  Punktes  eine  verzögerte  wird,  bis  er  in  dem  Abstande 
AC  von  A auf  einen  Augenblick  in  Ruhe  kommt,  wenn  durch  die  Wirkung 
der  nach  A gerichteten  Kräfte  die  dem  Punkte  auf  dem  Wrege  BA  erteilte 
Geschwindigkeit  vernichtet  ist. 

Der  Abstand  AC  ist  gleich  dem  Abstande  AB,  da  der  bewegte  Punkt 
die  Geschwindigkeit  in  A nur  infolge  der  gegen  A gerichteten  Kräfte  er- 
halten hatte,  und  dieselben  Kräfte  es  sind,  welche  die  Bewegung  desselben 
hemmen.  Von  C aus  wird  dann  dor  betrachtete  Punkt  gerade  so  nach  A 
zurückkehren,  wie  vorher  von  B,  wird  ebenso  infolge  der  auf  diesem  Wege 
erlangten  Geschwindigkeit  sich  über  A hinausbewegen  nach  B hin.  weiter 
von  B wieder  über  A nach  C und  so  fort.  Kurz,  der  Punkt  wird  eine  hin 
und  her  gehende  Bewegung  um  den  Punkt  A vollfuhren,  indem  er  infolge 
der  ihn  gegen  A hinziehenden  Kräfte  sich  abwechselnd  der  Gleichgewichts- 
lage nähert  und  von  ihr  entfernt. 

Eine  solche  hin  und  her  gehende  Bewegung  eines  Punktes  um  eine 
bestimmte  Lage  nennt  man  eine  schwingende  Bewegung,  sie  wird  überall 
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dort  eintreten,  wo  ein  Punkt  aus  seiner  Gleichgewichtslage  entfernt  ist,  ohne 
in  eine  neue  Gleichgewichtslage  ühergeflihrt  zu  sein;  ein  specielles  Beispiel 
einer  solchen  haben  wir  bereits  früher  heim  Pendel  kennen  gelernt,  welches 
infolge  der  Schwerkraft  Schwingungen  um  die  Vertikale  volllührt.  Andere 
Arten  von  schwingenden  Bewegungen  der  einzelnen  Teile  fester,  flüssiger 
und  gasförmiger  Körper  werden  wir  demnächst  zu  betrachten  haben. 

Den  Abstand  der  äufsersten  Punkte  der  Bahn  dos  Beweglichen  von  der 
Ruhelage,  die  Länge  AB,  nennen  wir  die  Schwingungsweite  oder  Amplitude 
der  Schwingung,  und  die  Zeit,  welche  der  Punkt  zum  Zurücklegcn  einer 
ganzen  Schwingung  gebraucht,  das  heifst,  um  den  Weg  von  B nach  C und 
wieder  zurück  zu  durchlaufen,  die  Schwingungsdauer.  Den  Bewegungs- 
zustand des  Punktes  zu  irgend  einer  Zeit,  oder  an  einer  Stelle  a der  Bahn 
desselben  nennt  man  die  Oscillationsphase,  so  dafs  also  die  Phase  durch 
den  Abstand  Aa  von  der  Ruhelage,  die  Geschwindigkeit  und  Bewegungs- 
richtung des  Punktes  in  dem  betrachteten  Augenblicke  bestimmt  wird. 
Während  einer  ganzen  Oscillation  ist  der  bewegte  Punkt  in  allen  möglichen 
Phasen,  d.  h.,  er  nimmt  alle  überhaupt  bei  den  Schwingungen  möglichen 
llewegungszustände  an.  Zugleich  sieht  man,  dafs  die  Zeit,  welche  verfliefst, 
bis  der  Punkt  wieder  in  derselben  Phase  ist,  ebenfalls  der  ganzen  Oscilla- 
tionsdauer  gleich  ist.  Die  um  eine  halbe  Schwingungszeit  von  einander 
entfeinten  Phasen  nennt  man  entgegengesetzte.  Der  bewegte  Punkt  be- 
findet sich  dann  in  gleichen,  aber  der  Richtung  nach  entgegengesetzten 
Bewegungszuständen;  die  Abstände  von  der  Ruhelage  sind  dann  gleich, 
aber  an  verschiedenen  Seiten,  und  die  Geschwindigkeiten  sind  gleich,  aber 
nach  entgegengesetzten  Seiten  gerichtet. 

Wir  nahmen  vorhin  an,  dafs  die  schwingende  Bewegung  des  Punktes 
dadurch  eingeleitet  wurde,  dafs  äufsere  Kräfte  denselben  nach  B entfernten 
und  dann  ihn  der  Wirkung  der  nach  A gerichteten  Kräfte  Uberliefsen;  es 
ist  jedoch  klar,  dafs  die  schwingende  Bewegung  auch  dadurch  eingeleitet 
werden  kann,  dafs  dem  Punkt  A durch  einen  Stofs  eine  gewisse  nach  B 
gerichtete  Geschwindigkeit  erteilt  wird.  Er  wird  sich  dann  in  der  Richtung 
nach  B bewegen,  bis  durch  die  Wirkung  der  ihn  nach  A zurückziehenden 
Kräfte  die  dem  Punkte  erteilte  Geschwindigkeit  aufgehoben  wird,  dann  sich 
mit  beschleunigter  Bewegung  nach  A zurückbewegen,  darüber  hinaus  gegen 
C hin  und  von  da  an  ganz  in  der  vorhin  betrachteten  Weise  über  A nach  B, 
um  die  soeben  betrachteten  Schwingungen  zu  vollführen. 

§ 124. 

Gesetze  der  schwingenden  Bewegung  eines  Punktes.  Um  die 

schwingende  Bewegung  eines  Punktes  zu  bestimmen,  ist  es  notwendig,  in 
jodem  Augenblicke  den  Ort  sowohl  als  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  der 
Gröfse  und  Richtung  nach  zu  kennen.  Wir  werden  daher  eine  Gleichung 
aufzusuchen  haben,  worin  der  Abstand  des  beweglichen  Punktes  von  der 
Ruhelage,  ferner  die  Geschwindigkeit  desselben  als  abhängig  von  der  Zeit 
dargestellt  wird. 

Diese  Abhängigkeit  wird  lediglich  davon  bedingt,  nach  welchem  Ge- 
setze die  Kräfte,  welche  den  aus  der  Gleichgewichtslage  gebrachten  Punkt 
gegen  dieselbe  hintreiben,  sich  mit  dem  Abstande  des  Punktes  von  der- 
selben ändern.  Da  wir  es  nun  in  unsern  weitern  Untersuchungen  fast  nur 
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mit  Schwingungen  zu  thun  haben,  welche  durch  Elasticität  bedingt  sind, 
und  deren  Amplituden  so  klein  sind,  dafs  die  Elastieitätsgrenzen  nicht  über- 
schritten werden,  so  wollen  wir  hier  nur  die  schwingenden  Bewegungen 
betrachten,  bei  denen  die  wirkenden  Kräfte  in  jedem  Momente  dem  augen- 
blicklichen Abstande  des  Punktes  von  der  Gleichgewichtslage  proportional 
sind.  Bezeichnen  wir  dann  die  Kraft,  welche  den  Punkt  gegen  die  Gleich- 
gewichtslage hintreibt,  wenn  er  sich  im  Abstande  y von  derselben  befindet, 
mit  ifj  und  mit  p eine  Konstante , so  ist 

— — py. 

Wir  müssen  der  rechten  Seite  das  negative  Vorzeichen  geben,  da  die 
Richtung  der  wirksamen  Kraft  immer  die  entgegengesetzte  ist  von  der- 
jenigen, nach  welcher  der  Punkt  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt  ist; 
befindet  sich  der  Punkt  rechts  von  A Fig.  196,  so  wirkt  die  Kraft  nach 
links  und  umgekehrt.  Die  Konstante  p in  dieser  Gleichung  ist  die  Kraft, 
mit  welchor  der  Punk t gegen  die  Gleichgewichtslage  hin  gezogen  wird, 
wenn  der  Abstand  y — 1 ist. 

Nennen  wir  die  Masse  des  beweglichen  Punktes  m,  so  wird  die  Be- 
schleunigung cp,  welche  derselbe  im  Abstande  y gegen  die  Gleichgewichts- 
lage hin  erfährt, 

9>  = — “ V = — ' 

Diese  Beschleunigung  cp  ist  gleich  dem  Quotienten  ans  der  Änderung 
der  Geschwindigkeit  dv,  welche  die  Bewegung  in  der  unendlich  kleinen 
Zeit  dl  erfährt,  in  welcher  der  Punkt  gerade  den  Abstand  y passiert,  und 
dieser  unendlich  kleinen  Zeit  dt,  oder 

dv 

* = dt 

und  damit 


In  dieser  Form  der  Gleichung  I erkennt  man  unmittelbar,  dafs  sie 
identisch  dieselbe  ist,  welche  wir  § 25  für  die  Schwingungen  des  Pendels  er- 
hielten, eine  Übereinstimmung,  die  notwendig  ist,  da  wir  bei  Betrachtung  der 
Pendelbewegung  so  kleine  Amplituden  voraussetzten,  dafs  wir  die  bewegende 
Kraft  in  jedem  Momente  dem  Abstande  des  Pendels  von  seiner  Gleich- 
gewichtslage proportional  setzen  konnten.  Es  ist  also  dasselbe  Gesetz  für 
die  Abhängigkeit  des  Beweglichen  von  der  bewegendon  Kraft,  welche  wir 
hier  wie  an  jener  Stelle  zu  Grunde  legen. 

In  derselben  Weise  wie  § 25  erhalten  wir  aus  der  Geichung  1 für 
die  Geschwindigkeit  t>,  welche  das  Bewegliche  im  Abstande  y von  der 
Gleichgewichtslage  besitzt,  wenn  wir  den  Abstand  des  Punktes  dort,  wo 
die  Geschwindigkeit  gleich  Null  ist,  also  die  Amplitude  der  Bewegung 
mit  a bezeichnen, 

v%  = Ä-*(«2  — ;/*j II. 

Um  die  Abhängigkeit  des  Abstandes  y des  Punktes  von  seiner  Gleich- 
gewichtslage zu  erhalten,  wollen  wir  annehmen,  der  Punkt  beginne  seine 
Bewegung  in  dem  Momente,  in  welchem  er  seine  Gleichgewichtslage  ver- 
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lüfst,  dafs  also  die  Bewegung  durch  einen  kurzen  Stofs  eiugeleitet  werde. 
In  dem  Ausdrucke  fllr  v 


t’  = -f ■ k Yd* — y“ 


haben  wir  dann  auf  der  rechten  Seite  das  positive  Vorzeichen  zu  wühlen, 
wenn  wir  die  Richtung,  nach  welcher  das  Bewegliche  aus  der  Gleich- 
gewichtslage sich  zuerst  bewegt,  als  die  positive  Richtung  der  y betrachten. 
Nach  der  Bedeutung  von  v 

wird  dann 


und 


— * yV-  ,/ 


dt 


9 


e 


Die  Summe  auf  Tier  linken  Seite  müssen  wir  von  y = 0 bis  y = y 
nehmen,  weil  wir  den  Beginn  der  Bewegung  von  dem  Momente  an  rechnen, 
in  welchem  das  Bewegliche  die  Gleichgewichtslage  passiert,  also  y — 0 ist, 
wenn  I = 0 ist.  Diese  Summe  ist  nach  E 8 und  E VIII 

l;t  — arc  (sin  = ^ j — arc  (sin  = —■)  = arc  (sin  = ^ j ■ 

Lösen  wir  die  Gleichung  nach  y auf,  so  wird 
y = a sin  kt III. 

In  dieser  Gleichung  wüchst  y mit  t von  t = 0 bis  kt  — * ; ist  letz- 
terer Wert  von  I erreicht,  so  wird  y = « gleich  der  Amplitude  der  Be- 
wegung. Wüchst  t weiter,  so  nimmt  y ab  und  wird  0,  wenn  kt  — 7t  ge- 
worden ist;  bei  weiterer  Zunahme  von  t wird,  so  lange  kt  > n < 3 * ist,  y 
negativ  und  wüchst  negativ  bis  — «,  welcher  Wert  für  kt  = 3 ” erreicht 
wird.  Wenn  dann  kt  von  3 * bis  2 it  zunimmt,  wird  der  negative  Wert 

von  y kleiner  und  für  kt  = 2?t  wird  y wiodor  gleich  Null,  der  Punkt  hat 
seine  Gleichgewichtslage  wieder  erreicht.  Das  Bewegliche  hat  also,  wenn 
die  Zeit  t einen  solchen  Wert  angenommen  hat,  dafs  k T — 2jt,  eine  ganze 
Schwingung  zurückgelegt.  Da  wir  nun  als  Schwingungsdauer  jene  Zeit 
bezeichnet  haben,  in  welcher  das  Bewegliche  eine  ganze  Schwingung  voll- 
führt, so  ist  T die  Schwingungsdauer  der  Bewegung.  Zwischen  derselben 
und  der  Quadratwurzel  aus  der  Beschleunigung  k im  Abstande  1 von  der 
Gleichgewichtslage  besteht  somit  die  Beziehung 
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Ersetzen  wir  schliefslicli  k in  der  Gleichung  für  y durch  diesen  Wert, 
so  wird 

■ o 1 

y = a sin  ln  ■ 

Dafs  diese  Gleichung  die  schwingende  Bewegung  gerade  so  ergibt,  wie 
wir  sie  im  vorigen  Paragraphen  abgeleitet  haben,  erkennt  man  unmittelbar. 
Denn  gerade  so  wie  die  Abstlinde  y sich  andern,  wenn  t von  0 bis  T wächst, 
gerade  so  ändern  sie  sich  jedesmal,  wenn  / von  ii  T bis  (n  -f-  l)  T wächst, 
wenn  also  die  Zeit  t um  eine  ganze  Schwingungsdauer  zunimmt.  Ferner 
erkennt  man,  dafs  in  zwei  Zeitpunkten,  welche  um  eine  halbe  Schwingungs- 
dauer von  einander  entfernt  sind,  die  Abstände  y auf  entgegengesetzter 
Seite  der  Gleichgewichtslage  einander  gleich  sind,  denn  die  Werte  zweier 
Sinus,  deren  Argumente  um  n verschieden  sind,  sind  der  Qröfse  nach  gleich, 
dem  Zeichen  nach  entgegengesetzt. 

Die  Geschwindigkeit  v zur  Zeit  l ist 

v — k y = a r 1 — sin1 2n  • cos  2 n • 


Die  Gleichung  zeigt,  dafs,  wenn  I = 0,  die  Geschwindigkeit  ihren  gröfsten 
Wert  hat;  dieselbe  wird  mit  wachsendem  I kleiner  und  gleich  0,  wenn 
t = \ T,  also  zur  Zeit,  in  welcher  y = a das  Bewegliche  seinen  gröfsten 
Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  erreicht  hat.  Wächst  I,  so  wird  v 
negativ,  das  Bewegliche  kehrt  gegen  die  Gleichgewichtslage  zurück  und 
zwar,  da  das  negative  v wächst,  bis  I = j T,  y = 0 geworden  ist,  mit 
wachsender  Geschwindigkeit,  bis  das  Bewegliche  in  die  Gleichgewichtslage 
zurückgekehrt  ist.  Bei  weiterm  Wachsen  •von  t bleibt  v negativ,  bis 
I — J T,  y = — u geworden,  das  Bewegliche  also  den  gröfsten  Abstand 
auf  der  andern  Seite  der  Gleichgewichtslage  erreicht  hat.  Dann  ist  v = 0 
und  bei  weiterem  Wachsen  von  I wird  es  wieder  positiv;  das  Bewegliche 
kommt  von  der  negativen  Seite  her  mit  wachsender  Geschwindigkeit  in  die 
Gleichgewichtslage  zurück  und  hat,  wonn  es  die  Gleichgewichtslage  erreicht 
hat,  dieselbe  Geschwindigkeit  wie  bei  dem  Beginne  der  Bewegung.  Auch 
das  zeigt  somit,  dafs,  wie  wir  es  im  vorigen  Paragraphen  ableiteten,  das 
Bewegliche,  wenn  keine  Hindernisse  vorhanden  sind,  unaufhörlich  zwischen 
denselben  Grenzen  und  mit  derselben  Geschwindigkeit  hin  und  her  geht. 

Die  entwickelte  Gleichung  setzt  uns  somit 
in  den  Stand,  für  jeden  Moment,  wenn  wir  die 
bewegenden  Kräfte  kennen,  die  Lage  und  Ge- 
schwindigkeit des  Beweglichen  vollkommen  zu 
bestimmen,  sie  gibt  uns  somit  unmittelbar  das 
Gesetz  der  schwingenden  Bewegung  eines 
Punktes,  wenn  auf  denselben  Kräfte  wirken, 
welche  dem  Abstande  des  Punktes  aus  der 
Gleichgewichtslage  proportional  sind. 

Die  Bewegung  eines  nach  diesem  Gesetze 
schwingenden  Punktes  können  wir  uns  leicht 
graphisch  darstellen.  Sei  C Fig.  197  die  Gleich- 
gewichtslage des  Punktes,  der  auf  der  Linie  Ca  sich  hin  und  her  be- 
wege. Beschreiben  wir  dann  mit  dem  ltadius  Ca  und  C einen  Kreis  und 
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denken  uns,  dafs  ein  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  « diesen  Kreis 

durchlaufe,  so  sind  die  Projektionen  der  von  dem  Punkte  in  diesem  Kreise 
durchlaufenen  Bögen  auf  den  Durchmesser  Ca  die  Strecken,  die  der  Punkt 
in  der  schwingenden  Beweguug  zurückgelegt  hat.  Geht  der  Punkt  von  B 
aus  nach  oben,  so  gibt  uns  die  Projektion  des  Bogens  11I  T gleich  Cy,  den 
nach  Schwingungsdauer  zurückgelegten  Weg  u.  s.  f.  Man  sieht  also, 
dafs  die  in  gleichen  Zeiten  bei  dor  schwingenden  Bewegung  zurückgelegten 
Wege  sehr  verschieden  sind.  Die  den  gleichen  Bögen  angehörigen  Cosinus 
sind  dann  den  Geschwindigkeiten  proportional,  welche  den  Abständen  Cyx  ■ • 
des  Punktes  von  der  Gleichgewichtslage  entsprechen. 


§ 125. 


Schwingung  von  Punktreihen.  Entstehung  der  Wellen.  Wenn 
wir  in  einer  Reihe  von  Punkten,  welche  durch  Kräfte,  die  zwischen  den 
einzelnen  Punkten  thätig  sind,  in  einer  bestimmten  Lage,  der  Gleich- 
gewichtslage, festgehalten  werden,  einen  Punkt  in  eine  schwingende  Be- 
wegung versetzen,  so  wird  dadurch  nicht  nur  das  Gleichgewicht  dieses 
einen  Punktes  gestört,  sondern  das  der  ganzen  Reihe.  Da  die  Gleich- 
gewichtslage durch  die  Wirkung  der  übrigen  Punkte  bedingt  wird,  so  mufs 
dadurch,  dafs  der  eine  Punkt  seine  Lago  ändert,  zunächst  die  der  an- 
grenzenden Tunkte  gestört  werden  und  von  diesen  sich  die  Gleichgewichts- 
störung auf  immer  weitere  übertragen. 

Wir  nohmen  an,  dafs  die  einzelnen  Punkte  sich  anziehon,  und  dafs 
die  Anziehungskraft  sich  ändert  mit  der  Entfernung  der  Punkte  von  ein- 
ander. Überdies  setzen  wir  voraus,  dafs  der  vollständigen  Annäherung  der 

Punkte  abstofsende  Kräfte 


i J-l 

•;t « 


Flg.  198. 

i i : 


i t 


t ; 


entgegenwirken,  die  eben- 
falls mit  der  Entfernung  der 
Punkte  aber  nach  einem 
andern  Gesetze  als  die  an- 


ziehenden Kräfte  sich  ändern.  Nehmen  wir  an,  dafs  mit  einer  Annäherung 
der  Punkte  die  abstofsenden  Kräfte  viel  rascher  wachsen  als  die  anziehenden, 
so  ist  durch  ein  System  solcher  Kräfte  die  Gleichgewichtslage  der  Punkte 
vollständig  bestimmt.  In  dieser  sind  die  an  jedem  einzelnen  Punkte  nach 
entgegengesetzter  Richtung  wirkenden  Kräfte  gleich.  Wird  nun  der  Punkt  a 
Pig.  198  aus  seiner  Gleichgewichtslage  gebracht  und  z.  B.  nach  a versetzt, 
so  wird  dadurch  der  Abstand  zwischen  a und  ß gröfser.  Durch  die  Ände- 
rung des  Abstandes  aß  in  et  ß werden  die  auf  ß von  o wirkenden  Kräfte 
geändert;  sowohl  die  anziehenden  als  die  abstofsenden  werden  kleiner. 
Da  aber  die  Abstofsungen  sehr  viel  rascher  abnehmen  als  die  Anziehungen, 
so  ist  der  Erfolg  dieser  Änderungen,  dafs  ß jetzt  stärker  nach  a gezogen 
wird.  Da  in  der  Gleichgewichtslage  die  Wirkung  der  an  ß angreifenden 
Kräfte  sich  aufhebt,  so  mufs  jetzt,  da  die  Anziehung  nach  a zugenommen 
hat,  der  Punkt  ß sich  « zu  nähern  suchen,  aber  nicht  in  der  Richtung  ßa, 
sondern  in  einer  andern  Richtung  ßß Denn  mit  der  Bewegung  von  ß 
nach  unten  hin  ändert  sich  ebenfalls  der  Abstand  ßy,  und  auch  hier  muls 
wegen  der  raschem  Abnahme  dor  abstofsenden  Kräfte  die  Anziehung  über- 
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wiegen.  Auf  den  Punkt  ß wirkt  daher  eine  nach  u und  eine  nach  y ge- 
richtete Anziehung  ein,  ß wird  sich  also  in  der  Richtung  der  Resultierenden 
nach  ß bewegen. 

Bewegt  sich  der  Punkt  « nach  er”,  so  mufs  ß aus  eben  den  Gründen 
folgen  und  sich  nach  ß"  bewegen,  zugleich  mufs  aber  y seine  Ruhelage 
verlassen,  da  jetzt  die  Anziehung  von  ß auf  y die  Abstofsung  aberwiegt, 
und  von  y sich  nach  y bewegen. 

Wenn  demnach  a das  erste  Viertel  seiner  Oseillation  zurückgelegt  hat, 
ist  die  Bewegung  auf  der  Punktreihe  bis  zuin  Punkte  6 fortgeschritten, 
a,  ß,  y haben  ihre  Ruhelage  verlassen;  die  Gestalt  der  Punktreihe  ist  die 
Fig.  198  dargestellte. 

Wenn  a in  seiner  Bewegung  uiukehrt  und  in  der  folgenden  Zeit 
gegen  die  Ruhelage  sich  bewegt,  wird  sich  ß zunächst  wegen  der  Ge- 
schwindigkeit, welche  es  in  ß"  besitzt,  noch  eine  Strecke  weiter  bewegen, 
und  dann  ebenfalls  durch  die  von  a und  y ausgeübten  Anziehungen  zur 
Ruhelage  zurückkohren.  Das  Gleiche  wird  etwas  später  mit  y der  Fall 
sein.  Hat  a dann  die  Ruhelage  erreicht,  so  wird  ß,  y die  in  Fig.  199 
angedeutete  Lage  haben.  Flg  m 

Die  Bewegung  von  y hat  t i i i i i t i 

aber  während  dieser  Zeit  ^ 

die  Bewegung  von  <5  zur  i ^ t 

Folge  gehabt,  und  diese 

wieder  die  Bewegung  von  c und  f,  gerade  wie  sich  vorhin  ß und  y infolge 
der  Bewegung  von  a bewegten.  Der  Punkt  6 hat  in  dieser  Zeit  seinen 
gröfsten  Abstand  erreicht,  da  y denselben  schon  überschritten,  und  in  dem 
in  Fig.  199  dargestellten  Momente  sowohl  y als  t den  Punkt  6 gegen  seine 
Gleichgewichtslage  hinziehen.  Wenn  also  a in  seiner  Ruhelage  angekommen 
ist,  hat  ein  in  einem  gewissen  Abstande  von  o liegender  Punkt  seinen 
gröfsten  Abstand  erreicht  und  ist  im  Begriffe,  den  Rückweg  gegen  die 
Ruhelage  anzutreten,  und  die  Bewegung  überhaupt  hat  sich  bis  zum  dop- 
pelten Abstande  von  « bis  t/  fortgepflanzt.  Fig.  199  stellt  die  gegenseitige 
Lage  der  Punkte  in  diesem  Augenblicke  dar. 

In  der  darauf  folgenden  Zeit  bewegt  sich  der  Punkt  a über  die  Ruhe- 
lage hinaus  nach  <*"'  (Fig.  200);  die  Punkte  ß und  y folgen;  der  Punkt  6, 
der  im  Augenblicke,  als  a 
die  Ruhelage  passierte,  seine  -* 
rückgängige  Bewegung  an-  { 

trat,  hat  denselben  Raum  , 

durchlaufen  wie  in  der  vori- 
gen Zeit  und  ist  in  seine  * t s t * 

Ruhelage  zurückgekehrt.  Die  * 

folgenden  Punkte  {,  f,  ij  befinden  sich  in  derselben  Lage  und  derselben 
Phase  der  Bewegung  wie  ß,  y,  i in  dem  vorhin  betrachteten  Zeitpunkte,  wo  « 
in  die  Ruhelage  zurückgekehrt  war,  <5  seine  äufserste  Lage  erreicht  hatte. 

Wie  sich  aber  am  Endo  des  ersten  Viertels  der  Oseillation  von  a die 
Bewegung  bis  d fortgepflanzt  hatte,  so  hat  sie  sich  jetzt  tt  und  t mit- 
geteilt,  und  der  Punkt  x ist  im  Begriffe,  seine  Bewegung  nach  unten  hin 
zu  beginnen. 


Fig.  SOO. 


{ i t i 
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Wenn  schließlich  a den  letzten  Teil  seiner  Oscillation  zurückgelegt 
hat  und  wieder  in  seiner  Gleichgewichtslage  angekommen  ist,  so  ist  die 
Lago  der  Punkte  o bis  v folgende  geworden  (Pig.  201 V Die  Punkte  ß,  j> 
haben  ihre  iiufserste  Lage  überschritten  und  sind  auf  dem  Rückwege  zur 
Ruhelage;  d ist  während  der  Zeit,  welche  a brauchte,  um  von  seiner 
äufsersten  zur  Ruhelage  sich  zu  bewegen,  von  der  Ruhelage  bis  zu  seinem 
gröfsten  Abstande  fortgeschritten;  f und  f haben  die  Ruhelage  überschritten; 
i)  ist  wie  a von  der  äufsersten  Lage  in  dieselbe  zurückgekehrt;  d und  i 
haben  ähnliche  Wege  zurückgelegt  wie  ß und  y;  der  Punkt  x,  der  am  Ende 
der  vorigen  Zeit  seine  Hewegung  anfing,  hat  den  gröfsten  Abstand  erreicht, 
und  k und  ft  haben  eine  Bewegung  erhalten,  wie  ß und  y in  der  zuerst  be- 
trachteten, e und  f in  der  folgenden  und  0 und  t in  der  der  letzten  un- 
mittelbar vorhergehenden  Zeit.  Die  Bewegung  hat  sich  also  bis  zum 
Punkte  v fortgepflanzt,  der  gerade  im  Begriff  steht,  seine  Bewegung  zu 
beginnen. 

Dadurch  also,  dafs  einem  Punkte  a einer  Punktreihe,  welche  durch 
anziehende  und  abstoßende  Kräfte  der  einzelnen  Punkte  im  Gleichgewicht 

gehalten  wird,  eine  oscil- 
lierende  Bewegung  erteilt 
wird,  erhalten  auch  die  fol- 
, genden  Punkte  eine  oscil- 
lierende  Bewegung,  welche 
m i , i * sich  von  Punkt  zu  Punkt  in 
* der  Reihe  fortpflanzt.  Dauert 

die  Bewegung  des  Punktes  t«  fort,  so  dauert  ebenso  die  Bewegung  der  fol- 
genden Punkte  fort.  Von  v an  pflanzt  sich  die  Bewegung  gerade  so  weiter 
fort,  während  der  ersten  Oscillation  von  r,  welche  mit  der  zweiten  von  « 
gleichzeitig  ist,  um  eine  der  Länge  uv  gleiche  Strecke  und  so  weiter. 
Ebenso  wie  nach  der  einen  Richtung  pflanzt  sich  die  Bewegung  auch  nach 
der  entgegengesetzten  in  ganz  gleicher  Weise  fort,  so  dafs  nach  und  nach 
sämtliche  Punkte  unserer  Punktreihe  eine  oscillierende  Bewegung  erhalten. 

Wenn  die  Punkte  bei  ihrer  oscillierenden  Bewegung  die  Punktreihe 
verlassen,  wie  wir  es  der  Deutlichkeit  wegen  in  unseren  Figuren  ange- 
nommen haben,  so  erhält  die  Punktroihe  im  Laufe  der  Bewegung  eine 
wellenförmige  Gestalt,  deshalb  nennt  man  dio  Bewegung  eine  Wellen- 
bewegung. 

Die  Strecke,  über  welche  sich  die  oscillierende  Bewegung  während 
einer  ganzen  Oscillation  des  Punktes  u verbreitet,  hat  die  Gestalt  einer 
Welle,  deshalb  nennt  man  sie  eine  Welle  oder  Wellenlänge.  Auf  dieser 
Strecke  sind  alle  Oscillationsphasen,  welche  der  einzelne  oscillierende  Pnnkt 
nach  und  nach  annimmt,  neben  einander  vorhanden,  weil  jeder  Punkt  auf 
dieser  Strecke  seine  Oscillation  um  ein  wenig  später  beginnt,  und  dann 
gerade  so  zurücklegt  als  der  Punkt  u 

Die  einzelne  Welle  besteht  aus  zwei  kongruenten  Teilen,  einem  vordem 
und  einem  hintern,  dem  Wellenberge  und  dem  Wellentbale,  in  denen  die 
homologen  Punkte,  das  heilst  diejenigen,  welche  gleich  weit  vom  Anfänge 
jeder  Wellenhälfte  entfernt  sind,  mit  gleichen  aber  entgegengesetzt  gerich- 
teten Geschwindigkeiten  begabt  sind.  Die  gleich  weit  von  dem  Anfänge 
jeder  Wollenhälfte  liegenden  Punkte  befinden  sich  daher  in  entgegengesetzten 


Fig  sei. 
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Phasen.  Um  diesen  Gegensatz  auszudrücken,  ist  auch  der  Name  Wellen- 
berg und  Wellenthal  gewählt  worden,  jeder  der  Hälften  kann  man  den 
Namen  Wellenberg  oder  Wellenthal  beilegen. 

Hei  der  fortschreitenden  Bewegung  teilt  sieh  die  Heihe  in  eine  Folge 
solcher  Wellenlängen,  und  wenn  die  Verhältnisse  in  der  ganzen  Reihe  die- 
selben sind,  so  ist  auch  die  Länge  der  Wellen  in  der  ganzen  Punktreihe 
die  gleiche.  Hat  sich  demnach  die  Bewegung  in  einer  Zeit  I um  die 
Länge  x fortgepflanzt,  und  ist  die  Zeit  t *=  n • T,  wo  T wie  vorhin  die 
Oscillationsdauer  eines  der  Punkte  bedeutet,  so  hat  sich  die  Länge  x in 
n Teile  von  der  Länge  einer  Welle  zerlegt,  in  deren  jeder  alle  Punkte  sieb 
gerade  so  bewegen,  wie  die  zwischen  « und  v gelegenen  Punkte.  Da  nun 
unter  dieser  Voraussetzung  auch  die  Oscillationsdauer  immer  dieselbe  ist, 
so  mufs,  da  während  der  Zeit  T die  schwingende  Bewegung  sich  um  die 
Länge  einer  Welle  fortpttanzt,  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die 
Bewegung  auf  immer  weitere  Punkte  überträgt,  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Wellenbewegung  konstant  sein. 

Wir  haben  bisher  über  die  Richtung,  in  welcher  die  einzelnen  Punkte 
sich  bewegen,  gar  keine  Voraussetzung  gemacht,  um  die  Betrachtung  ganz 
allgemein  zu  halten.  Die  Richtung  wird  bedingt  durch  diejenige,  welche 
der  Punkt  a anfänglich  besitzt,  und  durch  die  Kräfte,  welche  auf  die  Punkte 
der  Reihe  einwirken. 

Bewegt  sich  der  Punkt  a anfänglich  in  der  Richtung  der  Punktreihe, 
so  sieht  man  sofort,  dafs  dann  alle  Punkte  ebenfalls  in  derselben  Richtung 
hin  und  hergehen  müs- 
sen, da  dann  nur  Kräfte  Flg  10S- 

auftreten,  welche  in  die-  ••••••••••  ••• 

ser  Richtung  wirken. 

Die  Richtung  der  Be-  ••••••••••••• 

wegung  der  Punkte  fällt 

dann  mit  derjenigen,  in  • * • •••••••••• 

welcher  sieb  die  Be- 
wegung fortpflanzt,  zu-  * • • • • • ••••••• 

sammen.  Bei  diesen, 

den  sogenannten  longi-  ••••  • • • • • •••• 

tudinaleu  Schwingungen 

oder  longitudinalen  Wellen,  tritt  eine  Gest.altsverändorung  der  Punktreihe 
nicht  ein,  sondern  nur  eine  Verdichtung  und  abwechselnde  Verdünnung, 
indem  die  Punkte  sich  abwechselnd  einander  nähern  und  von  einander  ent- 
fernen (Fig.  202). 

Ist  die  Bewegung  der  Punkte  senkrecht  gegen  die  Punktreihe,  so  nennt 
man  die  Schwingungen  transversale;  die  Richtung,  in  welcher  die  Punkte 
sich  bewegen,  ist  dann  senkrecht  gegen  die  Richtung,  in  welcher  die  Be- 
wegung sich  fortpttanzt.  Eine  solche  transversale  schwingende  Bewegung 
tritt  nicht  immer  dann  ein,  wenn  die  ursprüngliche  Bewegung  des  zuerst 
bewegten  Punktes  eine  transversale  ist,  sondern  nur  dann,  wenn  die  Resul- 
tierende sämtlicher  auf  die  einzelnen  Punkte  der  Reihe,  wenn  sie  die 
Gleichgewichtslage  verlassen  haben,  wirkenden  Kräfte  gegen  die  Punktreihe 
senkrecht  ist.  Wir  werden  später  Fälle  der  Art  zu  betrachten  haben. 
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Möglich  ist  es  ferner,  dafs  die  longitudinale  und  transversale  Be- 
wegung sich  kombiniert  und  dal's  die  einzelnen  Punkte  dadurch  geneigte 
oder  krummlinige  Bahnen  beschreiben.  Wir  werden  letztere  bei  einer  Art 
Wasserwellen  finden. 

tj  126. 


Mathematische  Darstellung  der  Wellenbewegung  einer  Punkt- 
reihe. Um  die  Bewegung  der  einzelnen  Punkte  einer  Reihe  vollständig 
darzustellen,  müssen  wir  für  jeden  Zeitpunkt  den  Ort  jedes  Punktes  der 
Reihe,  sowie  seine  Geschwindigkeit  der  Gröfso  und  Richtung  nach  bestimmen 
können.  Wir  müssen  demnach  auch  hier,  wie  bei  der  oscillierenden  Be- 
wegung eines  Punktes,  eine  Gleichung  aufsuchen,  welche  uns  die  zu  be- 
stimmenden Gröfsen  als  abhängig  von  der  Zeit  und  von  ihrer  Lage  in  der 
Punktreihe  wiedergibt,  denn  nach  den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen 
hängt  der  Bewegungszustand  eines  Punktes  der  Reihe  sowohl  von  der  Zeit, 
als  auch  von  der  Lage  des  Punktes  in  der  Reihe  ab.  Für  einen  gegebenen 
Zeitmoment  ist  die  Bewegung  der  Punkte  der  Reihe  je  nach  ihrer  Lage 
verschieden,  und  fllr  eine  gegebene  Lage  ist  sie  eine  andere  zu  verschiedenen 
Zeiten. 

Um  zu  der  Gleichung  zu  gelangen,  betrachten  wir  einen  beliebigen 
Punkt  der  Reihe,  dessen  Abstand  von  dem  Anfangspunkt  der  Bewegung, 
das  heifst  von  dem  Punkte,  den  wir  in  eine  schwingende  Bewegung  ver- 
setzten, gleich  x sei,  und  suchen  dessen  Bewegung  zur  Zeit  t zu  bestimmen. 
Wir  gelangen  dazu,  indem  wir  die  Kräfte  aufsuchon,  welche  die  Bewegung 
des  Punktes  bewirken. 

Wie  die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  zeigen,  werden  die 
Punkto  der  Reihe  nach  und  nach  von  der  Bewegung  ergriffen,  und  die  Folge 
davon  ist,  dafs  die  neben  einander  liegenden  Punkte  nie  gleich  weit,  sondern 
der  eine  mehr,  der  andere  weniger  von  der  Gleichgewichtslage  entfernt  sind. 
Die  Punkte  sind  deshalb  auch  relativ  gegen  einander  verschoben,  das  heilst 
ihre  Stellung  gegen  einander  ist  eine  andere  als  die  der  Gleichgewichtslage 


entsprechende.  Da  wir  nun  voraus- 
setzen, dafs  die  Punkte  sich  durch  die 
zwischen  ihnen  thätigen  Kräfte  im 
Gleichgewicht  halten,  so  müssen 
bei  einer  solchen  Verschiebung  der 
Punkte  gegen  einander  Kräfte  thätig 
sein,  welche  die  Punkte  in  ihre  re- 
lative Gleichgewichtslage  zurück- 
zubringen suchen.  Wir  setzen 
voraus,  dafs  die  Verschiebungen  so 
klein  sind,  dafs  wir,  wie  bei  den 
elastischen  Kräften,  immer  die  Gröfse  dieser  Kräfte  der  Grölse  der  Ver- 
schiebung proportional  setzen  dürfen. 

Es  stelle  nun  aätj  (Fig.  203)  die  Lage  der  Punkte  in  einem  Stücke 
der  Punktreihe,  welches  in  Bewegung  ist,  dar,  sei  es  bei  transversaler,  sei 
es  bei  longitudinaler  Schwingung.  Ist  die  Bewegung  transversal,  so  sind 
die  Abstände  der  Punkte  ß,  y ■ • • von  at/  in  der  That  die  Abstände  der 
Punkte  von  der  Gleichgewichtslage.  Schwingen  die  Punkte  longitudinal, 


Fig.  203. 


Fig  204. 
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so  stellen  die  Abstände  der  Punkte  von  a>j  die  Verschiebungen  der  Punkte 
aus  der  Gleichgewichtslage  (Fig.  204)  dar,  indem  die  Verschiebungen  in 
dem  Orte  der  Gleichgewichtslage,  z.  B.  aß'  — aß,  ay — ay,  • • senkrecht 
zu  at]  aufgetragen  sind. 

Betrachten  wir  irgend  drei  neben  einander  liegende  Punkte,  z.  B. 
d,  t,  f,  so  ist  die  Verschiebung  des  Punktes  t gegen  i der  Differenz  der  senk- 
rechten Abstände  di  — ac  und  ebenso  die  Verschiebung  von  £ gegen  f der 
Differenz  ac  — cf  proportional.  Schwingen  die  Punkte  longitudinal,  so 
sind  die  Differenzen  cb'  und  tb  die  Verschiebungen  der  Punkte  gegen  einander 
selbst,  wie  sich  aus  der  eben  angeführten  Konstruktion  ergibt.  Schwingen 
die  Punkte  transversal,  so  wird,  wenn  wir  voraussetzen,  dafs  die  Amplituden 
der  Schwingung  sehr  klein  sind,  eine  merkliche  Veränderung  in  den  Ab- 
ständen der  Punkte  nicht  eintreten,  es  ist  de  von  ad  nur  um  eine  selbst 
gegen  ad  verschwindende  Gröfse  verschieden.  Es  bildet  dann  aber  die  Vor- 
bindungslinie beider  Punkte  mit  der  Verbindungslinie  in  der  Gleichgewichts- 
lage einen  Winkel,  in  derselben  Art,  wie  wir  es  bei  der  Torsion  fanden. 
Die  Tangente  dieses  Verschiebungs winkeis,  wie  wir  ihn  damals  nannten,  oder 
auch  da  die  Winkel  so  klein  sind,  dafs  wir  flir  die  Tangente  defl  Bogen  ein- 
setzen  dürfen,  der  Verschiebungs winkel  selbst,  ist  gleich  den  Quotienten  aus 
der  Verschiebung  der  Moleküle  und  dem  Abstande  der  Moleküle  in  der 

Gleichgewichtslage.  DerVerschiebungswinkel  zwischen d und  c ist  £<51/  = — , , 

cb  a,t 

der  zwischen  £ und  f ist 

ac 

Setzen  wir  für  unsere  Punktreihe  diu  früher  .erkannten  Gesetze  der 
Elasticität  als  gültig  voraus,  so  folgt,  dafs  zwischen  zwei  gegen  einander 
verschobenen  Molekülen  Kräfte  thütig  sind,  welche  sie  in  die  relative  Gleich- 
gewichtslage zurückzubringen  suchen,  und  welche  der  Gröfse  der  Verschiebung 
proportional  sind.  Das  Mals  dieser  Kräfte  ist  der  Elastieitätskoefficient,  die 
Kraft,  mit  der  die  Moleküle  gegen  ihre  Gleichgewichtslage  hingetrieben 
werden,  wenn  die  Verschiebung  dem  ursprünglichen  der  Gleichgewichtslage 
entsprechenden  Abstande  gleich  geworden  ist.  Bezeichnen  wir  den  Elasti- 
citBtskoefficienten  mit  e,  den  der  Gleichgewichtslage  entsprechenden  Abstand 
der  Moleküle  mit  dx,  so  ist  die  einer  Verschiebung  £ der  Moleküle  ent- 
sprechende Kraft 


Wir  sahen  weiter  bei  Besprechung  der  Torsionserscheinungen,  dafs  bei 
einer  Verschiebung  der  Molekülschichten  gegen  einander  ohne  Vergröfserung 
des  Abstandes  der  Schichten,  eine  die  Schichten  gegen  ihre  relative  Gleich- 
gewichtslage zurücktreibende  Kraft  auftritt,  welche  der  Gröfse  des  Ver- 
schiebungswinkels  proportional  ist.  Diese  Kraft  war  für  die  Einheit  des 
Verschiebungswinkols  ein  gewisser  Bruchteil  des  Elasticitätskoofficienten. 
Ist  demnach  a eine  Konstante,  die  kleiner  als  eins  ist,  so  können  wir  die 
einem  Verschiebungswinkel  a entsprechende  Kraft  setzen 

f\  = a ca. 

Diese  Sätze  dürfen  wir  dirokt  auf  unsere  Punktreihe  anwenden;  wir  setzen 
dann  voraus,  dafs  zwischen  den  Punkten  des  Systems,  von  dem  die  be- 
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trachteten  Punkte  eine  Reihe  bilden,  ebensolche  Kräfte  wirken,  wie  wir 
sie  früher  als  elastische  Kräfte  erkannt  haben. 

Da  nun  in  unserer  Punktreihe  die  Verschiebung  des  Punktes  c gegen 
<i  gemessen  nach  dem  ursprünglichen  Abstande  der  Punkte  in  der  Gleich- 
gewichtslage, resp.  hei  transversaler  Bewegung  der  Verschiebungswinkel 

gleich  ist,  so  ist  die  Kraft,  mit  welcher  der  Punkt  in  seine  Gleichge- 
wichtslage in  Bezug  auf  <5  gezogen  wird,  also  nach  b'  hin 

tb’ 

ad  ’ 

wenn  wir  mit  r die  Elasticitüt  der  Pnnktreihe  bezeichnen,  und  a die  oben 
angeführte  Konstante  ist,  welche  fllr  longitudinale  Schwingungen  gleich 
eins  ist.  t 

Die  Verschiebung  des  Punktes  £ gegen  J bewirkt,  dafs  f gegen  b hin- 
getrieben wird,  gegen  die  Stelle,  in  welcher  er  gegen  f in  seiner  Gleich- 
gewichtslage ist;  die  Grüfso  der  Kraft,  welche  in  diesem  Sinne  wirkt,  ist 

tb  tb 

a ■ e — u — -r  • e. 


Diese  beiden  Kräfte  wirken  auf  den  Punkt  e nach  gerade  entgegengesetzter 
Richtung,  die  ihn  wirklich  bewegende  Kraft  ist  somit  die  Differenz  beider, 
somit 

(V  — tb 
a j r. 

ad 

• 

Da  wir  es  hier  mit  molekularen  Kräften  zu  tliun  haben,  welche  von  Mole- 
külschicht zu  Molekülschicht  wirken,  so  wird  die  Bewegung  des  Punktes 
£ durch  weiter  entfernte  Punkte  nicht  beeinflufst;  die  soeben  abgeleitete 
bewegende  Kraft  ist  somit  die  ganze  den  Punkt  e bewegendo  Kraft. 

Um  die  durch  diese  Kraft  dem  Punkte  f erteilte  Beschleunigung 
zu  erhalten,  haben  wir  nur  dieselbe  durch  die  Masse  m des  bewegten 
Punktes  £ zu  dividieren,  wir  erhalten  dann 

tb’  — th  e 

a • — . - • 

ad  m 


Anstatt  der  Masse  »i  des  einzelnen  Punktes  oder  der  einzelnen  Mölekül- 
schicbt,  zu  woleher  der  Punkt  gehört,  können  wir  bequemer  die  Masse 
der  Längeneinheit  der  Punktreihe  einttlhren,  die  wir  als  die  Dichtigkeit  der 
Punktreihe  bezeichnen  wollen.  Die  Anzahl  der  Punkte  in  der  Längeneinheit 
der  Reihe  ist 

1 


Die  Dichtigkeit  der  Punktreiho  ist  somit 


ad 


= d. 


Führen  wir  diesen  Wert  in  obigen  Ausdruck  ein,  so  wird  die  Beschleunigung 


tV  — tb 
ad 


(*)- 


tb'  — tb 

.ad* 


e 

d 
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Diese  Beschleunigung  ist  diejenige,  welche  der  betrachtete  Punkt  der  Reihe 
in  dem  betrachteten  Zeitmoment,  also  zur  Zeit  I , nachdem  die  Bewegung 
in  dem  Ausgangspunkte  derselben  begonnen  hat,  erhält..  Dieselbe  ist  somit 

gleich  'hj- , gleich  dem  Quotienten  aus  der  in  der  unendlich  kleinen  der 

Zeit  t folgenden  Zeit,  dt  stattlindenden  Änderung  der  Geschwindigkeit  dv 
und  der  Zeit  dt,  es  ist  also 

dv  tb'  — fb  r 

Tf“°  ~ ' ad*  "T- 

Die  Differenz  tb' — tb  hängt,  wie  man  schon  unmittelbar  an  der  Fig.  203 
erkennt,  ab  von  der  Lage  des  Punktes  t in  der  Reihe.  Um  das  auszndrücken, 
wollen  wir  den  Abstand  des  betrachteten  Punktes  von  dem  Ausgangspunkte 
der  Bewegung  mit  i bezeichnen  und  den  Abstand  ad  der  einzelnen  Punkte 
mit  dx,  sei  ferner  der  Abstand  in  des  betrachteten  Punktes  t von  seiner 
Gleichgewichtslage  gleich  y.  Da  nun  die  in  einem  bestimmten  Momente, 
also  zur-  Zeit  t , vorhandene  Verschiebung  der  einzelnen  Punkte  aus  der 
Gleichgewichtslage  abhängig  ist  von  der  Lage  des  Punktes  in  der  Reihe, 
also  von  dem  Werte  von  x,  so  können  wir  ganz  allgemein  y als  eine  Funk- 
tion von  x bezeichnen,  also 

V — f 0)- 

Der  Abstand  des  vorhergehenden  Punktes  S von  der  Gleichgewichtslage 
y ist  dann,  da  dieser  Punkt  dem  Anfangspunkt  um  dr  näher  liegt, 

y — f (x  — dx)  ='  y — dy. 

Da  man  nämlich  die  Änderung  von  y,  wenn  x um  dx  wächst,  mit  dem  posi- 
tiven Vorzeichen  versieht,  so  müssen  wir  die  Änderung  von  y,  wenn  wir  in 
die  Funktion  einen  um  dx  kleinern  Wert  einführen,  mit  dem  negativen 
Vorzeichen  versehen. 

Der  Abstand  des  auf  t folgenden  Punktes  f vom  Anfangspunkte  der 
Bewegung  ist  x dx,  für  den  Abstand  des  Punktes  von  seiner  Gleich- 
gewichtslage cf  = y"  erhalten  wir  demnach 

• y"  = f (x  + dx)  = y + dy". 

Da  nun  1 1/  — y — y,  tb  *■=  y — y" , so  folgt 

tb'  — tb  = (y  — dy  — y)  — {y  — (y  -j-  dy"))  = dy"  — dy. 

Die  Differenz  tb'  — tb,  welcher  die  Beschleunigung  des  betrachteten 
Punktes  proportional  ist,  ist  somit  gleich  dem  Unterschiede  zwischen  den 
Veränderungen,  welche  die  f (ar),  die  uns  die  Abstände  y zu  einer  be- 
stimmten Zeit  darstellt,  erführt,  wenn  der  Wert  x einmal  um  dx,  das 
andermal  2 dx  gröfsor  wird.  Denn  es  ist  dy'  die  Änderung,  welche 
y erfährt,  wenn  wir  von  <5  aus  um  dx  weiter  zu  t gehen  und  dy"  diejenige, 
wenn  wir  von  ( aus  nochmals  um  dx,  also  von  S aus  um  2 dx  zu  f gehen. 
Bezeichnen  wir  diesen  Unterschied  in  den  Veränderungen  mit  <f*y,  so  wird 

de  _ e d’y  , d’;/ 

dt  " d dx ’ C dx ’ ’ 

wenn  wir  den  Faktor  a * = c*  setzen. 
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Die  Gröfse  dv  im  Zilhler  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  ist  die 
Änderung  der  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes  in  der  auf  die  Zeit  l 
folgenden  unendlich  kleinen  Zeit  dt.  Ist  v die  Geschwindigkeit  am  Ende 
der  Zeit  t,  diejenige  am  Ende  der  Zeit  I -j-  dt  gleich  v,  so  ist 

dv  «=  v — v. 

Zur  Zeit  t hat  nun  unser  betrachteter  Punkt,  der  durch  die  Entfernung  x 
vom  Ausgangspunkte  der  Bewegung  gegeben  ist.,  den  Weg  y zurückgelegt. 
Wuchst  die  Zeit  um  dt,  so  legt  er  in  dieser  den  Weg  dy  zurück.  Demnach 
ist  seine  Geschwindigkeit 


Wächst  jetzt  die  Zeit  nochmals  um  dieselbe  Gröfse  dt,  so  legt  er  in  dieser 
Zeit  einen  andern  Weg  dy  zurück,  dio  Geschwindigkeit  am  Ende  der  Zeit 
t -{-  dt  ist  demnach 


..  . . , dy  — dy  d'y 

somit  ist  dv  = — y. — — -=  , 

dt  dt  1 

wenn  wir  auch  hier  die  Differenz  der  Wege,  welche  der  betrachtete  Punkt 
in  den  auf  einander  folgenden  Zeiten  dt  zurückgolegt,  mit  dsy  bezeichnen. 
Damit  wird  dann  schliefslich  unsore  Gleichung  für  die  Beschleunigung 
unseres  betrachteten  Punktos 

d'y  = j,  d^y 
dt'  1=1  dx'  ' 

Diese  letzte  Gleichung  bestimmt  die  Beschaffenheit,  der  von  uns  ge- 
suchten Gleichung,  welche  uns  für  jeden  Moment  und  für  jede  Lage  des 
Punktes  in  der  Reihe  den  Abstand  desselben  von  der  Gleichgewichtslage 
anzugeben  in  den  Stand  setzt.  Sie  sagt  nämlich  direkt  aus,  dafs  die  Unter- 
schiede der  von  einem  und  demselben  Punkte  in  auf  einander  folgenden 
Zeiten  dt  durchlaufenen  Räume,  dividiert  durch  das  Quadrat  der  Zeit,  pro- 
portional sei  dem  Unterschiede  zwischen  den  Differenzen  der  in  demselben 
Zeitmomente  vorhandenen  Abstände  der  Punkte,  welche  von  dem  betrachteten 
Punkte  um  dx  und  um  2 dx  entfernt  sind,  von  der  Gleichgewichtslage 
dividiert  durch  das  Quadrat  von  dx.  Das  heifst  aber  nichts  anders,  als  dafs 
die  Werte  von  welche  ein  bestimmter  Punkt  nach  und  nach  annimmt, 
in  demselben  Momente  auf  einer  gewissen  Strecke  der  Punktreihe  neben 
einander  vorhanden  soin  müssen.  Diu  Gleichung,  welche  uns  dio  Lage  der 
Punkte  gibt,  rnufs  also  so  beschaffen  sein,  dafs  sie  uns  für  einen  gegebenen 
Punkt,  also  für  ein  gegebenes  x,  dieselben  Werte  von  y nach  und  nach  bei 
wachsender  Zeit  liefert,  welche  sie  uns  für  eine  gegebene  Zeit  für  die  neben 
einander  liegenden  Punkte,  also  für  ein  wachsendes  x , ergibt. 

Aus  dieser  Bemerkung  ergibt  sich,  dafs  die  gefundene  Gleichung  allein 
uns  noch  keine  bestimmte  Funktion  von  x und  t liefert,  denn  nach  den 
Entwicklungen  der  mathematischen  Einleitung  erkennt  man,  dafs  jode 

Funktion  von  der  Form  y = f (j  -j-  - oder  y = f (t  — ) oder  auch 

die  Summe  zweier  solcher  Funktionen  der  gefundenen  Bedingungsgleichung 
entspricht.  Denn  bilden  wir  nach  den  dort  gefundenen  Regeln  für  irgend 
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eine  beliebige  Funktion  die  in  unserer  Gleichung  stehenden  Differential - 
quotienten,  so  besteht  immer  die  gefundene  Gleichung,  welche  Funktion 
wir  auch  wählen.  Es  müssen  deshalb  noch  weitere  Bedingungen  gegeben 
Bein,  welche  die  Natur  der  Funktion  feststellen.  In  nnserm  Falle  sind  die- 
selben dadurch  vorhanden,  dafs  wir  die  Bewegung  des  Ausgangspunktes 
der  Bewegung  kennen,  also  die  Funktion  y — f (<)  für  x gleich  Null. 
Dafs  diese  Bedingung  vollkommen  genügt,  ergibt  sich  daraus,  dafs,  wenn 
wir  für  irgend  einen  Punkt  der  Reihe  y als  Funktion  von  t kennen,  uns 
der  erkannte  Zusammenhang  zwischen  t und  x genügt,  um  sie  für  jeden 
Wert  von  x anzugeben. 

Für  den  Ausgangspunkt  der  Bewegung,  für  welche  x gleich  Null  ist, 
haben  wir  eine  einfache  schwingende  Bewegung  vorausgesetzt,  welche  nach 
§124  gegeben  ist  durch 

y *=  a sin  2 n -jr , 

wenn  et  die  Amplitude  und  T die  Schwingungsdauer  der  Bewegung  ist. 
Daraus  folgt  dann,  dafs  die  Bewegung  unserer  Punktreihe  dargestellt  wird  durch 

y=  l Ün2n(4r+  ~f)  + “ sin  2*  - 7*r) 


und  man  erkennt  sofort,  dass  das  eine  Glied  auf  der  rechten  Seite  die 
Ausbreitung  der  Bewegung  nacli  der  positiven  Seite  der  x,  das  andere  die- 
jenige nach  der  entgegengesetzten  Seite  darstellt.  Für  x = o wird  die 
Summe  der  beiden  Glieder  der  rechten  Seite 

t 

y = et  sin  2 n • 


Dafs  diese  Gleichung  der  für  die  Beschleunigung  abgeleiteten  ent- 
spricht, folgt  zunächst,  wenn  man  die  beiden  in  derselben  vorkommenden 
Quotienten  bildet.  Da  bei  der  Berechnung  der  Differentialquotienten  nach  t 
die  Veränderliche  x als  konstant  zu  betrachten  ist,  so  wird  nach  E IV 


dy 

dt 


2a 

T 


2*  „ / 
-j.  - cos  2 « ( 


und  weiter 


1 *!  • o ^ 4 ^ \ “2  it  . (t  x \ 

r*  sin2,t Ir  + civ  2 r-8,n2*Vr  cT) 


d'y  4«1 

df  “ T7 ' 9' 


Zur  Bildung  der  Differentialquotienten  nach  x ist  t als  konstant  zu 
betrachten,  deshalb  wird 


dy 

et  2a  „ 

( t 

, x 

a 

2* 

( t 

X \ 

dx 

" T cos  2w 

l T 

cT 

~ Y 

cos 

hr  ~ 

cT/ 

et  4 a’  . , 

t 

i x \ 

cc 

4 ** 

( t 

X \ 

- = 

— 2 c'T'  sm  2n 

T 

+ er) 

2 

JT t s«1  2a 

{ T~ 

cT / 

d'y 

dx' 

j dh. 

dx * 


4a1 

cvr 

4 a* 
T ' 


■y 
y ■ 


dt* 
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Ebenso  ergibt  sich  aber  auch,  dafs  nach  der  Gleichung  für  y die  Ab- 
stande der  neben  einander  liegenden  Punkte  jene  Werte  zu  einer  gegebenen 
Zeit  haben,  welche  der  einzelne  Punkt  nach  einander  durchläuft,  dafs  also 
die  hier  dargestellte  Bewegung  jene  ist,  welche  uns  die  Betrachtungen  des 
vorigen  Paragraphen  lieferten.  Da  wir  zu  diesem  Nachweis  nur  die  nach 
der  einen  der  beiden  Richtungen  sieh  fortpflanzende  Bewegung  zu  be- 
trachten nötig  haben,  wollen  wir  zunächst  untorsuchen,  welches  der  beiden 
Glieder  uns  die  Fortpflanzung  der  Bewegung  nach  der  positiven,  welches 
jene  nach  der  negativon  Seite  gibt. 

Die  Bewegung  irgend  eines  Punktes  der  Reihe  wird  von  dem  Momente 
ab,  in  welchem  sich  die  Bewegung  bis  zu  ihm  ausgebreitet  bat,  dieselbe, 
wie  diejenige  des  Ausgangspunktes  der  Bewegung.  Denn  legen  wir  in  der 
Gleichung  * einen  bestimmten  Wert,  etwa  j',  bei,  so  wird  die  Bewegung 
dieses  Punktes  dargestellt  durch 

a‘ 

y — sin  2 it 

wo  für  den  betrachteten  Punkt  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  das 
eine  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  wenn  dei;  Punkt  auf  der  positiven,  das  andere, 
wenn  er  auf  der  negativen  Seite  dos  Ausgangspunktes  der  Bewegung  liegt. 

Ist  t -j-  =0,  so  beginnt  der  betrachtete  Punkt  seine  Bewegung,  und 

jodesmal,  wenn  von  da  ab  I um  T gewachsen  ist,  hat  er  eine  ganze 
Schwingung  vollfuhrt. 

Nennen  wir  nun  r die  Zeit,  welche  nach  dem  Beginne  der  Bewegung 
in  deren  Ausgangspunkt  verstrichen  ist,  bis  die  Bewegung  zu  dem  betrach- 
teten Punkte  gelangt  ist,  so  wird  die  Bewegung  des  letztern  ebenso  dar- 
gestellt  durch 

V ■=  J 2 n (— f -~)  • 

Es  mufs  somit 
sein,  oder 

,_I=W  — <L. 

c 

Daraus  folgt,  dafs  wir  für  ein  positives  x von  den  beiden  Gliedern  des 
Ausdruckes  für  y dasjenige  wählon  müssen,  welches  x mit  dem  negativen 

Vorzeichen  enthält,  dafs  somit,  wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  für  "■ 

u setzen,  also  annehmen  würden,  in  dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung 
hätten  wir  dem  Punkto  die  Amplitude  2 a erteilt, 

y = «sin2«(-^--^r) 

die  nach  der  Seite  der  positiven  x sich  fortpflanzende  Bewegung  darstellt. 

Zu  irgend  einer  Zeit  t = n'T  hat  der  Ausgangspunkt  der  Bewegung 
»i  Schwingungen  vollführt,  also  «mal  alle  Werte  zwischen  -f-  2a  und 
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— 2 a angenommen.  In  demselben  Momente  liefert  aber  auch  in  der 
Punktreibe  auf  der  Strecke  rix  — n • cT  unsere  Gleichung  » mal  alle  Werte 
zwischen  -f-  « und  — « neben  einander.  Denn  setzen  wir  t = n T,  so  wird 


somit  für 

r — 0 


x = — a • sin  2 n —ar  , 
c 1 ' 


x = \cT  x = ^ cT  x = {cT 


y = 0 y = — • a y = 0 y — u 


x — cT 
y ==  0 


u.  s.  f.  Die  Keihe  zeigt  also  das  neben  einander,  was  der  Ausgangspunkt 
der  Bewegung  nach  einander  zeigt,  mit  dem  Unterschiede  nur,  dafs  die 
Amplitude  der  Schwingungen  nur  die  Hälfte  ist,  weil  die  Bewegung  deB 
Ausgangspunktes  sich  nach  beiden  Seiten  der  Reihe  mitteilt. 

Die  Strecke  x — cT  ist  jene,  welche  wir  im-  vorigen  Paragraphen  als 
die  Wellenlänge  der  sich  fortpfianzenden  Bewegung  bezeichneten,  über 
welche  hin  die  Bewegung  sich  jedesmal  fortpttanzt,  wenn  der  Ausgangs- 
punkt eine  Schwingung  vollfUbrt.  Die  Gleichung  zeigt,  entsprechend  den 
Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen,  dafs  die  Wellenlänge  in  zwei 
kongruente  Hälften  zerfällt,  Wellenberg  und  Wellenthal,  denn  zwischen 
x — 0 und  x = \ c T sind  alle  Werte  von  y negativ,  die  Punkte  befinden 
sich  an  der  einen  Seite  der  Gleichgewichtslage,  zwischen  r = JcT  und 
x = cT  sind  alle  Werte  positiv.  Dasselbe  wiederholt  sich  in  der  ganzen 

cT  cT 

Reihe,  überall  sind  die  Werte  zwischen  x = 2m  y und  (2m  -f-  1) 

cT  cT 

negativ  und  zwischen  (2  m -j-  l)  — und  (,2m  -f-  2)  \t  positiv.  Der  Be- 
deutung von  cT  als  einer  Wellenlänge  entsprechend,  wollen  wir 


c.T  = X 

setzen. 

Alle  um  irgend  ein  Vielfaches  von  9 vom  Anfangspunkte  der  Be- 
wegung entfernten  Punkte  befinden  sich  in  der  Gleichgewichtslage,  sie  be- 
finden sich  aber  in  entgegengesetzter  Phase  der  Bewegung,  denn  ihre  Ge- 
schwindigkeiten sind  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt.  Wir  erhalten 
die  Geschwindigkeiten  in  dem  Quotienten 


dy 

dt 


cos 


Setzen  wir  t = n T und  x = mi,  so  wird 


v 


dy 

dt 


2*  , s 
— a —jt  cos  2n  (»  — m) 


« 


2 Jt 

~T~' 


setzen  wir  dagegen  x = (2  m -(-1)  „ , 80  wird 

2«  /„  in 

t’  = a —jt  cos  n (2»  — (2  m -f-  l)j  = — o — 
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Ebenso  wie  für  diese  Punkte  können  wir  für  alle  übrigen  der  Reihe 
und  ebenso  für  jeden  Moment  aus  dieser  Gleichung  Gröfse  und  Richtung 
der  Geschwindigkeit  abloiten,  so  dafs  also  unsere  Gleichung  für  y die  Be- 
wegung der  Pnnktreihe  in  allen  ihren  Einzelheiten  bestimmt. 

§ 127. 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung.  _ Unsere 
Entwicklung  liefert  uns  weiter  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die 
Bewegung  in  der  Punktreihe  ausbreitet.  Wie  wir  schon  vorhin  bemerkten,  ist 

x 

c 

die  Zeit,  während  Welcher  sich  die  Bewegung  durch  die  Strecke  x fort- 
pflanzt. Die  in  unserer  Gleichung  vorkommende  Gröfse  c 

<-  V'-r 

ist  somit  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  schwingenden  Bewegung  hängt 
somit  nicht  von  der  Schwingungsdauer  derselben,  sondern  nur  von  der  Be- 
schaffenheit der  Punktreihe,  deren  Elasticität  und  Dichtigkeit,  sowie  von 
der  Richtung  der  Schwingungen,  ob  longitudinal  oder  transversal  ab;  denn 
für  longitudinale  Schwingungen  ist  a = 1,  für  transversale  «<  1.  Die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  somit  in  einer  Punktreihe  überall  dieselbe, 
so  lange  der  Quotient  aus  Elasticität  und  Dichtigkeit  nicht  geändert  ist. 

Wir  machen  jedoch  darauf  aufmerksam,  dafs  dieser  Schlufs  nur  unter 
der  ausdrücklichen  Voraussetzung  richtig  ist,  dafs  die  Amplituden  der  Be- 
wegung klein  sind  gegen  die  Wellenlänge,  wenigstens  dann,  wenn  die 
Schwingungen  transversale  sind.  Sind  die  Amplituden  nicht  klein,  so  können 
wir  die  bei  transversalen  Schwingungen  geweckte  Elasticität  nicht  einfach 
der  Verschiebung  der  Punkto  proportional  setzon,  es  tritt  dann  die  Dehnung 
der  Punktreihe  hinzu.  In  dem  Falle  hängt  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit von  der  Wellenlänge  ab.  Wir  werden  im  zweiten  Bande  auf  diese 
Frage  zurückkommen,  wo  wir  auch  Medien  eigentümlicher  Beschaffenheit 
kennen  lernen  werden,  in  denen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  der 
Wellenlänge  abhängig  ist,  auch  für  Wellen,  welche  gegen  die  Amplituden 
grofs  sind. 

Aus  der  Beziehung  zwischen  Wellenlänge  und  Schwingungsdauer 
X = c • T 

erhalten  wir  weiter  auch  für  die  Schwingungsdauer 


ein  Ausdruck,  der  uns  die  Abhängigkeit  der  Schwingungsdauer  von  der 
Wellenlänge  und  der  Beschaffenheit  der  Punktreihe  liefert.  Gleichzeitig 
erkennen  wir,  dafs  zur  experimentellen  Bestimmung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit es  nur  der  Messung  der  Wellenlängen  und  der  Schwingungs- 
dauer bedarf. 
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§ 128. 

Zusammensetzung  mehrerer  Bewegungen;  Interferenz.  Werden 
zugleich  an  verschiedenen  Punkten  einer  Reihe  schwingende  Bewegungen 
erzeugt,  so  pflanzen  sich  dieselben  von  jeder  Erregungsstelle  aus  in  der 
Punktreihe  fort;  es  fragt  sich  nun,  wie  wird  die  Bewegung  derjenigen 
Punkte  beschaffen  sein,  welche  von  mehreren  Bewegungen  afficiert  werden. 
Jeder  dieser  Punkte,  an  welchem  z.  B.  zwei  Bewegungen  zugleich  ankommen, 
erfährt  dann  zwei  Impulse,  es  mufs  somit  auch  seine  Bewegung  durch  beide 
Impulse  bestimmt  werden. 

Das  Resultat  dieses  Zusammenwirkens  ergibt  sich  aus  dem  Grund- 
sätze der  Mechanik,  dafs  wenn  zwei  Kräfte  einen  Punkt  ergreifen,  dafs 
dann  jede  so  wirkt,  wie  wenn  sie  allein  vorhanden  wäre.  Wirken  beide 
Kräfte  in  derselben  Richtung,  so  summieren  sie  sich  einfach,  die  Be- 
schleunigung des  Punktes  ist  in  jedem  Momente  gleich  der  Summe  der 
Beschleunigungen,  ebenso  sind  die  Geschwindigkeiten  und  die  durchlaufenen 
Räume  gleich  der  Summe  der  einzelnen  Geschwindigkeiten  und  der  mit 
denselben  durchlaufenen  Räume.  Wirken  die  Kräfte  in  verschiedenen 
Richtungen,  so  erhalten  wir  die  resultierenden  Beschleunigungen,  Ge- 
schwindigkeiten und  durchlaufenen  Räume  nach  dem  Satze  vom  Kräfte- 
parallelogramm. 

Gerade  so  müssen  wir  bei  den  schwingenden  Bewegungen  verfahren, 
um  die  resultierende  Bewegung  zu  erhalten.  Setzen  wir  zunächst  voraus, 
die  Bewegungen  seien  alle  gleichgerichtet,  so  wird  die  Beschleunigung, 
welche  ein  Punkt  zur  Zeit  t erhält,  gleich  der  Summe  aller  einzelnen  Be- 
schleunigungen, es  ist  deshalb  auch  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  gleich 
der  algebraischen  Summe  aller  Geschwindigkeiten,  welche  ihm  infolge  jeder 
einzelnen  ankommenden  Bewegung  erteilt  wird.  Entgegengesetzt  gerichtete 
Bewegungen  sind  bei  dieser  Summe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  zu 
nehmen. 

Daraus  folgt  schliefslich , dafs  wenn  ein  Punkt  zur  Zeit  t infolge  der 
einzelnen  ankommenden  Bewegungen  die  Abständo  y, , y2,  y3  • • von  der 
Gleichgewichtslage  haben  würde,  sein  Abstand  Y gleich  der  Summe  aller 
Einzelabstände  sein  mufs,  oder  es  ist 

^ “ üi  ■+■  y*  + y»  ■+■  • ■ • 

Damit  sind  wir  sofort  imstande  für  den  Fall  gleichgerichteter  Be- 
wegungen die  resultierende  Bewegung  anzugeben.  Wir  betrachten  zunächst 
Bewegungen  gleicher  Schwingungsdauer,  und  nehmen  an,  dafs  in  einer 
Punktreiho  zwei  Bewegungen  zu  gleicher  Zeit  beginnen,  deren  Anfangs- 
punkt um  d von  einander  entfernt  sei,  und  die  sich  nach  gleichen  Rich- 
tungen in  der  Reihe  fortpflanzen. 

Es  sei  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  vom  Ursprung  der  ersten  Be- 
wegung x,  für  diesen  ist  dann  die  Entfernung  von  der  Gleichgewichtslage 
zur  Zeit  I 

y = a • sin  2 n — -*-)  • 

WOllwbb,  Physik  I.  4.  Aufl.  37 
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Der  Abstand  des  betrachteten  Punktes  von  dem  Ausgangspunkte  der 
zweiten  Bewegung  ist  dann,  wenn  wir  annehmen,  derselbe  wäre  um  d weiter 
von  dem  betrachteten  Punkte  entfernt,  x -f-  d.  Ist  a die  Amplitude  der 
zweiten  Bewegung,  so  wird  die  Entfernung  des  betrachteten  Punktes  von 
der  Gleichgewichtslage,  wenn  nur  diese  Bewegung  zu  ihm  käme, 


« 


Jh 


= a sin  2 n 


i±i). 


Der  resultierende  Abstand  Y ist  die  Summe  beider,  oder 

Y = y + Hl  = « sin  2»  (-£  — y)  + a sin  2«  ( £ — ''  j 
oder  auch 

Y — (a  -f-  a cos  2 jt  y)  sin  2az  (-^r  — j ) — a'sin  y cos  2n  ( * . 

Bestimmen  wir  nun  zwei  Grölsen  A und  I)  so,  dafs 
* n D . , d 

A ■ cos  2 n = « -(-  a cos  2s  -j 

. . „ D , . d 

A ■ sin  2 it  — a sin  2 n --  , 

so  wird  der  Ausdruck  für  Y gleich 

I = A ■ sin  2n  \ ,j, ^ — -J  , 


und  man  erkennt,  dafs  die  resultierende  Bewegung  eine  schwingende  Be- 
wegung von  gleicher  Schwingungsdauer  und  gleicher  Wellenlänge  I ist, 
welche  die  einzelnen  Bewegungen  besafsen.  Die  Amplitude  der  schwingen- 
den Bewegung  ist  gleich-  A;  die  Phase  derselben  ist  gegen  die  erste  der 
beiden  um  /),  gegen  die  zweite  um  d — I)  verschoben,  das  heifst,  dieselbe 
findet  so  statt,  als  wenn  ihr  Ausgangspunkt  von  dom  betrachteten  Punkte 
um  die  Strecke  D weiter  entfernt  wäre,  als  der  Ausgangspunkt  der  ersten 
Bewegung. 

Die  Amplitude  A ergibt  sich  aus  den  boiden  Gleichungen,  welche  A 
und  D bestimmen,  indem  wir  beide  Gleichungen  quadrieren  und  addieren 

Ä*  = os  -f-  -}-  2oo'  cos  2 n ~ , 


und  für  D erhalten  wir 


, . „ « 
j a su  2*  — 

tang  2 « — ■=  d 

a + a cos  2 * — 


oder  auch 


sin  2 7i  ^ 


l 
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Die  Gleichung  flir  A zeigt,  dafs  die  resultierende  Amplitude  die  Diagonale 
eines  Parallelogrammes  ist,  welches  wir  aus  den  einzelnen  Amplituden  a 

und  a mit  dem  Winkel  2ti  * (Fig.  205)  kon-  itg.  sos. 

struieren,  und  zwar  jene  Diagonale,  welche  den 
von  « und  a eingeschlossenen  Winkel  27t  - - 
teilt.  Denn  es  ist 

ab*  = «*-{-  a*  — 2aa  cos  c 
nnd  da  der  Winkel  r Nebenwinkel  von  a = 2 n " ist,  so  folgt 
ab * = «*-(-  **  -f-  2 aa  cos  2n  y = A*. 

Ferner  ist  in  diesem  Parallelogramm  ^der  Winkel,  den  ab  und  a ein- 
schliefsen,  der  die  Phase  bestimmende  Winkel  2n  ^ , demi  es  ist 
ab  : a = sin  c : sin  bac 

. , a a . d . I) 

sin  bar  ■=  — r-  • sin  c = —r  sin  2n  , = sin  27t  — r-  • 

ab  Al  l 

Die  resultierende  Amplitude  sowohl  als  die  Phase  der  resultierenden 
Bewegung  sind  hiernach  abhängig  von  den  Amplituden  und  der  Phasen- 
differenz der  gegebenen  Bewegungen.  Ist  die  Phasendifferenz  d eine  be- 
liebige Zahl  von  ganzen  Wellenlängen,  so  ist 

d 

COS  2 7t  y = COS  2 n 7t  = 1 

A®  — a*  ~J-  </*  -f-  2<ra';  A = u -f-  a 

sin  2ti-^-  = sin  2«7t  = Ö;  I)  — 0. 

Ist  also  die  Phasendifferenz  der  gegebenen  Bewegungen  Null  oder  ein  be- 
liebiges Vielfaches  einer  Wellenlänge,  so  ist  die  resultierende  Amplitude 
gleich  der  Summe  der  Teilamplituden,  und  die  Phase  der  resultierenden 
Bewegung  ist  dieselbe  wie  diejenige  der  Teilbewegungen.  Man  erkennt  die 
Notwendigkeit  dieser  Folgerung  auch  leicht  aus  der  Natur  der  schwingen- 
den Bewegung,  denn  in  dem  Falle  wirken  beide  Bewegungen  immer  in 
derselben  Weise  zusammen,  da  die  Punkte,  deren  Entfernung  von  einander 
eine  Wellenlänge  ist,  immer  in  der  gleichen  Phase  der  Bewegung  sich 
befinden. 

Ist  d = (2»n  -f-  l)  y , so  ist 

cos  2 7t  y = cos  (2n  -(-  1)  = — 1 


somit 


sin  2 7t  y = 0 , 

A = a — u D = 0 
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die  resultierende  Amplitude  ist  die  Differenz  der  Teilamplituden,  die  Phase 
ist,  wenn  a > jene  der  ersten,  wenn  a < a jene  der  zweiten  Bewegung. 
Denn  die  Gleichung  der  resultierenden  Bewegung  wird 

— a')  sin  2 7t  (y  — -*)  , 

die  Werte  von  Y bekommen  also  entgegengesetztes  Vorzeichen,  je  nachdem 
« > a oder  u < a.  Zu  gleichen  Zeiten  I vorhandene  entgegengesetzte 
Werte  von  1'  bedeuten  aber  entgegengesetzte  Phasen  oder  eine  Phasen- 
differenz von  einer  halben  Wellenlänge. 

Sind  « und  a einander  gleich,  so  wird  A — 0,  die  Bewegung  hebt 
sich  also  auf  der  ganzen  Strecke,  auf  welcher  beide  Bewegungen  Zusammen- 
wirken, auf.  ln  der  That  erfahren  dann  alle  Punkte  zu  gleichen  Zeiten  i 
stets  entgegengesetzte  an  Grfifse  gleiche  Impulse. 

I 

Ist  <1  = (2n  -f-  1)  4 , so  ist  * 

cos  2 n j = cos  (2n  -f-  1)  * = 0 

sin  2 n = sin  (2  « -|-  l)  * =1 

As  = n“  -f-  a'1  tang;  2n  y = “ • 

Das  Quadrat  der  resultierenden  Amplitude  ist  gleich  der  Summe  dor  Qua- 
drate der  einzelnen  Amplituden  und  die  Tangente  des  Winkels,  welche  die 
Phase  der  resultierenden  Bewegung  bestimmt,  ist  gleich  dem  Quotienten 
der  beiden  einzelnen  Amplituden,  wobei  im  Zähler  jene  steht,  welche  gegen 
die  erste  Bewegung  von  deren  Ausgangspunkt  die  Abstände  x gerechnet 
sind,  um  eine  ungerade  Anzahl  von  ein  viertel  Wellenlängen  verschoben  ist. 

An  diesen  Beispielen  ist  die  Abhängigkeit  der  resultierenden  Ampli- 
tude und  Phase  von  den  sie  bestimmenden  Umständen  hinreichend  deutlich 
zu  erkennen. 

Es  möge  nur  noch  bemerkt  werden,  dafs  der  letzte  Satz  Uber  die 
resultierende  Amplitude  und  Phase,  wenn  die  einzelnen  Bewegungen  die 
Phasendifferenz  von  j k besitzen,  uns  unmittelbar  in  den  Stand  setzt,  die 
resultierende  Amplitude  und  Phase  einer  beliebigen  Anzahl  von  schwingen- 
den Bewegungen  zu  bestimmen,  wenn  wir  die  einzelnen  Amplituden  und 
Phasen  kennen. 

Haben  wir  nämlich  eine  Anzahl  Bewegungen,  deren  erste  ist 
i /,  = a,  sin  2 n (y  — y)  , 

deren  andere  die  Amplituden  a,, , er,  • • • haben  und  deren  Anfangspunkte 
von  dem  der  ersten  um  <i,,  d,  • • • entfernt  sind,  so  sind  deren  Gleichungen 

Vi  = «a  sin  2 TT  ^y  — - I — ] 

. „ / t X + d,  \ 

y3  = o3  sin  2 Jt  yy-  — — j-  ) 

. „ / t * + rf„  \ 

1Jn  = «„  Sin  2 71  (yr  — J ) • 
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Die  resultierende  Bewegung  ist  dann 

^ = Ui  + 9t  + Ü3  + • • • Vn  = 
jo,  -{-  ns  cos  2*  -y-  -(-  n3cos  2?t  — L -| -•••«*„  cos  j sin  2^ 

|«s  sin  2 * -y-  -f-  a3sin2T-y-  -}-  •••  a„  sin  27t-y-jcos2« 

Nun  ist 

„ ( t x\  . „ / t z + flt 

— cos  2jt  j = sin  2;t  { T i ) ' 

sodafs  die  abgeleitete  Gleichung  für  y uns  zeigt,  dafs  wir  die  durch  das 
Zusammenwirken  beliebig  vieler  schwingender  Bewegungen  entstehende 
Resultierende  als  die  Resultierende  zweier  Wellen  darstellen  können,  welche 
die  Phasendifferenz  einer  viertel  Wellenlänge  haben,  und  deren  Ampli- 
tuden sind 

A — al  - f-  «j  cos  2ji -(-  a3  cos  2n  -j~  -)-•••  o»  cos  2rc  ~ 

B = a3  sin  2 ir  ~~  -j-  a3  sin  2 * ^ -(-•••«,  sin  2 n *-  • 

Für  die  resultierende  Amplitude  und  Phase  erhalten  wir  dann 

R = yir+lT*;  tang2*^  = -J. 

Wir  erhalten  also  stets  eine  schwingende  Bewegung,  welche  mit  jener  der 
einzelnen  gleiche  Schwingungsdauer,  somit  auch  gleiche  Wellenlänge  hat, 
deren  Amplitude  K und  Phase  I)  wir  berechnen  können,  wenn  wir  die 
Werte  von  an  ut  - ■ ■ sowie  von  <1,,  d3  • • • kennen.  Die  resultierende  Be- 
wegung ist  dann  gegeben  durch  die  Gleichung 

Y = R • sin  2n  (^r  — ) • 

§ 129. 

Interferenz  von  Wellen,  die  eich  in  entgegengesetzter  Riohtung 
fortpflanzen;  Bildung  stehender  Wellen.  Wenn  in  einer  unbegrenzten 
Punktreihe  an  einer  Stelle  eine  schwingende  Bewegung  erregt  wird,  so 
pflanzt  dieselbe  sich  nach  beiden  Seiten  fort.  Wenn  deshalb  an  zwei 
Stellen  der  Ausgangspunkt  einer  solchen  Bewegung  vorhanden  ist,  so  pflanzen 
sich  zwischen  diesen  beiden  Stellen  die  Bewegungen  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  fort.  Die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Interferenz- 
gesetze geben  uns  auch  für  diesen  Fall  die  resultierende  Bewegung  als 
Summe  der  in  jedem  Augenblicke  vorhandenen  Teilbewegung.  Es  ergibt 
sich  daraus  in  gewissen  Fällen  eine  Bewegung  dieser  Strecke  der  Punkt- 
reihe von  besonderer  Art,  deren  Beschaffenheit  wir  hier  ableiten  wollen,  da 
wir  sie  später  sehr  oft  zu  betrachten  haben.  Wir  nehmen  deshalb  hier  nur 
den  einfachsten  Fall. 
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i'ig.  S06. 

t 


Es  seien  c und  c zwei  um  a von  einander  entfernte  Punkte,  Ln  denen 
gleichzeitig  eine  schwingende  Bewegung  derselben  Schwingungsdauer 

somit  auch  derselben  Wellen- 
länge ü und  der  gleichen  Ampli- 
~ av  tude  a beginne.  Zur  Zeit  t wird 
* der  Abstand  eines  von  c um  x 

entfernten  Punktes  p von  der  Gleichgewichtslage  gegeben  durch 

y,  = o • sin  2 zc  (*?  — *)• 

Infolge  der  von  c nach  p kommenden  Bewegung  wird  der  Abstand  des 
Punktes  von  der  Gleichgewichtslage,  y2,  gegeben  soin  durch 


Hi 


a • sin  2 7t  (-jf  - ^-), 


wenn  wir  den  Abstand  pc  — x'  setzen.  Für  alle  Punkte  zwischen  c und  c 
ist  nun 

x -f-  * «=  a,  x'  = a — x, 

somit 

y*  = « ' sin  ( 2-  — • 

Der  resultierende  Abstand  ist  somit 

V = 'Ji  + </»  = “ 2jt  (~  — ~)  + “ sin  2«  (x  — "x)' 

Nach  der  bekannten  trigonometrischen  Formel 

sin  p -f-  sin  q — 2 sin  ^ ( p -(-  </)  cos  ^ (p  — q) 
können  wir  schreiben 

o • „ / t,  a \ a — ix 

j/  = 2«sm2jt  — nx  J • cos  n } 

oder  auch,  da  das  Vorzeichen  des  Cosinus  nicht  mit  demjenigen  des  Bogens 
sich  ändert  , 

„ i!x  — a . ..  ( t « \ 

y = 2 cos  n t • sin  2 * ( y - -f  J • 

In  diesem  Ausdrucke  fllr  y ist  x nicht  mehr  in  der  frühem  Weise  mit  t 
verbunden;  es  hängt  deshalb  die  Phase  der  Bewegung  nicht  mehr,  wie  bei 
der  nach  einer  Richtung  fortschreitenden  Bewegung  von  der  Lage  der  Punkto 
in  der  Reihe  ab.  Die  für  die  verschiedenen  Punkte  zu  verschiedenen  Zeiten 
vorhandenen  Bewegungszustände  hängen  von  dem  die  Zeit  enthaltenden 
Faktor  in  der  Gleichung  für  y ab,  dieser  ist  aber  für  alle  Werte  von  x der 
gleicho.  Die  neben  einander  liegenden  Punkte  der  Reihe  nehmen  also  nicht 
nach  und  nach  dieselbe  Phase  an,  sondern  ihre  Phaso  ist  in  derselben  Zeit 
dieselbe,  sie  passieren  alle  zu  derselben  Zeit  die  Gleichgewichtslage  und  be- 
finden sich  ebenso  alle  gleichzeitig  an  dem  Ende  ihrer  Bahn. 

Der  Koefficient 

2j c — a 

2 a ■ cos  n — . 
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bestimmt  die  Amplitude  der  Bewegung;  er  zeigt,  dafs  diese  für  die  ver- 
schiedenen Punkte  sehr  verschieden  sein  kann.  Für  gewisse  Werte  von  x 
ist  dieser  Koeffieient  gleich  Null,  diese  Punkte  verlassen  also  ihre  Gleich- 
gewichtslage niemals.  An  der  einen  Seite  der  ruhenden  Punkte  ist  der 
Wert  dieses  Faktors  positiv,  an  der  andern  negativ;  die  ruhenden  Punkte 
bilden  also  die  Grenze  zwischen  solchen  Strecken  der  Punktreihe,  in  deren 
einer  die  Punkte  alle  an  der  einen,  in  deron  anderer  die  Punkte  an  der 
andern  Seite  der  Gleichgewichtslage  sich  befinden.  Die  Punkte  jeder  zwischen 
zwei  ruhenden  Punkten  liegenden  Strecke  sind  also  immer  in  derselben 
Phase,  die  Punkte  zweier  benachbarter  Strecken  in  entgegengesetzter  Phase. 
Die  Punkte  einer  Strecke  vollführen  somit  gleichzeitig  und  in  gleicher 
Phase  ihre  Schwingungen  mit  um  so  kleinerer  Amplitude,  je  näher  sie  den 
ruhenden  Punkten  liegen.  Man  nennt  deshalb  die  schwingende  Bewegung 
eine  stehende  und  die  zwischen  zwei  ruhenden  Punkten  enthaltene  Strecke 
eine  stehende  Welle. 

Um  den  Zustand  der  Reihe  näher  zu  untersuchen,  nehmen  wir  an, 
es  sei 

a «=  nA. 

Es  wird  dann 

y = 2a  cos  it  — nj  sin  2 n 

oder 

2 £ 

y = 2 a cos  n — jj—  sin  2 it • 

T 

Für  die  Zeiten  t = nT  und  ebenso  fiir  die  Zeiten  t = (2  n -f-  1)  — wird 

dieser  Ausdruck  für  alle  Punkte  gleich  Null,  es  passieren  also  die  Punkte 
in  diesem  Momente  die  Gleichgewichtslage.  Die  Geschwindigkeit  der  Be- 
wegung ist 

dy  2*  t 

-jj-  — —jt  2 a cos  Jt-j  - cos  2 re  -jr , 

somit  für  den  Moment  t = nT 

dy  2 * „ 2a: 

~dt  — "r-2“  cos  n — ; 

dieselbe  ist  für  alle  Punkte,  die  zwischen  x = 0 und  x = — liegen,  positiv, 

zwischen  x — -J-  und  x = 3 ~ negativ,  zwischen  x *=  3 — und  x = ö 
positiv  u.  s.  f.  Auf  der  ersten  Strecke  bewegen  sich  die  Punkte  nach 

der  einen,  auf  der  zweiten  nach  der  andern  Seite;  für  die  Punkte  x = — 

Ai  4 

3 , 5 — • • • , die  um  eine  halbe  Wellenlänge  von  einander  entfernt  sind, 

4 4 

ist  die  Geschwindigkeit  gleich  0,  sie  verlassen  die  Gleichgewichtslage  nicht. 
Es  sind  dies  somit  die  stets  ruhenden  Punkte,  deren  Abstand  von  einander 
demnach  eine  halbe  Wellenlänge  ist. 

Wächst  die  Zeit  t,  so  entfernen  sich  alle  Punkte  von  der  Gleich- 
er 

gewichtslago  und  sie  haben  zur  Zeit  / = (4n  -f-  l)  -j-  den  gröfsten  Abstand 


Digitized  by  Google 


584 


Stehende  Wellen. 


§ 129. 


von  der  Gleichgewichtslage  erreicht.  Für  diese  Zeit  ist 


y 


2 er  cos  n 


ix 
\ ' 


somit  fllr 


y = 2er,  0,  — 2 er,  0, -(-  2or,  ()•••• 

Also  auch  hier  sehen  wir  wieder,  dafs  die  Länge  einer  stehenden  Welle 
eine  halbe  Wellenlänge  ist. 

Wächst  die  Zeit,  so  kehren  alle  Punkte  zur  Gleichgewichtslage  zurück, 
erreichen  sie  zur  Zeit  (2  n -f-  l)  , überschreiten  sie  nach  der  andern  Beite 
hin  und  erreichen  dort  ihre  äufserste  Lage  zur  Zeit  t — (4  n -(-  3)  — , 
denn  dann  ist 


sin  2*  y 


sin  (4n  -f-  3)  “ = — 1. 


Die  Abstände  y werden  somit  für 


V = — 2 a,  0,  2 a,  0,  — 2a,  0 

Die  Punkte  der  Reihe,  welche  sich  immerfort  in  der  Gleichgewichtslage  be- 
finden, nennt  man  die  Schwingungsknoten,  und  es  ist  ersichtlich,  dafs  diese 
deshalb  immer  in  Ruhe  sind,  weil  stets  gleichzeitig  durch  sie  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  ein  Wellenberg  und  ein  Wellenthal  hindurchgeht.  Die 
mitten  zwischen  den  Schwingungsknoten  liegenden  Punkte  sind  Schwingungs- 
maxima,  dort  treffen  immer  gleichzeitig  zwei  Wellenberge  oder  Thäler  zu- 

T 

sammen.  Die  Gestalt  der  Punktreihe  ist  demnach  (Fig.  207)  zur  Zeit  / ==  2 n - 


Flg.  Ü07. 


T 

eine  gerade  Linie  MN,  zur  Zeit  I = (4«  -f-  l)  — , wenn  wir  annehmen, 

dafs  die  Bewegung  eine  transversale  sei,  die  punktierte  Wellenlinie  31' N", 

T T 

zur  Zeit  (2w-f-  1)  wieder  die  gerade  Linie  MN,  und  zur  Zeit  t = (4n-f-  3)— ■ 

die  ausgezogene  Wellenlinie  M"N". 

Durch  die  Interferenz  zweier  nach  entgegengesetzter  Richtung  fort- 
schreitender Wellenbewegungen  teilt  sich  somit  die  Punktreihe  in  lauter 
Strecken  von  der  Länge  einer  halben  Wellenlänge,  in  deren  jeder  alle 
Punkto  in  derselben  Phase  der  Oscillation  sind,  von  denen  aber  die  Punkte 
der  abwechselnden  Strecken  in  entgegengesetzter  Phaso  der  Bewegung  sich 
befinden.  Die  Schwingungsdauer  einer  solchen  stehenden  Schwingung  ist 
gleich  der  Oscillationsdauer  der  beiden  Wellenbewegungen,  deren  Resul- 
tierende die  stehende  Schwingung  darstellt 
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Zusammensetzung  mehrerer  Wellenbewegungen,  deren  Schwin- 
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haben  im  Bisherigen  den  besondem  Fall  der  Zusammensetzung  der  Wellen- 
bewegungen betrachtet,  in  dem  die  Vibrationen  alle  gleich  gerichtet  sind. 
Es  können  nun  ebenso  gut  in  einer  Punktreihe  sich  zwei  Bewegungen 
fortpflanzen,  deren  Richtungen  nicht  zusammenfallen,  eine  Wellenbewegung 
longitudinaler  Schwingungen  und  eine  transversaler  Schwingungen,  oder 
zwei  zur  Fortpflanzungsrichtung  der  Bewegung  senkrechte  Schwingungen, 
welche  jedoch  irgend  einen  Winkel  mit  einander  bilden. 

Wie  wir  im  § 128  sahen,  erhalten  wir  in  diesem  Falle  die  aus  dem 
Zusammenwirken  der  beiden  Bewegungen  resultierende  Kraft  durch  den 
Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte;  in  jedem  Augenblicke  wird  uns  die 
Diagonale  des  aus  den  beschleunigenden  Kräften  der  Teilbewegungen  kon- 
struierten Parallelogramms  der  Gröfse  und  Richtung  nach  die  resultierende 
Kraft  geben  und  somit  die  Geschwindigkeit  und  die  Bahn  des  bewegten 
Punktes. 

Nehmen  wir  an,  dafs  die  beiden  Wellenbewegungen  gleiche  Oscilla- 
tionsdauer  und  somit  gleiche  Wellenlängen  besitzen,  so  mufs  die  resul- 
tierende Bewegung  ebenfalls  die  gleiche  Oscillationsdauer  haben;  die  Bahn, 
welche  die  Punkte  beschreiben,  kann  aber  weder  mit  der  einen  noch  mit 
der  andern  Bewegmg  zusammenfallen,  sie  mufs  jedoch  notwendig  in  die- 
selbe Ebene  fallen,  welche  durch  die  Richtung  der  Bewegungen  in  den 
einzelnen  Wellen  gelegt  wird.  Um  die  Gestalt  der  Bahn  zu  erhalten,  wird 
es  am  bequemsten  sein,  von  dem  mathematischen  Ausdrucke  für  die  Be- 
wegung des  Punktes  infolge  jeder  einzelnen  Bewegung  auszugehen  und  das 
erhaltene  Resultat  dann  näher  zu  betrachten. 

Zugleich  ist  klar,  dafs  wir  die  Bahn  nur  eines  Punktes  zu  bestimmen 
haben,  und  dafs  diejenigen  aller  übrigen  Punkte  der  Reihe  damit  überein- 
stimmen. Denn  da  der  Voraussetzung  nach  jede  der  Teilbewegungen  sich 
mit  gleicher  Geschwindigkeit  in  der  Punktreihe  fortpflanzt,  so  sind  die 
Bahnen  aller  Punkte  dieselben. 

Nennen  wir  den  Abstand  eines  Punktes  der  Reihe,  welchor  vom  An- 
fangspunkte der  Bewegung  um  x entfernt  ist,  von  seiner  Gleichgewichts- 
lage zur  Zeit  I,  y,  so  haben  wir 

y = a ■ sin  2rc  — p) (l). 

Infolge  der  zweiten  Bewegung,  wenn  sie  allein  wirkte,  würde  der 
Punkt  in  einer  andern  Richtung  sich  von  der  Gleichgewichtslage  entfernen, 
sei  der  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t gleich  r;  nehmen 
wir  ferner  an,  der  Anfangspunkt  dieser  Bewegung  sei  von  dem  der  ersten 
um  o entfernt,  die  Bewegung  habe  aber  auch  dort  im  Anfänge  der  Zeit  t 
begonnen,  so  haben  wir  für  z den  Ausdruck 

ä = (3  • sin  2«  (^r  — (2). 

Entwickeln  wir  aus  diesen  beiden  Ausdrücken  für  die  Abstände  y 
und  z eine  Gleichung  zwischen  y und  z,  so  gibt  una  diose  die  zu  einander 
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gehörigen  Abstände  in  der  einen  und  in  der  andern  Richtung,  oder  den  Ort 
des  Punktes  in  jedem  Augenblicke,  wenn  wir  den  Abstand  des  Punktes 
nach  der  einen  Richtung  aus  einer  der  obigen  Gleichungen  bestimmen. 
Diese  Gleichung  gibt  uns  somit  die  Bahn  des  bewegten  Punktes. 

Aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  erhalten  wir  immittelbar  die  bei- 
den folgenden 

« ~ »in  2*  (■*.  - -*) (3) 

0 = sin  2 n — •*-)  cos  2n  — -f-  cos  2n  ( — y)  sin  2 ?r  “ • (4). 

Multiplicieren  wir  die  Gleichung  (3)  mit  cos  2 a:  ”,  so  wird 

--  cos  2 n y — sin  2 n ^ ^ — y J cos  2 n ^ • • ■ • (3) 

und  subtrahieren  wir  jetzt  die  Gleichung  (5)  von  (4),  so  erhalten  wir 

z V „ a , / f „ a 

s — - • cos  2 7i  v = cos  2 7t  I — , ) sin  2*  -j-  • • • 1 6 ) 

p«  A \ 1 l / A 

• 

Quadrieren  wir  die  Gleichimg  (6)  und  addieren  zugleich 

) sin1  2 n — = sin*  2n  ( j.  — y ) sin*  2 n y , 

so  erhalten  wir 

(j)*  + («)* {sin* 2"  f + cos* 2,1  f)  - 2 jr  « 006  2* i = 

= sin*  2jr  y {sin*  2w(-y  — J-)  + cos*  2 71  (y  — y)}  , 
oder  . 

(f)*+  (j)  “ 2 « • J cos  2ff  T = 8inS  2*  T ' ' • (7)’ 

Die  Gleichung  (7)  gibt  uns  den  Abstand  des  Punktes  von  der  Gleich- 

gewichtslage parallel  der  Richtung  der  ersten  Bewegung  fUr  jeden  Wert, 
den  der  Abstand  des  Punktes  parallel  der  zweiten  Bewegung  erhalten 
kann.  Die  analytische  Geometrie  zeigt,  dafs  alle  Punkte,  deren  zusammen- 
gehörige Abstände  parallel  zweien  festen  Richtungen,  von  einem  festen 
Punkte  durch  die  Gleichung  (7)  dargestellt  werden,  auf  einer  bestimmten 
krummen  Linie,  der  Ellipse  liegen,  deren  Mittelpunkt  oben  jener  feste 
Punkt  ist,  von  welchem  die  Abstände  y und  e gerechnet  sind.  Wenn  sich 
zwei  Wellenbewegungen  in  einer  Punktreihe  fortpflanzen,  in  denen  dio 
Schwingungen  verschieden  gerichtet  sind,  so  bewegen  sich  demnach  die 
Punkte  in  Ellipsen  um  ihre  Gleichgewichtslage. 

In  unseren  Ausdruck  (7)  für  die  Bahn  der  Punkte  geht  auch  die 
Pbasendifferenz  ein,  und  je  nach  dem  verschiedenen  Werte  von  <1  kann  die 
Beziehung  zwischen  y und  z immer  eine  andere  werden;  man  erhält  je  nach 
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dem  Werte  von  a rar  ein  bestimmtes  e einen  immer  andern  Wert  von  y. 
Zwar  erfüllen  alle  diese  Werte  die  Bedingung,  dafs  sie  einer  Gleichung 
von  der  Form  (7)  genügen,  die  Bahnen  der  Punkte  sind  daher  immer 
Ellipsen,  aber  die  Lage  und  Gestalt  der  Ellipsen  ist  je  nach  dem  Werte 
von  o eine  andere.  Untersuchen  wir  die  Gestalt  der  Ellipsen  für  einige 
Werte  von  a. 

Setzen  wir  voraus,  dafs  die  Schwingungsrichtungen  einen  Winkel  ip 


mit  einander  bilden,  und  dafs  die 
Richtung  der  positiven  Abstünde  z 
(Fig.  208)  des  Punktes  P,  der  um  x 
von  dem  Anfangspunkte  dor  Bewe- 
gung entfernt  ist,  von  der  Ruhelage, 
nach  rechts  hin,  und  die  Richtung 
der  positiven  y nach  oben  gerechnet 
werde,  d.  h.  dafs  die  Bewegung  in 
gleicher  Phase  in  beiden  Teilbewe- 
gungen ist,  wenn  der  Punkt  sich  zu- 
gleich nach  rechts  und  oben,  in  ent- 
gegengesetzter, wenn  er  sich  zu- 
gleich nach  rechts  und  unten  bewegt. 
Ist  die  Phasondifferenz  der  beiden 
komponierenden  Bewegungen  gleich  0, 
oder  einer  geraden  Anzahl  von  halbe: 


Flg.  208. 


r 


Wellenliingen , so  ist 


,,  a 
cos  2 n j- 

!/’  _ 

a1 


= 1; 


iyt  , 
aß  -T 


sin  : 


■ n i =0' 
. =0, 
o, 


a «_ . 

‘ ß 

In  diesem  Falle  stehen  also  stets  die  zusammengehörigen  Werte  von 
y und  s in  dem  konstanten  Verhältnisse  der  Amplituden  a : ß.  Bestimmen 
wir  demnach  die  den  Zeiten  f,  t",  T entsprechenden  Abstände  z',  e",  ß und 
ziehen  von  /,  s",  ß mit  Py  parallel  zp,  z"p ",  ßly  so,  dafs- 
z p’ : z P = s"p" : z " P = ßP’  : ßP  — a : ß, 
so  sind  die  Längen  z'p,  z"p"  etc.  die  zu  diesen  Werten  von  z gehörigen 
Werte  von  y , und  die  Punkto  p',  p \ P gehören  der  Bahn  des  Punktes 
an.  Aus  der  Lehre  von  der  Ähnlichkeit,  der  Dreiecke  folgt  aber,  dafs  die 
Punkte  P,  p\  p",  Pr  auf  einer  geraden  Linie  liegen;  die  Bahn  des  Punktes 
ist  demnach  eine  gerade  Linie,  welche  durch  die  Gleichgewichtslage  des 
Punktes  P geht,  deren  Richtung  zwischen  die  Richtungen  der  Teilbe- 
wegungen fällt. 

Für  die  Amplitude  PP'  der  resultierenden  Bowegung  erhalten  wir 
nach  dem  Satze  vom  Parallelogramm  dor  Kräfte 


PP’ =}/pß-  + p ß‘  — 2 Pß  ■ P’ß  ■ cos  PßP, 


A = ]/?  -f-  ß*  -f-  2 uß  ■ cos  <p ; 
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für  den  Winkel,  welchen  die  Bahn  des  Punktes  mit  e bildet,  wenn  wir 
ihn  mit  ip  bezeichnen,  erhalten  wir  aus  der  Proportion 

PP' : P'ß  = sin  Pßly : sin  P'Pß, 
a 

sin  • sin  <jp. 

Gröfse  und  Richtung  der  resultierenden  Amplitude  hlingt  somit  von 
der  Gröfse  der  Teilamplituden  ab  und  von  dem  Winkel,  welchen  die  Teil- 
bewegungen mit  einander  bilden.  Die  resultierende  Amplitude  erhält  den 
gröfsten  Wert  für  <p  = 0 

A - « + ß. 

Die  Bewegungsrichtung  aller  drei  Bewegungen  ist  dieselbe,  und  die 
resultierende  Amplitude  ist  die  Summe  der  Teilamplituden. 

Wir  hätten  in  diesem  Falle,  um  dio  Bahn  des  Punktes  zu  erkennen, 
nicht  nötig  gehabt,  die  Gleichung  (7)  zu  entwickeln,  da  dieses  Resultat 
sich  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (l)  und  (2)  ergibt,  denn  ist  a — 0, 

oder  2 n • — - , so  wird 

y = « • sin  2 % (-^r  — -{-) , 

£ = /?  • sin  2*  (-*r  — , 

und  daraus 

y __ 

* r 


Ist  die  Pbasendifferenz  nicht  gleich  Null,  oder  ein  gerades  Vielfaches 
Fi*,  im.  einer  halben  Wellenlänge,  so  wird 

die  Bahn  des  Punktes  eine  Ellipse. 
Die  Bewegungen  beginnen  dann  zu 
verschiedenen  Zeiten,  und  wachsen 
nicht  wie  im  vorigen  Falle  gleich- 
mäfsig;  bald  nimmt  y rascher, 
bald  t rascher  zu,  ja  es  kann  y 
* selbst  abnehmen,  wenn  z wächst. 
Ist  a kleiner  als  j A , so  hat 
(Fig.  209)  der  Punkt  P bereits 
einen  Teil  seines  Weges  in  der 
Richtung  der  i zurückgelegt,  wenn 
die  Bewegung  nach  y beginnt,  er 
befindet  sich  in  i>,  denn  ist  y — 0, 
so  gibt  Gleichung  (2)  oder  Gleichung  (7) 

a 

£ = p • sin  2 n j 
und  ist  « z.  B.  = 1,  so  wird 

z = ß • sin  67°, 5 *=*  0,923  ß. 

Während  jetzt  der  Punkt  in  der  Richtung  nach  z den  letzten  Teil 
seines  Weges  zurücklegt,  bewegt  er  sich  aber  schon  in  der  Richtung  y , er 
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beschreibt  daher  den  Weg  p V . Er  ist  in  7y  angekommen,  hat  also  in  der 
Richtung  z seinen  griifsten  Abstand  erreicht,  wonn  nach  Gleichung  (7) 

-(-  1 — 2 • cos  2 n " = sin*  2 n , 

a'  ' a i l ' 

— 2 •-  • cos  2 7t  --  -f-  cos*  2 « = 0 , 

*/  ■=;/  = «•  cos  2 jt  ° , 

also  bei  dem  von  uns  angenommenen  Werte  a = ,3f,  i,  y = a • cos  G7°,5, 
oder  gleich  0,382  a ist.  Während  dann  der  Punkt  in  der  Richtung  der  y 
sich  weiter  von  der  Gleichgewichtslage  entfernt,  kehrt  er  in  der  Richtung  z 
schon  wieder  zurück,  er  beschreibt  den  Weg  P'  P''  und  ist  in  1*'  angelangt, 
wo  y = er  wird,  wenn  sich  der  Punkt  in  der  Richtung  der  z schon  wieder 
bis  anf 

z = ß • cos  2 it  -j-  = 0,382  ß 
dem  Anfangspunkte  genähert  hat. 

Von  da  ab  nehmen  y und  z gleichzeitig  ab,  z aber,  da  der  Punkt  in 
dieser  Richtung  der  Ruhelage  nühor  ist,  rascher  als  y;  der  Punkt  bewegt 
sich,  bis  z = 0 wird,  nach  p",  wo  y = 0,923  a ist.  Weiter  bewegt  sich 
der  Punkt  dann  in  der  Richtung  der  z nach  der  negativen  Seite  bis  p" t 
während  der  Abstand  y bis  zur  0 abnimmt  n.  s.  f.,  so  dafs  der  Punkt  sich 
Uber  p'",  P"\  Pn  , pn  wieder  nach  p'  bewegt,  wenn  y wieder  gleich  0 
geworden  ist.  Dauern  die  Impulse  nach  beiden  Richtungen  fort,  so  legt 
der  Punkt  in  der  folgenden  Zeit  dieselbe  Bahn  zurück,  die,  wie  Gleichung  (7) 
uns  zeigt,  eine  Ellipse  ist. 

Ist  o = ^I,  so  befindet  sich  der  bewegte  Punkt  nach  der  Richtung 
der  z in  seinem  äufsersten  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage  und  beginnt 
seine  zurückgehende  Bewegung,  wenn  er  in  der  Richtung  der  y seine  Be- 
wegung beginnt.  Während  er  dann  in  der  Richtung  der  z zur  Ruhelage 
zurückkehrt,  erreicht  er  nach  y seinen  gröfsten  Abstand  oder  für  z = 0 
ist  y = a.  Wird  dann  z «=>  — ß,  so  wird  y = 0,  und  wird  z wiederum  0, 
so  wird  y = — n,  so  dafs  also  die  zusammengehörigen  Werte  von  y und 
z für  diese  vier  Stellungen  sind 

y = o,  y = a,  ?/  = 0 , i/  ==  — o,  t i = o 
z = ß,  z = 0,  z ■=  — ß,  z = 0,  * ==  ß. 

Die  Ellipse  geht  demnach  in  diesem  Falle  durch  die  Endpunkte  der 
Teilamplituden,  ihre  Lage  und  Gestalt  ist  anders  als  in  dem  vorigen  Falle, 
aber  die  Bewegung  des  Punktes  erfolgt  in  demselben  Sinne  wie  vorher. 
Es  geht  dies  auch  aus  der  Form  hervor,  welche  die  Gleichung  der  Bahn 
dann  annimmt, 


Die  Schwingungsrichtungen  bestimmen  dann  ein  Paar  konjugierter 
Durchmesser  der  Ellipse. 

Wenn  im  besondem  in  diesem  Falle  die  beiden  Amplituden  gleich, 
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und  die  Bewegungsrichtungen  zu  einander  senkrecht  sind,  so  wird  die  Hahn 
des  Punktes  ein  Kreis.  Denn  in  dom  Palle  wird  unsere  Gleichung  der  Hahn 

J?L  + r*  = , 

o‘  “ n* 

J T -f"  £*  = o*. 

Da  nun  die  beiden  Richtungen  x und  »/  xu  einander  senkrecht  sind,  so 
bedeutet  a den  Abstand  des  Punktes  von  dem  festen  Punkte,  von  dem  aus 
die  Richtungen  y und  e gerechnet  sind. 

Die  Punkte  der  Hahn  liegen  also  alle  auf  einer  Linie,  die  dadurch  be- 
stimmt ist,  dafs  der  Abstand  aller  ihrer  Punkte  von  einem  festen  Punkte 
eine  konstante  Gröfse  und  zwar  gleich  « ist;  das  ist  aber  bekanntlich  die 
Eigenschaft  des  Kreises. 

Die  Gleichungen  (l)  und  (2)  geben  auch  dieses  unmittelbar,  ohne 
dafs  die  Gleichung  (7)  xu  Hülfe  genommen  wird,  denn  wenn  «—JA,  so 
werden  sie 


und  daraus 


y = or  • sin  2*(-*  - *) 

z = « • cos  2 jt  ( y —j 

y*  -f-  rs  = o*. 


Wenn  die  Phasendifferenx  gröfser  ist,  ist  die  Bahn,  bis  n = 4 A 
wird,  wieder  in  allen  Fällen  eine  Ellipse,  deren  Lage  und  Gestalt  leicht 
nach  dem  Bisherigen  zu  erhalten  ist. 

Ist  (t  = 4 A geworden,  so  liefern  die  Gleichungen  (l)  und  (2)  oder 

(7)  als  zusammengehörige  Werte  von 


Fi».  210. 


\ 

-i 


dafs  immer 


y und  s 


Die  Gestalt  der  Hahn  ist  also 
wieder  oine  gerade  Linie,  welche  je- 
doch anders  liegt,  wie  in  dem  Falle, 
wo  n —o  war.  Sie  liegt  jetzt  (Fig.210) 
in  dem  Winkel,  den  die  Richtung 
der  negativen  z mit  derjenigen  der 
positiven  y bildet.  Denn  jetzt  be- 
ginnt der  Punkt  P zugleich  sich  nach 
der  Richtung  der  negativen  s und  der 
positiven  y zu  bewegen,  und  zwar  so, 


ist;  er  bewegt  sich  demnach  von  P nach  ly,  dann  Uber  P nach  P"  u.  s.  f. 
in  der  Linie  P P"  hin  und  her,  so  lange  die  beiden  Impulse  dauern. 

Hei  einem  noch  gröfsern  Werte  von  a geht  die  Hahn  wieder  in  eine 
Ellipse  über,  in  welcher  jedoch  der  Punkt  jetzt  sich  in  entgegengesetzter 
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Richtung  bewegt  als  vorher.  Betrachten  wir  den  Fall,  wo  « = )J  t ist. 
Wenn  der  Punkt  P (Fig.  211)  seine  Bewegung  nach  der  Richtung  »/  be- 
ginnt, wenn  also 

V — a • sin  2 n ( ^ = 0, 

ist 

z <=  ß • sin  y n = — 0,923  ß. 


Der  Punkt  P befindet  sich  in  p. 

Wahrend  nun  z bis  — ß wüchst,  bewegt  sich  der  Punkt  zugleich  in 
der  Richtung  der  positiven  »/,  bis 


Fig.  ZU. 
T 


y = — « • cos 


ji  = 0,382  u 


ist.  Der  Punkt  bewegt  sich  von  p 
nach  P'. 

Wahrend  sich  dann  weiter  der 
Abstand  y vergröfsert,  nähert  sich  -* — 
der  Punkt  in  der  Richtung  s wieder 
der  Ruhelage.  Ist  y — a,  so  ist 
z — ß-  cos  y n=  — 0,382  ß , der 
Punkt  befindet  sich  in  P",  hat  also  den 
Weg  Pr P'  durchlaufen.  Im  weitem 
Verlaufe  nähert  sich  der  Punkt  an- 
fangs sowohl  in  der  Richtung  der  y als  s der  Gleichgewichtslage,  bis  er  in  p" 
ist.  Dann  entfernt  er  sich  in  der  Richtung  der  positiven  r,  während  er  sich  in 
der  Richtung  y dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung  noch  nähert;  er  bewegt 
sich  nach  P"'  u.  s.  f.,  so  dafs  der  Punkt  die  Bahnellipse  in  der  Richtung 
P',  P”,  P",  P,y  durchläuft,  also  in  entgegengesetzter  Richtung  wie  Fig.  209, 
wo  die  Phasendifferenz  gleich  A war. 

Zwischen  der  Phasenditferenz  i I und  H durchläuft  der  Punkt  die  je- 
desmalige Bahnellipse,  die  nach  Lage  und  Gestalt,  fllr  jeden  Wert  von  a 
verschieden  ist,  immer  in  der  zuletzt  betrachteten  Richtung.  Die  Gestalt 
der  Ellipse  nimmt  dabei  dieselben  Änderungen  an,  wie  in  der  vorhin  be- 
trachteten Periode  der  Phasendifferenzen,  sie  wird  anfangs  bis  a = ge- 


wölbter und  von  da  ab  bis  a = I wieder  flacher,  bis  sie  für  den  letzten 
Wert  der  Phasenditferenz  wieder  eine  gerade  Linie  wird,  welche  ebenso 
liegt,  wie  in  dem  Falle,  wo  a = 0 war. 

Im  Falle  also  die  komponierenden  Bewegungen  gleiche  Perioden  haben, 
sind  die  Bahnen  der  einzelnen  Punkte  der  Reihe  Ellipsen,  und  zwar  für 
allo  Punkte  dieselben  Ellipsen.  Die  Verschiedenheit  in  den  gleichzeitigen 
Bewegungszuständcn  der  einzelnen  Punkte  der  Reihe  besteht  darin,  dafs 
sie  an  verschiedenen  Punkten  der  Ellipse  sich  befinden  und  dort  mit  ver- 
schiedener Geschwindigkeit  sich  bewegen. 

Die  Gestalt,  welcho  die  Punktreihe  infolge  der  Bewegung  der  Punkte 
annimmt,  ist  verschieden  je  nach  der  Richtung,  in  der  die  komponierenden 
Bewegungen  erfolgen.  Ist  die  eine  Bewegung  longitudinal,  die  andere 
transversal,  so  beschreiben  die  Punkte  Ellipsen,  deren  Ebenen  die  Richtung, 
in  der  die  Bewegung  sich  fortpflanzt,  in  sich  aufnehmen.  Die  Punktreihe 
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wird  also  eine  ahnliehe  Gestalt  haben,  wie  bei  einer  transversalen  Wellen- 
bewegung. Sei  z.  B.  eine  Punktreihe  zugleich  in  longitudinale  und  trans- 
versale Schwingungen  versetzt;  die  longitudinale  Bewegung  sei  der  trans- 
versalen uni  ein  viertel  Wellenlänge  voraus  und  die  Amplituden  haben 
gleiche  Grüfse,  so  stellt  Fig.  212  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  in  einer 


Fi«.  S12. 


Wellenlänge  dar.  u,  ß,  y • • • v ist  die  Lage  der  Punkte  in  der  Ruhelage. 
Der  Punkt  a ist  im  Begriffe,  eine  neue  Bewegung  in  transversaler  Richtung 
zu  beginnen,  in  longitudinaler  hat  er  das  erste  Viertel  seiner  Oscillation 
zurückgelegt;  er  befindet  sich  in  a-  Der  Punkt  ö - hat  in  longitudinaler 
Richtung  gerade  eine  Oscillation  vollendet,  dagegen  befindet  er  sich  in 
transversaler  erst  am  Ende  des  dritten  Viertels  einer  Oscillation,  in  seinem 
gröl'sten  Abstande  nach  negativer  Richtung.  Für  den  Punkt  t\  ist,  um  un- 
sere vorige  Bezeichnung  beizubehalten,  y = 0,  z = — ß,  für  x ist ;/  = «, 
z — o und  fllr  v wieder  y = o und  e — ß.  Die  einzelnen  Kreisbogen 
zeigen  die  Bahnen  der  Punkte  an,  welche  von  t = \ T an,  in  welchem 
Momente  die  transversale  Bewegung  der  Punkte  ihren  Anfang  nahm,  durch- 
laufen sind. 

Sind  beide  Bewegungen  transversal,  so  stehen  die  Ebenen  der  ellip- 
tischen Bahnen  auf  der  Fortpflanzungsrichtung  senkrecht,  die  Reihenfolge 
der  Bahnebenen  bildet  einen  elliptischen  Cylinder,  dessen  Axe  die  Pnnktreihe 
in  der  Ruhelage  ist.  Eine  auf  dem  Cylinder  gezogene  Schraubenlinie,  deren 
Höhe  gleich  ist  der  Länge  der  Welle,  nimmt,  wie  man  leicht  übersieht, 
die  Punkte  in  den  verschiedenen  Phasen  auf. 


§ 131. 


Zusammensetzung  von  Schwingungen  verschiedener  Wellen- 
länge. Wir  haben  im  Bisherigen  die  Zusammensetzung  der  Schwingungen 
in  ihrem  einfachsten  Falle  betrachtet,  unter  der  Voraussetzung  nämlich, 
dafs  die  Schwingungen  sämtlich  dieselbe  Periode,  dieselbe  Schwingungs- 
dauer und  somit  auch  dieselbe  Wellenlänge  ha^en.  Es  fragt  sich  nun,  ob 
sich  in  einer  Punktreihe  gleichzeitig  Schwingungen  fortpflanzen  und  zu 
einer  resultierenden  Schwingung  zusammensetzen  kiinnen,  welche  eine  ver- 
schiedene Schwingungsdauer  besitzen,  und  welches  die  resultierende  Be- 
wegung dann  sein  wird. 

Die  Möglichkeit  der  gleichzeitigen  Fortpflanzung  von  Bewegungen  ver- 
schiedener Periode  ergibt  sich  unmittelbar  aus  unserer  Ableitung  der 
schwingenden  Bewegung  in  einer  Pnnktreihe  im  § 126.  Wir  fanden  dort, 
dafs  die  Beschleunigung  eines  Punktes  in  dem  Abstande  x von  dem  Aus- 
gangspunkte der  Bewegung  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 


dv 

dt 


f 
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worin  c die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegung  in  der  Reihe 
bedeutet. 

Es  können  demnach  alle  die  schwingenden  Bewegungen  in  der  Punkt- 
reihe gleichzeitig  bestehen  und  sich  ausbreiten,  welche  diesem  Beschleunigungs- 
gesetze entsprechen. 

Wenn  wir  voraussetzen,  dafs  in  dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung, 
also  ftlr  r = 0,  dieselbe  gegeben  sei  durch 

y — 2 a sin  2 n * , , 

so  erkannten  wir,  dafs  obige  Gleichung  für  die  fortgepflanzte  Bewegung, 
also  ftlr  die  eines  Punktes,  der  um  x vom  Anfangspunkt  entfernt  ist,  auf 
die  Gleichung  führt 

y = a sin  2 n ( — y-)  • 


Setzen  wir  dagegen  jetzt  voraus,  dafs  der  Ausgangspunkt  eine  ganze 
Reihe  von  Impulsen  erhalte  von  verschiedener  Periode,  so  ist  seine  Be- 
wegung gegeben  durch  die  Summe 


> 2 a sin  2 n -sr  -f-  2 b sin  2 tt 


T, 


-f- 2p  sin  2 n 


■+«. 

T\ 


worin  TlTi  ■ • T„  die  Schwingungsdauem  der  verschiedenen  Bewegungen 
und  ts  • • r,  die  Zeiten  bedeuten,  um  welche  die  zweite,  dritte,  nte  Be- 
wegung später  oder  früher  beginnt  als  die  erste.  Wir  werden  im  nächsten 
Kapitel  zeigen,  wie  wir  imstando  sind,  dem  Ausgangspunkte  der  Bewegung 
eine  solche  zusammengesetzte  Bewegung  zu  erteilen. 

Hat  der  Ausgangspunkt,  ftlr  den  x — 0 ist,  diese  Bewegung,  so  er- 
gibt sich  ganz  in  derselben  Weise  wie  für  die  einfache  Schwingung,  dafs 
die  Bewegung  eines  um  x von  dem  Ausgangspunkte  entfernten  Punktes  die 
Bewegung  haben  mnfs 


Y=  er  sin  2 jr  — y ^ -f-  b sin  27t  -| p sin  2 7t  ( y " 


wenn  wir  mit  , A4  • • A„  die  Wellenlängen  der  einzelnen  Bewegungen  be- 
zeichnen, also  setzen 

A,  — cTx,  A*  = cTt  • • • • A»  = c • T„. 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  für  die  resultierende  Bewegung  läfst 
sich  auch  sehr  leicht  noch  nachträglich  zeigen,  indem  man  aus  derselben 

in  der  schon  mehrfach  durchgeftlhrten  Weise  die  Quotienten  und  ^ 
berechnet,  man  findet,  dafs  aus  derselben  sich  ergibt 

dv  g 
dt  dx * ‘ 

Schon  die  Form  der  Gleichung'  ftlr  die  aus  dem  Zusammenwirken 
mehrerer  Schwingungen  verschiedener  Periode  resultierende  Bewegung  gibt 
zu  erkennen,  dafs  dieselbe  keine  einfach  periodische  ist,  bei  der  das  Be- 
wegliche sich  ebenso  weit  und  ebenso  lange  an  der  einen  Seite  der  Gleich- 
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gewichtslage  bewegt,  als  an  der  andern.  Denn  es  lilfst  sieh  kein  Wert 
von  T und  i angeben,  der  für  alle  Werte  von  I und  x den  Abstand  Y 
durch  eine  einfache  Gleichung  von  der  Form 

Y — A sin  2 n (y  — * ) 

mit  einem  von  x und  I unabhängigen  Werte  der  Amplitude  A wieder- 
geben liefse.  Die  Bewegung  ist  vielmehr  eine  zusammengesetzt  periodische, 
indem  jeder  Punkt , während  der  durch  das  erste  Glied  der  den  Wert  von  1' 
gebenden  Summe  dargestellten  hin  und  her  gehenden  Bewegung  noch  nach 
anderen  Perioden  bewegt  wird.  Infolge  dessen  bewegt  sich  der  Punkt  bald 
rascher  bald  langsamer  nach  der  einen  Seite  als  nach  der  andern,  bald 
ist  die  Amplitude  nach  der  einen  Seite  größer  bald  kleiner  als  nach 
der  andern,  je  nach  der  Größe  der  Perioden  und  der  Amplituden  der 
komponierenden  Schwingungen.  Ein  allgemeines  Gesetz  dieser  kompliciert 
periodischen  Bewegungen  läfst  sich  aufser  dem  angegebenen  nicht  aufstellen; 
wir  wollen  nur,  um  ein  Bild  derselben  zu  bekommen,  einige  Fälle  derselben 
betrachten,  und  zwar  den  einfachsten  Fall,  dafs  sich  zwei  Wellen  in  der 
Punktreiho  fortpflanzen,  deren  Schwingungsdauem  und  Wellenlängen  sich 
wie  1 : 2 verhalten.  In  dem  Falle  wird,  wenn  wir  die  gröfsere  der  beiden 
Schwingungsdauem  mit  T und  die  gröfsere  Wellenlänge  mit  i.  bezeichnen, 
und  gleichzeitig  t = 0 setzen,  also  annehmen,  beide  Bewegungen  begönnen 
zu  gleicher  Zeit,  der  Ausdruck  für  Y 

r - «•  sin  2*  (*.--*-)  + i • sin  2«  - -yy) 

Y = u • sin  2 n (y-  — -j-  b ■ sin  4 n (y  — y)  • 

Entwickeln  wir  die  beiden  Sinus,  so  wird 

Y = a • sin  2 n ^ • cos  2 jr  y — ,«  • cos  2 jr  y • sin  2 n 

t X t . X 

-j-  6 • sin  4 7t  ,j.  ■ cos  4 it  b ■ cos  4 n - ■ sin  4 n j , 

und  fixieren  wir  den  Moment,  in  welchem  t = nT  ist,  somit  sin  2 ri  7t 
= sin  4 n n = 0,  cos  2 ti  n = cos  4 n ti  = 1 , so  erhalten  wir 

lr  = — a ■ sin  2 n y — b ■ sin  4 7t  y • 

Hiermit  werden  dann  die  Werte  von  Y für 


— ti- 

Y^-a-Vi 

— b 

u- 

— a 

± 0 

i *• 
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!*• 

+ 0 
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+ 0 
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Fig.  213  zeigt  die  Wellenform,  welche  diesen  Werten  von  Y ent- 
spricht, und  zwar  fUr  b = 2o;  b = a;  b — J a. 

Die  punktierten  Linien  deuten  die  einzelnen  Wellen  an,  die  aus- 
gezogenen geben  die  resultierenden  Wellen.  Die  Figuren  zeigen,  dafs  die 
Bewegung  eine  doppelperiodische  ist,  und  dafs  je  nach  dem  Verhältnis  der 
Amplituden  die  Art  der  Bewegung  eine  sehr  verschiedene  sein  kann.  Man 
kann  sie  im  allgemeinen  dahin  charakterisieren,  dafs  die  Bewegung  mit  der 
gröfsten  Amplitude  der  resultierenden  Bewegung  ihre  Periode  als  charakte- 
ristisch aufdrückt,  und  dafs  dann  durch  die  übrigen  Bewegungen  innerhalb 
dieser  Perioden  wieder  periodische  Verschiedenheiten  auftreten.  So  wird 

man  die  Welle  (Fig.  213  a)  als  eine  solche  von  der  Periode  betrachten, 


in  welcher  durch  die  zweite  Bewegung  innerhalb  2 • — jedesmal  der  erste 
Wellenberg  und  das  letzte  Wellenthal  verstärkt  erscheinen,  während  die 

Fig.  SIS». 


Welle  (Fig.  213  c)  entschieden  als  schwingende  Bewegung  von  der  Periode 
A erscheint,  welche  von  der  einfachen  Schwingung  sich  dadurch  unter- 
scheidet, dars  der  schwingende  Punkt  mit  grofser  Geschwindigkeit  sich  nach 
der  positiven  Seite  von  seiner  Gleichgewichtslage  entfernt,  dann  aber  sehr 
viel  langsamer  sich  derselben  wieder  nähert  und  sich  über  dieselbe  hinaus 
bis  zu  seinem  gröfsten  Abstande  an  der  negativen  Seite  bewegt. 

In  derselben  Weise  setzen  sich  die  Bewegungen  zusammen,  wenn  die 
komponierenden  Wellen  in  weniger  einfachem  Verhältnis  stehen;  in  jedem 
Fallo  kann  man  in  der  angegebenen  Weise  die  resultierende  Bewegung 
konstruieren. 

38* 
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Mit  einer  Verschiebung  der  Phase  der  einen  der  komponierenden  Wellen 
ändert  sich  die  resultierende  Welle  ebenfalls,  wenn  auch  im  übrigen  die 
komponierenden  Bewegungen  ganz  ungeilndert  bleiben.  Die  oben  Dir  die 
resultierende  Bewegung  liingeschriebene  Gleichung  läfst  das  auch  sofort  er- 
kennen; wird  die  zweite  Bewegung  um  ein  viertel  Wellenlänge  verschoben, 
so  wird  der  Ausdruck  für  1' 

Y — a • sin  2 jr  ( ^ — * ) -|-  b • sin  2 w ( 

= n • sin  2 n ( !j,  — y-)  — & ' cos  \T  " 
wird  die  zweite  Bewegung  um  eine  halbe  Wellenlänge  verschoben,  so  wird 
Y = a • sin  2 jr  ^ ^ ) — b • sin  4 jr  ( ,j,  — * ) • 

Darnach  sind  die  Werte  von  Y für  diese  beiden  Fälle  folgonde,  wenn 
wir  wieder  den  Moment  I — n T fixieren , 

Phasendifferenz  =11  =■  1 1 
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Die  Figuren  21-la  und  214b  stellen  diese  Bewegung  dar,  erstere  für 
die  Differenz  1 1,  letztere  für  JA,  unter  der  Annahme,  dals  h = £ a. 
Die  Zeichnungen  zeigen  also,  wie  sich  die  Fig.  213c  dargestellte  Bewegung 
durch  eine  Verschiebung  der  einen  Bewegung  ändert. 


Kig.  !14>. 


Fig.  ällb. 


Wie  man  sieht,  ist  Fig.  214  b gewissormafsen  das  Umgekehrte  von 
Fig.  213c,  die  Punkto  der  llcihe  bewegen  sich  sehr  langsam  nach  oben, 
dagegen  sohr  rasch  nach  unten,  während  bei  einer  Verschiebung  um  eine 
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viertel  Wellenlänge  der  kleinem  Bewegung  die  Form  der  Schwingung  eine 
ganz  andere  wird;  der  schwingende  Punkt  bewegt  sich  aus  der  Gleich- 
gewichtslage mit  grofser  Schnelligkeit  zu  seiner  einen 'äufsersten  Lage,  be- 
wegt sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  von  dort  zurück  bis  zu  einer  ersten 
gröl'sten  Ausweichung  nach  der  andern  Seite,  kehrt  langsam  bis  zu  einem 
gewissen  Abstande  von  der  Gleichgewichtslage  zurück,  entfernt  sich  wieder 
bis  zu  einem  dem  vorherigen  gleichen  Abstande  und  schwingt  dann  mit 
grofser  Schnelligkeit  wieder  bis  zu  dem  äufsersten  Abstande  an  der  andern 
Seite  der  Gleichgewichtslage. 

In  ganz  gleicher  Weise  würde  man  verfahren,  nm  die  Wellenformen 
zu  erhalten,  wenn  drei  oder  mehr  Schwingungen  verschiedener  Wellenlängen 
sich  in  der  Punktreihe  ausbreiten,  die  Form  der  Wellen  wird  dann  immer 
komplicierter,  indem  jede  einzelne  Bewegung  in  der  resultierenden  als 
bestimmte  Periode  auftritt.  Wir  werden  später  derartig  kompilierte 
Schwingungen  kennen  lernen. 

Ebenso  wie  gleich  gerichtete  Schwingungen  verschiedener  Wellenlänge 
können  auch  verschieden  gerichtete  Schwingungen  verschiedener  Wellen- 
länge sich  zusammensetzen.  Die  resultierende  Bewegung  unterscheidet  sich 
dann  in  doppelter  Weise  von  den  im  vorigen  Paragraphen  erhaltenen,  in- 
dem einmal  die  von  den  Punkten  der  Reihe  beschriebenen  Kurven  nicht 
mehr  Ellipsen,  sondern  kompliciertere  Linien  sind  und  ferner  indem  im  all- 
gemeinen die  von  den  einzelnen  Punkten  nach  einander  und  die  von  den 
auf  einander  folgenden  Punkten  der  Reihe  gleichzeitig  beschriebenen  Kurven 
verschieden  sind.  Dafs  letzteres  der  Fall  ist,  ergibt  sich  daraus,  dafs  bei 
gleichzeitiger  Ausbreitung  von  Schwingungen  verschiedener  Periode  die  ein- 
zelnen Punkte  von  den  komponierenden  Wellen  nicht  immer  in  derselben 
Phase  getroffen  werden.  Denken  wir  uns  z.  B.  in  einer  Pimktreihe  zwei  zu 
einander  senkrechte  transversale  Schwingungen  fortgepflanzt,  deren  Phase 
nur  sehr  wenig  verschieden  ist,  so  dafs  durch  den  Unterschied  der  Phase 
der  Charakter  der  Kurven  nicht  alteriert  wird,  dafs  dieselben  Ellipsen 
bleiben;  nehmen  wir  z.  B.  an,  die  Schwingungsdauern  der  Punkte  verhalten 
sich  wie  100  : 101  und  die  beiden  Bewegungen  beginnen  gleichzeitig.  Ist 
die  Amplitude  beider  Bewegungen  gleich,  so  wird  die  erste  Schwingung 
im  Anfangspunkte  eine  lineare  sein,  welche  mit  jeder  der  komponierenden 
einen  Winkel  von  45°  bildet.  Bei  der  zweiten  Schwingung  ist  die  eine  der 
andern  aber  schon  0,01  Schwingung  voraus,  die  Bahn  des  Punktes  wird 
schon  elliptisch,  und  nach  19  Schwingungen  ist  die  Phasendifferenz  der 
Schwingungen  gleich  ^ Oscillation,  die  Bahn  des  Punktes  wird  eine  Ellipse 
wie  Fig.  209.  Nach  25  Schwingungen  ist  die  Phasondifferenz  J Oscillation, 
die  Bahn  wird  ein  Kreis,  nach  50  Oscillationen  ist  sie  J Oscillation,  die 
Bahn  wird  wieder  eine  Linie,  welche  zu  der  ersten  Schwingung  senkrecht 
steht;  kurz  man  sieht,  dafs  nach  100  Schwingungen  der  Punkt  nach  und 
nacli  alle  die  Bahnen  durchlaufen  hat,  welche  wir  im  vorigen  Paragraphen 
besprochen  haben.  Alle  diese  Bahnen,  welche  der  erste  Punkt  nach  ein- 
ander durchläuft,  sehen  wir  dann  in  den  ersten  100  Wellenlängen  gleich- 
zeitig neben  einander.  Denn  jeder  Punkt  durchläuft  nach  einander  dieselben 
Bahnen  wie  der  erste  Punkt.  Macht  nun  der  erste  Punkt  der  100.  Welle 
die  erste  Schwingung,  so  findet  in  der  75.  Welle  die  25.  Schwingung  statt, 
diese  schwingt  also  geradeso  wie  der  Anfangspunkt  bei  der  25.  Schwingung  etc. 
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In  einem  Falle  tritt  diese  Verschiedenheit  der  Schwingungen  nicht  ein. 
Stehen  die  Schwingungen  in  einem  einfachen  rationalen  Verhältnis,  also 
etwa  1 : 2 oder  1:3,  2:3  etc.,  so  sind  die  Bahnen  jedes  Punktes  der 
Reihe  immer  dieselben.  Wir  wollen  auch  hier  nur  den  einfachsten  Fall  be- 
trachten, um  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  die  Frage  nach  der  resultierenden 
Bewegung  zu  behandeln  ist,  da  wir  an  einer  andern  Stelle  nochmals  auf 
diesen  Funkt  zurückkommen  werden.  Wir  denken  uns  in  einer  Punktreihe 
zwei  zu  einander  senkrechte  Bewegungen  sich  fortpflanzen,  deren  Wellen- 
längen sich  verhalten  wie  1 : 2.  Die  Gleichung  der  einen  Bewegung  sei 

y = n • sin  2*  — y) (1) 

jene  der  zweiten  hierzu  senkrechten 

s = 6 •sin2»(-~-  - — *-) , 
oder  was  dasselbe  ist 

e = b • sin  4*  ( y — x y^  ^ (2) 

worin  d die  Phasendifferenz  der  komponierenden  Bewegungen  bedeutet. 

Gleichung  (2)  können  wir  schreiben 

z . , ( t x \ d 1 t x\  d 

y ■*=  Sin  47t  ^ J, j-J  COS  y -f-  COS  4 JI  y y — y J • sin  4jt  y , 


und  weiter,  indem  wir  sinus  und  Cosinus  des  doppelten  Bogens  durch  sinus 
und  cosinus  des  einfachen  Bogens  ausdrücken, 


Nun  ist 


setzen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichung  (3)  ein,  so  erhalten  wir  als 
Gleichung  zwischen  y und  z 


- _ y ■ V<*'  — y " 

b ” a' 


sin  4 jt  y 


(4). 


Dieser  Ausdruck  liefert  uns  fllr  jedes  y das  zugehörige  r,  und  man 
sieht,  wie  der  Wert  von  z sich  gleichzeitig  mit  der  Phasendifferenz  d ändert. 

Nehmen  wir  an,  die  Wellen  haben  denselben  Anfangspunkt,  so  ist  ftlr 
diesen  Fall  d = 0,  damit  wird  das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  =0, 
und  es  wird,  wenn  wir  noch  a = b setzen, 
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v 


Die  hierdurch  dargestellte  Kurve  zeigt  Pig.  215  a.  Der  schwingende 
Punkt  bewegt  sich  vom  Anfangspunkte  aus  gleichzeitig  nach  y und  z,  aber 
rascher  nach  z als  nach  y,  denn  es  ist  z — a,  wenn  y — a ■ Yi-  Indem  ü 
dann  von  a ■ Y\  bis  a wächst,  nimmt  z von  a bis  0 ab;  nimmt  y dann 
wieder  bis  a Yi  ab,  so  wächst  z negativ  wieder  bis  n und  wird  wieder 
mit  y gleich  0.  Diese  Hälfte  der  Kurve  besteht  also  aus  zwei  kongruenten 
Stücken.  Ganz  ebenso  ist  di«  andere  Hälfte  der  Kurve  ihr  die  negativen 
Werte  von  y beschallen. 

Ist  die  zweite  Bewegung  der  ersten  um  den  achten  Teil  ihrer  Schwingung 
voraus,  so  haben  wir,  da  wir  mit  1 die  Wellenlänge  der  Schwingungen 
der  gröfsem  Periode  bezeichnet  haben,  filr  d einzusetzen  k.  Damit  wird 

die  Gleichung  der  resultierenden  Kurve,  indem  wir  für  cos  = sin  = Y h 
ihren  Wert  einsetzen, 

* - Vf  • H-  Y^7  + vT-  «-(i-2  £)• 


J-'ig.  SIS. 


Fig.  215/3  zeigt  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kurve;  wir  er- 
halten der  Kurve  entsprechend  aus  der  Gleichung  die  Werte 


z — a ■ Y$  für  y = 0 

z = a „y  = ±a-K  *=  + 0,382  68  a 

z = 0 „ i/  = + 4ay2  + y,2  = ±Oi92385oimd±0>38268<I 

* = — »Vi  ,,  y = ±« 

* = - a „ ü = ± -g  • j/l  +2  V|/2  — 1 = 0,756  98  a. 
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Wie  man  sieht,  unterscheidet  sich  diese  Kurve  von  der  vorigen  nur 
dadurch,  dafs  der  Schnittpunkt  der  einzelnen  Kurveniiste  nach  der  Seite 
der  positiven  z verschoben  ist,  und  die  Kurve  in  ihren  beiden  Hälften  mehr 
abgeflacht  ist.  Je  mehr  die  zweite  Bewegung  der  ersten  voraus  ist,  um  so 
weiter  rückt  der  Schnittpunkt  nach  oben,  bis  er  für  ein  Vorauseilen  um 
} Schwingung  in  den  Wert  z = n füllt,  wo  dann  gleichzeitig  die  Kurve 
die  Gestalt  Fig.  215 y annimmt,  der  Punkt  bewegt  sich  in  der  Linie  qau  hin 
und  her.  Die  Gleichung  der  Kurve  erhalten  wir,  wenn  wir  in  Gleichung  (4) 
d = \ k setzen 


Darnach  ist 

z = a für  y — 0 

z = 0 „ y = ± a • 

* — — « „ y = ±«> 

wie  es  auch  obige  Kurve  zeigt. 

Nimmt  die  Phasendifferenz  der  Bewegungen  weiter  zu,  so  tritt  zu- 
nächst wieder  die  Kurve  Fig.  215(3  auf;  sie  behält  diese  Gestalt,  jedoch 
so,  dafs  der  Punkt  q immer  näher  an  0 heran  rückt,  bis  die  zweite  Be- 
wegung der  ersten  um  ^ Schwingung  voraus,  d also  J I wird.  Der  Unter- 
schied gegen  vorhin  ist  nur  der,  dafs  der  Punkt  die  Kurve  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  durchläuft.  Ist  d = J k,  so  tritt  wieder  die  Kurve 
Fig.  215a  auf,  welche  von  dem  Pimkte  aber  in  entgegengesetzter  Richtung 
durchlaufen  wird  wie  vorher,  als  d = 0 war. 

Bei  noch  weiterer  Zunahme  der  Phasendifferenz  tritt  wieder  die  Kurve 
Fig.  215 ß auf,  aber  in  umgekehrter  Lage,  wir  erhalten  z.  B.  die  Kurve 
für  d = fVi,  wenn  wir  uns  Fig.  215/3  und  für  d = jj  k,  wenn  wir  uns 
Fig.  215y  einfach  auf  den  Kopf  gestellt  denken. 

Sind  die  Schwingimgsverhältnisse  der  beiden  Bewegungen  nicht  genau 
1:2,  sondern  etwa  50  : 90,  so  durchläuft  jeder  Punkt  nach  und  nach  die 
soeben  abgeleiteten  Bahnen,  und  ebenso  sehen  wir  dann  in  der  Punktreihe 
innerhalb  50  k alle  die  Kurven  neben  einander. 

Sind  die  Verhältnisse  der  Schwingungsdauern  weniger  einfach,  so 
werden  die  Kurven  verwickelter,  ihre  Bestimmung  gelingt  indes  immer  auf 
dem  angedeuteten  Wege. 

§ 132. 

Schwingungen  eines  Systems  von  Punkten.  Wenn  in  einem  im 
Kaum  verteilten  System  von  Punkten  das  Gleichgewicht  eines  Punktes 
gestört  wird,  so  mufs  auch  das  aller  übrigon  gestört  werden,  wenn  wir 
voraussetzen,  dafs  auch  hier,  wie  in  den  in  den  vorigen  Paragraphen  be- 
trachteten Punktreihen,  das  Punktsystem  durch  anziehende  und  abstofsende 
Kräfte,  welche  zwischen  den  einzelnen  Punkten  thätig  sind,  im  Gleich- 
gewicht gehalten  wird.  Man  kann  jedes  System  von  Punkten,  welche  irgend- 
wie im  Raume  verteilt  sind,  als  aus  Punktreihen  zusammengesetzt  be- 
trachten, die  man  erhält,  wenn  man  durch  irgend  einen  Punkt  des  Raumes 
nach  allen  möglichen  Richtungen  gerade  Linien  legt.  Diese  Linien  laufen 
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von  dem  Punkte  aus,  wie  die  Radien  einer  Kugel  von  dem  Mittel- 
punkte, und  jeder  dieser  unendlich  vielen  Radien  stellt  eine  Punktreihe 
dar.  Wird  der  erste  Punkt  in  eine  oscillierende  Bewegung  versetzt,  so 
mufs  sich  diese  in  allen  den  Punktreihen  nach  den  bisherigen  Gesetzen 
fortpflanzen,  da  der  Punkt  allen  Reihen  gleichzeitig  angehört. 

Je  nach  der  Art  und  Weise,  wie  die  Punkte  im  Raum  verteilt  sind, 
kann  die  Fortpflanzung  der  Bewegung  im  Systeme  verschieden  sein.  Wie 
wir  sahen,  hängt  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  schwingenden  Be- 


wegung nur  ab  von  dem 


Quotienten  "j/ 


der  Elasticität  der  Punktreihe 


und  ihrer  Dichtigkeit.  Sind  nun  die  Punkte  in  dem  Systeme  so  verteilt, 
dafs  nach  den  einzelnen  Richtungen  hin  auf  der  ganzen  Länge  der  Radien 
dieser  Quotient  denselben  Wert  hat,  wie  wir  es  bei  Betrachtung  der  Punkt- 
reihen voraussetzen,  so  nennt  man  das  System  ein  homogenes.  In  einem 
solchen  System  pflanzt  sich  eine  Wellenbewegung  nach  jeder  Richtung  hin 
mit  konstanter  Geschwindigkeit  fort,  auf  der  ganzen  Länge  jedes  Radius 
ist  die  Wellenlänge  dieselbe.  Die  schwingende  llewegung  in  einem  solchen 
Systeme  können  wir  unmittelbar  mit  Hülfe  unserer  Entwickelungen  Uber 
die  Schwingungen  von  Punktreihen  erhalten. 

Behalten  auf  den  einzelnen  Radien  in  verschiedenen  Entfernungen  vom 
Mittelpunkte  Elasticität  und  Dichtigkeit  der  Punktreihen  nicht  denselben 
Wert,  ändert  sich  die  Elasticität  allein  oder  die  Dichtigkeit,  oder  ändern 
sich  beide  in  einem  verschiedenen  Verhältnisse,  so  ist  das  Punktsystem  ein 
nicht  homogenes  oder  ein  heterogenes. 

In  einem  solchen  System  pflanzt  sich  die  Bewegung  in  verschiedenen 
Entfernungen  nicht  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fort,  die  Wellenlängen 
sind  nicht  auf  der  ganzen  Länge  der  Radien  gleich,  sondern  ändern  sich 
überall  dort,  wo  auf  denselben  eine  Änderung  der  Elasticität  oder  Dichtig- 
keit eintritt,  denn  überall  dort  findet  eine  Änderung  des  Quotienten 


V 


1 statt. 
d 


Die  homogenen  Punktsysteme  können  entweder  isotrop  oder  anisotrop 
sein.  Isotrope  Punktsysteme  sind  solche,  bei  denen  flir  sämtliche  Schwin- 
gungen der  Quotient  y * derselbe  ist,  also  nicht  nur  auf  jedem  Radius 


des  Systems  für  sich  betrachtet,  sondern  auch  auf  allen  verschiedenen  Ra- 
dien, einerlei  nach  welcher  Richtung  auf  demselben  die  Schwingungen  er- 
folgen. Gleichartige  Schwingungen,  also  auf  allen  Radien  longitudinale, 
oder  auf  allen  Radien  transversale,  pflanzen  sich  nach  allen  Richtungen  mit 
derselben  Geschwindigkeit  fort.  Ein  derartiges  Punktsystem  würden  wir 
z.  B.  erhalten,  wenn  wir  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  des 
Raumes  die  Punkte  in  ganz  gleichen  Abständen  verteilt  denken  und  an- 
nehmen, dafs  überall  in  gleichen  Abständen  die  Punkte  mit  gleichen  Kräften 
auf  einander  wirken.  Die  Punkte  würden  also  auf  Ecken  von  Würfeln 
liegen,  welche  im  ganzen  System  gleiche  Seiten  haben. 

Ist  der  Quotient  j/.J:  nicht  nach  allen  Richtungen  hin  derselbe,  so 


nennt  man  das  System  ein  anisotropes  oder  heterotropes,  es  ist  das  der 
Fall,  wenn  die  Dichtigkeit  der  verschiedenen  Punktreihen  oder  die  Elasti- 
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eitat  derselben  verschieden  ist,  wenn  also  die  Punkte  in  einer  Richtung 
sich  näher  liegen  oder  mit  stärkerer  Kraft  in  ihrer  Gleichgewichtslage  ge- 
' halten  werden  als  in  einer  andern,  oder  auch,  wenn  in  einer  und  derselben 
Reihe  der  Wert  von  e verschieden  ist,  je  nach  der  Richtung,  nach  welcher 
der  Punkt  ans  seiner  Gleichgewichtslage  gebracht  ist.  In  jeder  Punktreihe 
pflanzt  sich  dann  eine  gegebene  Schwingung  mit  konstanter  Geschwindig- 
keit fort,  welche  aber  von  Punktreihe  zu  Punktreihe  verschieden  ist. 

Betrachten  wir  die  Fortpflanzung  der  Wellenbewegung  in  isotropen 
Mitteln  etwas  genauer  und  nehmen  wir  an,  die  Schwingungen  haben  über- 
all in  Bezug  auf  die  Punktreihen  die  gleiche  Richtung. 

Bezeichnen  wir  wie  früher  die  Oscillationsdauer  der  schwingenden 
Bewegung  mit  T und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung 
mit  c,  so  hat  sich  nach  Verlauf  der  Zeit  T die  schwingende  Bewegung 
allen  Punkten  einer  Kugel  mitgeteilt,  welche  mit  dem  Radius  R = c • T 
um  den  Anfangspunkt  « der  Bewegung  beschrieben  wird,  da  sich  in  diesem 
Systeme  die  schwingende  Bewegung  nach  allen  Richtungen  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  fortpflanzt.  Die  auf  der  Kugelfläche  befindlichen  Punkte 
beginnen  gerade  ihre  schwingende  Bewegung,  während  der  Punkt  a eine 
ganze  Schwingung  vollbracht  hat,  und  die  Punkte,  welche  die  einzelnen 
Radien  der  Kugel  bilden,  sich  in  den  verschiedensten  Oscillationsphasen 

cT 

befinden,  diejenigen,  welche  uni  — — von  er  entfeint  sind,  haben  f ihrer 

cT 

Schwingung  vollbracht,  die  um  entfernten  die  Hälfte  u.  s.  f.  Man  er- 
sieht, wie  alle  Punkte,  welche  auf  einer  um  u beschriebenen  Kugel  liegen, 
in  der  gleichen  Phase  sich  befinden 

Der  Bewegungszustand,  der  innerhalb  der  Kugel,  die  mit  dem  Radius 
R = cT  beschrieben  war,  am  Ende  der  Zeit  T stattfindet,  pflanzt  sich 
in  der  folgenden  Zeit  T in  der  Richtung  der  Radien  weiter  fort,'  so  dafs 
am  Ende  der  Zeit  2 T alle  Punkte  einer  Kugel  vom  Radius  '2cT  an  der 
Bewegung  teilnehmen.  Die  Punkte,  die  auf  der  Fläche  dieser  Kugel  liegen, 
sind  im  Begriffe,  ihre  schwingende  Bewegung  zu  beginnen,  und  die  Punkte 
auf  der  Kugel  vom  Radius  cT  haben  ihre  erste  Oscillation  zurückgelegt. 
Die  Tunkte,  welche  in  der  von  diesen  beiden  Kugeln  eingeschlossenen 
Schale  sich  befinden,  haben  alle  einen  gröfseron  oder  kleineren  Teil  einer 
Oscillation  zurückgelegt;  sie  befinden  sich  in  derselben  Phase,  wie  die  ent- 
sprechend liegenden  Punkte  innerhalb  der  Kugel  vom  Radius  c7’zur  Zeit  T. 
Die  von  a um  \ cT  entfernten  Punkte  haben  J,  die  um  J cT  entfernten 
J Undulation  zurückgelegt. 

Die  Punkte  innerhalb  der  Kugel  vom  Radius  cT  befinden  sich,  wenn 
die  Erregung  im  Mittelpunkt  der  Bewegung  fortdauort,  in  denselben  Oscil- 
lationsphasen wie  zur  Zeit  T,  jetzt  aber  bei  Zurücklegung  ihrer  zweiten 
Oscillation. 

In  der  folgenden  Zeit  T pflanzt  sich  der  Bewegungszustand  der  Kugel- 
schale, die  zwischen  den  Kugeln  vom  Radius  2 cT  und  c T erhalten  ist,  in 
der  Richtung  der  Radien  auf  die  Punkte  fort,  welche  weniger  als  3cjF  von 
dem  Punkte  a entfernt  sind;  eine  Kugel  vom  RadiuB  3 c T ist  die  Grenze 
der  Bewegung.  Dort  beginnen  die  Punkte  ihre  erste  Oscillation,  während 
sie  auf  der  Kugelfläche,  welche  zur  Zeit  ‘21’  die  Grenze  der  Bewegung 
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war,  ihre  zweite  Oscillation  beginnen;  alle  zwischen  diesen  Kugeln  befind- 
lichen Punkto  haben  gröfsere  oder  kleinere  Teile  ihrer  Oscillation  vollfuhrt, 
je  nach  ihren  Abstunden  vom  Anfangspunkte  oder  von  der  Kugel,  die  in 
der  vorigen  Zeit  die  Grenze  der  Bewegung  bildete. 

Man  sieht,  wie  nach  und  nach  der  Raum  rings  um  den  Punkt  u sich 
in  eine  Reihe  von  Kugelschalen  teilt,  deren  Dicke  jedesmal  gleich  cT  ist, 
und  in  denen  die  gleichweit  von  der  Grenze  der  Schalen  entfeinten  Punkte 
in  den  gleichen  Phasen  der  Oscillation  sich  befinden.  Jeder  Radius,  den 
wir  von  dem  Punkte  a nach  der  äufsersten  Grenze  der  Bewegung  ziehen, 
hat  sich  ebenso  in  eine  Anzahl  Wellenlängen  geteilt,  wie  wir  es  früher  für 
die  einzelnen  Pnnktreihen  gesehen  haben.  Deshalb  nennt  man  auch  hier 
die  Dicke  der  einzelnen  Kugelschalen,  welche  durch  Kugeln  vom  Radius 
n • cT  und  (»  — 1 ) cT  begrenzt  werden,  die  Wellenlänge,  und  diese  Kugel- 
schalen selbst  Wellen. 

Es  geht  demnach  aus  dem  Gesagten  hervor,  dafs  in  einem  isotropen 
Punktsystem  die  schwingende  Bewegung  3ich  in  kugelförmigen  Wellen 
fortpflanzt. 

Hört  nach  einiger  Zeit  die  schwingende  Bewegung  des  Punktes  a auf, 
so  gelangen  dadurch  auch  die  auf  a folgenden  Punkte  auf  allen  einzelnen 
Radien  zur  Ruhe,  da  die  schwingende  Bewegung  des  Punktes  ct  es  ist, 
welche  die  Bewegung  der  folgenden  Punkte  veranlafst,  indem  er  bei  seiner 
Bewegung  die  folgenden  Punkte  nach  sich  zieht.  Dadurch  entsteht  neben 
der  äulsern  Grenze  der  Wellenbewegung  eine  innere,  an  der  die  Bewegung 
der  Punkte  aufhört.  t 

Diese  innere  Grenze  mufs  ebenso  eine  Kugel  sein,  deren  Mittelpunkt  a 
ist  und  deren  Radius  stetig  mit  der  Zeit  t gerade  so  wächst,  wie  der  Radius 
der  äulsern  Grenze.  Daraus  folgt,  dafs  von  der  Zeit  an,  wo  a aufhört  sich 
zu  bewegen,  eine  Kugelschale  die  sämtlichen  bewegten  Punkte  umfafst, 
deren  Dicke  gleich  ist  ct,  wenn  wir  mit  t die  Zeit  bezeichnen,  während 
welcher  der  Punkt  a sich  bewegte.  Zur  Zeit  ( werden  die  Grenzen  dieser 
Kugelschalen  die  beiden  Kugeln  vom  Radius  ct'  und  c (Y  — t)  sein,  erstere 
die  äufsere,  letztere  die  innere.  Mit  wachsender  Zeit  erweitert  sich  diese 
Schale  immer  mehr,  aber  die  Dicke  derselben  ist  immer 

ci ( — c <—  t)  — ct, 

also  konstant. 

In  nicht  isotropen  Systemen  kann  eine  Wellenbewegung  sich  auch 
nicht  in  kugelförmigen  Wellen  fortpflanzen,  dort  hängt  der  Abstand,  bis  zu 
welchem  sich  in  den  verschiedenen  Richtungen  die  Bewegung  in  gleichen 
Zeiten  überträgt,  ab  von  der  Dichtigkeit  der  einzelnen  Radien  sowie  von 
der  Elasticität  dieser  Reihen.  Um  demnach  die  Grenzen  der  Bewegung  in 
diesem  Falle  zu  erhalten,  müssen  wir  das  Gesetz  kennen,  nach  welchem 
sich  die  Eigenschaften  der  Punktreihen  ändern.  Wir  worden  später,  in  der 
Lehre  vom  Lichte,  die  Fortpflanzung  von  schwingenden  Bewegungen  in 
solchen  Systemen  zu  betrachten  haben. 

Die  nicht  homogenen  Punktsysteme  können  wir  als  eine  Verbindung 
an  einander  grenzender  homogener  Punktsysteme  ansehen.  Die  Fortpflanzung 
der  schwingenden  Bewegungen  in  denselben  können  wir  demnach  auf  die 
Fortpflanzung  dor  Bewegung  in  homogenen  Punktsystemen  zurückführen, 
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nur  ist  es  notwendig,  die  Änderungen  zu  untersuchen,  welche  die  schwin- 
gende Bewegung  erfuhrt  beim  Übergange  aus  einem  homogenen  System  in 
ein  anderes  ebenfalls  homogenes  System. 

§ 133. 

Huyghenesches  Princip.  Man  kann  sich  von  der  Fortpflanzung 
einer  Wellenbewegung  noch  eine  etwas  andere  Vorstellung  bilden,  welehe 
zuerst  vun  Huygkens  angewandt  ist  und  die  auf  dem  von  ims  in  § 128 
bereits  zum  Teil  ausgesprochenen  und  angewandten  l’rincip  der  Koexistenz 
kloiner  Bewegungen  beruht.  Dieses  Princip  litfst  sich  vollständig  so  aus- 
sprechen: Ein  Punkt  eines  Systemes,  der  durch  mehrere  Impulse  erregt 
wird,  vollfuhrt  eine  Bewogung,  die  sich  als  Resultante  nach  dem  Satze  vom 
Parallelogramm  der  Kräfte  bestimmen  lHfst.  Wenn  durch  die  Bewegung 
dieses  Punktes  auch  benachbarte  Punkte  des  Systemes  bowegt  werden,  die 
Bewegung  der  letztem  aber  nur  Folge  ist  einer  der  komponierenden  Be- 
wegungen des  zuerst  bewegten  Punktes,  so  bewegen  sich  dieselben  gerade 
so,  als  besttfse  dor  ursprünglich  bewegte  Punkt  nur  diese  Teilbewegung. 

Wenn  nun  in  einem  Punktsystem  eine  Wellenbewegung  vorhanden  ist 
und  die  Bewegung  bis  zu  einer  gewissen  Fläche  fortgeschritten  ist,  so  ist 
die  Bewegung  irgend  eines  nicht  in  dieser  Fläche  liegenden  Punktes  des 
Systems  die  Resultante  aller  jener  Teilbewegungen,  welche  die  verschiedenen 
Punkte  der  Welle  zu  ihm  hinsenden. 

Sei  CD  (Fig.  216)  die  äufsere,  C'D'  die  innere  Grenze  einer 
Welle,  welche  von  dem  Punkte  a ausgegangen  ist.  Wir  können  alle 

Punkte,  welche  zwischen  den 
Grenzen  CD  und  C D'  liegen, 
als  neue  Wellenmittelpunkte 
betrachten,  von  denen  aus 
sich  eine  schwingende  Be- 
wegung nach  allen  Richtungen 
hin  fortpflanzt,  gerade  wie 
vom  Punkte  a aus. 

Diese  von  den  einzelnen 
Punkten  ausgehenden  Wellen 
sind  bei  der  Voraussetzung, 
dafs  das  System  ein  isotropes 
ist,  ebenso  kugelförmig,  wie 
die  Flächen,  deren  Durch- 
schnitte CD  und  C'D'  sind. 

Von  dem  Tunkte  v wird 
sich  z.  B.  die  Bewegung  wäh- 
rend einer  Zeit  t auf  die  mit 
dem  Radius  vi.  = c ■ t be- 
schriebene Kugel  fortgepttanzt 
haben,  deren  Mittelpunkt  der 
Punkt  v ist.  Gleiches  gilt  für  alle  Punkte  der  Kugelfläche  CD,  von  allen 
gehen  nach  allen  Richtungen  Bewegungen  aus  in  der  Form  von  kugel- 
förmigen Wellen,  deren  Radien  gleich  c ■ t sind. 


Fig.  sie. 
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Die  äufsere  Grenze,  bis  zu  der  sich  auf  diese  Weise  die  Wellenbewegung 
fortgepflanzt  hat,  wird  die  Fläche  sein,  welche  alle  diese  einzelnen  Ku- 
geln berührt,  welche  also  alle  diese  Kugeln  einhUllt.  Diese  Fläche  ist 
aber  offenbar  eine  Kugel  FF,  welche  den  Punkt  a zum  Mittelpunkt  hat, 
und  deren  Radius  gleich  ist  av  -f-  c ■ I = ei.  Denn  die  von  e am  weitesten 
entfernten  Punkte  der  einzelnen  Kugeln  sind  diejenigen,  wo  deren  Radien  ei 
mit  dem  Radius  av  gerade  Linien  bilden;  diese  liegen  aber  auf  einer  Kugel- 
fläche, deren  Radius  gleich  «i  ist. 

Gleiches  gilt  auch  von  den  Bewegungen  aller  übrigen  zwischen  CI) 
und  C I)'  liegenden  Punkte,  auch  von  diesen  gehen  Bewegungen  nach 
allen  Richtungen  aus,  und  der  Schwingungszustand  der  auf  irgend  einor 
zwischen  CD  und  C D'  liegenden  Kugelttüche  befindlichen  Punkte  hat  sich 
so  auf  eine  um  c • t von»  a weiter  entfernte  Kugelfläche  übertragen.  Die 
innere  Grenze  der  Welle  ist  demnach  die  Kugelfläche  I?  F",  welche  mit 
dem  Radius  av  -f-  v k'  um  a beschrieben  ist,  da  diese  Kugeltlüehe  alle 
jene  einzelnen  Kugeln  berührt,  welche  von  allen  v der  Kugelfläcbo  C'  D' 
mit  den  Radien  v 1’  beschrieben  werden. 

Wir  erhalten  somit  durch  Anwendung  der  Huyghensschen  Konstruktion, 
indem  wir  jeden  Punkt  einer  Welle  als  Bewegungsmittelpunkt  ansehen,  von 
dem  aus  sich  die  Bewegung  weiter  fortpflanzt,  ganz  dieselbe  Wellenfläche, 
als  wenn  wir  von  dem  bewegenden  Mittelpunkte  a aus  in  der  Richtung  der 
Radien  fortgeschritten  wären. 

Wir  haben  jedoch  nicht  nur  zu  zeigen,  dafs  die  jedesmalige  Begrenzung 
der  Welle  nach  dieser  Konstruktion  dieselbe  ist,  als  wenn  wir  eine  einfache 
Verbreitung  nach  den  durch  den  Bewegungsmittelpunkt  gelegten  Radien 
annehmen,  sondern  auch  nachzuweisen,  dafs  die  Bewegung  der  einzelnen 
Punkte  in  diesen  abgeleiteten  Wellen  dieselbe  ist,  wie  nach  unserer  ersten 
Vorstellung  und  somit  die  dort  stillschweigend  gemachte  Voraussetzung  der 
geradlinigen  Verbreitung  von  Wellen  in  einem  Punktsystem  zu  rechtfertigen. 

Sei  zu  dem  Ende  die  um  den  Mittelpunkt  a beschriebenene  Kugel  AB  CD 
die  Wellenfläche  zu  irgend  einer  Zeit  I,  und  (i  ein  Punkt  des  Systems,  der 
eine  Strecke  <5  von  dem 
Punkte  v auf  dem  Radius  « v 
entfernt  liegt.  (Fig.  217.) 

Der  Punkt  ,u  hat,  wenn 
die  Bewegung  sich  fort- 
pflanzt, nach  einer  gewissen 
Zeit  r zunächst  eine  Be- 
wegung durch  die  von  v 
in  der  Richtung  des  Radius 
vp  sich  fortpflanzende  Be- 
wegung. Nehmen  wir  an, 
dafs  der  Punkt  v am  Ende 
der  Zeit  t oder  im  Beginne  der  Zeit  r seine  Bewegung  gerade  beginnt,  so 
ist  die  Phase  der  Oscillation  des  Punktes  f*  bestimmt  durch  die  Gleichung 

y = a ■ sin  2n  *-)  , 

wenn  wir  mit  a die  Amplitude,  mit  T die  Oscillationsdauer  und  mit  1 die 
Wellenlänge  der  schwingenden  Bewegung  bezeichnen. 


Fig.  ZIT. 
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Nach  unserer  Annahme  sind  alle  Punkte  der  Wellenflüche  Mittel- 
punkte der  Bewegung,  von  denen  sich  Schwingungen  nach  allen  Rich- 
tungen hin  fortpflanzen.  Zur  Zeit  r ist  daher  von  allen  Punkten  der  Wellen- 
tliiche  ABCD  eine  Bewegung  auf  den  Punkt  g übertragen.  Da  aber 
die  Abstilnde  der  einzelnen  Punkte  v von  g unter  sich  sowohl  als  von  eg 
verschieden  sind,  so  sind  die  gleichzeitig  in  g ankommenden  Bewegungen  zu 
verschiedenen  Zeiten  von  der  Welle  ABCD  ausgegangen,  es  folgt  daraus, 
dafs  die  Phasen  aller  gleichzeitig  auf  den  Punkt  g wirkenden  Bewegungen 
unter  sich  sowohl  als  von  der  von  v ausgehenden  Bewegung  verschieden 
sind.  Nennen  wir  den  Abstand  eines  Punktes  v von  g nun  i',  so  erhalten 
wir  als  Abstand  des  Punktes  g von  der  Gleichgewichtslage  infolge  dieser 
Bewegung 

V — a • sin  2it  (*.  — 

und  als  PhasendifTereuz  der  beiden  Bewegungen  die  Differenz 

f — 8 
l 

Je  nach  der  Lage  des  Punktes  y‘  hat  diese  Differenz  immer  andere 
Werte,  sie  wächst  stetig,  je  weiter  der  Punkt  y von  v entfernt  liegt,  so 
dafs  also  gleichzeitig  Bewegungen  in  allen  möglichen  Phasen  auf  den 
Punkt  g einwirken.  Um  die  Resultierende  aus  diesen  sämtlichen  Be- 
wegungen zu  erhalten,  denken  wir  uns  durch  Kreise,  deren  Mittelpunkte 
auf  a g liegen,  und  die  zu  «g  senkrecht  sind,  die  Wellenfläche  CD  in  eine 
Reihe  von  Zonen  y iy  ty"  y"  zerlegt,  so  zwar,  dafs  die  Abstände  der  auf 
einander  folgenden  Punkte  v von  g sich  immer  um  JA  unterscheiden,  so 
dafs  also 

,/g  — /f*  = /f*  — vg  = g — ,v"g  = v"  g — rg  = JA. 

Die  sämtlichen  Bewegungen,  welcho  von  den  auf  der  zunächst  um  v 
liegenden  Zone  befindlichen  Punkten  ausgehen,  treiben  zur  Zeit  x den  Punkt  g 
nach  derselben  Richtung,  da  die  Phasendifferenz  dieser  Bewegungen  kleiner 
als  JA  ist.  Die  von  den  Punkten  der  zweiten  Zone  y ty  y"  ty"  aus- 
gehenden Bewegungen  treiben  den  Punkt  g dagegen  nach  entgegengesetzter 
Richtung,  da  alle  Strahlen  dieser  Zone  gegen  die  entsprechend  liegenden 
der  vorigen,  zunächst  um  v liegenden  Zone  um  eine  halbe  Wellenlänge  ver- 
schoben sind.  Die  von  der  dritten  Zone  ausgehenden  Bewegungen  sind 
gegen  die  der  ersten  um  eine  ganze  Wellenlänge  verschoben,  sie  besitzen 
also  keine  Phasendifferenz  gegen  jene  und  bewegen  demnach  den  Punkt  g 
wieder  in  demselben  Sinne.  Ihnen  entgegen  wirken  aber  die  Strahlen 
der  vierten  Zone,  welche  eine  Phasendifferenz  von  JA  mit  den  von  den 
Punkten  der  dritten  Zone  herrührenden  Bewegungen  besitzen. 

Ebenso  ist  es  mit  allen  folgenden  Zonen,  so  dafs  die  abwechselnden 
Zonen  stets  Bewegungen  in  g erzeugen,  welche  eine  Phasendifferenz  von 
einer  halben  Wellenlänge  besitzen,  welche  sich  also  gegenseitig  schwächen. 

Die  resultierende  Bewegung  irr  g wird  also  wesentlich  von  der  Ampli- 
tude abhängig  sein,  welche  jede  der  Zonen  in  g erzeugt.  Diese  aber  hängt 
von  zwei  Umständen  ab,  einmal  nämlich  von  der  Anzahl  der  in  jeder  Zone 
schwingenden  Punkte,  und  dann  von  der  Neigung  der  in  jeder  Zone  statt- 
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Fig.  218. 

M 
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findenden  Schwingungen  gegen  die  in  ft  durch  den  Punkt  v des  Radius 
erregte  Schwingung.  Denn  betrachten  wir  nur  transversale  Schwingungen, 
so  kann  z.  B.  von  der  sechsten  Zone  her  nur  die  Komponente  in  Betracht 
kommen,  welche  zu  vg  senkrecht  ist.  Zur  Berechnung  der  Resultierenden 
mllfsten  wir  also  die  Summe  der  von  allon  Zonen  kommenden  Schwingungen 
bilden,  jede  multipliciert  mit  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels,  den  sie 
mit  der  Schwingung  bei  v bildet.  In  dieser  Form  würde  die  Lösung  des 
Problems  die  gröl'ste  Schwierigkeit  bieten.  Glücklicherweise  kann  man  das 
Problem  auch  anders  anfassen,  indem  man  nur  die  Wirkungen  der  unmittel- 
bar benachbarten  Zonen  vergleicht,  also  die  der  zweiten  mit  jenen  der 
ersten  und  dritten,  die  der  vierten  mit  jeden  der  dritten  und  fünften.  Da 
die  Neigungen  der  un- 
mittelbar benachbar- 
ten Zonen  nur  äufserst 
wenig  verschieden  sind, 
so  können  wir  bei  die- 
ser Betrachtungsweise 
die  Verschiedenheit 
derselben  vernachläs- 
sigen und  die  von  jeder 
Zone  in  g erregte  Be- 
wegung der  Gröfse  der 
Zone,  der  Anzahl  der 
in  ihr  schwingenden  Punkte,  proportional  setzen.  Wir  haben  deshalb  nur 
die  Gröfse  der  einzelnen  Zonen  zu  berechnen;  sei  zu  dem  Ende  MN  der 
Durchschnitt  durch  ein  Stück  der  primären  Welle,  welche  nach  g ihre 
Schwingungen  sendet,  und  seien  v1  vs,  v3  v3  die  Durchschnitte  durch  zwei 

benachbarte  Zonen,  so  dafs  die  Abstände  ihrer  Grenzen  von  g sich  um  — 
unterscheiden,  so  dafs  also 


= r + 


i * 

■ — ri  + v 


seien.  Denken  wir  uns  den  Durchschnitt  um  erg  als  Axe  rotiert,  so  beschreibt 
der  Bogen  MN  das  betreffende  Stück  der  primären  Welle,  und  der  Bogen 

e,  vi  die  zwischen  r und  r -(-  liegende  Zone.  Um  die  Gröfse  derselben 

zu  erhalten,  denken  wir  uns  bei  v,  ein  unendlich  kleines  Stück  des  Schnittes, 
dessen  Länge  im  Bogenmafs  wir  mit  du  bezeichnen,  dessen  Länge  in  Linien- 
mafs  also  a • du  ist,  wenn  wir  den  Radius  der  primären  Welle  mit  a be- 
zeichnen. Der  Abstand  dieses  Elementes  von  der  Drehungsaxe  ist  v,  b,  die 
Gröfse  der  von  demselben  beschriebenen  Zone  somit  gleich  2?r  • vtb  ■ a • du. 
Setzen  wir  jetzt  den  Winkel  v,  er  g gleich  «,  so  ist  v,  b = a • sin  u und 
damit  die  Gröfse  der  von  dem  Element  du  beschriebenen  Zone  2rceiJ  sin  u du. 
Jedes  Element  du  des  Durchschnittes  v,  v3  beschreibt  eine  solche  Zone,  und 
die  Summe  aller  dieser  Elementarzonen  ist  die  gesuchte  Zone.  Die  ein- 
zelnen Elementarzonen  erhalten  wir,  wenn  wir  in  dem  eben  abgeleiteten 
Ausdrucke  nach  und  nach  für  u alle  Werte  einsetzen  von  u — v,  rr  g = u 
bis  it  = v3  a g = m -f-  v,  wenn  wir  den  Winkel  r,  a vs  = v setzen.  Wir 
können  diese  Summe  schreiben,  wenn  wir  die  Gröfse  der  Zone  gleich  Zn  setzen 
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Zm  —J  'litcr  • sin  u du  = 2 n rrj  sin  « du 


und  erhalten  dann  in  oft  gemachter  Anwendung  der  Regeln  der  mathe- 
matischen Einleitung 

= 2 n a4  { cos  u — cos  («  -f-  v)  J . 

Setzen  wir  den  Abstand  der  primären  Welle  von  p gleich  ft,  also 
crp  = a -f-  ft,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Trigonometrie 

r2  = (ft  -f-  ft)4  -(-  a4  — 2 a («  -f-  ft)  ■ cos  m 
(r  + t)  “ («  + ft)*  + «*  — 2 o (o  + ft)  • coa  («  + ») 

(r  -f-  o ) — r!  — r 1 -f-  = 2o(a  + 6)  { cos  u — cos  (u  + v)  J 

cos  « - cos  (u  + v)  - 2a(-1^rS)  (rX  + V ) • 


so  dal's  schliefslich  die  gesuchte  Gröfse  der  Zone  wird 

Die  Gröfse  der  folgenden  Zone  erhalten  wir  aus  diesora  Ausdrucke 
sofort,  indem  wir  für  r einsetzen  r,  «=  r -j — — , dieselbe  wird  damit 

*•+»  — + 3 t) 

und  die  Gröfse  der  auf  diese  folgenden  Zone,  wenn  wir  zu  r nochmals  - 
addieren,  also 

Z"  + 4 = ('*  + 6 V)' 


Wir  sehen  also,  dafs  die  Gröfsen  der  auf  einander  folgenden  Zonen 
nicht  gleich  sind,  dafs  aber 

%n  + 1 = -f-  Z»  + z)i 

oder  die  Gröfse  jeder  einzelnen  Zone  ist  genau  gleich  der  halben  Summe 
der  vorhergehenden  und  der  nachfolgenden  Zone.  Mit  diesem  Satze  ist 
unsere  Aufgabe  gelöst,  denn  es  folgt  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung, 
dafs  die  Wirkung  der  zweiten  Zone  durch  die  halbe  erste  und  halbe  dritte, 
die  der  vierten  durch  die  halbe  dritte  und  halbe  fünfte  Zone  aufgehoben 
wird,  und  so  fort  über  die  ganze  primäre  Welle,  sowoit  von  derselben  Be- 
wegung nach  p kommt.  Es  bleibt  somit  nur  die  von  der  halhen  unmittel- 
bar um  v liegenden  Zone  ausgehende  Bewegung  übrig;  die  Bewegung  des 
Punktes  p ist  also  ganz  dieselbe,  als  wenn  nur  in  der  Richtung  arp  die 
Bewegung  sich  fortgepflanzt  hätte,  also  in  der  Richtung  des  durch  a und  v 
gelegten  Radius. 

Wir  gelangen  demnach  durch  die  lluyghenssche  Konstruktion  ganz  zu 
denselben  Resultaten  wie  nach  der  iin  vorigen  Paragraphen  dargelegten 
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Anschauung  über  die  Fortpflanzung  der  Wellenbewegung;  wir  werden  daher 
in  spatem  Fällen  sowohl  die  eine  als  die  andere  Anschauungsweise  an- 
wenden können. 

§ 134. 

Fortpflanzung  der  Wellen  in  nioht  homogenen  Systemen;  Re- 
flexion der  Wellen.  Ein  nicht  homogenes  Punktsystem  können  wir,  wie 
bereits  erwähnt,  als  aus  homogenen  Punktsystemen  zusammengesetzt  an- 
sehen.  In  den  einzelnen  Teilen  des  Systems  wird  daher  die  Fortpflanzung 
der  Wellenbewegung  denselben  Gesetzen  folgen,  wie  in  einem  homogenen 
System.  Die  Bewegung  wird  sich  in  kugelförmigen  Wellen  fortpflanzen, 
wenn  die  einzelnen  Systeme  isotrop  sind,  in  anders  geformten,  wenn  sie 
anisotrop  sind.  Um  demnach  die  Fortpflanzung  der  Wollen  in  nicht  homo- 
genen Systemen  vollständig  zu  bostimmon,  haben  wir  nur  die  Erscheinungen 
zu  untersuchen,  welche  beim  Übergänge  einer  Wellenbewegung  aus  dem 
einen  Punktsysteme  in  ein  anderes  sich  darbieten. 

Wenn  eine  Wellenbewegung  sich  in  einem  homogenen  Mittel,  das 
heifst  in  einem  von  gleichförmiger  Dichte  und  Elasticität  fortpflanzt,  so 
kann  sie  niemals  zurückkehren,  vielmehr  läfst  sie  beim  Übergange  auf  neue 
Schichten  die  vorhergehenden  in  absoluter  Ruhe  zurück.  Ebenso  wie  eine 
Kugel,  wenn  sie  auf  eine  zweite  von  gleicher  Masse  stöfst,  an  diese  ihre 
ganze  Geschwindigkeit  abgibt  und  nach  dem  Stofse  in  Ruhe  zurtlckbleibt, 
so  überträgt  auch  jeder  schwingende  Punkt  auf  den  ihm  an  Grüfse  genau 
gleichen  folgenden  seine  ganze  Geschwindigkeit.  In  der  Ruhelage  an- 
gekommen, verläfst  er  dieselbe  daher  nicht  mehr,  wenn  nicht  ein  neuer 
Impuls  von  dem  bewegenden  Mittelpunkt  her  ihn  trifft.  Die  Wellen- 
bewegung schreitet  daher  in  einem  homogenen  Punktsystem  einfach  voran, 
ohne  je  zurtickzukehren. 

Anders  jedoch,  wenn  eine  Wellenbewegung  die  Grenze  zweier  ver- 
schiedener Punktsysteme  trifft.  Wenn  eine  Kugel  auf  oino  zweite  stöfst, 
welche  mehr  oder  weniger  Masse  als  die  erste  besitzt,  so  bleibt  sie  in 
beiden  Fällen  nach  dem  Stofse  noch  in  Bewegung.  Hat  die  zweite  Kugel 
mehr  Masse  als  die  erste,  so  wird  die  erste  Kugel  zurückgeworfen,  die  ge- 
troffene Kugel  bewegt  sich  vorwärts,  die  stofsende  ihrer  frühom  Bewegung 
entgegen  zurück.  Hat  die  zweite  Kugel  eine  geringere  Masse,  so  fährt  die 
stofsende  Kugel  fort,  sich  in  gleichem  Sinne  wie  vorhin  zu  bewegen.  So 
mufs  es  auch  bei  der  Wellenbewegung  sein,  wo  die  Bewegung  der  einzelnen 
Punkte  Folge  der  Einwirkung  der  benachbarten  Punkte  ist.  Kommt  eine 
Bewegung  an  der  Grenze  zweier  Mittel  an,  so  wird  die  Bewegung  in  das 
zweite  Mittel  übergehen  und  dort  eino  Wellenbewegung  erzeugen,  die  sich 
nach  den  für  dieses  System  gültigen  Gesetzen  fortpflanzt.  Zugleich  bleiben 
aber  auch  die  in  der  letzten  Schicht  des  ersten  Mittels  liegenden  Punkte  in 
Bewegung. 

Ist  das  zweite  System  weniger  dicht,  so  werden  die  in  der  Grenzschicht 
liegenden  Punkte  einfach  ihre  Bewegung  fortsetzen,  nur  wird  die  Amplitude 
der  folgenden  Bewegung  kleiner  sein.  Dadurch  werden  diese  Punkte 
Mittelpunkte  neuer  Wellen,  welche  sich  rückwärts  im  ersten  Systeme  aus- 
breiten, und  da  die  Bewegungen  der  Mittelpunkte  dieser  neuen  Wellen 
gerade  so  erfolgen,  als  wären  sie  Folge  neuer  Impulse  von  ankommenden 
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Wellen,  so  müssen  auch  die  von  der  Grenze  zurückkehrenden  Wellen  ein- 
fach die  Fortsetzung  der  ankommenden  Wellen  sein,  d.  h.  die  Phasen  der 
Schwingungen  in  den  zurückkehrenden  Wellen  sind  in  irgend  einem  Ab- 
stande von  der  Grenze  ganz  dieselben,  als  wenn  sich  die  Bewegung  in  ihrer 
ursprünglichen  Richtung  um  eine  gleiche  Strecke  weiter  fortgepflanzt  hatte. 

Stelle  aßy  (Fig.  219)  eine  an  der  Grenze  zweier  Mittel,  von  denon 
das  zweite  Mittel  weniger  dicht  ist  als  das  erste,  ankommende  Welle  vor. 
Der  Punkt  y wird  infolge  der  einfallenden  Welle  bewegt  und  nach  \ Un- 
dulation  sich  in  6'  befinden.  Da  derselbe  aber  an  die  weiter  liegenden 
Punkte  des  zweiten  Mittels  nur  einen  Teil  seiner  Geschwindigkeit  abgibt, 
so  behalt  er  einen  Teil  der  an  ihn  übertragenen  Bewegung  bei.  Dieses  ist 
nun  dasselbe,  als  wenn  er  seine  ganze  Bewegung  abgäbe,  zugleich  aber 


Fig.  XIS. 


einen  neuen  Impuls  in  derselben  Rich- 
tung, in  der  er  sich  bewegt,  erhalten 
hatte,  deshalb  pflanzt  sich  in  dem  Augen- 
blicke, wo  sich  der  Punkt  y bewegt,  die 
nach  unten  gerichtete  Bewegung,  das 
Wellenthal,  auch  nach  rückwärts  fort. 
Da  sich  nun  die  Bewegung  in  der  Punkt- 
reihe nach  rückwärts  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit fortpflanzt,  mit  der  sie 
ankommt,  ist  die  reflektierte  Bewegung 
nach  j Undulationszeit  bis  y vor- 
geschritten, so  dafs  die  vordere  Hälfte 
des  reflektierten  Thaies  und  die  hintere 
des  ankommenden  Thaies  in  ß'  &'  oder 
y'S  zusammenfallen;  die  Tiefe  des  an 
der  Grenze  entstehenden  Weilenthaies 
ist  also  die  Summe  der  Tiefen  des  an- 
kommenden und  des  reflektierten  Thaies. 
Weiter  nach  J Schwingungsdauer  ist  y 
wieder  in  seiner  Ruhelage  angekommen, 
in  ß ",  und  der  Wellenberg  atß  ist  bis 
an  die  Grenze  a"  t"  ß"  vorgeschritten. 
Das  reflektierte  Thal  hat  sich  aber  eben- 


falls um  I Wellenlänge  nach  rückwärts  fortgepflanzt  und  befindet  sich 
in  y"  S'  ßl' . An  der  Grenze  wird  daher  für  einen  Augenblick  die  Bewegung 
gestört,  indem  durch  Interferenz  der  ankommenden  und  reflectierten  Welle 


die  zwischen  a"  und  ß"  befindlichen  Punkte  nur  durch  die  Differenz  der 


entgegengesetzten  Impulse  bewegt  wird. 

Nach  einer  weitern  $ Schwingungszoit  ist  das  reflektierte  Thal  bis 
y"  i‘"  ß"  fortgeschritten,  der  in  der  Grenze  befindliche  Punkt  hat  infolge 
des  oingetroffenen  Wellenberges  sich  nach  der  entgegengesetzten  Seite, 
nach  i"  bewegt.  Wieder  aber  hat  sich  die  Bewegung  dieses  Punktes  an 
die  rückwärts  liegenden  übertragen,  da  er  wegen  der  geringem  Dichtigkeit 
des  zweiten  Mittels  nicht  einen  so  grofsen  Teil  seiner  Geschwindigkeit  an 
dio  folgenden  Punkte  abgegeben  hat.  Die  Höhe  des  Wellenberges  an  der 
Grenze  ist  daher  viel  bedeutender  als  diejenige  in  den  fortschreitenden 
Wellen,  und  von  der  Grenze  aus  pflanzt  sich  dem  vorher  reflektierten  Thale 
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folgend  ein  Wellenberg  fort.  Nach  einer  weitern  Dndulation  befindet 
sich  das  reflektierte  Thal  in  yn  6,v  ßlv  und  ihm  folgend  der  vollständig 
reflektierte  Berg  ßrt'  cri’  air . 

Gerade  also  wie  in  der  ankommenden  Wellenbewegung  das  Wellenthal 
dem  Wellenberge  vorausgeht,  so  auch  im  reflektierten,  die  Bewegung  ist  in 
der  reflektierten  Welle  dieselbe,  wie  wenn  sie  ungestört,  nur  mit  kleinerer 
Amplitude  fortgeschritten  wäre.  Gerade  wie  das  Wellenthal  fortschreitend 
in  der  nächsten  Strecke  der  Pnnktreihe  ein  Wellenthal  und  der  Wellenberg 
einen  Wellenberg  erzeugt,  so  erzeugt  auch  bei  der  Reflexion  das  ankom- 
mende  Wellenthal  ein  rückkehrendes  Wellenthal  und  der  ankommende 
Wellenberg  einen  zurückkehrenden  Berg. 

Anders  verhält  os  sich,  wenn  das  zweite  Mittel  eine  gröfsere  Dichtig- 
keit besitzt.  Die  bei  der  longitudinalen  Schwingung  sich  gegen  das  zweite 
Mittel  bewegenden  Punkte  werden  zurückgestofsen,  und  die  sich  von  der 
Grenze  entfernenden  zurückgezogen,  in 
jedem  Falle  also  wird  die  ankommende 
Bewegung  in  die  entgegengesetzte  ver 
wandelt;  so  auch  bei  der  transversalen 
Bewegung;  die  sich  in  dem  einen  oder 
andern  Sinne  von  der  Gleichgewichtslage 
entfernenden  Punkte  werden  von  den 
folgenden  Punkten  des  zweiten  Mittels 
stärker  zurückgezogen,  als  wenn  die 
folgenden  Schichten  gleiche  Dichtigkeit 
hätten.  Die  Wirkung  des  dichtem  Mittels 
ist  also  dieselbe,  als  wenn  die  in  der 
Grenze  befindlichen  Punkte,  weil  ihre 
Bewegung  gehemmt  wird,  einen  ihrer 
Bewegung  entgegengesetzten  Impuls  er- 
halten hätten.  Dadurch  werden  sie 
Mittelpunkte  einer  neuen,  in  dem  Augen- 
blick, wo  die  erste  ankommt,  beginnen- 
den Bewegung,  welche  der  Richtung  nach 
der  ankommenden  entgegengesetzt  ist. 

Diese  der  ankommenden  entgegengesetzte 
Bewegung  pflanzt  sich  in  dem  ersten 
Punktsystem  rückwärts  fort. 

Stellt  demnach  aßy  (Fig.  220)  eine  an  der  Grenze  zweier  Mittel, 
deren  zweites  rechts  von  MN  dichter  ist,  ankommende  Welle  dar,  so  wird 
das -ankommende  Wellenthal  als  Wellenberg  reflektiert;  nach  der  Zeit  von 
| Schwingung  ist  daher  die  Stellung  der  zwischen  ß)  und  der  Grenze  ge- 
legenen Punkte  durch  die  Differenz  der  ankommenden  und  reflektierten 
Welle  bestimmt,  das  Wellenthal  hat  eine  viel  kleinere  Tiefe,  als  es  bei 
ungehinderter  Fortpflanzung  der  Bewegung  haben  würde.  Nach  einer  fol- 
genden j Schwingungszeit  ist  der  aus  dem  ankommenden  Thal  reflektierte 
Berg  in  die  Stellung  y" 8' ß>'  fortgepflanzt , und  ebenso  ist  der  Wellen- 
berg orf y bis  a"c" ß " vorgerückt,  an  der  Wand  bildet  sich  ein  aus  beiden 
Bergen  resultierender  stärkerer  Wellenberg.  In  der  folgenden  Zeit  rückt  der 
reflektierte  Berg  nach  y" 6'" ßT ’,  der  ankommende  ist  zur  Hälfte  in 
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zur  Hälfte  als  Thal  reflektiert  ß"'t",  an  der  Wand  besteht  ein  Borg  von 
geringerer  Höhe.  Nach  weiterm  Verlauf  einer  } Undulationszeit  ist  schliefslich 
der  aus  dem  Wellenthal  reflektierte  Wellenberg  nach  yn  &!V  ß,r  vorgerückt 
und  der  zuletzt  an  der  Grenze  angekommene  Wellenberg  ist  als  Wellenthal 
reflektiert  und  hat  die  Lage  ßrr  tn  aly. 

Während  also  bei  der  ankommenden  Bewegung  das  Wellenthal  dem 
Wellenberge  vorausging,  geht  in  der  reflektierten  umgekehrt  der  Wellen- 
berg dem  Wellentliale  voraus.  Die  reflektierte  Bewegung  hat  also  mit  der 
ankommenden  entgegengesetzte  Phasen;  bei  ungestörter  Fortpflanzung  wäre 
das  ankommende  Thal  in  der  nächsten  Strecke  wieder  Anlafs  zur  Bildung 
eines  Thaies  geworden,  hier  hat  es  einen  Berg  hervorgerufen.  Durch  die 
Reflexion  ist  also  der  reflektierte  Strahl  gegen  den  einfallenden  um  eine 
halbe  Wellenlänge  verschoben. 

Die  in  beiden  Fällen  reflektierten  Bewegungen  sind  demnach  ebenfalls 
in  gleichen  Abständen  von  der  Grenze  in  entgegengesetzter  Phase,  wo  in 
dem  ersten  Wellenthal  ist,  ist  in  dem  zweiten  Wellenberg  und  umgekehrt. 

Es  folgt  also,  wenn  eine  Wellenbewegung  an  der  Grenze  zweier  Systeme 


ankommt,  in  denen  der  Koefficient 


V 


verschiedene  Werte  hat,  so  be- 


wirkt sie  immer,  dafs  von  der  Grenzstello  aus  sich  zwei  Wellensysteme 
weiter  bewegen,  eine  in  das  erste  Mittel  zurück,  eine  reflektierte  oder 
zurückgeworfene  Welle,  und  eine  zweite,  welche  in  dem  zweiten  Mittel  sich 
weiter  bewegt. 

Nehmen  wir  an,  die  beiden  Punktsysteme  seien  isotrop,  so  erhält  man 
mit  Hülfe  der  Huyghensschen  Konstruktion  leicht  die  fortschreitende  und 
zurückgeworfene  Welle.  Beginnen  wir  mit  der  letztem  und  setzen  wir 
voraus,  dafs  eine  kugelförmige  Welle  an  der  ebenen  Grenze  zweier  Mittel 
antreffe. 

Es  sei  P (Fig.  221)  der  Mittelpunkt  der  Welle  im  ersten  Mittel,  Cli 
sei  ein  Durchschnitt  der  Welle  und  MN  ein  Durchschnitt  der  das  erste 
Mittel  begrenzenden  Ebene.  Ferner  sei  PQ  senkrecht  zu  MN,  also  Q der 
erste  Punkt,  welcher  von  der  Wellenbewegung  getroffen  wird.  Jeder  Punkt, 
der  Grenze  wird  ein  Mittelpunkt  einer  neuen  in  das  erste  Mittel  zurilck- 
kehronden  Welle,  sowie  er  von  der  ankommenden  Bewegung  getroffen  wird. 
Es  wird  sich  demnach  zunächst  von  dem  Punkte  Q eine  Bewegung  in  das 
erste  Mittel  ausbreiten.  Da  mm,  wie  wir  sahen,  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit einer  Welle  in  einem  elastischen  Punktsystem  nur  abhängt 

von  dem  Quotienten  l/ , so  verbreitet  sich  die  zurückgeworfene  Wolle 

mit  eben  derselben  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  einfallende  Welle 
verbreitet;  in  der  Zeit  also,  in  welcher  von  den  Punkten  I)  oder  C,  von 
denen  wir  der  Symmetrie  halber  annehmen,  dafs  sie  gleichweit  von  Q ent- 
fernt sind,  sich  die  schwingende  Bewegung  bis  //  oder  C fortgepflanzt  hat, 
wo  also  von  diesen  Punkten  aus  die  Wellenbewegung  reflektiert  zu  werden 
beginnt,  pflanzt  sich  von  Q aus  die  Bewegung  bis  zu  einer  Halbkugel  fort, 
deren  Radius  Qr  ==  CG’  ist.  Die  neben  Q liegenden  Punkte  der  Grenz- 
schicht q,  q",  qtl  qia  werden  immer  später  von  der  Wellenbewegung  ge- 
troffen, und  zwar  so  viel  später,  als  die  Bewegung  der  ankommenden  Welle 
braucht,  um  die  Strecke  (f q\  d q"  zu  durchlaufen.  In  derselben  Zeit 
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daher,  in  welcher  sich  die  Bewegung  von  Q bis  zu  einer  Halbkugel  vom 
Radius  Qr  fortpflanzt,  verbreitet  sie  sich  von  q bis  zu  einer  Halbkugel 
vom  Radius  qr  = Qr  — q' di  von  q bis  zu  einer  Halbkugel  vom  Radius 
qr'  — Qr  — q"  (C  und  so  von  allen  Übrigen  Punkten  bis  zu  einer  Halb- 
kugel, deren  Radius  um  die  Länge  kleiner  ist  als  Qr,  welche  die  Wellen- 
bewegung noch  hat  durchlaufen  mUssen,  um  den  betreffenden  Punkt  in 
Schwingungen  zu  versetzen. 

Die  Grenze,  bis  zu  der  sich  demnach  die  Wellenbewegung  in  dem 
ersten  Mittel  rückwärts  ausgebreitet  hat,  ist  dio  Fläche,  welche  alle  diese 
einzelnen  Kugeln  berührend  umhüllt.  Es  ist  leicht  ersichtlich,  dafs  diese 
Fläche  C'r’rrD'  eine  Kugelfläche  sein  mufs,  deren  Mittelpunkt  P'  ebenso 


Fig.  Sil. 


weit  hinter  M N liegt,  als  der  Punkt  P,  von  welchem  die  ankommende 
Welle  ausging,  vor  MN  liegt.  Denn  denken  wir  uns,  dafs  die  Welle  un- 
gehindert hätte  fortsehreiten  können , so  geben  die  andern  Hälften  der 
von  uns  um  Q,  q\  q"  • • • beschriebenen  Kugeln,  nach  der  Hnyghensschen 
Konstruktion,  die  Wollenfläche  C'Qf  D,  bis  zu  der  sich  die  Bewegung  in 
derselben  Zeit  fortgepflanzt  hätte,  in  der  sie  in  dor  Richtung  PC  sich  bis 
CC'  fortpflanzte.  Die  diese  Kugeln  nach  der  einen  Seite  einhüllende  Fläche 
ist  aber,  wie  wir  sahen,  eine  Kugel  vom  Radius  PC'  = P Qi  = PI/.  Die 
Fläche,  welche  diese  Kugeln  von  der  andern  Seite  einhüllt,  mufs  daher  eine 
Kugel  von  demselben  Radius  sein,  die  ihre  Konvexität  jedoch  nach  der 
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entgegengesetzten  Seite  richtet,  deren  Mittelpunkt  also  in  P'  liegt,  so  dafs 
PQf  = Pr,  oder  da  Qr  — QQ',  P'Q  - PQ  ist. 

Von  einer  ebenen  Grenze  zweier  Punktsysteme  wird  demnach  eine  an- 
kommende  Welle  gerade  so  reflektiert,  als  ginge  sie  von  einem  Mittelpunkte 
aus,  welcher  ebenso  weit  hinter  dieser  Grenze,  wie  der  Mittelpunkt  der  an- 
kommenden  Welle  vor  der  Grenze  liegt. 

Dieser  Satz  lSifst  sich  in  etwas  anderer  Form  aussprechen,  in  welcher 
er  in  manchen  Fällen  leichter  angewandt  wird. 

Aus  der  Gleichheit  P'Q  = PQ  folgt,  dafs  die  Dreiecke  P’C'Q  und 
PC'Q,  P'q'Q  und  Pq"Q , Pq'Q  und  P q Q etc.  sich  decken  und  daraus, 
dafs  die  Winkel 

P'q'Q  = Pq'Q, 

P'q  Q = Pq'Q  etc., 

oder  da  die  Winkel  P'q'Q  = r" q"  C'  und  P' q Q = r q C'  sind  als  Scheitel- 
winkel, dafs  die  Winkel 

Pq'Q  = r'q’C', 

PqQ  = r qC\ 

oder  die  Winkel,  unter  welchen  die  Radien  der  ankommenden  und  reflek- 
tierten Welle  die  Grenzfläche  schneiden,  einander  gleich  sind.  Nach  unserer 
ersten  Anschauung  von  der  Art  der  Fortpflanzung  der  Wellenbewegung  in 
einem  Punktsystem  waren  die  Radien  der  Wellenfläche  die  einzelnen  Punkt- 
reihen, in  welchen  sich  die  Bewegung  fortpflanzte.  Nennen  wir  mit  Rück- 
sicht darauf  die  Radien  die  Wellenstrahlen,  so  können  wir  obigen  Satz  auch 
so  aussprechen,  dafs  bei  der  Reflexion  einer  Wellenbewegung  die  reflektierten 
Strahlen  und  die  ankommenden  mit  der  reflektierenden  Fläche  gleicho  Winkel 
bilden. 

Man  bezeichnet  gewöhnlich  die  Vertikale,  welche  in  dem  Punkte  der 
Trennungsfläche  beider  Mittel  errichtet  wird,  als  das  Einfallslot  und  den 
Winkel,  welchen  der  ankommende  Wellenstrahl  mit  demselben  bildet,  als 
Einfallswinkel,  den  hingegen,  welchen  der  reflektierte  Strahl  mit  ihm  ein- 
schliefst, als  Reflexionswinkel. 

Sind  nun  die  Winkel,  welche  der  ankommende  und  der  reflektierte 
Strahl  mit  der  reflektierenden  Fläche  einschliefsen,  einander  gleich,  so  sind 
es  auch  diejenigen,  welche  sie  mit  dem  Einfallslote  bilden,  woraus  dann 
folgt,  dafs  eine  Wellenbewegung  so  reflektiert  wird,  dafs  der  oinfallende 
und  reflektierte  Strahl  mit  dem  Einfallslot  in  einer  Ebene  liegen,  und  dafs 
der  Einfallswinkel  gleich  dem  Reflexionswinkel  ist. 

Diese  Form  unseres  Satzes  ist  besonders  bequem,  um  die  Gesetze  der 
Reflexion  an  krummen  Flächen  zu  erhalten.  Wir  können  diese  als  eine 
stetige  Reihenfolge  sehr  kleiner  Ebenen  betrachten,  deren  Normalen  nicht 
wie  bei  einer  Ebene  einander  parallel,  sondern  immer  anders  gerichtet  sind. 
Für  jede  noch  so  kleine  Ebene  gilt  unser  Reflexionsgesetz;  kennt  man  daher 
das  Gesetz,  nach  welchem  die  Normalen  der  auf  einander  folgenden  kleinen 
Ebenen  geneigt  sind,  so  hat  man  darin  zugleich  an  allen  Punkten  die 
Richtung,  nach  welcher  ein  einfallender  Strahl  und  somit  eine  ankommende 
Wellenbewegung  reflektiert  wird. 
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Ist  /..  B.  die  Grenze  zweier  Mittel  eine  Kugelflüche,  so  fallen  die  in 
jedem  Punkte  der  Fläche  errichteten  Senkrechten  mit  den  Radion  der  Kugel 
zusammen.  Eine  an  der  Grenze  ankommende  Wellenbewegung  wird  daher 
so  zurückgeworfen,  dafs  die  an  jedem  einzelnen  Punkte  reflektierten  Strahlen 
und  die  ankommenden  mit  den  Radien  der  Grenzfläche  gleiche  Winkel 
bilden.  Kommt  die  Wellenbewegung  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kugel,  also 
in  der  Richtung  der  Radien  an,  so  wird  jeder  Strahl  nach  dem  Mittelpunkte 
zurttckgeworfen,  die  Bewegung  kehrt  in  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zurück. 

§ 135. 

Brechung  der  Wellen.  Von  der  Grenze  zweier  Punktsysteme  pflanzt 
sich,  wie  wir  sahen,  aufser  in  das  erste  System  zurück,  auch  eine  Wellen- 
bewegung in  das  zweite  System  fort.  Jeder  Punkt  der  Grenzschicht  wird, 
sobald  als  die  ankommende  Bewegung  ihn  trifft,  Mittelpunkt  einer  Welle, 
die  sich  in  das  zweite  System  fortpflanzt,  mit  einer  andern  Geschwindigkeit 
jedoch,  als  sich  die  Bewegung  in  dem  ersten  Systeme  fortpflanzte.  Ist  das 

zweite  System  dichter  als  das  erste,  d.  h.  ist  der  Quotient  j/  * kleiner  für 

das  zweite  System  als  für  das  erste,  so  pflanzt  sich  die  Bewegung  im  zweiten 
Mittel  langsamer,  ist  derselbe  gröfser,  so  pflanzt  sich  dieselbe  rascher  fort. 

rig.  Ui. 


r 


Sei  CB  (Fig.  222)  ein  sehr  kleines  Stück  einer  Wellenfläche,  welches 
in  dem  ersten  System  sich  in  der  Richtung  PB  gegen  die  Grenze  MN 
zweier  Mittel  bewegt.  Nehmen  wir  ferner  an,  dafs  der  Mittelpunkt  der 
ankommenden  Welle,  von  der  CB  ein  Stück  ist,  so  weit  entfernt  sei,  dafs 
wir  CB  als  eine  zur  Ebene  NBP  senkrechte  Ebene  und  die  Wellenstrahlen 
PB  und  P'  C als  parallel  ansehen  können.  In  dem  Augenblicke,  in  welchem 
das  Wellenstück  CB  bei  B die  Grenze  MN  berührt,  verbreitet  sich  von  B 
aus  eine  Welle  in  dem  zweiten  Systeme. 
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Ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  dem  ersten  System  v und  in 
dem  zweiten  v,  so  verhalten  sich  die  Strecken,  durch  welche  sich  die  Wellen- 
bewegung in  gleichen  Zeiten  fortpflanzt,  wie  v zu  v. 

Der  Hadius  Dr  der  Kugel,  Uber  welche  sich  die  Wellenbewegung  im 
zweiten  Mittel  ausbreitet,  wilhrend  dieselbe  im  ersten  sich  von  C bis  C' 
fortpflanzt,  ist  daher 

Dr  = CC  • ' • 

v 

Von  den  zwischen  D und  C'  gelegenen  Punkten  verbreiten  sich  eben- 
falls Wellenbewegungen  in  das  zweite  Mittel,  aber  um  so  später,  als  sie 
selbst  von  der  fortschreitenden  Wellenbewegung  getroffen  werden.  Von 
irgend  einem  Punkte  tf  beginnt  sich  die  Bewegung  erst  zu  verbreiten,  wenn 
die  Bewegung  im  ersten  Mittel  bis  c tf  fortgeschritten  ist.  Hat  sich  die 
Bewegung  im  ersten  Mittel  bis  C fortgepflanzt,  so  hat  sich  von  tf  dieselbe 
im  zweiten  Mittel  Uber  eine  Kugel  ausgebreitet,  deren  Radius  q gleich  ist 


Diese  Grenze,  bis  zu  der  sich  die  Bewegung  im  zweiten  Mittel  fort- 
gepflanzt hat,  wenn  sie  im  ersten  Punktsystem  bis  C fortgeschritten  ist, 
ist  dann  die  Flüche,  welche  alle  Kugeln,  die  um  die  verschiedenen  Punkte  d 
beschrieben  sind,  berührt. 

Diese  Fläche  erhalten  wir,  wenn  wir  durch  C eine  Tangente  an 
den  um  JJ  beschriebenen  Halbkreis  ziehen  und  durch  diese  eine  zur  Ebene 
C' Dr  senkrechte  Ebene  legen.  Denn  diese  Ebene  berührt  nicht  nur  die 
um  1)  mit  dem  Radius  Dr  beschriebene  Kugel,  sondern  auch  sämtliche  mit 
den  betreffenden  Radien  um  die  Punkte  d beschriebenen  Kugeln.  Denn 
ziehen  wir  von  <t  aus  tf  r senkrecht  zu  C'r,  so  sind  die  Dreiecke  C'rD 
und  Cr  tf  ähnlich,  somit. 

tfr  : Dr  = C'cf  : C'D. 

Ebenso  sind  aber  auch  die  Dreiecke  CDC'  und  c tf  C'  ähnlich  und 
somit 


Ctf  : C'D  = c'C  : CC. 

Da  nun  ferner 

Dr  — CC  ■ — , 

V 1 

so  ist 

tfr  : CC'  ■ — = c'C'  : CC, 

V 

• 

oder 

tf  r = C'  e"  • —■ , 

das  heilst  die  von  tf  auf  Cr  hcrabgelassene  Senkrechte  ist  der  Radius  der 
Kugel,  die  mit  dem  Radius  q um  tf  beschrieben  ist,  oder  C'r  ist  Tangente 
an  dem  Durchschnitt  der  Kugel  mit  der  Ebene  NDP  und  somit  die  durch 
Cr  gelegte  Ebene  Tangentialebene  an  die  um  tf  beschriebene  Kugel.  Ebenso 
gilt  es  für  alle  um  die  Punkte  tf  beschriebenen  Kugeln. 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Winkel  CDC  und  DCf  r,  welche  die  ankom- 
mende  und  die  in  das  zweite  System  übergegangene  Welle  mit,  der  Grenz- 
fläche bilden,  mit  <p  und  9’,  so  haben  wir 

CC’ 

sin  <p  =*  (rjy  , 

• CC 

/ Df  v 
sm  7 = . 

imd  daraus 

sin  e 

»in  <p'  »' 

Der  Winkel,  welchen  die  in  das  zwoite  Mittel  Ubergegangene  Welle 
mit  der  Grenzebene  bildet,  ist  also  ein  anderer  als  derjenige,  welchen  die 
ankommende  Welle  mit  der  Grenzfläche  bildet,  oder  was  dasselbe  ist,  die 
in  das  zweite  Mittel  übergegangenen  Wellenstrahlen  bilden  mit  dem  Ein- 
fallslote andere  Winkel  als  die  ankommenden  Strahlen.  Da  aber  das  Ver- 

f 

hältnis  ~r  für  zwei  Mittel  konstant  ist,  so  folgt,  dafs  die  ankommende 

Welle  unter  einem  Winkel  ankoromen  kann,  unter  welchem  sie  will,  sie 
bewegt  sich  stets  unter  einem  solchen  Winkel  gegen  die  Grenzebene  weiter, 
dafs  das  Verhältnis  der  Sinus  des  Winkels,  unter  welchem  sie  ankommt, 
und  des  Winkels,  unter  dem  sie  weiter  geht,  konstant  ist.  Zugleich  sieht 
man,  dafs  der  einfallende  und  gebrochene  Wellenstrahl  und  das  Einfallslot 
in  derselben  Ebene  liegen. 

Jede  an  der  Grenzebene  ankommende  kugelförmige  Welle  können  wir 
als  eine  Reihenfolge  sehr  kleiner  Ebenen  betrachten,  die  alle  verschieden 
gegen  die  Grenzfläche  geneigt  sind,  deren  Neigung  gegen  die  Grenzfläche 
aber  bestimmt  wird  durch  den  Winkel,  welche  die  zu  ihnen  gehörenden 
Wellenstrahlen,  die  einzelnen  Radien,  mit  dem  Einfallslot  bilden.  Mit 
Hülfe  des  obigen  Satzes  ist  es  leicht,  die  fortgepflanzte  Welle  im  zweiten 
Punktsystem  zu  konstruieren. 

Wir  erhalten  als  unmittelbare  Folge  aus  unserem  Satze,  dafs  beim 
Übergange  einer  Wellenbewegung  aus  einem  Punktsystem  in  ein  zweites, 

für  welches  der  Quotient  kleiner  ist  als  fllr  das  erste,  der  Winkel, 

welchen  der  in  das  zweite  Mittel  Ubergegangene  Strahl  mit  dem  Einfalls- 
lote bildet,  kleiner  ist  als  der  Winkel,  welchen  der  ankommende  Wellen- 
strahl mit  demselben  einschliefst.  Ist  dagegen  dieser  Quotient  gröfser  für 
das  zweite  als  für  das  erste  Mittel,  so  ist  der  Winkel,  welchen  der  in  das 
zweite  Mittel  übergegangone  Strahl  mit  dem  Einfallslote  bildet,  gröfser. 
Beim  Übergange  einer  Wellenbewegung  aus  einem  Mittel  in  ein  zweites 
worden  daher  die  einzelnen  Wellenstrahlen  stets  gebrochen;  beim  Übergange 
in  ein  Mittel  von  gröfserer  Dichtigkeit  werden  sie  zum  Einfallslote  hin- 
gebrochen, beim  Übergange  in  ein  Mittel  von  geringerer  Dichtigkeit  werden 
die  Strahlen  vom  Einfallslote  fortgebrochen. 

Jede  krumme  Fläche  können  wir,  wie  schon  bemerkt  wurde,  als  eine 
Reihenfolge  unondlich  kleiner  Ebenen  betrachten,  welche  in  steter  Folge 
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gegen  einander  geneigt  sind.  Für  krumme  Begrenzungen  zweier  Mittel 
rnufs  daher  das  Brechungsgesetz  dasselbe  sein;  um  den  Weg  der  einzelnen 
Strahlen  zu  bestimmen,  mufs  man  aber  das  Gesetz  kennen,  nach  welchem 
die  einzelnen,  unendlich  kleinen  Ebenen  oder  deren  Einfallslote  gegen  ein- 
ander geneigt  sind*). 


Zweites  Kapitel. 

Von  der  Wellenbewegung  fester  Körper. 

§ 136. 

Schwingende  Bewegung  einzelner  Teile  fester  Körper  infolge 
der  Elasticitüt.  Die  im  vorigen  Kapitel  aus  den  früher  erkannten  Gesetzen 
über  die  Wirkung  von  Kräften  theoretisch  abgeleiteten  Bewegungserschei- 
nungen können  wir  in  der  mannigfachsten  Weise  in  den  Körpern  hervor- 
bringen. Alle  Körper  bestehen  nach  den  Entwickelungen  des  § 46  aus 
kloinen  Teilen,  welche  durch  anziehende  und  abstofsende  zwischen  ihnen 
thätige  Kräfte  entwodor  allein  wie  bei  don  festen  Körpern  oder  mit  Hülfe 
äul'serer  Kräfte  wie  bei  den  flüssigen  und  gasförmigen  Körpern  im  Gleich- 
gewicht gehalten  werden. 

Durch  eine  Änderung  der  auf  die  Körper  wirkenden  Kräfte  wird 
stets  auch  eine  Änderung  dieses  Gleichgewichtszustandes  herbeigeführt, 

’)  Die  in  diesem  Kapitel  vorgetragenen  Sätze  finden  sich  vorzugsweise  in 
den  Abhandlungen  von  Fremd  und  andern  über  die  Undulationstheorie  des 
Lichtes  zuerst  in  ähnlicher  Form  entwickelt  Es  gilt  das  besonders  von  der  Ab- 
leitung der  Gleichungen  für  die  schwingende  Bewegung  § 123  bis  g 130.  Dieselben 
befinden  sich  in: 

Fresnel,  Memoire  sur  la  diffraction  de  la  lumiöre.  Memoires  du  l’Acad.  de 
France  Tome  V.  Poggend.  Ann.  Bd.  XXX.  Oeuvres  complötes.  T.  I. 

Die  Sätze  über  Interferenz  der  Wellen  § 128  in  derselben  Abhandlung  von 
Fresnel,  und  Schwert I,  die  Beugungserscheinungen  des  Lichtes.  Mannheim  1836. 

Die  stehenden  Wellen  durch  Interferenz  entgegengesetzter  Wcllenzüge  leitet 
Fresnel  ähnlich  ab  in  seiner  Abhandlung  über  die  Doppelbrechung  des  Lichtes: 
Memoires  de  l’Acad.  de  Franco.  Tome  VII.  Poggend.  Ann.  XXIII.  OeuvreB 
completea.  T.  II.  p.  479  tf. 

Auf  die  elliptischen  Schwingungen  machte  zuerst  aufmerksam  Fresnel  in 
seiner  Abhandlung  über  Reflexion  des  polarisierten  Lichtes:  Annalcs  de  chim. 
et  de  phys.  XLVI.  Poggend.  Ann.  XXII.  Airy,  tbor  die  Doppelbrechung  iin 
Bergkry stall  im  1 Bande  der  Transactions  of  the  Cambridge  Philosopkica! 
society.  Poggend.  Ann.  XXIII.  Die  von  uns  gegebene  Ableitung  ist  im  wesent- 
lichen die  von  Amman»  in  der  Abhandlung  über  die  Reflexion  an  Metallen. 
Poggend.  Ann.  XXVI.  Mau  sehe  darüber  auch  Feer,  Einleitung  in  die  höhere 
Optik.  Brauuschweig,  1853.  Die  Zusammensetzung  von  Schwingungen  ver- 
schiedener Wellenlänge  ist  besonders  von  J.issajous  studiert  und  für  akustische 
Zwecke  nutzbar  gemacht.  Annales  de  chim.  et  de  phys.  3.  Ser.  t.  LI. 

Die  Fortpflanzung  der  Wellen  in  Punktsystemen  und  das  Huyghenssche 
Princip  ist  zuerst  von  Huyghens  in  seinem  Werke  Traite  de  la  lumiere,  Leiden  1690, 
entwickelt,  ebenso  die  Ableitung  des  Reflexions-  und  Refraktions-Gesetzes.  Voll- 
ständiger von  Fresnel  in  der  erwähnten  Abhandlung  über  die  Beugung  des 
Lichtes  und  in  einem  Zusatz  derselben:  Erklärung  der  Refraktion  des  Lichtes, 
nach  der  Undulationstheorie.  Auf  den  Unterschied  der  Reflexion  an  dichtem 
und  dünnem  Systemen  machte  zuerst  Thomas  Young  aufmerksam.  On  the  theory 
of  light  and  colours.  Philosoph.  Transact  of  the  Royal  Society  for  1802. 
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es  treten  Gestaltsänderungen  der  festen  Körper  oder  Bewegungen  in  den 
flüssigen  oder  gasförmigen  Körpern  hervor,  welche  wir  in  dem  zweiten  Ab- 
schnitte ausführlich  betrachtet  haben. 

Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  die  festen  Körpor,  so  sahen  wir, 
wie  Stäbe  durch  angehängte  Gewichte  verlängert,  oder  durch  Druck  ver- 
kürzt wurden,  wie  durch  Drehung  um  eine  im  Innern  derselben  liegende 
Axe  die  einzelnen  Schichten  der  Stäbe  gegen  einander  verschoben  wurden, 
oder  wie  durch  Biegung  denselben  eine  andere  Gestalt  gegeben  werden 
konnte. 

Zugleich  sahen  wir  aber  stets  bei  der  Änderung  des  Gleichgewichts- 
zustandes eines  Körpers  eine  Reaktion  auftreten,  die  uns  zeigte,  dafs  in- 
folge dieser  Änderung  eine  gewisse  Spannung  zwischen  den  Molekülen 
des  Körpers  auftritt,  durch  welche  sie  sich  bestreben,  in  die  Gleichgewichts- 
lage zurückzukehren.  Diese  Rückkehr  trat  ein,  wenn  die  Änderung  in  den 
wirkenden  Kräften  aufhörte;  überschritt  die  Verlängerung  oder  Verkürzung 
eines  Stabes  infolge  der  angebrachten  Gewichte  nicht  die  Elasticitätsgrenze, 
so  kehrte  der  Stab  nach  Abnahme  der  Gewichte  zu  seiner  ursprünglichen 
Länge  zurück,  war  die  Biegung  nicht  so  stark,  dafs  die  Teilchen  eine  neue 
Gleichgewichtslage  angenommen  hatten,  so  nahm  der  Stab  seine  ursprüng- 
liche Gestalt  wieder  an. 

Vorzüglich  bei  dieser  Rückkehr  in  den  Gleichgewichtszustand  treten 
nun  aber  Bewegungen  auf,  welche  wir  damals,  wo  wir  unser  Augenmerk 
nur  auf  den  endlichen  Zustand  der  Körper  richteten,  aufser  Acht  liefsen, 
deren  Natur  zu  erkennen  uns  aber  nach  dem  Vorigen  leicht  ist. 

Wenn  wir  einen  Stab  von  gegebener  Länge  und  gegebenem  Querschnitt 
durch  ein  Gewicht  verlängerten,  so  ergab  der  Versuch,  dafs  seine  Ver- 
längerung proportional  war  der  wirksamen  Kraft.  Diese  Verlängerung  war 
der  endliche  Zustand,  in  welchen  der  Körper  durch  die  dauernde  Wirkung 
der  Kraft  übergefübrt  wurde,  er  trat  ein,  wenn  die  durch  die  Entfernung 
der  Teile  von  einander  auftretende  Elasticitätskraft  dem  ziehenden  Gewichte 
gleich  wurde.  Die  Verlängerung  ist  eine  Entfernung  der  einzelnen  Schichten 
des  Stabes  von  einander,  deshalb  sind  die  Entfernungen  den  Verlängerungen 
proportional,  das  heifst,  bei  doppelter,  dreifacher,  überhaupt  «-facher  Ver- 
längerung des  Stabes  haben  sich  auch  die  einzelnen  Schichten  des  Stabes 
um  die  doppelte,  dreifache,  überhaupt  n-fache  Gröfse  von  einander,  oder 
was  dasselbe  ist,  von  ihrer  Gleichgewichtslage  entfernt. 

Da  nun  die  Verlängerungen  des  Stabes  den  spannenden  Gewichten  pro- 
portional sind,  und  da  bei  dem  endlichen  Zustande  die  Kräfte,  mit  denen 
die  einzelnen  Schichten  sich  rückwärts  anziehen,  den  spannenden  Gewichten 
an  Gröfse  genau  gleich,  der  Richtung  nach  aber  entgegengesetzt  sind,  so 
folgt,  dafs  die  Kraft,  mit  der  irgend  eine  Schicht  des  Stabes,  wenn  sie 
aufserhalb  der  Gleichgewichtslage  sich  befindet,  gegen  diese  hingezogen 
wird,  dem  Abstande  derselben  von  der  Gleichgewichtslago  proportional  ist. 

Bei  der  Rückkehr  jeder  Schicht  in  ihre  Gleichgewichtslago  ist  daher 
die  Bewegung  derselben  eine  beschleunigte,  in  derselben  angekommen,  be- 
sitzt sie  eine  gewisse  Geschwindigkeit,  vermöge  welcher  sie  sich  Uber  die 
Gleichgewichtslage  hinaus  bewegt.  Wenn  sie  dieselbe  überschritten  hat, 
wirken  aber  die  Kräfte  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  sie  ein  und  ver- 
nichten so  allmählich  die  der  Schicht  vorher  erteilte  Geschwindigkeit. 
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Dann  aber  tritt,  da  jetzt  wieder  dieselben  Elasticitätskräfte  auf  die  Schicht 
einwirken,  eine  rückgängige  Bewegung  ein,  bei  der  sich  dasselbe  wieder- 
holt; die  Schicht  erhält  also  eine  schwingende  Bewegung.  Da  das  Ge- 
setz, nach  welchem  die  wirkenden  Kräfte  mit  der  Entfernung  der  Schicht 
von  der  Gleichgewichtslage  sich  ändern,  dasselbe  ist,  welches  wir  der  Ab- 
leitung der  schwingenden  Bewegung  von  Punkten  zu  Grunde  legten,  so 
können  wir  die  dort  erhaltenen  Resultate  unmittelbar  auf  die  so  entstehen- 
den Schwingungen  der  festen  Körper  übertragen. 

Ganz  das  Gleiche  gilt  von  den  Bewegungen,  welche  ein  Körper,  der 
durch  Biegung  oder  Torsion  aus  seiner  Gleichgewichtslage  gebracht  ist, 
bei  der  Rückkehr  in  dieselbe  vollführt;  auch  in  diesem  Falle  ist  die  Biegung 
und  Torsion  der  wirkenden  Kraft,  also  die  bei  der  Biegung  oder  Torsion 
auftretende  elastische  Kraft  dem  Abstande  der  einzelnen  Teile  von  der 
Gleichgewichtslage  proportional.  Bei  der  Rückkehr  in  dieselbe  mufs  dem- 
nach der  Körper  schwingende  Bewegungen  vollfUhren,  welche  den  vorhin 
entwickelten  Gesetzen  folgen. 


§ 137. 

.Longitudinale  Schwingungen  der  Stäbe.  Wenn  man  einen  Stab 
in  seiner  Mitte  oder  an  einom  oder  beiden  Enden  festhält  und  ihn  an 
einem  Ende  rasch  mit  einem  Hammer  schlägt,  oder  seiner  Länge  nach  mit 
der  Hand,  nachdem  sie  mit  etwas  Kolophonium  eingerieben  ist,  oder  mit 
einom  nassen  Tuche  stark  reibt,  so  geraten  die  Teile  des  Stabes  in  longi- 
tudinale Schwingungen,  das  heifst  sie  bewegen  sich  in  der  Richtung  der 
Längsaie  des  Stabes  hin  und  her.  Bei  dieser  Bewegung  ändert  der  Stab 
seine  äufsore  Gestalt  nicht  merklich,  sondern  es  bilden  sich  in  seinem 
Innern  nur  abwechselnde  Verdichtungen  und  Verdünnungen,  die  sich  in 
der  § 125  dargestellten  Weise  durch  den  Stab  verbreiten,  in  einem  be- 
grenzten Stabe  an  der  Grenze  reflektiert  werden  und  dadurch  zu  stehenden 
Schwingungen  des  Stabes  Anlafs  geben. 

Die  longitudinalen  Schwingungen  eines  Stabes  sind  nicht  unmittelbar 
sichtbar,  indes  hat  Savart1)  sie  auf  folgende  Weise  sichtbar  gemacht.  Er 
befestigte  Glas-  oder  Metallstäbe  von  verschiedenen  Dimensionen  auf  einer 
80  Kilogramm  schweren  Bleimasse.  Ein  Sphärometer  mit  horizontaler 
Schraube  wurde  mit  dem  einen  Ende  des  Stabes  zur  Berührung  gebracht 
und  die  Stellung  der  8cbraube  ahgelesen,  dann  wurde  die  Schraube  zurück- 
gedreht und  der  Stab  in  Schwingungen  versetzt.  Darauf  wurde  die  Schraube 
dem  Stabe  wieder  vorsichtig  genähert  und  bei  einer  bestimmten  Stellung 
zeigte  sich,  dafs  die  Schraube  von  dem  Stabe  in  bestimmten  Zwischen- 
räumen gestofsen  wurde,  ein  Beweis,  dafs  der  Stab  sich  in  seiner  Längs- 
richtung abwechselnd  ausdehnte  und  zusammenzog. 

Es  bedarf  übrigens  nicht  einmal  solcher  Methoden,  um  die  longitu- 
dinalen Schwingungen  wahrnehmbar  zu  machen;  sie  sind  am  deutlichsten 
zu  erkennen  durch  don  Ton,  welchen  sie  hervorbringen.  Diesen  können  wir 
jedoch  erst  im  nächsten  Abschnitte  betrachten,  in  welchem  wir  auch  die 
meisten  der  sofort  abzuleitenden  Gesetze  experimentell  nachweisen  werden. 

')  Safari  in  Annales  de  chim.  et  phy*.  LXV.  p.  337. 
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Über  die  Fortpflanzung  der  Bewegung  in  einem  unbegrenzten  Stabe 
haben  wir  hier  nichts  hinzuzufügen,  sie  mufs  nach  den  Gesetzen  erfolgen, 
welche  wir  § 12(1  ff.  ganz  allgemein  Uber  die  Fortpflanzung  schwingender 
Bewegungen  in  Punktreihen  abgeleitet  haben.  Zwar  haben  wir  es  hier 
nicht  mit  einfachen  Punktreihen  zu  thun,  indes  kann  man  die  dort  ab- 
geleiteten Gesetze  deshalb  einfach  übertragen,  weil  alle  Punkte  einer  zur 
Längsaxe  parallelen  Schicht  dieselbe  Bewegung  haben,  wir  also  die  Stube 
als  ein  Bündel  paralleler  Punktreihen  betrachten  kömien. 

Auch  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  in  einem 
solchen  Stabe  mufs  der  § 127  entwickelte  Ausdruck  gelten 

— o-Vt- 

Setzen  wir  für  e,  die  Elasticität,  den  Elasticitätsmodulus  E der  be- 
treffenden Substanz  und  für  d die  Masse  der  Längeneinheit  des  Stabes  von 
der  Einheit  des  Querschnittes  ein,  auf  welche  sich  auch  der  Elasticitäts- 
koefflcient  bezieht,  so  ist  nach  unserer  Ableitung  des  § 126  die  konstante 
Gröfse  = C]/a  = 1 zu  setzen,  da  die  dort  von  uns  mit  e bezeichnet«  Gröfse, 
die  bei  longitudinaler  Bewegung  der  Punkte  der  Reihe  geweckte  Elasticität, 
den  Elasticitätskoefficienten  des  betreuenden  Materials  bedeutet.  Für  einen 
Stab  vom  Querschnitt  q wird  demnach1) 


Da  somit  aus  dem  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung 
der  Querschnitt  verschwindet,  so  folgt,  dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit longitudinaler  Schwingungen  von  dem  Querschnitte  der  Stäbe,  in  denen 
sie  stattfinden,  unabhängig  ist. 

Dafs  in  der  That  die  rechte  Seite  der  Gleichung  eine  Geschwindigkeit 
darstellt,  ergibt  sich  auch  aus  der  Bestimmung  der  Dimension  des  Aus- 
druckes. Wir  haben  für  die  Elasticitätskoefficienten  nach  S.  553 

£=■*,  {MI-'T-1), 

für  die  Dichtigkeit 

d «=  (fff  //“*), 

somit 

f =r(X*r-*), 

oder  die  Quadratwurzel  des  Ausdruckes  ist  eine  Geschwindigkeit. 

Man  findet  häufig  den  Ausdruck  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
longitudinaler  Schwingungen  in  etwas  anderer  Form.  Setzen  wir  für  E 
seinen  Wert  nach  § 48  indes  in  den  Krafteinheiten  des  absoluten  Mafses, 
so  ist 


wenn  P das  an  den  Stab  vom  Querschnitte  q gehängte  Gewicht  bedeutet, 
welches  demselben  die  in  Bruchteilen  der  ursprünglichen  Länge  ausgedrückte 

')  Man  sehe  auch  Poisson  in  Memoiree  de  l'Acad.  Royale  de  France  VIII. 

p.  444. 
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Verlängerung  <5  erteilt.  Nehmen  wir  an,  das  Gewicht  P sei  das  eines 
Stabes  des  gleichen  Materials  vom  Querschnitt  q und  der  Länge  l,  so  ist 

P = qdl. 


• I -Vi- 

Setzen  wir  schliefslich  die  Länge  l gleich  der  Längeneinheit,  und  be- 
zeichnen mit  d,  die  Verlängerung  des  Stabes  durch  ein  Gewicht  P,  welches 
gleich  dem  eines  Stabes  von  dem  gleichen  Material,  dem  gleichen  Quer- 
schnitt q und  der  Längeneinheit  ist,  so  ist 


Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  in  einem 
Stabe  ist  demnach  gleich  dem  Quotienten  aus  der  Quadratwurzel,  aus  der 
Beschleunigung  bei  dem  freien  Fall  und  der  Quadratwurzel  aus  der  in 
Bruchteilen  der  Stablänge  gegebenen  Verlängerung,  welche  er  durch  das 
Gewicht  eines  Stabes  gleichen  Materials,  gleichen  Querschnitts  und  der  Ein- 
heit der  Länge  erfährt.  Letztere  Verlängerung  können  wir  auch  als  jene 
bezeichnen,  wolche  ein  Stab  von  der  Länge  eins  durch  ein  seinem  eigenen 
gleiches  Gewicht  erfährt. 

Wir  werden  im  nächsten  Abschnitte  in  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit des  Schalles  in  langen  Stäben  den  experimentellen  Beweis  fllr  die 
Richtigkeit  dieser  Ausdrücke  erhalten. 


somit 

nnd 
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einer  Stelle  eines  begrenzten  Stabes  eine  longitudinale  Schwingung  hervor- 
gerufen, so  breitet  sich  dieselbe  durch  den  Stab  aus  bis  zu  den  Enden  des- 
selben; an  den  Enden  wird  die  Bewegung  reflektiert  und  durchläuft  dann 
den  Stab  nach  entgegengesetzter  Richtung.  Da  die  Reflexion  an  beiden 
Enden  des  Stabes  erfolgt,  so  pflanzen  sich  kurze  Zeit  nach  Beginn  der 
Schwingungen  in  dem  Stabe  Bewegungen  nach  entgegengesetzten  Richtungeu 
fort;  es  müssen  sich  somit  in  dem  Stabe  stehende  Wellen  bilden.  Die  Stäbe 
geraten  also  in  Schwingungen,  deren  Dauer  von  der  Länge  und  dem  Ma- 
terial, aus  welchem  die  Stäbe  gemacht  sind,  abhängig  ist,  und  aufserdem 
von  der  Art,  wie  die  Stäbe  befestigt  sind.  Wir  wollen  zunächst  einen  Stab 


betrachten,  der  wie  ab 
(Fig.  223)  nur  in  seiner 
Mitte  leicht  gehalten  wird, 


im  übrigen  aber  und  be 


sonders  an  seinen  Enden  frei  ist.  Wir  nehmen  an,  das  Ende  b sei  etwa 
durch  Klopfen  mit  einem  Hammer  ,'oder  dadurch,  dafs  der  Stab  mit  einem 
feuchten  Tuche  von  der  Mitte  gegen  b hin  gestrichen  wird,  in  eine  schwingende 
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Bewegung  versetzt,  deren  Amplitude  o und  deren  Sehwingungsdauor  T sei. 
Die  Bewegung  pflanzt  sich  dann  durch  den  Stab  bis  zu  dem  Ende  a fort, 
wird  dort  reflektiert  und  kehrt  in  dem  Stabe  gegen  b zurück.  Da  die 
Dichtigkeit  der  Luft  gegenüber  derjenigen  des  festen  Körpers  eine  sehr 
kleine  ist,  wird  die  Amplitude  der  Bewegung  bei  der  Reflexion  so  wenig  ge- 
schwächt, dafs  wir  dieselbe  auch  für  die  gegen  b zurückkehrende  Bewegung 
gleich  a setzen  können.  Die  Reflexion  geschieht  ferner,  da  das  zweite 
Mittel  ein  dünneres  ist,  ohne  Umkehr  des  Vorzeichens  der  Schwingungen. 
Die  stetig  von  b ausgehenden  und  die  von  a reflektierten  Schwingungen 
sind  es  dann,  welche  sich  in  dem  Stabe  zu  stehenden  Wellen  zusammen- 
setzen. 

Rechnen  wir  die  Zeit  t von  dem  Momente  an,  in  welchem  das  Ende  b 
eine  Schwingung  beginnt,  so  wird  zur  Zeit  t die  Bewegung  einer  Molekül- 
schicht, welche  von  b um  die  Strecke  x entfernt  ist,  durch  folgende 
Gleichungen  gegeben  sein.  Erstens  ist  der  Abstand  y,  der  Molekülschicht 
von  der  Gleichgewichtslage  durch  die  bei  b erregte  Bewegung 

y,  — er  sin  2 n (ji,  — * ) ; 

die  Bewegung,  welche  von  b ausgeht,  wird  bei  a reflektiert,  nachdem  sie 
die  Länge  l des  Stabes  durchlaufen  hat,  sie  hat  dann  noch,  um  zu  der  be- 
trachteten um  x von  b entfernten  Molekülschicht  zu  gelangen,  den  Wog 
I — * zurückzulegen.  Da  sie  nun  bei  a ohne  Änderung  des  Vorzeichens 
reflektiert  wird,  so  ist  der  Abstand  y2  der  betrachteten  Schicht  von  der 
Gleichgewichtslage  zur  Zeit  t infolge  dieser  Bewegung 

ys  «=  « süi  2 n (y  ~ J ~~T~)  ’ 


die  resultierende  Bewegung  ist  deshalb 

y — y,  + Vs  = 2o  cos  2«  l~ * sin  2n  (-^r  — y)  • 

Die  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Bewegung  diejenige  stehender  Wellen  von 
der  Schwingungsdauer  T ist.  Die  Anzahl  der  sich  auf  dem  Stabe  aus- 
bildenden stehenden  Wellen  hängt  ab  von  der  Länge  des  Stabes  und  der 
Schwingungsdauer  T.  Welche  stehende  Wellen  sich  auf  dem  Stabe  über- 
haupt anshilden  können,  ergibt  sich  aus  der  Bedingung,  dafs  jedenfalls 
an  den  Enden  des  Stabes  ein  Schwingungsmaximum  sein  mufs,  das  heifst 
also,  dafs  dort  die  Amplitude  der  Bewegung  jedenfalls  den  gröfsten  Wort 
2 er  haben  mufs.  Da  die  Amplitude  der  Bewegung  der  verschiedenen 
durch  den  Abstand  x vom  Ende  b gegebenen  Molekülschichten  durch  den 
Faktor 

2 a cos  2 n — j— 

gegeben  ist,  so  folgt,  dafs 

l ~~  ,T 

cos  2 n — - — = -4-  1 sein  mufs  für  * ■*=  0 und  x =»  /. 

Es  mufs  somit 

cos  2 7t  y = + 1 ; 2 y = (i  jt , l = n — , 
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es  mufs  also  die  Länge  des  Stabes  irgend  ein  Vielfaches  einer  halben 
Wellenlänge  sein.  Oder  es  können  nur  solche  Schwingungen  in  dem  Stabe 
zu  stehenden  Wellen  Anlafs  geben,  deren  Oscillationsdauern  so  sind,  dals 
während  einer  oder  zwei  oder  irgend  einem  Vielfachen  einer  halben  Oscilla- 
tionsdauer  die  Bewegung  sich  durch  die  ganze  Länge  des  Stabes  fortpflanzt. 

Die  langsamsten  Schwingungen,  welche  der  Stab  annehmen  kann, 
sind  somit  solche,  für  welcho  l = \ Da  nun,  wenn  c die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Bewegung  im  Stabe  ist,  somit 


c 


zwischen  A und  T die  Beziehung  besteht 

i = c2’=r-j/-Jl 

so  folgt  für  die  Dauer  der  langsamsten  Schwingungen 


T 


2 1 

c 


Die  Schwingungsdauer  des  Stabes  ist  also  gleich  der  doppelten  Länge 
des  Stabes  dividiert  durch  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  im 
Stabe;  sie  ist  deshalb  unabhängig  von  der  Gröfse  und  der  Form  des  Quer- 
schnitts, sie  wird  nur  bedingt  von  der  Länge,  dem  Elasticitätskoefficienteu 
und  dem  specifischen  Gewichte  des  Matorials,  aus  dem  der  Stab  besteht. 

Die  in  einer  Sekunde  von  dem  Stab  volltührte  Anzahl  von  Schwin- 
gungen ist 


e 

21 


l 

ä7 


sie  ist  also  gleich  dem  Quotienten  aus  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
und  der  doppelten  Länge  des  Stabes. 

Die  Bewegung,  welche  die  einzelnen  Teile  des  Stabes  vollfuhren,  er- 
gibt sich  aus  der  Betrachtung  der  Werte  »/,  wenn  wir  den  Moment  fixieren, 
in  dem 

sin  2*  (-f  “ r)  “ L 


Dann  ist 


y = 2 a cos  2 ?r 


I- 


somit  ist  für 

x = 0 x — -\l  — x =— 

.'/ = 2«  y = aY  2 */  = 0 


i/  — — « Y 2 y — — 2a. 


Die  Mitte  des  Stabes  ist  somit  ein  Knotenpunkt,  der  stets  in  Buhe  bleibt, 
und  die  beiden  Hälften  des  Stabes  schwingen  jede  wie  eine  halbe  stehende 
Welle,  so  dafs  die  beiden  Hälften  stets  in  entgegengesetzterWeise  schwingen. 

Gibt  man  den  erregten  Schwingungen  die  halbe  Dauer,  so  kann  ebeit- 
falls  der  Stab  in  stehende  Schwingungen  geraten.  Es  ist  dann  l = / 


7.- 


1 


c 


e 


21 

2c 
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Die  Bewegung  des  Stabes  erhalten  wir  wieder,  indem  wir  die  Werte 
von  y betrachten,  wenn  der  von  der  Zeit  abhängige  Koefficient  der  Gleichung 
für  y — 1 ist. 

Dann  wird,  da  jetzt  l = A für 


z = 0 x = = *«=$!■=  $A  * = $/-=  }A  x — l — i. 

y — 2 a »/  = 0 y = — 2a  1/  = 0 y — 2 a. 

In  dem  Stabe  sind  somit  zwei  Knotenpunkte  in  { l und  J A;  das 
zwischen  den  beiden  Knotenpunkten  liegende  Stück  schwingt  als  eine  stehende 
Welle,  und  die  beiden  Viertel  zwischen  den  Knotenpunkten  und  den  Enden 
als  halbe  stehende  Wellen;  diese  beiden  halben  stehenden  Wellen  sind  unter 
sich  in  gleicher  Phase,  das  zwischen  den  Knotenpunkten  liegende  Stück  ist 
in  gerade  entgegengesetzter  Phase. 

Die  Schwingungsanzahl  ist  in  diosem  Falle  die  doppelte  von  vorher 


Allgemein  können  in  dem  Stabe  stehende  Wellen  existieren,  deren 
Schwingungsdauem  Tn  und  Schwingungszahlen  N,  sind 


T. 


AL 

n • c 


N,  — » 


c 

27  ’ 


worin  n jede  ganze  Zahl  sein  kann.  Es  entstehen  dann  in  dem  Stabe  »f 
Knotenpunkte,  von  denen  die  den  Enden  nächsten  von  den  Enden  um 

2n  entfernt  sind,  und  welche  überhaupt  im  Stabe  einen  Abstand  von  — 

besitzen.  Einer  Ableitung  im  einzelnen  wird  es  nach  dem  Vorigen  nicht 
bedürfen. 

Mit  denselben  Schwingungszahlen  kann  ein  Stab  schwingen,  wenn  seine 
beiden  Enden  fest  eingeklemmt  sind,  jedoch  ist  der  Bewegungszustand  oder 
die  Verteilung  der  Bewegung  in  dem  Stabe  dann  eine  ganz  andere.  Es 
folgt  das  schon  daraus,  dafs  in  dem  Falle  die  Enden  des  Stabes,  da  sie 
fest  eingeklemmt  sind,  stets  in  Buhe  sein  müssen.  Dm  die  Bewegung  des 
Stabes  zu  erhalten,  nehmen  wir  an,  es  sei  an  irgend  einer  Stelle  des 
Stabes  etwa  durch  Beiben  eine  schwingende  Bewegung  erzeugt,  und  es  sei 
dadurch  im  Abstande  d von  dem  Ende  6 ein  Schwingungsmaximum  ent- 
standen. Wir  rechnen  die  Zeit  t von  dem  Beginne  der  Schwingungen  an 
dieser  Stelle.  Von  hier  aus  pflanzt  sich  die  Bewegung  im  Stabe  nach 
beiden  Seiten  fort,  wird  an  den  Grenzen  a und  b reflektiert  und  geht  von 
beiden  Enden  im  Stabe  wieder  zurück.  Da  die  beiden  Stabenden  als  fest 
vorausgesetzt  werden,  so  geschieht  die  Beflexion  so,  wie  an  einem  Mittel 
von  unendlich  grofser  Dichtigkeit;  somit  tritt  ein  Wechsel  des  Vorzeichens 
der  Bewegung  oder  Verlust  einer  halben  Wellenlänge  an  beiden  Enden  ein, 
die  reflektierte  Amplitude  hat  aber  merklich  dieselbe  Gröfse  als  die  an- 
kommende. 

Die  Bewegung,  welche  eine  um  x von  b entfernte  Molekülschicht  in- 
folge jeder  der  beiden  zu  ihr  kommenden  erhält,  ist  durch  folgende  beiden 
Gleichungen  gegeben.  Erstens  für  die  an  b reflektierte  Bewegung 

. / t d x\ 

==  _ « sin  2jt  ( r — y — y) ; 

WOllvkr,  Physik  L 4.  Aufl.  40 
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zweitens  für  die  an  a reflektierte 

y, «sin  2«^,  - T 1 ); 

somit  wird  die  resultierende  Bewegung 

, „ a l — d — x . I t l\ 

y = 9t  + y*  = — 2“  cos  2» * sm  2 ?r  { T — j-)  • 

Die  in  dem  Stabe  möglichen  Bewegungen  ergeben  sich  wieder  aus  den  für  die 
Stabenden  vorhandenen  Bedingungen,  dafs  fllr  diese  stets  y = 0 sein  mufs. 
Es  inufs  deshalb  für  x = 0 und  für  x — l der  Wert  von  y immer  Null 
sein,  oder  es  mufs 

„ 1 — d n „ d 

cos  in  — r — = 0 cos  2 n y = 0, 

oder  es  mufs  sowohl 

2*1^1  =(2n+  1)  l-d  = (2«+l)|, 

als  auch 

2*4  = (2m+  Of  J~  (2« + 1)4« 


worin  n jede  ganze  Zahl  sein  kann.  Der  Abstand  der  Stelle  des  Stabes, 
an  welchem  ein  Schwingungsmaximum  vorhanden  ist,  mufs  demnach  von 
beiden  Stabenden  ein  ungerades  Vielfaches  von  einer  viertel  Wellenlänge 
entfernt  sein.  Daraus  folgt,  dafs  die  Länge  des  Stabes  selbst  irgend  eine 
Anzahl  von  halben  Wellenlängen  sein  mufs.  Ist  die  Zahl  derselben  «,  so 
folgt  wie  vorhin  für  die  Schwingungsdauer  7'„  und  Schwingungsanzahl  Ar„ 


Tn  «=  - — 

n c 


Die  Verteilung  der  Bewegung  im  Stabe  ist  für  die  einzelnen  Fälle 
leicht  zu  erhalten.  Ist  n = 1,  so  ist  l — ■ £A;  d = |A.  Es  wird  dann, 
wenn  das  von  der  Zeit  abhängige  Glied  der  Gleichung  + 1 ist,  sein 

x = 0 = x = { l = \ X ^==|/  = |A  x = / 

y = 0 y = Ljl  tr  ]/l  y = 2a  y = ^ a }/2  y = 0. 

* 

Der  Stab  schwingt  somit  als  eine  stehende  Welle,  deren  Knotenpunkte  die 
Endpunkte  des  Stabes  sind. 

Ist  fi  = 2,  so  ist  l = A und  d entweder  gleich  ^A  oder  } A;  setzen 
wir  d = |A,  so  wird,  wenn  der  von  der  Zeit  abhängige  Faktor  gleich  1 
ist,  aus 

y = — 2a  cos  'ln  - - - ^ x-  = — 2a  cos  2ji  --  * x~ 

für  x = 0 x = } / <=  J A x ■=  i / = | A x = } / = J A x = l 

y — 0 y = 2a  y — 0 y =•■  — 2a  y-(-0. 

Der  Stab  erhält  in  der  Mitte  einen  Knotenpunkt,  jede  Hälfte  schwingt  wie 
eine  stehende  Welle. 
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Ist  n = 3,  so  zerfällt  der  Stab  in  drei  stehende  Wellen,  die  Knoten- 
punkte liegen  in  ^ der  Stablänge  von  den  Enden  und  von  einander. 
Allgemein  zerfällt  der  Stab  in  n stehende  Wellen  und  die  Knotenpunkte 

liegen  - Stablilnge  von  den  Enden  und  von  einander. 

Die  Schwingungszahlen  werden  andere,  wenn  wir  den  Stab  an  einem 
Ende,  etwa  bei  o fest  einklemmen,  dagegen  das  Ende  b freilassen.  Be- 
trachten wir  das  Ende  b als  den  Ursprung  der  Bewegung,  so  werden  die 
Gleichungen  ftlr  eine  Molekülschicht  im  Abstande  x von  6,  da  die  von  b 
ausgehenden  Bewegungen  bei  a mit  Wechsel  des  Vorzeichens  reflektiert 
werden, 

y,  = a sin  2 n — y) 

. ( i l l-x\ 

«=.  — „ sin  2*  — y j— ) , 

somit  wird  die  resultierende 

l x t i j \ 

y = y , -f-  yt  = 2 a • sin  2 n — ^ — - cos  2 n ^-y  — y } . 

Die  in  dem  Stabe  möglichen  Bewegungen  erhalten  wir  auch  hier  wieder 
aus  den  Bedingungen  für  die  Enden  des  Stabes.  Am  Ende  b,  also  wo 
x = 0 ist,  müssen  die  Amplituden  den  gröfsten  Wert  haben,  da  das  Ende 
frei  ist,  am  Ende  a,  wo  x — l ist,  mufs  y zu  allen  Zeiten  gleich  Null 
sein.  Letzteres  ist  schon  nach  der  Form  der  Gleichung  erfüllt.  Zur  Be- 
stimmung der  Beziehung  zwischen  l und  A haben  wir  daher  nur  zu  be- 
achten, dafs 

sin  2 n y = -f-  1 

2jty  = (2«  + 1)  y;  / = (2«+l)y- 

Es  können  demnach  nur  solche  stehende  Wellen  in  dem  Stabe  bestehen, 
für  welche  die  Länge  des  Stabes  eine  viertel  Wellenlänge  oder  ein  un- 
gerades Vielfaches  von  einer  viertel  Wellenlänge  ist.  Da  auch  hier  die 
Beziehung  besteht  A = cT,  so  folgt  für  die  Sehwingungsdauor  und 
Schwingungsanzahl 

T*  = (2n  + l)c  N"  = (2n  + 1)  TT  ' 

Die  langsamsten  Schwingungen  sind  jene,  für  welche  n = 0,  also  ! — \ A ist, 
die  Schwingungsdauer  ist 


Die  langsamsten  Schwingungen  eines  an  einem  Ende  festen , an  dem  andern 
Ende  freien  Stabes  haben  also  die  doppelte  Dauer,  als  wenn  der  Stab  an 
beiden  Enden  frei  oder  an  beiden  Enden  fest  ist. 

In  dem  Falle  nehmen  die  Werte  von  y,  wenn  der  von  der  Zeit  ab- 
hängige Faktor  der  Gleichung  gleich  1 ist,  ab  von  y -=  2«r,  wenn  x — 0 
ist,  bis  y — 0,  wenn  x = l ist.  Der  Stab  schwingt  daher  wie  eine  halbe 
stehende  Welle. 

40* 
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Die  nächst  rascheren  Schwingungen  sind  jene,  für  welche  n = 1 ist, 
deren  Dauer  ist  * 


c 


Man  findet  leicht,  dafs  dann  in  J des  Stabes  vom  freien  Endo  ein  Knoten- 
punkt vorhanden  ist,  so  dafs  § des  Stabes  als  eine  stehende  Welle  und  das 
•letzte  Drittel  am  freien  Ende  als  eine  halbe  stehende  Wello  schwingt. 

Dann  können  Schwingungen  im  Stabe  bestehen,  deren  Anzahl  die 
fünffache,  siebenfache  etc.  ist,  so  dafs  die  überhaupt  möglichen  Schwingungs- 
zahlen sich  verhalten,  wie  die  Reihe  der  ungeraden  Zahlen.  Bei  der  fünf- 
fachen Schwingungszahl  entstehen  in  dem  Stahe  drei,  hei  der  siebenfachen 
fünf,  überhaupt  bei  der  (2«  -)-  l) fachen  2 n — 1 Knotenpunkte,  es  ent- 
stehen n ganze  und  eine  halbe  stehende  Welle.  Einer  Ableitung  im  einzelnen 
wird  es  nicht  bedürfen. 

Die  soeben  als  möglich  erkannten  Teilungen  der  Stäbe  bei  longitu- 
dinalen Schwingungen  sind  ziemlich  schwierig  herzustellen;  man  kann  sie 
dadurch  hervorrufen,  dafs  man  die  vorher  bestimmten  Stollen  festhält,  in- 
des gelingt  es  selten,  willkürlich  eine  ganz  bestimmte  Teilung  des  Stabes 
mit  vielen  Knotenpunkten  zu  erhalten.  Die  Teilung  tritt  aber  häufig  auch 
ohne  Festhalten  der  verschiedenen  Stellen  ein  durch  fortgesetztes  Reiben 
des  Stabes  der  Länge  nach  oder  mehrfaches  Schlagen  an  seinen  Enden;  wir 
werden  im  nächsten  Abschnitt  das  an  den  verschiedenen  Tönen  erkennen, 
welche  der  Stab  gibt. 

Die  in  dem  letzten  Paragraphen  für  an  beiden  Enden  feste  Stäbe  ab- 
geleiteten Sätze  gelten  unmittelbar  auch  für  zwischen  zwei  festen  Punkten 
ausgespannte  Saiten,  da  dieselben  nichts  anders  sind,  als  Stäbe  von  sehr 
geringem  Querschnitt, 

§ 139. 

Transversale  Schwingungen  der  Saiten.  Spannt  man  eine  dünne, 
möglichst  vollkommen  biegsame  Schnur  von  grofser  Länge  aus  und  versetzt 
dieselbe  durch  rasches  Auf-  und  Abbewegen  des  einen  Endes  in  transver- 
sale Schwingungen,  so  sieht  man,  wie  diese  an  der  Stelle,  an  der  man  sie 
hervorbrachte,  verschwinden,  sofort  aber  an  immer  anderen  Stellen  derselben 
auftreten;  sie  pflanzen  sich  als  Wellenberg  und  Wellenthal  auf  der  Schnur 
fort,  nach  und  nach  erhalten  immer  andere  Teile  der  Schnur  die  Gestalt 
einer  Welle,  wie  wir  sie  in  dem  vorigen  Kapitel  bei  den  transversalen 
Schwingungen  einer  Punktreihe  abgeleitet  haben. 

Die  transversalen  Schwingungen  einer  Schnur  bestehen  in  auf-  und  ab- 
gehendon  gegen  die  Längsrichtung  senkrechten  Bewegungen  der  einzelnen 
Punkte,  sie  haben  demnach  eine  Gestaltsänderung  derselben  zur  Folge,  welche 
unmittelbar  sichtbar  ist  und  bei  nicht  zu  raschen  Bewegungen  recht  gut 
beobachtet  werden  kann. 

Die  Gesetze  der  Fortpflanzung  transversaler  Wellen  in  dünnen  Schnüren 
oder  Saiten,  die  an  sich  nicht  elastisch  aber  durch  Gewichte  schwach  ge- 
spannt sind,  so  dafs  jeder  Punkt  eine  bestimmte  Ruhelage  hat,  müssen  mit 
den  im  vorigen  Kapitel  abgeleiteten  Gesetzen  über  dio  Fortpflanzung  trans- 
versaler Wellen  in  Punktreihen  Ubereinstimmen,  so  lange  die  Schnüre  oder 
Saiten  eine  so  geringe  Dicke  haben,  dafs  wir  annehmen  dürfen,  alle  Punkto 
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Fig.  224. 
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eines  Querschnittes  bewegen  sich  ganz  in  gleicher  Weise  und  die  Aus- 
biegungen seien  so  klein,  dafs  wir  die  bei  einer  Ausbiegung  stattfindende 
Verlängerung  vernachlässigen  können.  An  Stelle  der  durch  die  Verschiebung 
der  Punkto  in  einer  elastischen  Punktreiho  geweckten  elastischen  Kraft  tritt 
einfach  die  Spannung  der  Saite. 

Um  das  zu  zeigen,  können  wir  direkt  die  Entwicklungen  des  § 126 
hier  anwenden,  welche  uns  die  Beschleunigung  eines  Punktes  in  einer 
schwingenden  Punktreihe  lieferten.  Ist  atj  (Fig.  224)  ein  Stück  der 
schwingenden  Saite,  etwa  eine  halbe 
Wellenlänge,  und  sind  et,  ß,  y . . . 
benachbarte  Querschnitte  einer  an 
dem  einen  Ende  befestigten,  durch 
ein  an  dem  andern  Ende  angehäng- 
tes Gewicht  p gespannten  Saite,  so 
wird  auch  hier  infolge  der  Spannung  jeder  einzelne  Querschnitt  nach  beiden 
Seiten  gegen  die  benachbarten  Querschnitte  hingezogen  und  zwar  mit  einer 
in  den  Einheiten  des  absoluten  Systems  ausgedrückten  der  Spannung  gp 
gleichen  Kraft.  Der  Querschnitt  c wird  demnach  einerseits  gegen  <5,  anderer- 
seits gegon  J mit  der  Kraft  gp  hingezogen;  infolge  dessen  suchen  sich  die 
Punkte  in  ihre  relative  Gleichgewichtslage  zu  ziehen,  in  welcher  sie  alle  in 
einer  geraden  Linie,  der  Kuhelage  der  Saite  sich  befinden.  Die  Gleichgewichts- 
lage von  t in  Bezug  auf  J ist  5,  in  Bezug  auf  i ist  b'.  Die  Kraft,  mit 
welcher  der  Punkt  nach  b getrieben  wird,  ist  gleich  der  zu  tb  parallelen 
Komponento  der  Spannung,  also  gleich  gp  sin  t£b;  und  ebenso  ist  die  ihn 
nach  b'  treibende  Kraft  gleich  gp  ■ sin  tdb'.  Die  den  Punkt  f nach  der 
Gleichgewichtslage,  also  gegen  a hintreibende  Kraft  ist  somit 

gp  (sin  efi>  — sin  tdb'). 

Nun  ist 

fb  . eb' 

sin  £ Jo  = 


sin  tdb'  ■■ 


t/i 


worin  wir,  da  ausdrücklich  vorausgesetzt  wurde,  dafs  wir  die  Verlängerung 
der  Saite  vernachlässigen  dürfen,  ti;  = tä  = ad  setzen  dürfen.  Die  den 
Querschnitt  t gegen  a treibende  Kraft  ist  somit 

ib  — tb‘ 

W-  ad  — 


Die  Beschleunigung  wird  deshalb,  wenn  m die  Masse  des  Querschnittes  ist, 

gp  fb  — fb' 
m ad  ’ 

oder  auch,  wenn  d die  Masse  der  Längeneinheit  der  Saite  ist, 

gp  tb  — tb' 

ir ' 

Wir  erhalten  somit  ganz  denselben  Ausdruck  wie  § 126,  mit  dem 
Unterschiede  nur,  dafs  an  Stelle  der  Elasticität  ae,  welche  in  der  Punkt- 
reihe durch  die  Verschiebung  der  Punkte  geweckt  wird,  dio  Spannung  gp 
tritt.  Bezeichnen  wir  mit  o die  Amplitude  und  mit  T die  Schwingungs- 
dauer der  erregten  Bewegung,  ferner  mit  X.  dio  Wellenlänge,  so  ergibt  sich 
deshalb  auch  ans  einer  der  im  § 126  gemachten  identisch  gleichen  Ent- 
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Wicklung  zur  Zeit  t nach  Beginn  der  Schwingung  für  den  Abstand  y eines 
l’unktes,  welcher  Tom  Ausgangspunkt  der  Bewegung  um  die  Strecke  x 
entfernt  ist: 

y = a • sin  2 ir  ^ — j- ) • 

Ist  c die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegung,  so  ist  auch  hier 
A =*  cT  und 


V 


9P 

d 


Ist  q der  Querschnitt  und  s das  specifische  Gewicht  der  Saite,  so  ist 

d = qs, 

somit 


= l/^. 

r q ■ S 


1 • I 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegung  ist  demnach  der 
Quadratwurzel  aus  dem  spannenden  Gewichte  direkt,  derjenigen  aus  dem  Quer- 
schnitt der  Saite  und  ihrem  specifisehen  Gewichte  umgekehrt  proportional  ‘). 
Die  Gebrüder  W.  und  E.  H.  Weber  haben  durch  Messung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit transversaler  Wellen  auf  dünnen  Schnüren  die  volle  Über- 
einstimmung der  Theorie  mit  der  Erfahrung  nachgewiesen. 

Sie  wandten  zu  ihren  Versuchen  eine  runde  aus  sehr  feinem  Baum- 
wollfaden  auf  Maschinen  geklöppelte  Schnur  an,  welche  sehr  gleichförmig 
biegsam,  wenig  elastisch  war  und  bei  einer  Länge  von  16,058  Meter 
52,612  Gramm  wog.  Dieselbe  wurde  dadurch  horizonzal  aufgespannt,  dafs 
man  sie  an  ihrem  einen  Ende  mit  einer  Schraube  und  mit  ihrem  andern 
Ende  an  einem  Bade  befestigte  (Fig.  225).  Das  Ra£  hatte  einen  Durch- 
Fig.  ms.  messer  von  über  30  Centimeter  und  war  in  einer 

sehr  genau  gearbeiteten  Axe  aufgehängt,  um  es 
recht  frei  beweglich  zu  machen.  Die  Schnur  war 
bei  a in  einem  Abstande  von  14,4  Centimeter  von 
der  Axe  der  Rolle  befestigt,  so  dafs  sio  nach  der 
Tangente  des  Rades  zog  Bei  b war  eine  Schnur 
befestigt,  an  der  sich  ein  Körbchen  befand,  be- 
stimmt, die  spannenden  Gewichte  aufzunehmen. 

Die  Wellen  wurden  15  Centimeter  vom  Ende 
der  Schnur  durch  einen  raschen  Stofs  erregt,  und 
man  sah  sie  dann  zu  dem  einen  Ende  der  Schnur 
hinlaufen  und  als  reflektierte  Wellen,  die  Berge  als 
Thäler  und  umgekehrt,  da  die  Schnur  bei  a fest 
war,  also  an  ein  dichteres  Mittel  grenzte,  wieder 
zurückkehren. 

Die  Zeit,  welche  die  Welle  brauchte,  um  die  Schnur  zu  durchlaufen, 
wurde  mittels  einer  Uhr  gemessen,  welche  noch  6l(T  einer  Sekunde  angab 
und  stets  die  Zeit  beobachtet,  in  welcher  die  vom  Rade  ausgehende  Welle 
einmal  oder  zweimal  oder  viermal  zum  Rade  zurückkehrte.  . 

Die  Versuche  ergaben  erstens,  dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Wellen  unabhängig  ist  von  der  Gröfse  der  Wellen,  denn  stets  brauchte 

')  Euler  in  den  Actis  Petropolitania  pro  1779  Tom.  I.  Petrop.  1783. 
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eine  Welle  dieselbe  Zeit  zum  Durchlaufen  der  Schnur,  mochte  sie  durch 
ein  kurzes  und  schwaches  Schnellen  mit  dem  Finger  oder  durch  ein  länger 
dauerndes  und  stärkeres  Schlagen  erzeugt  werden.  Im  erstem  Falle  mufs 
aber  die  Welle  kürzer  sein,  wie  es  auch  die  Beobachtung  ergab. 

Ferner  fanden  die  Gebrüder  Weber,  dafs  die  Wellen,  wie  es  auch  un- 
sere Theorie  verlangt,  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  fortbewogen, 
denn  um  die  Schnur  2,  3,  4 . . mal  zu  durchlaufen,  brauchte  die  Welle  auch 
die  doppelte,  drei-  und  vierfache  Zeit. 

Nach  diesen  Versuchen  machten  sio  genaue  Messungen  und  fanden 
auf  das  genaueste  die  von  Euler  gegebene  Formel  bestätigt.  Die  Schnur 
wurde  nach  einander  durch  drei  verschiedene  (Jewichte  gespannt,  nämlich 
mit  610,5  — 2027,5  — 4226,4  Gramm1). 

Es  ergab  sich,  dafs  im  ersten  Falle  die  Welle  einen  Raum  von  33,244“ 
in  46  Sechzigstel,  im  zweiten  denselben  Raum  in  24,8  Sechzigstel  und  im 
dritten  Falle  in  16,25  Sechzigstel  Sekunden  durchlief.  Die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten oder  die  in  diesen  drei  Fällen  in  einer  Sekunde  durch- 
laufenen Räume  sind  demnach 

ßo  . aa°*  244 

im  ersten  Falle  r.  = - «=  43“, 361 , 

1 46  11 

fifl  . aa™  244 

im  zweiten  Falle  r,  = - - = 80“, 429, 

ßo  ♦ aam  244 

im  dritten  Falle  r3  = ig  85  “ 132V13- 

Um  diese  Zahlen  mit  unserer  Formel  zu  vergleichen,  haben  wir  in 
unserem  Ausdruck 


für  p die  betreffenden  spannenden  Gewichte,  für  q • $ das  Gewicht  der 
Längeneinheit  der  Schnur  und  für  g die  Beschleunigung  der  Schwere,  9,M08 
einzusetzen. 

Das  Gewicht  der  ganzen  Schnur  von  16,622  Meter  Länge  war 

52,612  Gramm,  daher  das  Gewicht  der  Längeneinheit 

52,612 

q ' S 167622* 

und  setzen  wir  die  betreffenden  Zahlenwerte  in  die  Formel  ein,  so  wird 


-V 
-V 
- V 


9,808  - 610,6  • 16,622 

_ 62,612 

9,808  - 2027,5  ■ 16,622  = 

62,612 

9,808  • 4226,4  • 16,622 

52,612 


43“, 483, 
79“, 254, 

114“, 434. 


')  Wellenlehre,  auf  Experiment«  gegründet  etc.  von  den  Brüdern  K.  H.  und 
W.  11  eher.  Leipzig  1826.  p.  464  ff. 


Digitized  by  Googl 


632 


Stehende  Schwingungen  der  Saiten. 


§ 140. 


Man  sieht,  die  Übereinstimmung  zwischen  den  beobachteten  und  be- 
rechneten Zahlen  ist  so  grofs,  dafs  sie  der  schönste  Beweis  für  die  Richtig- 
keit der  Theorie  sowie  für  die  Genauigkeit  der  Messungen  ist. 

Vergleichen  wir  den  Ausdruck  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  transversalen  Wellen  mit  dem  lür  die  longitudinalen  Wellen,  so  ergibt 
sich  eine  merkwürdig  einfache  Beziehung  '). 

Für  die  longitudinalen  Wellen  hatten  wir 


e 


oder  da  für  longitudinale  Schwingungen  einfach  d = s,  wenn  wir  mit  s 
das  specifische  Gewicht  bezeichnen, 

— Vt. 

für  die  transversalen 

'■-VW* 

daraus  ergibt  sich 

L = : VE  = 

c ras  r 8 r oh 


Wir  sahen  früher,  dal's  die  Längenznnahme  C eines  Stahos  von  der 
Liinge  l,  dem  Querschnitt  <],  durch  ein  Gewicht  ji,  wenn  E der  Elasticitäts- 
modulus  ist,  gleich  ist 


1 gpl 
E q ’ 


demnach 


Es  folgt  also 


gp 

qE 


oder  das  Verhältnis  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  transversalen 
und  derjenigen  der  longitudinalen  Wellen  in  einem  durch  Spannung  elasti- 
schen fadenförmigen  Körper  ist  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Ver- 
längerung, welche  die  Längeneinheit  des  Körpers  durch  das  spannende  Ge- 
wicht erfährt,  vorausgesetzt,  dafs  durch  dasselbe  die  Elasticitätsgrenzo  nicht 
überschritten  wird. 

§ 140. 

Stehende  Schwingungen  von  fadenförmigen  durch  Spannung 
elastischen  Körpern.  Wenn  man  eine  gespannte  Saite  in  irgend  einer 
Weise,  etwa  durch  Zupfen  an  einer  Stelle  in  Schwingungen  versetzt,  so 
pflanzen  sich  diese  Schwingungen  bis  an  die  Enden  fort,  werden  dort,  da 
die  Enden  der  Saiten  stets  fest  sein  müssen,  mit  Umkehr  des  Vorzeichens 
reflektiert  und  pflanzen  sich  dann  in  der  Saite  rückwärts  fort.  Die  sich 
entgegenkommenden  Schwingungen  müssen  stehende  Wellen  liefern,  deren 
Schwingungsdauer  von  der  Gröfse  der  Spannung,  der  Länge  und  Dicke 
der  Saite  und  dem  specifischen  Gewichte  des  Materials  abhängig  ist. 


')  Poisson,  Memoire*  de  1' Academie  de  France.  Tome  VIII.  p.  422  und  442. 
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Die  in  der  Saite  möglichen  Schwingungen  und  deren  Dauer  ergeben 
sich  ganz  genau  in  derselben  Weise,  wie  wir  die  Schwingungen  longitudinal 
schwingender  Stilbe  erhielten,  welche  an  beiden  Enden  fest  sind.  Wir  ge- 
langen durch  eine  der  im  § 138  für  den  Fall  der  festen  Enden  durch- 
geftthrten  wörtlich  gleiche  Entwicklung  zu  dem  Resultate,  dafs  in  einer 
gespannten  Saite  alle  jene  Schwingungen  stehende  Wellen  veranlassen 
können,  fllr  welche  die  Länge  der  Saite  irgend  ein  Vielfaches  einer  halben 
Wellenlänge  ist.  Da,  wenn  T die  Schwingungsdauer,  c die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit und  A dio  Wellenlänge  der  Bewegung  ist, 


so  folgt,  da  l immer  gleich  n 2 , somit 


n 


ist,  worin  n jede  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  sein  kann , dafs  die  mög- 
lichen Schwingungsdauern  gegeben  sind  durch 


Die  Schwingungszahlen,  welche  gleich  dem  reciproken  Werte  der 
Schwingungsdauern  sind,  werden  deshalb 


N=n 


c 

2J~‘ 


Die  langsamsten  Schwingungen  sind  jene,  für  welche  » gleich  1 ist,  bei 
diesen  schwingt  die  ganze  Saite  als  eine  stehende  Welle  zwischen  den  festen 
Endpunkten  hin  und  her.  Die  Schwingungsdauer  ist  dann 

t = -—  /Hl. 

c r g • p 

Dieselbe  ist  somit  der  Länge  der  Saite  und  der  Quadratwurzel  aus  dem 
Querschnitte  und  dem  specifischen  Gewichte  der  Saite  direkt,  der  Quadrat- 
, wurzel  aus  der  Spannung  derselben  umgekehrt  proportional.  Nehmen  wir,  * 
was  meistens  der  Fall  ist,  an,  dafs  die  Saite  einen  kreisförmigen  Quer- 
schnitt vom  Radius  r hat,  so  ist  q = rs?r,  und  wir  können  setzon 


2’=  2lrl/— , 

y ff' 


oder  die  Schwingungsdauer  der  Saite  ist  ihrem  Durchmesser  direkt  pro- 
portional. 

Dieses  aus  der  Theorie  sich  ergebende  Resultat  ist  von  den  Ge- 
brüdern Weber1)  experimentell  geprüft  worden  durch  direkte  Messung  der 
Schwingungsdauer  der  Schnur,  welche  ihnen  zu  den  im  vorigen  Paragraphen 
erwähnten  Versuchen  gedient  hatte.  Der  Ausdruck  für  die  langsamsten 
Schwingungen 

21 
c 


’)  Wellcnlehro,  auf  Experimente  gegründet  von  K.  H.  und  W.  Weber. 
Leipzig  1825.  p.  466. 
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zeigt,  dafs  die  Schwingungsdauer  gleich  der  Zeit  ist,  in  welcher  die  fort- 
schreitende Bewegung,  aus  welcher  die  stehende  Schwingung  entstanden 
ist,  die  doppelte  Länge  der  Schnur  durchlaufen  würde. 

Diese  Zeit  war  in  den  Woberschen  Versuchen  resp.  46 — 24,8 — 16,25 
Tertien  (Sechzigstel  Sekunden).  In  dem  ersten  der  drei  Fälle,  in  welchem 
die  Schnur  mit  610,5  Gramm  gespannt  war,  orhielten  sie  als  Schwingungs- 
dauer 

T = 46,375  Tertien  = 0,773  Sekunden 

als  Mittel  aus  vielen  Versuchen;  eine  Zahl,  welche  sich  nicht  um  ein 
Hundertstel  des  beobachteten  Wertes  von  dem  aus  der  Theorie  folgenden 
unterscheidet. 

Eine  weitere  experimentelle  Bestätigung  dieses  Satzes  werden  uns  be- 
sonders für  kürzere  und  stärker  gespannte  Saiten  im  nächsten  Abschnitt 
die  durch  die  Schwingungen  der  Saiten  entstehenden  Töne  liefern. 

Ist  ii  grüfser  als  1,  so  teilt  sich  die  Saite  in  mehrere  für  sich  schwingende, 
durch  ruhende  Knotenpunkte  von  einander  getrennte  Teile.  Ist  n = 2,  so 
entsteht  ein  Knotenpunkt  in  der  Mitte  und  jede  Hälfte  der  Saite  schwingt 
für  sich;  ist  n = 3,  so  entstehen  zwei  Knotenpunkte,  die  je  ^ der  Saiten- 
länge von  einander  entfernt  sind. 

Man  kann  die  Teilung  der  Saite  bei  transversalen  Schwingungen  leicht 
horvorrufen  und  beobachten. 

Man  unterstützt  die  Saite  ab  (Fig.  226)  in  einem  Funkte  c,  so  dafs 
die  Länge  bc  gleich  der  Länge  der  Saite  ist,  z.  B.  ),  und  hängt  dann 

auf  die  Saite  eine  Anzahl  sogenannter  Reiterchen,  kleiner  leichter  Häkchen 

von  Papier.  Streicht  man  dann 
die  Saite  in  der  Nähe  von  b 
oder  zupft  man  sie  irgendwo 
zwischen  b und  c,  so  werden 
die  Reiterchen  überall  von  der 
Saite  abgeworfen,  nur  an  den  Stellen  der  Schwingungsknoten  bei  d und  e 
bleiben  sie  hängen,  ohne  eine  bedeutende  Bewegung  zu  zeigen. 

Es  folgt  daraus,  dafs  die  Saite  sich  in  eine  Anzahl  für  sich  schwingen- 
der Stücke,  ac,  ed,  de,  cb  geteilt  hat,  welche  durch  nicht  bewegte  Punkte, 
die  Schwingnngsknoten,  getrennt  sind.  Wendet  man  möglichst  biegsame 
Fäden  bei  diesen  Versuchen  an,  so  findet  man  die  Lage  der  Knoten,  also 
die  Teilung  der  Saite  genau  der  Theorie  entsprechend,  man  findet  immer 

n — 1 Knotenpunkte,  welche  um  der  Saitenlänge  von  den  Enden  der 
Saite  und  von  einander  entfernt  sind. 

Der  in  Fig.  226  dargestellte  Versuch  ist  auch  deshalb  interessant, 
weil  er  zeigt,  dafs  bei  einer  gespannten  Saite  der  Knotenpunkt  die  Quelle 
der  Bewegung  filr  dieselbe  werden  kann.  Der  Punkt  c (Fig  226)  ist  durch 
einen  Steg  unterstützt,  und  trotzdem  pflanzt  sich  die  Bewegung  durch  ihn 
hindurch  auf  den  andern  Teil  der  Saite  fort.  Man  sieht  leicht,  dafs  diese 
Ausbreitung  der  Bewegung  über  c hinaus  durch  die  periodischen  longitudi- 
nalen Impulse  veranlagst  wird,  die  der  Punkt  c infolge  der  Bewegung  des 
Stückes  bc  erfährt. 


Fig.  ZäG. 
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Die  Teilung  der  Saiten  und  die  Entstehung  der  stehenden  Wellen  aus 
der  Interferenz  der  fortgepflanzten  und  reflektierten  Wellen  läfst  sich  sehr 
hübsch  durch  eine  von  Melde ')  zuerst  benutzte  Versuchsanordnung  zeigen, 
welche  Pig.  227  darstellt.  Auf  einem  Fufsbrett  ist  vertikal  eine  gebogene 
Stahllamelle , eine  sogenannte  Stimmgabel  S (Pig.  227)  aufgestellt.  Die 
eine  Zinke  der  Gabel  trägt  ein  kleines  Hütchen  h,  durch  welches  ein  Seiden- 
faden gezogen  ist,  welcher  an  dem  in  der  Biegung  der  Gabel  befestigten 
Wirbel  w befestigt  ist.  Das  Hütchen  h befindet  sich  vertikal  über  dem  Stiele 
der  Gabel,  so  dafs,  wenn  die  Gabel  um  den  Stiel  gedreht  wird,  das  in  dem 
Hütchen  befindliche  Ende  des  Fadens  sich  in  der  Drehungsaxe  befindet. 
Das  andere  Ende  des  Fadens  ist  an  dem  auf  dem  Holzstabe  BB  befind- 
lichen Schieber  K befestigt.  Der  Holzstab  B B wird  von  dem  hinter  der 
Stimmgabel  befindlichen  Brette  getragen;  derselbe  ist  dort  auf  eine  Axe 
gesetzt,  so  dafs  er  in  vertikaler  Ebene  drehbar,  in  jeder  Neigung  gegen  den 
Horizont  festgeklemmt  werden  kann. 

Ist  der  Faden  am  Stabe  horizontal  ausgespannt,  und  ist  die  Stimm- 
gabel, wie  es  die  Figur  zeigt,  so  aufgestellt,  dafs  die  beiden  Zinken  in  der 
durch  den  Faden  gelegten  Vertikalebone  sich  befinden,  so  sieht  man  bei 


Fig.  S27. 


einer  bestimmten  Spannung  des  Fadens  denselben  in  der  Form  einor  stehen- 
den Welle  schwingen,  weun  man  die  Zinken  der  Gabel  in  Schwingung  ver- 
setzt. Die  Schwingungen  der  Gabel  kann  man  entweder  dadurch  hervor- 
rufen,  dafs  man  in  der  Nähe  ihres  obem  Endes  die  Gabel  mit  einem 
Violinbogen  in  einer  dem  gespannten  Faden  parallelen  Richtung  streicht, 
oder  dafs  man,  in  der  Weise,  wie  wir  es  später  bei  dem  Vokalapparate 
von  Helmholtz  beschreiben  werden,  die  Zinken  zwischen  die  Arme  eines 
Elektromagnetes  stellt,  der  in  rascher  Folge  periodisch  magnetisiert  wird. 
Die  Bildung  dieser  stehenden  Schwingung  ergibt  sich  am  einfachsten  folgender- 


')  Melde , Poggend.  Ann.  Bd.  CIX  und  CXI. 
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mafsen.  Ist  Fig.  228  ab  der  Faden,  welcher  bei  b an  der  Stimmgabel 
befestigt  ist,  so  bewegt  sich,  wenn  die  Gabel  schwingt,  der  Befestigungs- 
punkt b zwischen  bä  und  bt  hin  und  her.  Wenn 'sich  der  Punkt  nach  b, 
bewegt  hat,  ist  der  Abstand  abt  kleiner  als  die  Länge  des  Fadens,  der 
Faden  ist  nicht  mehr  gespannt  und  die  Teile  des  Fadens  sinken  durch  ihr 
Gewicht  hinab.  Das  Hinabsinken  beginnt  bei  b,  und  bei  einer  gewissen 
Spannung  des  Fadens  wird  es  sich  bis  a fortgepflanzt  haben,  wenn  b bis  b, 
gekommen  ist.  Geht  nun  b zurück  bis  bs,  so  verlängert  sich  dor  Abstand 
ab  und  der  Faden  nähert  sich,  indem  die  Teile  desselben  nach  und  nach 
emporgezogen  werden,  wieder  der  geraden  Linie,  die  er  bei  der  angenom- 
menen Spannung  des  Fadens  erreicht,  wenn  b in  b2  angekommen  ist.  Geht 
nun  der  Befestigungspunkt  das  zweite  Mal  von  b,  nach  b,  so  mufs  der 
dann  nicht  mehr  gespannte  Faden  sich  krümmen,  aber,  da  seine  Teilchen 
mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit  in  die  Gleichgewichtslage  eintraton. 
jetzt  nach  oben  hin,  und  der  Faden  nimmt  bei  der  vorausgesetzten  Span- 
nung die  Lage  ac3b,  an,  wenn  der  Befestigungspunkt  sich  bis  b,  bewegt 
hat.  Geht  b,  dann  wieder  bis  b3  zurück,  so  kommt  der  Faden  wieder  in 
die  Lage  ab3.  Es  ergibt  sich  somit,  dafs  der  Faden  eine  ganze  Schwingung 
macht,  wenn  die  Gabel  zwei  Schwingungen  vollführt. 


Fig.  sxs. 
« ■> 


Die  Entstehung  der  schwingenden  Bewegung  der  Saite  bei  dieser  An- 
ordnung ist  ganz  analog  der  in  Fig.  226  dargestellten,  denn  auch  hier  ist 
der  Punkt  b für  diese  Bewegung  ein  Knotenpunkt,  gerade  wie  der  durch 
den  Steg  gestützte  Punkt  der  Saite  Fig.  226,  und  wie  dort  sind  es  auch 
hier  die  longitudinalen  Impulse,  welche  die  schwingende  Bewegung  ver- 
anlassen. 

Vermindert  man  die  Spannung  der  Saite  auf  J derjenigen,  welche  sie 
bei  dem  ersten  Versuche  hatte,  so  pflanzt  sich  die  Bewegung  in  ihr  nur 
halb  so  rasch  fort;  da  die  nur  von  der  Bewegung  der  Gabel  abhängige 
Schwingungsdauer  aber  dieselbe  bleibt,  so  zerlegt  sich  die  Saite  in  zwei 
schwingende  Abteilungen,  welche  durch  einen  Knotenpunkt  in  der  Mitte 
von  einander  getrennt  sind.  Die  Amplituden  der  Schwingungen  sind  bei 
diesen  Versuchen  so  grofs,  dafs  die  Teilung  der  Saite  in  ihre  Abteilungen 
weithin  sichtbar  ist. 

Vermindert  man  die  Spannung  auf  % der  anfänglichen,  so  pflanzt  sich 
die  durch  die  ersto  Schwingung  der  Gabel  erzeugto  Halbwelle  nur  durch 
| der  Saite  fort,  und  der  Faden  zerlegt  sich  infolge  der  Interferenz  der 
von  b ausgehenden  und  von  a reflektierten  Schwingungen  in  drei  stehende 
Wellen,  deren  jede  ■§  der  Fadenlänge  bat. 

Bei  hinreichend  langen  Fäden  kann  man  die  Teilung  derselben  noch 
beträchtlich  weiter  treiben. 
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Da  die  Anzahl  der  tehenden  Wellen  in  einem  solchen  Faden  der 
Fortpflanziingsgeschwindigkeit  der  Bewegung  umgekehrt  proportional  ist, 
so  kann  man  durch  Anwendung  verschiedener  Fttden  von  ungleichem  Quer- 
schnitt und  verschieden  dichtem  Material  die  Gesetze  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit transversaler  Schwingungen  unmittelbar  anschaulich  machen. 

Eine  derartige  Bildung  der  stehenden  Wellen  tritt  nicht  nur  ein,  wenn 
die  Ebene  der  Gabelzinken  der  durch  den  Faden  gelugten  Vertikalebene 
parallel  ist,  sondern  auch  wenn  die  Gabel  zu  dieser  Ebene  senkrecht  steht. 
Die  Schwingungen  der  Gabel,  die  dann  senkrecht  zur  Längsrichtung  des 
Fadens  geschehen , übertragen  sich  dann  unmittelbar  als  Transversal- 
schwingungon auf  den  Faden;  bei  der  Kleinheit  der  Exkursionen  der  Gabel 
gegenüber  denen  des  Fadens  verhält  sich  aber  auch  dann  das  an  dor  Gabel 
befestigte  Ende  im  allgemeinen  wie  ein  Knotenpunkt.  Bei  gleicher  Spannung 
des  Fadens  ist  aber  in  diesem  Falle  die  Anzahl  der  stehenden  Wellen 
immer  die  doppelte  von  der  bei  der  vorhin  besprochenen  Befestigungsweise. 
Der  Grund  hierfür  liegt  darin,  dafs  jetzt  die  Schwingungen  der  Saite  jener 
der  Gabel  isochron  sind,  indem  jede  Schwingung  der  Gabel  eine  Schwingung 
des  Fadens  veranlafst,  während,  wie  wir  vorhin  sahen,  bei  der  andern  Be- 
festigungsweise zwei  Schwingungen  der  Gabel  erforderlich  waren,  um  eine 
ganze  Schwingung  des  Fadens  zu  geben.  Ist  demnach  bei  beiden  Be- 
festigungen die  Spannung  des  Fadens  und  damit  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit dieselbe,  so  mufs  bei  der  zweiten  Stellung  der  Gabel  die 
Wellenlänge  halb  so  grofs,  die  Zahl  der  Wellen  also  doppelt  so  grofs  sein 
als  bei  der  ersten.  Damit  bei  der  zweiten  Stellung  dieselbe  Anzahl  von 
Wellen  entstehe,  mufs  die  Spannung  des  Fadens  viermal  so  grofs  sein  als 
bei  der  ersten  Stellung. 

Am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  erwähnten  wir  die  zuerst  von 
Poisson  angegebene  Beziehung  zwischon  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  longitudinalen  imd  der  transversalen  Schwingungen  der  gespannten 
Saiten;  dieselbe  Beziehung  mufs,  wie  sich  unmittelbar  ergibt,  zwischen  den 
transversalen  und  longitudinalen  Schwingungszablen  bestehen. 

Die  Schwingungszahl  einer  longitudinal  schwingenden,  an  ihren  beiden 
Enden  befestigten  Saite  ist  allgemein 


für  die  transversalen  Schwingungen 


Es  folgt  daraus 


wo  wie  vorhin  <5  das  Verhältnis  der  Verlängerung  der  schwingenden  Saite 
infolge  des  spannenden  Gewichtes  p zur  Länge  der  Saite,  oder  die  Aus- 
dehnung eines  Stückes  der  Saite  von  der  Längeneinheit  durch  das  spannende 
Gewicht  bedeutet. 

Dieses  von  der  Theorie  geforderte  Resultat  ist  durch  einen  Versuch 
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von  Cagniard  Latour,  den  Poisson  in  seinem  Memoire  snr  les  monvements 
des  corps  elastiques  mitteilt,  bestätigt  worden1). 

Eine  Saite  von  14,8  Meter  Länge  wurde  einmal  in  longitudinale,  ein- 
mal in  transversale  Schwingungen"  versetzt,  und  die  Sehwingungszahlen  be- 
stimmt. Es  fand  sich 

.ST 

^ = 0,059  3. 


Die  Verlängerung  ä der  Längeneinheit  der  Saite  ist  gleich  dem  Quo- 
tienten aus  der  Verlängerung  der  ganzen  Saite  a und  der  Länge  / derselben, 
wir  erhalten  demnach 


a = l = 14m,8  ■ 0,003  513  = 0m,052. 

Aus  dem  Verhältnis  der  longitudinalen  und  transversalen  Schwingungen 
berechnet  sich  somit  die  Verlängerung  der  Saite  zu  0m,052  infolge  des 
spannenden  Gewichtes.  Die  Messung  Cagniard  Latours  ergab 

a = 0ra,05, 


eine  Zahl,  welche  sich  nur  um  jhr  von  der  berechneten  unterscheidet. 


§ 141. 

Ein  flu  fß  der  Steifigkeit  der  Saiten.  Wenn  man  die  Versuche  Uber 
die  Lage  der  Schwingungsknoten  und  die  Schwingungzahlen  der  Saiten 
mit  grofser  Sorgfalt  anstellt,  so  findet  man  besonders  bei  Metallsaiten 
merkliche  Abweichungen  dos  Resultates  von  der  Theorie.  Diese  Abweichungen 
werden  um  so  gröfser,  je  kurzer  imd  dicker  die  Saiten  werden.  Der  Grund 
dieser  Abweichungen  ist  leicht  einznsehen,  er  liegt  besonders  darin,  dafs 
die  Saiten  nicht,  wie  es  bei  den  theoretischen  Entwickelungen  vorausgesetzt 
wurde,  absolut  biegsam  sind  und  nur  durch  die  spannenden  Gewichte  Elasti- 
cität  erhalten  haben,  sondern  dafs  sie  selbst  an  sich  schon  steif  sind.  Es 
wird  also  durch  die  gegenseitige  Anziehung  der  einzelnen  Moleküle  diesen 
schon  eino  gewisse  Gleichgewichtslage  gegeben. 


')  Jhisson,  MemoireB  de  l’Acad  royale  de  France.  Tome  VIII.  p.  43G.  An 
der  Stelle  dieser  Abhandlung,  wo  dieser  Versuch  mitgeteilt  ist,  hat  sich  eine 

jy”  - «“■  / JV' 

Verwirrung  eingeschlichen,  da  anfänglich  jy-  = und  - = y gesetzt  ist. 

Die  erste  Zahl  ist  fehlerhaft,  da  sie  auf  ein  ganz  anderes  Resultat  fährt,  und 
die  Gleichung  für  ist,  wie  man  sicht,  falsch.  Da  die  Gleichung  nicht  mit 

der  Angabe  fär  — - auf  a = 0,052  führt,  so  habe  ich  letztere  von  Poisson  als 

das  berechnet«  a angegebene  Zahl  als  richtig  genommen  und  daraus  be- 

7 

rechnet.  Das  so  berechnete  Verhältnis  ist  — — • 

1 18 
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Es  ist  nun  leicht  ersichtlich,  dafs  die  eigene  Steifheit  der  Saiten 
gerade  so  wirkt,  als  wäre  die  Saite  absolut  unelastisch,  aber  durch  ein 
stärkeres  Gewicht  gespannt  als  das  angehängte  und  in  Rechnung  gezogene. 
Die  Schwingungszahlen  werden  daher  gröfser  sein  als  die  aus  der  Theorie 
abgeleiteten. 

Dieses  Resultat  haben  auch  die  Versuche  N.  Savarts1)  ergeben,  der 
es  sich  zur  Aufgabe  gestellt  hatte,  das  Gesetz  aufzusuchen,  nach  wel- 
chem die  Schwingungszahlen  durch  die  eigene  Steifheit  der  Saiten  sich 
ändern. 

N.  Savart  befestigte  die  Saiten  an  einem  festen  eisernen  Schraubstock, 
nachdem  er  sie  in  Klemmen  eingeklemmt  hatte,  die  mit  Blei  gefüttert 
waren.  Durch  ein  angehängtes  Gewicht  P,  welches  nach  und  nach  geändert 
wurde,  wurde  die  Saite  gespannt  und  nun  von  der  Saite  ein  Stück  von 
80“m,5  Länge  mittels  zwei  weitem  Schraubstöcken  an  seinen  beiden  Enden 
ganz  fest  eingelegt. 

Die  Schwingungszahlen  der  Saito  von  unveränderlicher  Länge  bei  ver- 
schiedenen spannenden  Gewichten  wurden  mittels  der  beobachteten  Töne, 
welche  durch  die  Schwingungen  entstanden,  bestimmt,  und  zugleieh  nach 
der  Formel 


wenn  wir  mit  p = q • l • s das  Gewicht  der  schwingenden  Saito  bezeichnen, 
theoretisch  berechnet. 

Bezeichnen  wir  die  wirklich  beobachteten  Schwingungszahlen  mit  Ar, 
so  fand  N.  Savart  in  der  That,  dafs  N stets  grösser  war  als  n. 

Er  zog  weiter  aus  seinen  Versuchen  den  Schlufs,  dafs  die  Differenz 
zwischen  den  Quadraten  der  Schwingungszahlen  konstant  sei,  oder 

N*  — n*  = C 

sei.  Die  Konstante  C soll  nach  Savart  das  Quadrat  der  Schwingungszahl 
sein,  welche  der  Saite  zukommt,  wenn  sie  nur  infolge  ihrer  eigenen  Steif- 
heit schwingt.  Bezeichnen  wir  die  Scbwingungszahl  in  dem  Falle  mit 
so  soll  also 

JV*  = »r  -(-  wo* 

sein. 

Duhamel*)  hat  es  versucht,  diese  von  Savart  aus  seinen  Versuchen 
abgeleitete  Regel  durch  eine  einfache  Betrachtung  theoretisch  zu  erklären. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  n und  gP  die  Schwingungszahl  und  die 
Spannung  einer  absolut  biegsamen  Saite,  so  ist  nach  dem  Vorigen 


wenn  g die  Beschleunigung  der  Schwere,  l die  Länge  und  p das  Gewicht 
der  Saite  bedeutet. 

Hat  man  nun  eine  wirkliche  Saite  von  eben  der  Länge  l und  dem- 
selben Gewichte  p,  so  hat  dieselbe  durch  ihre  Steifigkeit  eine  gewisse  Elas- 

■)  N.  Savart,  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  III.  Serie.  T.  VI;  auch  Poggend. 
Ann.  Bd.  LVIII. 

*)  Duhamel,  Gomptes  rendus.  Tome  XIV.  Poggend.  Ann.  Bd.  LVII. 


Digitized  by  Google 


640 


Theorie  von  Duhamel  und  Seebeck. 


g 141. 


ticität,  vermöge  welcher  sie  ohne  spannendes  Gewicht  eine  Schwingungszahl 
n0  hat.  Der  absolut  biegsamen  Saite  können  wir  nun  durch  ein  Gewicht  P„ 
eine  Spannung  erteilen,  so  dafs  sie  genau  dieselbe  Bewegung  annimmt, 
welche  bei  der  steifen  Saite  aus  der  Elasticitttt  hervorgeht  und  bei  der  sie 
«0  Schwingungen  zurücklegt.  In  dem  Falle  hat  man  für  dieselbe 


Fügt  man  mm  zur  Spannung  P0  der  biegsamen  Saite  noch  die  Span- 
nung P,  hinzu,  so  befindet  sie  sich  in  demselben  Zustande  wie  die  steife 
Saite,  wenn  sie  durch  das  Gewicht  P,  gespannt  ist.  Die  Spannung  der  ab- 
• solut  biegsamen  Saite  ist  dann  aber  g(P„  + P,)  und  ihro  Schwingungszahl  N 
gegeben  durch 

*,“=w(p“  + p‘>’ 

oder  da  fllr  eine  Saite  von  gegebener  Länge  und  gegebenem  Gewichte  die 
Schwingungszahl  bei  der  konstanten  Spanung  P0  konstant  ist, 

N*  = »ä  + »o2- 

Ist  es  gleichgültig,  ob  eine  Saite  durch  eigene  Elasticität  oder  durch 
ein  angehängtes  Gewicht  eine  gewisse  Spannung  erhält,  so  mufs  auch 
• für  die  steife  Saite,  welche  infolge  ihrer  eigenen  Elasticität  >i0  Schwingungen 
vollführt,  die  wirkliche  Schwingungszahl  JV  bei  der  Spannung  P sein 

y = V 

August  Seebeck1)  hat  indes  nachgewiesen,  dafs  die  letztere  Annahme 
Duhaniels  nicht  strenge  und  nur  für  einen  bestimmten  Fall  richtig  ist,  da 
dieser  Satz  anf  eine  bestimmte  Gestalt  der  schwingenden  Saite  führt.  Wenn 
man  nämlich  auch  durch  ein  Gewicht  P0  der  unelastischen  Saite  dieselbe 
Schwingungszahl  geben  kann,  so  läfst  sich  derselben  doch  nicht  im  all- 
gemeinen in  allen  Teilen  dieselbe  Bewegung  erteilen,  wie  die  Teile  der 
steifen  Saite  sie  annehmen.  Zur  Herleitung  der  Savartscben  Regel  darf  er 
deshalb  nicht  angewandt  werden,  weil  die  Saiten  in  dem  Versuche  von 
Savart  nicht  der  Bedingung  entsprechen,  die  aus  dem  Satze  von  Duhamel 
folgt. 

Die  Savartsche  Regel  darf  daher  auch  nur  als  eine  angenäherte  gelten. 

Seebeck  gibt  für  die  Schwingungszahlen  der  steifen  Saiten  einen  an- 
f dern  Ausdruck,  den  er  theoretisch  ableitet  und  durch  Versuche  bestätigt. 
Für  gewöhnliche  Saiten,  deren  Steifheit  nur  sehr  gering  ist,  wird  dieser 
Ausdruck  ziemlich  einfach,  nämlich 

worin  ti,  die  Schwingungen  der  absolut  biegsamen  Saite  bei  der  Spannung 
gPy  r den  Radius,  l die  Länge  und  E den  Elasticitätskoefficienten  der  Saite, 
in  den  Einheiten  des  absoluten  Mafssystems,  bedeutet. 

Man  sieht,  wie  das  Verhältnis  der  beiden  Schwingungszahlen  sich 

')  A.  Seebeck,  Berichte  der  kgl.  sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
1846  — 47,  auszflgl.  von  Seebeck  selbst.  Dove,  Reportorinm.  Bd.  VIII. 
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immer  mehr  der  Einheit  nähert,  je  gröfser  das  spannende  Gewicht  wird,  oder 

E 

je  kleiner  der  Quotient  der  beiden  Kräfte  —p  ist.  Es  ist  das  zu  erwarten, 

da  der  Eintlufs  der  Steifheit,  also  der  eigenen  Klasticität  der  Saite,  uni  so 
mehr  zurtlcktreten  mufs 


8 142. 

Transverealsohwingungen  von  Stäben.  Wenn  man  irgend  einem 
elastischen  prismatischen  oder  eylindrischen  Stahe  eine  Biegung  erteilt 
und  ihn  dann  sich  selbst  überläfst,  so  gelangt  derselbe  in  stehende  Schwin- 
gungen. Auch  in  diesem  Falle  können  wir  die  stehenden  Wellen  als  ein 
Resultat  der  mit  einander  interferierenden  nach  entgegengesetzter  Richtung 
sich  fortpflanzenden  an  den  beiden  Finden  reflektierten  Wellen  betrachten. 

Die  Schwingungsdaucr  solcher  Stäbe  läfst.  sich  demnach  ebenso  wie  die 
Schwingungsdauer  der  stehenden  Wellen  bestimmen,  oder  wir  haben  wieder 

T*S  — 

\'k 

wie  im  § 127.  Wir  haben  hier  indes  die  Grüfse  k etwas  anders  zu  be- 
stimmen, da  wir  es  hier  nicht  mit  der  Bewegung  von  Punktreihen,  wie  in 
den  bisherigen  Fällen  zu  tliun  haben. 

Sei  ab  (Fig.  229)  ein  Stab,  der  an  seinem  Endo  b durch  ein  Gewicht, 
gebogen  wird,  so  sahen  wir  früher  im  zweiten  Abschnitte,  dafs  die  Biegung, 
der  Abstand  bb',  abhängt  von  der  Gröfso 
des  Gewichtes,  ferner  der  Länge,  Breite 
und  Dicke  des  Stabes.  Setzen  wir  den- 
selben als  prismatisch  voraus  und  setzen 
wir  seine  Länge  gleich  f,  die  Breite 
gleich  ß und  die  Dicke  gleich  /i,  so  war, 
wenn  wir  das  biegende  Gewicht  mit  P bezeichnen '), 

E gl'  ■ l* 

4 ßhr  ’ 

oder  die  elastische  Kraft  gP,  welche  den  gebogenen  Stab  in  die  Gleich- 
gewichtslage znrtlcktreibt, 

K ßh* 

4 r 


Fig.  249. 


bb' 


gP  = 


bb', 


worin,  wie  immer,  E den  Elasticitätskoelticienten  des  Stabes  in  den  Ein- 
heiten des  absoluten  Mafssystems  bedeutet.  • 

Da  die  elastische  Kraft  der  Biegung  proportional  ist,  so  folgt,  dafs 
der  einmal  gebogene  und  dann  sich  selbst  überlassene  Stab  um  seine 
Gleichgewichtslage  isochrone  Schwingungen  vollfithren  wird. 

Nennen  wir  die  bewegende  Kraft  bei  einer  Biegung,  bei  welcher 
bb'  = 1 ist,  gp,  so  haben  wir 


gP  = gp  ■ bi/, 

E ßh'_ 
P 


**  = 4 


')  Man  »ehe*  § 6B. 
WCllkbr,  Physik.  I.  4.  Anfl, 
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Dies  ist  somit  die  Kraft,  welche  den  gebogenen  Stab  von  der  Länge  I 
wieder  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  sucht,  wenn  das  Ende  b' 
sich  im  Abstande  1 von  der  Gleichgewichtslage  befindet.  Diese  Kraft,  ist 
am  Ende  b angebracht.  Um  nun  die  Schwingungsdauer  des  Stabes  zu  er- 
halten, haben  wir 


7’ = 


2 n 

W’ 


wo  k die  beschleunigende  Kraft  der  Bewegung  bedeutet,  also 


k = 


9P__ 

m 


ist,  wenn  m die  bewegte  Masse  bedeutet.  Bezeichnen  wir  die  Masse  des 
Stabes  mit  m',  so  werden  wir  haben 

m — f • m\ 

worin  f eine  Konstante  bedeutet;  denn  um  die  beschleunigende  Kraft  zu 
erhalten,  müssen  wir  für  m die  im  Punkte  b anzubringende  Masse  einsetzen, 
welche  dort  die  Masse  des  Stabes  ersetzt,  da  die  Kraft  p im  Punkte  b an- 
greift. Diese  Masse  ist  aber  jedenfalls  derjenigen  des  Stabes  proportional. 
Für  die  beschleunigende  Kraft  der  Bewegung  erhalten  wir  somit 

fJP  E ■ ß • h* 

m 4 f • m 1 3 

Bezeichnen  wir  das  specifische  Gewicht  des  Stabes  mit  s,  so  haben  wir 


m = ß ■ h ■ l • s 

und  somit 

h\  E 

k 4 fl*’s 

und  daraus  für  die  Schwingungsdauer  eines  solchen  Stabes 

2 n , J* 


T = 


*— = A • y ■ l/Z  , 

E h V E ’ 


wenn  wir  setzen 


2 nY  4 f'  — A. 

Für  die  Schwingungszahlen  der  Stäbe  erhalten  wir  daiaus 


Derselbe  Ausdruck  gilt  für  cylindrische  Stäbe,  wenn  wir  anstatt  der 
Dicke  h den  Itadius  r derselben  einsetzen,  jedoch  wird  dnnn  die  Kon- 
stante A'  eine  andere,  wie  sich  aus  dem  Ausdrucke  ergibt,  den  wir  für  gP 
tyhalten,  wenn  wir  anstatt  parallelepipedischer  Stäbe  cylindrische  Stäbe  an- 
wenden. 

Wir  haben  diesen  Ausdruck  zunächst  entwickelt  unter  der  Voraus- 
setzung, dals  der  Stab  an  seinem  einen  Ende  fest  sei,  indes  ergibt  die 
Theorie  der  Elasticität,  dafs  er  auch,  mit  verschiedenen  Werten  von  A\ 
gültig  ist,  im  Falle  beide  Enden  fest  oder  frei  sind,  da  der  Ausdruck  flir  gP 
sich  in  den  Fällen  nur  durch  andere  Konstanten  unterscheidet. 
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Es  ergibt  sieh  daraus,  dafs  allgemein  die  Schwingungszahl  elastischer 
Stäbe  dem  Quadrate  ihrer  Länge  umgekehrt  proportional  ist,  während  sie 
der  Dicke  derselben  oder  dem  Radius  derselben  direkt  proportional,  von 
der  Breite  derselben  jedoch  unabhängig  ist. 

Gerade  wie  wir  bei  den  longitudinalen  Schwingungen  nun  eine  Reihe 
von  Fällen  unterscheiden  mufsten,  je  nach  der  Befestigungsweise  des  Stabes, 
so  auch  hier  wieder. 

Wir  können  jedoch  hier  nicht  wie  in  den  frühem  Fällen  die  Schwin- 
gungszahlen und  Teilungen  der  Stäbe  theoretisch  ableiten,  sondern  müssen 
uns  begnügen,  die  von  Euler,  Poisson,  Cauchy,  Seebeck  u.  a.,  teils  theoretisch, 
teils  experimentell  erhaltenen  Resultate  mitzuteilen.  Wir  unterscheiden 
folgende  Fälle1). 

l)  Ein  Ende  des  Stabes  ist  frei,  das  andere  fest,  der  Stab  schwingt 
seiner  ganzen  Länge  nach  hin  und  her,  er  hildet  eine  halbe  stehende  Welle. 
Es  ist  unter  Annahme  eines  cylindrischen  Stabes 

*=0,28  J •}/?■ 


2)  Beide  Enden  des  Stabes  sind  fost,  oder  beide  Enden  des  Stabes 
sind  frei;  die  Zahl  der  langsamsten  Schwingungen  wird  in  beiden  Fällen: 


l-78  £ ]/?• 


3)  Es  kann  ferner  das  eine  Ende  des  Stabes  auf  eine  Unterlage  ge- 
legt werden  und  das  andere  ganz  fest,  in  einen  Schraubstock  eingeklemmt 
werden,  oder  ganz  frei  sein.  In  beiden  Fällen  erhält  man  für  die  lang- 
samsten Schwingungen,  welche  der  Stab  vollführen  kann, 


N = 1,23 


Vt 


4)  Schliefslich  können  beide  Enden  des  Stabes  nur  aufgelegt  sein, 
dann  ist  für  die  langsamsten  Schwingungen 

N = 0,785  ' • |/^-- 

Seebeck  vereinigt  die  Ausdrücke  für  alle  diese  Fälle  in  folgenden8) 

N = — r • ]/  K 
1 41*  V .«  ’ 


worin  dann  nur  £ seinen  Wert  von  einem  Falle  zum  andern  ühdert,  und 
zwar  ist 

f = 0,596  86,  wenn  ein  Ende  des  Stabes  fest,  das  andere  frei  ist, 
t = 1,505  62,  wenn  beide  Enden  des  Stabes  fest  oder  frei  sind, 

£ = 1,249  87,  wenn  ein  Ende  aufgelegt,  das  andere  fest  oder  frei  ist, 
£ = 1,  wenn  beide  Enden  des  Stabes  aufgelegt  sind. 


. ')  1‘oisson,  Memoircs  de  l’Acud.  Oe  France.  Tome  VIII.  p.  484  ff. 

Cauchy,  Exerc.  de  Math:  Tome  III.  270  fl' 

Seebeck,  Berichte  der  kgl.  wichs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  184G— 47. 
p.  169.  Dove,  Rep.  Bd.  VIII.  p 46. 
t)  Seebeck,  a.  a.  0. 
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In  allen  diesen  Fällen  können  noch  eine  Reihe  von  Schwingungszahlen 
anftreten,  die  alle  häufigem  Schwingungen  der  Stäbe  entsprechen;  die 
Stäbe  zerlegen  sich  dann  in  eine  Reihe  selbständig  schwingender  Teile, 
welche  durch  Knotenpunkte  von  einander  getrennt  sind. 

Seebeck  gibt  folgende  Tabelle  der  Werte  von  r in  allen  vier  Fällen: 

1.  Fall.  Das  eine  Ende  des  Stabes  ist  fest,  das  andere  frei.  Die 
Reihenfolge  der  Schwingungszahlen  ergibt  sich  aus  den  Werten 

« = 0,596  86;  1,494  18;  2,500  25;  3,4999  2 * • 

Wie  man  sieht,  werden  die  Schwingungszahlen  eines  gegebenen  Stabes 
von  der  hänge  l und  dem  Redius  r von  der  dritten  an  dargestellt  durch 


Für  n = 1 und  n = 2 weichen  die  Schwingungszahlen  hiervon  ah, 
indem  die  hiernach  berechneten  Zahlen  für  n = 1 zu  klein,  flir  n = 2 zu 
grofs  werden. 

2.  Fall.  Die  beiden  Enden  des  Stabes  sind  entweder  fest  oder  frei. 
Die  Schwingungszahlen  ergeben  sich  aus  den  Werten 

* = 1,505  62;  2,499  75;  3,5001;  4,500  0 2 “ + 1 • 

Setzen  wir  also  für  die  langsamsten  Schwingungen  ti  = 1 , so  werden 
auch  hier  die  Schwingungszahlen  eines  gegebenen  Stabes  dargestellt  durch 

jedoch  ebenfalls  erst  von  der  dritten  Schwingungszahl  an,  und  zwar  um  so 
genauer,  je  weiter  man  in  der  Ordnung  der  Schwingungszahlen  aufsteigt. 

3.  Fall.  Ist  das  eine  Ende  des  Stabe#  aufgelegt.,  das  andere  ganz  fest 
oder  ganz  frei,  so  ergibt  sieh  die  Reihe  der  Schwingungszahlen,  wenn  für  « 
eingesetzt,  wird 

4n  -f-  1 

t — , 

worin  wieder  »i  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  bedeutet,  und  für  die 
langsamsten  Schwingungen  « = 1 zu  setzen  ist.  Für  diese  gaben  wir  an 
« ==  1,249  8;  man  sieht,  wie  schon  dieser  Wert  nur  äufserst  wenig  von 
dem  nach  der  Formel  berechneten  abweicht. 

4.  Fall.  Sind  beide  Enden  des  Stabes  einfach  aufgelegt,  so  ergibt  sich 
die  Reihe  der  Schwingungszahlen,  wenn  wir  für  die  langsamsten  « = 1 und 
für  die  folgenden  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  einsetzen,  also  t =*  n. 
Die  Schwingungszahlen  verhalten  sich  also  wie  1,  4,  9 • • • • 

In  diesem  Falle  erhält  also  die  Gleichung  für  die  Schwingungszahlen 
ihre  einfachste  Gestalt,  sie  wird 


worin  nach  und  nach  für  « die  Werte  1,  2,  3 • ■ einzusetzen  sind. 
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Die  Schwingungszahlen  eines  und  desselben  Stabes  können  also  sehr 
verschieden  sein,  je  nach  der  Art  seiner  Befestigung;  setzen  wir  die  lang- 
samsten Schwingungen  bei  der  ersten  Befestigungsart  gleich  1,  so  erhalten 
wir  als  Schwingungszahlen 

1.  Fall  • • 1;  6,26;  17,54;  34,38;  56,84; 

2.  „ 6,36;  17,54;  34,38;  56,84;  84,91; 

3.  „ 4,38;  14,21;  29,50;  50,70;  77,22; 

4.  „ 2,807;  11,23;  25,26;  44,91;  70,17. 

Um  aus  dieser  kleinen  Tabelle  die  wirklichen  Schwingungszahlen  zu 
erhalten,  haben  wir  bei  cy  lindrischen  Stäben  dieselben  nur  mit 


0,356  24  • ji  ■ r 
4 1‘ 


zu  inultiplicieren. 

Auch  die  Schwingungszahlen  parallelepipediseher  Stäbe  können  wir 
ganz  auf  dieselbe  Weise  erhalten,  wir  haben  in  die  Formel  anstatt  des 


Radius  r des  Cylinders  nur  - - einzusetzen,  wenn  wir  wie  vorhin  mit  h 
die  Dicke  der  Stäbe  bezeichnen1). 

Die  gröfsem  Schwingungszahlen  haben  auch  hier  ihren  Grund  in  einer 
Teilung  der  Stäbe  in  eine  Anzahl  stehender  Wellen,  indes  teilen  sich  hier 
die  Stäbe  nicht  in  eine  Anzahl  gleicher  Teile,  sondern  die  Kndglieder  sind 
verschieden  von  den  Abständen  der  Knoten  im  Stabe  selbst.  Die  Lage  der 
einzelnen  Knoten  läfst  sich  indes  ebenso  berechnen,  wie  die  der  Schwingungs- 
zahlen. So  findet  Seebeck  z.  B.  für  die  Entfernung  der  Knoten  von  den 
nächsten  Enden  eines  an  beiden  Enden  freien  Stabes: 


des  ersten 
1,322  , 

4n  + 2 ' 1 


des  zweiten 
4,982  0 
4n  + 2 ' 1 


des  dritten 
9,000  7^ 

4n  + 3 * 1 * 


des  m - ten 
4m  — 3 . 

4n  -|-  2 • 


Bei  der  langsamsten  Schwingung  bilden  sich  also  zwei  Knoten,  die  um 
0,224  2 von  den  Enden  liegen  und  um  0,551  6 der  Stablänge  von  einander 
entfernt  sind.  Bei  der  zweiten,  schnellem  Schwingung  bilden  sich  drei 
Knoten,  einer  in  der  Mitte,  wie  sieh  aus  dem  Ausdruck  für  den  zweiten 
Knoten  ergibt,  der  fär  den  Abstand  von  dem  nächsten  freien  Ende  0,498 
ergibt,  die  beiden  andern  sind  um  0,132  von  den  Enden  des  Stabes  entfernt. 
Boi  der  dritten  Schwingungszahl  bilden  sich  vier  Knoten,  welche  um  0,0944 
und  0,355  8 von  den  Enden  des  Stabes  entfernt  sind.  Der  Abstand  der 
beiden  mittlom  Knoten  ist  0,288  8 und  der  mittlem  von  den  äufsern  0,261  4. 

In  dem  folgenden  Falle  bilden  sich  fünf  Knoten,  deren  Lage  sich  eben- 
so berechnen  läfst  und  so  fort. 

Man  kann  diese  theoretischen  Resultate  experimentell  nachweisen. 
Dafs  die  Schwingungszahlen  mit  den  angegebenen  Ubereinstimmen,  werden 
wir  im  nächsten  Abschnitte  zeigen. 

Die  Lage  der  Knotenpunkte  läfst  sich  am  besten  auf  einem  dllnnon 
Streifen  von  ziemlicher  Breite  und  Länge  bestimmen.  Strehlke*)  wandte 


')  Cauchy  a.  a.  0. 

*)  Strehlke , Poggend.  Ann.  XXVII.  Dove,  Kepert.  Bd.  III.  p.  111. 
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Stahlstäbe  von  1“ — lra,3  Länge,  12  — 15  Millimeter  Breite  und  4 Milli- 
meter Dieke  an  und  bestreute  sie  auf  der  obem  Fläche  nach  dom  Vorgänge 
von  C'bladni1)  mit  troclcnem,  staubfreiem  Sand.  Der  Sand  wird  von  den 
schwingenden  Stellen  des  Stahes  fortgeworfen  und  an  den  ruhenden  Stellen 
angesammelt,  so  dafs  man  dadurch  die  Lago  der  Knoten  sichtbar  machen 
kann.  Man  spannt  diese  Stäbe  zwischen  zwei  konischen  Spitzen  an  der 
Stelle  zweier  Knoten  ein  und  bringt  die  Stäbe  durch  Anstreichen  mit  dem 
Violinbogen  in  Schwingung.  Der  Sand  wandert  dann  nach  den  Knoten- 
linien hin  und  bleibt  dort  in  Buhe. 

Die  Knotenlinien  stellen  sich  als  feine,  zur  Längsaxo  des  Stabes  senk- 
rechte Linien  dar,  und  ihre  Lago  ist  nach  den  Messungen  von  Strehlke 
genau  der  Theorie  entsprechend. 

In  seiner  Abhandlung  Uber  die  Bewegung  elastischer  Körper  macht 
l’nisson  auf  die  einfache  Relation  auch  der  transversalen  und  longitudi- 
nalen Schwingungen  von  Stäben  aufmerksam,  wenn  sie  ihre  langsamsten 
Schwingungen  voll  führen*).  Ist  der  Stab  an  beiden  Enden  frei  oder  fest, 
so  haben  wir  für  die  Zahl  der  transversalen  Schwingungen 


ilfl.  l/Ü. 

4P  V 8 


Fllr  die  longitudinalen  Schwingungen  der  langsamsten  Art  hatten  wir 

§ Di« 

1 - ]/—• 

1 '21  V 8 

Man  erhält  demnach 


N 


tt  ”**  * / ä 


3,560« 


F.  Savart.  hat  dnr?h  Versuche  diese  von  Poisson  zuerst  aufgestollte 
Relation  nachgewiesen.  Es  wurden  die  longitudinalen  Schwingungen  eines 
nahezu  1“  langen  cylindri sehen  homogenen  Stabes  beobachtet  und  darauf 
die  transversalen  Schwingungen  eines  Stückes  des  Stabes,  welches  genau 
i der  Länge  des  Stabes  betrug.  Die  Schwingungszahlen  wurden  nach  einer 
im  nächsten  Abschnitte  auseinander  zu  setzenden  Methode  aus  den  Tönen 
der  Stäbe  bestimmt. 

Um  vergleichbare  Zahlen  zu  haben,  wurde  dann  die  beobachtete  Zahl 
der  longitudinalen  Schwingungen  des  ganzen  Stabes  mit  8 multipliciert, 
wodurch  man  die  Schwingungszahl  eines  Achtel  des  Stabes  erhielt.  Aus 
diesen  Zahlen  wurde  dann  nach  obiger  Gleichung  die  Schwingungszahl  der 
transversalen  Schwingungen  berechnet  und  die  so  berechnete  Zahl 


N = 3,5608  y • N' 


mit  der  beobachteten  Schwingungszahl  verglichen.  Die  Resultate  der  Ver- 
suche sind  folgende1): 


1)  Chladni , Kntdeckungen  zur  Theorie  des  Klange«.  Leipzig  1787. 
’)  Poisson,  Memoire«  de  l’Acad,  de  France.  Tome  VIII.  p.  186. 

*)  Poisson,  Mdrnoires  de  TAcad.  de  France.  Tome  VIII.  p.  187. 
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Stab  von 

N 

beobachtet 

N 

berechnet 

Differenz 

I / - * • 0,825 

Messing ] r = 2ram,4 

\N'  = 17066 

| l — * • 0,825 

1422 

1415 

— 7 

Kupfer  ...  . r = 7 

l N‘  = 18432 

f l = i ■ 0,88 

1067 

1082 

+ 15 

Eisen 1 r — 2mm,26 

l V — 22757 

1843 

1842 

— 1 

Die  Differenzen  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  sind  so  klein, 
dafs  sie  vollkommen  innerhalb  der  Grenzen  der  unvermeidlichen  Bedb&ch- 
tungsfehler  liegen. 


§ 143. 

Transversale  Schwingungen  von  Platten.  Chladnis  Klangfiguren. 

Wenn  man  eine  dünne  Platte  von  Glas  oder  Metall  oder  eine  an  ihrem 
Umfange  durch  Gewichte  gespannte  Membran  anschlllgt  oder  an  ihrem 
Rande  streicht,  so  kann  man  dieselbe  ebenso  wie  Streifen  oder  Stilbe  in 
stehende  Schwingungen  versetzen.  Eine  theoretische  Ableitung  dieser 
Schwingungen  aus  den  Principien  der  Wellenbewegung  ist  uns  hier  nicht 
möglich,  ja  dieselbe  ist  überhaupt  erst  nur  für  einige  specielle  Fülle  er- 
reicht worden.  Die  Bewegungsgesetzo  von  Membranen  sind  zuerst  von 
Poisson  entwickelt  worden  *)  und  ebenso  hat  derselbe  eine  Theorie  der 
Schwingungen  kreisformigor  Platten  entwickelt.  Kirchhoff*)  hat  indes  von 
der  letztem  nachgewiesen,  dafs  sie  nicht  in  allen  Punkten  richtig  ist  und 
an  Stelle  der  Poissonschen  eine  neue  Theorie  der  Schwingungen  kreisförmiger 
Platten  gegeben.  Wir  wordon  die  Resultate  der  Kirchhoffschen  Theorie 
nachher  mit  den  Versuchen  zusammenstellen. 

Eine  Membran,  wie  z.  B.  das  Fell  einer  Pauke,  kann  entweder  als 
Ganzes  schwingen,  oder  sich  in  schwingende  Teile  zerlegen,  welche  dann 
durch  ruhende  Linien,  Knotenlinien  von  einander  getrennt  sind.  Eine  Platte 
kann  niemals  als  Ganzes  schwingen,  sondern  zerlegt  sich  immer  in  mehrere 
durch  Knotenlinien  getrennte  schwingende  Teile.  Theorie  und  Versuche 
beweisen,  dafs  die  Teilung  der  Platten  höchst  mannigfaltig  sein  kann. 

Um  die  Teilung  der  Platten  zu  erkennen,  bedarf  es  nur  der  Kenntnis 
der  Knotenlinien,  da  jeder  von  solchen  umgebene  Teil  der  Platte  für  sich 
schwingt,  und  um  diese  sichtbar  zu  machen,  wandte  Chladni  das  vorhin 
schon  erwähnte  Mittel  an.  Er  bestreute  die  zu  untersuchenden  Platten  mit 
trocknem  staubfreiem  Quarzsand,  der  dann  von  den  schwingenden  Teilen 
der  Platte  fortgeworfen  wird  und  sich  auf  den  ruhenden  Stellen,  den 
Knotenlinien,  ansammolt.  Es  entstehen  so  auf  der  Platte  rogelmäfsige 
Figuren,  welche  von  Chladni  Klangfiguren  genannt  sind. 

')  Poisson,  Meraoires  de  1‘Aead.  de  France.  Tome  VIII.  p.  499  ff. 

*)  Kirchhoff,  Crelles  Journal  f.  Mathematik  Bd  XL.  Man  sehe  auch  Clebsch, 
Elasticitätslehre.  p.  264  fi. 
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Um  die  Platten  in  Schwingungen  zu  vorsetzen,  befestigt  man  sie  in 
ihrer  Mitte  oder  an  irgend  einer  andern  Stelle  mit  der  von  Strehlke1)  an- 
gegebenen Gabel  (F ig.  230),  indem  man  sie  mittels  der  Schraube  zwischen 
die  beiden  mit  Tuch  ttberbundenen  Köpfe  a und  b befestigt.  Die  Uber 
diese  Köpfe  gebundenen  TuclistUckchen  müssen  zuwoilen  erneuert  werden, 
damit  die  Sandkörnehen,  welche  sich  an  dom  Tuche  anlegen,  die  Platte 
nicht  ritzen.  Die  Platte  wird  dann  mit  oinom  mit  Kolophonium  versehenen 

Violinbogen  am  Rande  gestrichen 
und  zugleich  an  irgend  einer  an- 
dern Stelle  mit  dem  Finger  fest- 
gehalten. Der  Bogen  mufs  senk- 
recht am  Rande  der  Scheibe  berab- 
geftihrt  und  das  Streichen  so  lange 
fortgesetzt  werden,  bis  keine  ver- 
einzelten Sandkörnchen  mehr  auf 
der  Scheibe  liegen,  sondern  alle 
sich  in  die  einzelnen  Linien  der 
Klangtigur  begeben  haben. 

Um  die  Figuren  möglichst  scharf 
zu  erhalten,  darf  man  nur  wenig 
Sand  auf  die  Platte  streuen,  da  sonst 
die  einzelnen  Linien  zu  breit  und  die 
Figuren  dadurch  ungenau  werden. 

Die  Knotenlinien  bezeichnen  die  Grenzen  der  Teile,  welche  gleichzeitig 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  schwingen;  es  geht  daraus  hervor,  dafs 
die  Figur  derselben  dio  Platte  im  allgemeinen  in  eine  gerade  Anzahl  von 
Teilen  zerlegen  mufs,  da  die  ontgogengesetzten  Schwingungen  immer  paar- 
weise auftreten  milssen. 

Die  Schwingungszahlen  verschiedener  Platten,  wenn  sie  in  bestimmten 
Abteilungen  schwingen,  lassen  sich  nur  experimentell  aus  den  durch  die 
Schwingungen  hervorgerufenen  Tönen  bestimmen.  Ans  den  Versuchen  hat 
sich  folgendes  Gesetz  ergeben.  Wenn  zwei  Platten  verschiedener  Grüfse 
und  verschiedener  Dicke  dieselbe  Klangtigur  zeigen,  also  in  gleicher  Weise 
abgoteilt  werden,  so  sind  die  Sehwingungszahlen  der  beiden  Platten  den 
Dicken  derselben  direkt,  dem  Flächeninhalt  derselben  aber  umgekehrt  pro- 
portional, oder 

N q i i 

Ir  = <j  "<r  ' 

Sind  die  Platten  kreisförmig,  so  ist 

'1  = r“*,  <1  = r'*n, 

demnach  auch 

N_  _ d 

N'  r*  ‘ d7" 


i'ig.  230. 


Die  Schwingungszahlen  sind  den  Quadraten  der  Radien  umgekehrt 
proportional.  Dies  Gesetz  schliefst  das  folgende  ein.  Dio  Schwingungs- 
zahlen von  Platten,  welche  einander  ähnlich  sind,  das  heilst  bei  denen  die 


')  Strehlke , Poggend.  Ann.  Bd.  IV. 
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homologen  Dimensionen  alle  in  demselben  Verhältnisse  stehep,  verhalten  sieh 
bei  glcichor  Teilung  der  Platten  umgekehrt  wie  die  homologen  Dimensionen. 

Ist  nämlich  bei  kreisrunden  Platten  z.  B.  der  Radius  der  einen  Platte  r, 
der  der  andern  a • r,  und  ebenso  die  Dicke  dor  einen  il,  der  andern  a • tl,  so 
ist  nach  dem  Gesetze  in  der  e re  ton  Fassung 

N a’  • r*  d a 

ir  ‘ #•*  ' cTrf  — i 

und  wie  man  sieht,  ist  das  der  mathematische  Ausdruck  für  die  aus  dem 
ersten  Satze  gezogono  Folgerung. 

Betrachten  wir  zunächst  kreisrunde  homogene  Platten,  man  ninunt.  zu 
den  Versuchen  am  beston  solche  von  Glas  oder  Metall,  so  ergibt  Ihr  diese 
die  Theorie  von  Kirchhoff,  dals  in  ihnon  eine  grofse  Zahl  verschiedener 
Teilungen  möglich  sind,  die  sich  in  drei  Gruppen  ordnen  lassen.  Entweder 
teilt  sich  die  Platte  in  eine  Reihe  konzentrischer  Zonen,  oder  in  eine  stets 
gerade  Anzahl  von  gleich  grofsen  Sektoren,  welche  durch  diametrale  Knoten- 
linien von  einander  getrennt  sind,  oder  endlich  beide  Teilungsarten  treten 
gleichzeitig  auf. 


Fig.  SJi. 


Alle  diese  Teilungsarten  hat  schon  Chladni  beobachtet;  um  sie  hervor- 
zubringen, klemmt  man  eine  kreisförmige  Platte  in  der  Mitte  oder  in  einem 
andern  Punkto  ein  und  berührt  sie  aufsordem  an  einem  oder  mehreren 
Punkten  und  streicht  dann  in  einiger  Entfernung  von  den  Berührungs- 
punkten. Fig.  231  zeigt  eine  Reihe  solcher  Figuren.  Die  Einklemmungs- 
punkte  sind  in  allen  einzelnen  Figuren  mit  a bezeichnet,  dor  Punkt,  an 
dem  dio  Platte  zu  streichen  ist,  mit  b,  und  die  Berührungspunkte  mit  c. 
Klemmt  man  die  Platte  in  der  Mitte  ein,  so  erhält  man  stets  eine  radikale 
Figur  (231  a und  ß)  je  nach  der  Anzahl  der  berührten  Punkte  mit  2 oder 
3 Durchmessern;  klemmt  man  die  Platte  exzentrisch  ein  und  berührt  keinen 
Punkt  des  Randes,  so  erhält  man  Kreise  ohne  Durchmesser  (Fig.  231  y 
und  d). 

Bei  der  theoretischen  Behandlung  der  Frage  gelangt  man  zur  Be- 
stimmung der  Durchmesser  der  Knotenkreise  zu  einem  Ausdruck,  dessen 
numerischer  Wert  wesentlich  von  dem  Werte  des  von  uns  mit  p bezeich- 
' neten  Verhältnisses  der  Querkontraktion  zur  Längendilatation  abhängt. 
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Setzen  wir  dieses  Verhältnis  der  Wertheinischen  Annahme  geinäls  gleich  (, 
welche  Annahme,  wie  wir  sahen,  der  Wahrheit  im  allgemeinen  ziemlich 
nahe  kommt,  so  erhält  man  nach  Kirchhoff  filr  den  Durchmesser  des  Knoten- 
kreises (Fig.  231  y)  den  Wert  0,679  411  des  Scheibendurehmessers.  Nach 
Messungen  von  F.  Savart,  an  drei  Scheiben  ausget'Ubrt,  die  l’oisson  in  seiner 
oben  erwähnten  Abhandlung  mitteilt,  fand  sich  derselbe 
0,6819;  0,6798;  0,6812 

des  Scheibendurchmessers.  Strelilke  fand  bei  zwei  äufserst  sorgfältig  ge- 
arbeiteten Glasscheiben  nach  der  Angabe  Kirchhotts 

0,6792;  0,6782, 

Zahlen,  welche  mit  der  Theorie  sehr  nahe  Ubereinstinnnen. 

Die  Figuren  231 1 und  ? zeigen  die  beiden  Teilungsarten  gleichzeitig. 
Für  den  Durchmesser  des  Knotenkreises  (Fig.  231t)  gibt  die  Theorie  den 
Wert  0,780  88  des  Scheibendurchmessers;  Strehlke  fand  bei  den  beiden  er- 
wähnten Scheiben 

0,7811  und  0,7802. 

Für  den  Durchmesser  des  Knotenkreises  (Fig.  231?)  ergibt  die  Theorie 
den  Wert  0,822  74,  Strehlke  fand  denselben  an  drei  weniger  sorgfältig  als 
die  vorigen  gearbeiteten  Scheiben  zu  0,79;  0,81;  0,82  des  Scheibendurch- 
messers. 

Die  Figuren  231»;  und  ff  zeigen  häutig  vorkummende  Verzerrungen, 
welche  an  nicht  ganz  homogenen  Platten  auftreten,  wenn  man  sie  bei  a 
einklemmt  und  bei  b anstreicht,  während  die  Punkte  c berührt  werden. 

Aufsor  den  gezeichneten  können  noch  viele  Figuren  hervorgebracht  wer- 
den, Chladni ')  gibt  in  seiner  ersten  Mitteilung  80  an,  dieselben  sind  aber  alle 
aus  Kreisen  und  Radien  zusammengesetzt  oder  Verzerrungen  solcher  Figuren. 

Aus  der  Theorie  sowohl  als  aus  den  Versuchen  ergibt  sich,  dafs  die 
Anzahl  der  Schwingungen  mit  der  Anzahl  der  Teile,  in  welche  sich  die 
Platte  teilt,  in  einem  sehr  komplicierten  Verhältnisse  zunimmt.  Die  lang- 
samsten Schwingungen  vollführt  die  Platte  bei  der  Teilung  Fig.  23 1 er,  dann 
folgt  Fig.  231  y , 231/3,  231  £,  231  ?,  231  <5.  Folgende  kleine  Tabelle  ent- 
hält die  Schwingungszahlen,  jene  der  langsamsten  gleich  1 gesetzt  für  die 
angegebenen  und  noch  einige  andere  Teilungen  nach  der  Theorie  von 
Kirchhoff  und  nach  den  Versuchen  von  Chladni  zusammengestellt.  Die 
erste  mit  K Uberscbriebene  Kolumne  enthält  die  Anzahl  der  Knotenkreise, 
zu  welcher  die  in  den  übrigen  Spalten  angegebenen  Schwingungszahlen  ge- 
hören, wenn  die  Knotenkreise  von  der  über  jeder  Spalte  angegebenen  Anzahl 
von  Durchmessern  durchschnitten  werden. 


Tabelle  der  Scliwingungszahlrn  kreisförmiger  am  Kande  freier  Platten. 


|Ä.'  ohne  Durchmesser 

mit  1 Durchmesser 

mit  2 Durchmessern 

mit  3 Durchmessern  j 

beob. 

berechn. 

beob. 

berechn. 

beob. 

i berechn. 

beob,  j 

1 berechn. 

Io  1 0 

0 

0 

0 

1 

i 

2,245 

’ 2,378 

1 1,587 

2 6,348  -f 

1,681  + 
7,126 

3,563  4,000  — 

10,079  4-  11,313  + 

5,993 

i 6,726  j 

9,513  — 

10.079  — 

')  Chltulm,  Entdeckungen  zur  Theorie  des  Klanges.  Leipzig  1787  Man  sehe 
auch  . Strehlke , Poggeud.  Aon.  Bd.  IV.  .S'arart,  Ann.  de  chiin.  et  de  phys.  T.  XXXVI. 
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Die  Schwingungen  wurden  in  später  zu  besprechender  Weise  aus  den 
Tönen  bestimmt1);  die  in  der  Tabelle  angegebenen  Zahlen  sind  diejenigen 
dor  von  Chladni  angegebenen  Töne;  auch  Kirchhoff  gibt  statt  der  Zahlen 
die  Töne  an,  und  die  Zeichen  -f-  oder  — neben  den  Zahlen  deuten  an, 
dafs  der  wirklich  beobachtete  Ton  oder  der  der  genauen  Schwingungszahl 
entsprechende  Ton  etwas  höher  oder  tiefer  ist  als  die  in  der  Tabelle  an- 
gegebenen. Die  Zahlen  stimmen  allerdings  nicht  besonders  überein,  indes 
ist  einmal  die  Bestimmung  der  Töne  mit  einiger  Schwierigkeit  verknüpft, 
dann  aber  beruht  auch  hier  die  Rechnung  auf  der  Voraussetzung  (i  — J, 
die  nicht  vollständig  genau  ist. 

Die  Schwingungen  nicht  kreisförmiger  Blatten  lassen  ,sich  bis  jetzt  nur 
experimentell  bestimmen;  die  Teilungen  quadratischer  Platten  und  damit 
die  auf  denselben  entstehenden  Knntenlinien  sind  ebenso  mannigfaltig  als 
diejenigen  auf  kreisförmigen  Platten.  Man  kann  auch  dort  zwei  Systeme 
von  Knotenlinien  unterscheiden,  in  dom  einen  sind  die  Hauptlinien  parallel 
den  Seiten  des  Quadrates,  in  dem  andern  parallel  den  Diagonalen  und 
schlielslich  können  beide  Liniensysteme  zugleich  auftreten. 


Fig.  232. 


* k & 


JL 


> 

KJ 

— 

Jl 

So  erhält  man  Fig.  232  o,  wenn  man  die  Platte  in  der  Mitte  unter- 
stützt und  an  einer  Ecke  z.  B.  bei  b anstreicht,  Fig.  232  ß,  wenn  man  an 
den  beiden  Punkten  a die  Platte  unterstützt  und  bei  b anstreicht.  Ebenso 
bei  allen  übrigen  Figuren  sind  die  zu  unterstützenden  Punkte  mit  a,  und 
jene,  an  denen  zu  streichen  ist,  mit  b bezeichnet. 

Diese  Figuren  sind  nach  der  Angabe  von  Strehlke*)  gezeichnet,  der 
nachgowicsen  hat: 

1)  Die  Knotenlinien,  welche  bei  quadratischen  Platten  die  Klangfigur 
zusammensetzen,  sind  stets  krumme  Linien;  so  worden  z.  B.  die  Figuren  a 
und  d durch  zwei  hyporbolische  Äste  gebildet. 

2)  Die  Linien  durchschneiden  sich  nie.  Das  scheinbare  Durchschneiden 
in  den  meisten  Fällen  rührt  daher,  dafs  man  zu  viel  Sand  auf  die  Scheibe 


")  Man  sehe  § 164  diese»  Teile». 

’)  Strehlke,  Poggend.  Ann.  Bd.  IV  Doves  Repertorium  Bd.  111. 
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gebracht,  bat  und  nun  in  der  Nähe  der  ruhenden  Linien  die  Schwingungen 
zu  schwach  werden,  als  dafs  der  Sand  fortgeworfen  werden  kann. 

Die  Schwingungszahlen  dieser  Platten  werden  wir  später  besprechen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  die  ebenen  Platten,  schwingen  auch  Glocken, 
welche  im  Grunde  nichts  weiter  sind  als  gekrümmte  Platten.  Bei  den  lang- 
samsten Schwingungen  teilen  sich  die  Glocken  in  vier  Teile,  die  ruhenden 
Linien  liegen  um  einen  Bogen  von  90<J  von  oinander  entfernt  und  durch- 
setzen die  Glocke  ihrer  ganzen  Höhe  nach.  Man  kann  diese  Teilung  sehr 
leicht  sichtbar  machen  dadurch,  dafs  man  die  Glocke  bis  etwas  Uber  ihre 
halbe  Höhe  mit  Wasser  füllt.  An  den  Stellen  der  stärksten  Schwingung 
wird  das  Wasser  stark  zurückgestofsen  und  in  wellenförmige  Bewegung 
gesetzt,  während  es  an  den  45°  davon  entfernten  Stellen  der  Knoten  in 
Ruhe  bleibt.  Häutig  werden  selbst  Tröpfchen  von  der  SteUe  der  stärksten 
Schwingung  auf  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  geworfen,  welche  sich  eine 
Zeit  lang  halten  und  in  regelmäfsigen  Figuren  angesammelt  werden  können. 

Eine  eigentümliche  Art  von  Figuren  hat  Savart1)  auf  schwingenden 
Platten  beobachtet,  wenn  man  dieselben  anstatt  mit  staubfreiem  Sand  mit 
staubigem  Sande  oder  mit  Sand  und  Lycopodium  (Bärlappsamen)  bestreut. 

Beim  Bestreuen  mit  Lycopodium  zeigen  sich  nämlich,  wenn  man  die 
Mitte  der  Seiten  unterstützt  und  eine  Ecke  anstreicht,  aufscr  den  eigent- 
lich ruhenden  Linien  in  der  Nähe  der  vier  Ecken  wirbelnde  Wolkon  von 
ovaler  Form  (Fig.  233),  jedoch  immer  so,  dafs  der  zugespitzte  Teil  der 


Fig.  233. 


Fig.  234. 


Basis  der  Wolke  nach  der  Ecko  zu  gerichtet  ist.  Wenn  die  schwingende 
Bewegung  der  Scheibe  schwächer  wird,  so  bleibt  in  jeder  Ecke  eine  Gruppe 
hplbkugelförmiger  Erhöhungen  zurück.  Fig.  234  erscheint,  wenn  man  dio 
Ecken  festhält  und  in  der  Mitte  der  Seite  des  Quadrates  streicht,  dio  Lyco- 
podiumansammlung  findet  in  der  Mitte  statt,  jedoch  ist  zu  bemerken,  dafs 
durch  diese  Wolken  noch  Kurven  von  geringer  Breite  bis  zu  den  Ecken 
gehen.  Diese  Kurven  sind  nur  in  den  Momenten  der  stärksten  Erschütterung 
sichtbar. 

Savart  sab  in  diesen  Figuren  einen  Beweis  für  eine  zweite  Teilungs- 
art der  Platte.  Nach  ihm  ist  die  Scheibe  der  Sitz  vieler  über  einander 
greifender  Teilungsarten,  von  denen  besonders  zwei  hervortreten;  die  erste 
ist  die  gewöhnliche,  sich  in  den  Figuren  des  staubfreien  Sandes  zeigende, 
dio  zweite  tritt  immer  mit  der  ersten  ein  und  bewirkt,  dafs  in  der  Mitte 
der  schwingenden  Abteilungen  gewisse  Strecken  horizontal  bleiben,  auf 

')  Savart,  Annales  de  chim.  et  de  phya.  Tome  XXXVI. 
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denen  die  Teilchen,  die  an  den  erschütterten  Stellen  nicht  liegen  bleiben 
können,  beisammen  bleiben  und  nur  eine  wirbelnde  Bewegung  zeigen. 

Gegen  diese  Erklärung  wandte  Faraday*)  ein,  dafs  selbst  bei  einer 
Neigung  der  Platte  gegen  den  Horizont  von  6 bis  10°,  die  jedenfalls  viel 
gröfser  sei  als  die  Neigung  der  schwingenden  Teile,  ein  Aufsteigen  des 
Lycopodium  der  Schwere  entgegen  zu  den  Vibrationsmittelpunkten  statt- 
linde und  der  Staub  so  lange  sich  dort  halten  kann,  als  die  Platte  kräftig 
erschüttert  werde. 

Faraday  leitet  diese  Figuren  von  Luftströmen  her,  welche  von  den 
Knotenlinien  her  zu  den  Punkten  der  stärksten  Erschütterung  hinwehen. 
Damit  stimmt  es  überein,  dafs  nur  bei  Anwendung  des  leichten  Staubes  sich 
diese  Figuren  zeigen,  indem  der  schwerere  Sand  von  den  Luftströmen  nicht, 
fortgerisson  wird.  Ebenso  sah  Faraday,  wenn  kleine  Stücke  von  Karten  in 
Winkelform  in  der  Nähe  der  Vibrationscentra  so  befestigt  wurden,  dafs  ein 
Schenkel  dem  Rande  der  ([iiadratisehen  Scheibe  (Fig.  234)  parallel  lag,  dafs 
dann  der  Staub  in  die  Winkel  hinein  ging,  wie  wenn  Ströme  von  den  Wän- 
den der  Karte  aufgefangen  wären.  Feine  Kieselerde  auf  ein  Buch  gestreut 
und  der  schwingenden  Platte  möglichst  nahe  gebracht,  flog  nach  der  Platte, 
als  wenn  ein  Luftstrom  von  dem  Pulver  nach  der  Platte  hinging. 

Den  entschiedensten  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Faradayschen  Er- 
klärung bildet  aber  das  Vorhalten  der  mit  Lycopodium  bestreuten  Platte 
im  luftverdünnten  Raum.  Eine  Glasscheibe  wurde  auf  vier  Korkfüfsen 
unter  die  Glocke  der  Luftpumpe  gelegt  und  vermittels  eines  an  der  Platto 
senkrecht  zu  ihrer  Ebene  befestigten  Stabes,  der  durch  eine  Stopfbüchse 
aus  der  Glocke  herausgeleitet  war  und  aufserhalb  der  Glocke  in  longitu- 
dinale Erschütterungen  versetzt  wurde,  zum  Vibrieren  gebracht.  Da  der  Stab 
senkrecht  zur  Ebene  der  Platte  ist,  so  wird  die  Platte  durch  longitudinale 
Schwingungen  desselben  in  transversale  Bewegung  versetzt.  So  lange  die 
Luft  unter  der  Glocke  die  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luft  besafs, 
zeigte  die  Platte  die  Staubfiguren  ganz  in  dor  gewöhnlichen  Weise.  War 
aber  die  Luft  bis  auf  5 — 3 Oentimeter  Quecksilberdruck  verdünnt,  so  ging 
das  Pulver  quer  Uber  der  Platte  hin  nach  den  ruhenden  Knotenlinien,  wie 
es  der  Sand  in  freier  Luft  thut,  und  die  Wolken  an  den  Vibrationsmittel- 
punkten zeigten  sich  nicht. 

Aus  diesem  Versuche  geht  auf  das  entschiedenste  hervor,  dafs  diese 
Staubfiguren  nichts  mit  der  Schwingung  der  Platte  direkt  zu  thun  haben, 
dafs  sie  also  nicht,  wie  Savart  sie  nannte,  sekundäre  Klangfiguren  und 
Folge  einer  zweiten  Teilung  der  Scheibe  sind,  sondern  dafs  zu  ihrer  Bildung 
das  Vorhandensein  der  Luft  wesentlich  erfordert  wird. 

Die  Luftströme,  welche  nach  allem  dem  der  Grund  der  Erscheinung 
sind,  entstehen  durch  die  mechanische  Einwirkung  der  schwingenden  Platte 
auf  die  umgebende  Luft.  So  wie  der  schwingende  Teil  der  Platto  sich  auf- 
wärts bewegt,  wird  die  darüber  befindliche  Luft  aus  der  Stelle  getrieben  und 
zwar  um  bo  stärker,  je  näher  dieselbe  der  Stelle  der  stärksten  Schwingung 
ist,  um  so  weniger,  je  näher  sie  den  Knotenlinien  ist.  Wenn  nun  die  Platte 

*)  Faraday,  Philosophicnl  Transact.  for  the  year  1831.  Poggend.  Annal. 
Bd.  XXVI. 
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beim  Anfänge  der  zweiten  Hälfte  der  Oscillation  in  ihre  Gleichgewicht ‘Jage 
zurück  kehrt,  so  kann  die  über  dem  Orte  der  stärksten  Schwingung  be- 
findliche Luft,  welche  eine  von  der  Platte  fort  gerichtete  Geschwindigkeit 
besitzt,  nicht  so  schnell  als  die  Platte  zurückkehren.  Es  bildet  sich  daher 
ein  leerer  Kaum,  in  den  die  Luft  von  den  Knotenlinien  her,  wo  sie  in  Ruhe 
ist,  über  die  Platte  hin  eindringt.  Dadurch  mufs  notwendig  ein  Luftstrom 
entstehen,  der  von  allen  Seiten  von  den  Knotenlinien  gegen  die  Ort«  der 
stärksten  Schwingung  gerichtet  ist  und  das  Lycopodium  mit  sich  an  diese 
Stelle  hinfuhrt.  Natürlich  mufs  diese  Luft  auf  einem  andern  Wege  zu  den 
Knotenlinien  zurückkehren.  An  den  Orten  der  stärksten  Oscillation  stauen 
sich  die  Ströme  und  es  entsteht  daher  dort  ein  schwacher  aufsteigender 
Luftstrom,  der  sich  daran  erkennen  läfst,  dafs  sich  das  Lycopodium  über 
den  Stellen  der  stärksten  Schwingung  erhebt  und  etwas  über  der  Platte 
wieder  seitwärts  geführt  wird. 

Gleiche  Erscheinungen  wie  in  der  Luft  sah  Faraday,  wenn  er  die  Platte 
mit  einer  Flüssigkeit  bedeckte.  Durch  die  entstehenden  Ströme  konnte 
selbst  die  Bildung  der  Klangfiguren  ganz  gehindert  werden.  Es  zeigten 
sich  dann  nur  die  Anhäufungen  des  angewandten  Pulvers.  Messingfeilicht 
oder  Sand,  an  den  Stellen  der  stärksten  Schwingung. 


§ 144. 

Drehende  Schwingungen  von  Stäben.  Aufser  den  longitudinalen 
und  transversalen  Schwingungen  haben  wir  früher  schon  noch  eine  dritte 
Art  von  Schwingungen  kennen  gelernt,  die  Torsionsschwingungen.  Wir 
benutzten  sie  damals,  um  mit  Hülfe  der  Pendelgesetze  den  Torsions- 
koefficienten  von  Drähten  zu  bestimmen,  indem  wir  die  Drähte  unten  mit 
einer  schweren  Kugel  versahen  und  diese  in  horizontale  Schwingungen  ver- 
setzten. 

Wie  wir  damals  sahen,  gelten  die  Torsionsgesetze  nach  den  Versuchen 
von  Wertheim  auch  für  dicke  Stäbe,  das  heifst,  bei  einer  denselben  er- 
teilten Torsion  ist  die  elastische  Kraft,  welche  den  gedrehten  Teil  des 
Stabes  in  seine  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  sucht,  der  Torsion  ein- 
fach proportional.  Denken  wir  uns  deshalb  einen  Stab  an  seinem  einen 
Ende  durch  Torsion  in  Schwingungen  versetzt,  so  müssen  sich  diese 
Schwingungen  in  dem  Stabe  gerade  so  fortptlanzen  wie  die  longitudinalen 
und  transversalen,  und  ist  der  Stab  an  einem  Ende  begrenzt,  so  mufs  an 
dieser  Grenze  eine  Reflexion  der  Schwingungen  eintreten,  und  durch  die 
Interferenz  der  primären  und  der  reflektierten  Schwingungen  müssen  in 
dem  Stabe  stehende  Wellen  entstehen. 

Um  die  Gesetze  dieser  Schwingungen  zu  entwickeln,  denken  wir  uns 
wie  § 52  den  schwingenden  Stab  als  aus  lauter  seiner  Längsaxe  parallelen 
Fasern  von  unendlich  kleinem  Querschnitt  zusammengesetzt.  Wird  der 
Stab  tordiert,  so  gehen  diese  Fasern  aus  geraden  Linien  in  Spiralen  über, 
welche  auf  einem  Cylinder  liegen,  dessen  Radius  gleich  ist  dem  Abstand 
der  Faser  von  der  Axe  des  Stabes.  Die  in  der  Richtung  der  Stahaxe 
übereinander  liegenden  Querschnitte  der  Faser  haben  dann  gegen  einander 
eine  Verschiebung  erhalten,  und  die  Kraft,  welche  diese  Querschnitte  in 
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ihre  relative  Gleichgewichtslage  zurückzubringen  sucht,  ist  nach  j;  52 
dem  Verschiebungswinkel  proportional.  Stellt  ntnoq  (Fig.  235)  eine 
Faser  im  tordierten  Zustande  des  Stabes  vor,  welche  im  Gleichgewichts- 
zustände die  Lage  ab  bat,  so  ist  der  Winkel  oms  der  Ver- 
schiebungswinkel des  Querschnittes  o der  Faser  gegen  den  Quer-  »sg.  sss. 
schnitt  m,  der  Winkel  qov  derjenige  des  Querschnittes  q gegen  o. 

Die  Kraft,  mit  welcher  der  Querschnitt  a in  seine  Gleichge- 
wichtslage in  Bezug  auf  »i,  also  nach’  s hin  getrieben  wird,  ist 
nach  § 52 

au+rt 

wenn  wir  mit  dq  den  Querschnitt  der  Faser  bezeichnen.  Ebenso 
ist 

ali  +pT  * q0°  • d'>' 

die  Kraft,  welche  den  Querschnitt  o in  Bezug  auf  q , also 
von  s fort  in  seine  Gleichgewichtslage  treibt.  Die  den  Quer- 
schnitt dq  nach  s,  also  auch  gegen  seine  Gleichgewichtslage 
nach  p hin  treibende  Kraft  ist  dann 

E 

a(l  + p)  ^(oms-qov). 

Nennen  wir  den  Abstand  der  Faser  von  dev  Stabaxe  r,  so 
erhält  der  Querschnitt  des  Stabes,  zu  welchem  dq  gehört,  in- 
folge dieser  an  di;  angreifenden  Kraft  das  Drehungsmoment 


ä(i  + rt-  rdq  (°mS  ~ q0V>)- 


Das  Drehungsmoment,  welches  der  ganze  Querschnitt  des  Stabes  gegen 
seine  Gleichgewichtslage  erhält,  ist  dann  gleich  der  Summe  der  für  alle 
Flächenelemente  dq  dieses  Querschnittes  sich  ergebenden  Momente.  Zur 
Bildung  dieser  Summe  können  wir  zunächst  das  Flächenelement  dq  ersetzen 
durch  einen  Ring  von  der  Breite  <ir,  dessen  Radius  gleich  r,  gleich  dem 
Abstande  der  betrachteten  Faser  von  der  Stabaxe  ist,  denn  für  alle  diesen 
Ring  zusammensetzenden  Elemente  dq  hat  r und  ebenso  der  Verschiebungs- 
winkel genau  denselben  Wert.  Die  Fläche  dieses  Ringes  ist  2nrdr,  und 
damit  wird  das  Drehungsmoment  von  den  an  diesem  Ringe  angreifenden 
Kräften 

F 

2rt  *1 T+7)-  r*dr  (oms -qov). 


Nun  sei  der  Winkel,  um  welchen  der  um  x von  dem  Ende  des  Stabes 
entfernte  Querschnitt  m gedreht  ist,  gleich  <jp,  damit  ist  die  Länge  des 
Bogens  rq>.  Der  Querschnitt  o,  der  um  dx  weiter  vom  Stabende  entfernt 
ist,  sei  dann  um  den  Winkel  (p  gedreht,  so  dafs  der  Bogen  op  = rtp  ist. 
In  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  osm  ist  dann  os  — r (q  — q> ),  somit 


os 

tang  oms  = 

° swi 


r ($>'  — <p) 
dx 
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<P'\ 


Nennen  wir  den  Winkel,  um  welchen  der  Querschnitt  q gedreht,  ist, 
so  wird  ebenso 


tang  qor  = 


r(q>"  — qp') 
dx 


Bei  der  Kleinheit  der  Winkel  können  wir  die  Bögen  durch  ihre 
Tangenten  ersetzen,  und  erhalten  dann  für  das  Drehungsmoment 


2* 


K 

2<l  + f0 


r3  dr 


(qp'  — v)  — (qp"—  <p') 
dx 


Das  den  ganzen  Querschnitt  zurHckdrehende  Moment  erhalten  wir  in 
der  Summe  der  fttr  alle  einzelnen  Ringe  gebildeten  Momente,  somit,  wenn 
der  Radius  des  Stabes  gleich  q ist, 


K 

*(!  + (•) 


(qp'  — •p)  — (qp”—  qp*)  . rsdr 

dx 


Da  in  dieser  Somme  nur  r veränderlich  ist,  so  wird  dieselbe 

E Q*n  _ (qp'—  qp)  — (qp"—  qp') 

8(1+|*)  2 " ,lr 


Dm  die  dem  Querschnitt  gegen  die  Gleichgewichtslage  hin  erteilte  Be- 
schleunigung zu  erhalten,  müssen  wir  das  Drehungsmomont  durch  das  Träg- 
heitsmoment desselben  dividieren.  Nennen  wir  die  Dichtigkeit  des  Stabes, 
also  die  Masse  der  Volumeinheit  <1,  und  die  Dicke  des  betrachteten  Quer- 
schnittes, die  wir  gleich  dem  Abstande  zweier  Querschnitte  setzon  können, 
dx,  so  wird  nach  § 19  das  Trägheitsmoment 


dx, 


und  damit  die  Beschleunigung 

E (qp’  — qp)  — (qp"—  <p‘) 

2 (1  + fi ! • d dx* 


Der  Zähler  des  zweiten  Bruches  in  diesem  Ausdruck  ist  nichts  Anderes 
als  das  zweite  Differential  ri*qp;  die  Gleichung,  welche  der  Bewegung  des 
Stabes  zu  Grande  liegt,  wird  demnach 

d*<p  E d*  <p 

dt1  2(1  + fi)  ■ d d x*  ’ 


dieselbe,  hier  auf  die  Winkelbeschleunigung  sich  beziehende  Gleichung,  zu 
der  wir  § 126  gelangten.  Wird  also  an  irgend  einer  Stelle  eines  un- 
begrenzten Stabes  durch  Torsion  eine  schwingende  Bewegung  erzeugt  mit 
der  Amplitude  2ct,  so  pflanzt  sich  dieselbe  durch  den  Stab  nach  den  § 12G 
erkannten  Gesetze  fort,  so  dafs  im  Abstande  x von  der  Erregungsstolle  zur 
Zeit  t die  Bewegung  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 

qp  = n sin  2n  ( y — -y)  , 


worin  r die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  schwingenden  Bewegung 

1 

K2(l+f»)  ' tl  ’ 


= 1/  * — 
V 2 (1  + u)  d 
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J/2  (!  + (*)'< 


Vt. 


somit  die  Wellenlänge 

X — c ■ T = T 
und  die  Schwingungsdauer 

T-iVHT+dYi 

ist. 

Allo  diese  Ausdrücke  unterscheiden  sich  von  den  für  die  longitudinalen 
Schwingungen  nur  durch  den  Faktor  |/‘2  (1  -f-  p),  also  nur  so  weit,  dafs 
an  Stelle  des  Elasticitätskoeffieienton  der  Torsionskoefficiont  tritt. 

Daraus  folgt,  dafs  die  Gesetze  der  drehenden  Schwingungen  cylin- 
drischer  Stäbe  vollständig  mit  denen  der  longitudinalen  Schwingungen 
(§  138)  zusammenfallen,  so  dafs  es  überflüssig  ist,  dieselben  im  einzelnen 
zu  entwickeln;  es  genügt  eine  kurze  Andeutung. 

Ein  an  seinem  einen  Ende  fester  Stab  kann  nur  solche  stehendo  Wellen 
erhalten,  für  welche  die  Länge  des  Stabes  eine  ungerade  Anzahl  von  ein 
viertel  Wellenlängen  beträgt;  es  folgt  somit  für  die  Schwingungsdauer  und 
Schwingungsanzahl 

J*  = (2n+  ljc  ’ = (‘2n -f  1) -y  , 

die  langsamsten  sind  jene,  für  welche  n = 0,  somit  die  Schwingungsdauer 

T = il 
e 

ist.  Dieselbe  ist  somit  gleich  der  vierfachen  Stablänge,  dividiert  durch  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  schwingenden  Bewegung. 

Ist  der  Stab  an  beiden  Enden  fest  oder  frei,  so  kann  derselbe  alle 
diejenigen  Schwingungen  vollfuhren,  für  welche  seine  Länge  irgend  ein 
Vielfaches  einer  halben  Wellenlänge  ist;  die  langsamsten  Schwingungen  sind 

il_ 
c ’ 

die  Schwingungsdauer  ist  somit  die  Hälfte,  die  Schwingungsanzahl  die 
doppelte  von  derjenigen  eines  an  seinem  einen  Ende  festen  Stabes.  Die 
übrigen  Schwingungszahlen  sind  gegeben  durch  den  Ausdruck 


T = 


N,=  n 


c 

Ti 


worin  n jede  ganze  «Zahl  sein  kann. 

Zwischen  den  gleichen  Teilungen  eylindrisehor  Stäbe  entsprechenden 
Schwingungszahlen  der  longitudinalen  und  drehenden  Schwingungen  ergibt 
sich  eine  äufserst  einfache  Beziehung ').  Dividieren  wir  die  einer  gleichen 
Teilung  entsprechende  Anzahl  longitudinaler  Schwingungen 


AT 


.•  . VE 

27  V d 


durch  jene  der  drehenden  Schwingungen,  so  wird 

N'  '^2(1+4 


N 


‘)  Pnisson,  Memoiren  de  l’Acad.  de  France.  Tom.  VIII.  p.  45G. 
WCllnib,  Phyalk.  I.  4,  Aufl  42 
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Eine  Vergleichung  der  Schwingungszahlen  kann  also  ebenfalls  über 
den  Wert  von  fi,  des  Verhältnisses  von  Querkontraktion  zur  Längendila- 
tation Aufschlufs  geben.  Nach  den  Versuchen  von  Chladni1)  soll  das  Ver- 
hältnis der  Scbwingungszahlen  wie  3 zu  2 sein,  danach  wäre  p = 0,125; 

nach  Versuchen  von  Savart8)  wäre  somit  fi  = 0,39.  Ausführ- 

lichere Versuche  zur  Bestimmung  dieses  Verhältnisses  hat  Wertheim  an- 
gestellt3). Folgende  kleine  Tabelle  enthält  die  Resultate  der  Versuche. 


Stab  von 

Länge 

Radius 

Schwiogungszahl 
longit.  ; drehend 

N ' 1 N 



f* 

Eisen 

2m,061 

gmm,220 

1255,6  766,5 

1,637 

0,339 

Eisen 

2,006 

5,501 

1267,3  771,1 

1,643 

0,349  I 

Gufsstahl  .... 

2,000 

5,055 

1286,4  787,7 

1,633 

0,333 

Messing 

2,000 

5,031 

864,5  531,1 

1,628 

0,325 

Nahezu  stimmen  diese  Werte  von  g mit  der  Annahme  von  Wertheim, 
dafs  g ==  ^ sei,  indes  zeigt  sich  doch  auch  hier  nicht  volle  Konstanz  über- 
einstimmend mit  den  früher  von  uns  erhaltenen  Resultaten.  Die  von 
Schneebeli  nach  dieser  Methode  gefundenen  Werte  von  ft  halten  wir  bereits 
§49  mitgeteilt. 


§ 145. 

Zusammengesetzte  Schwingungen.  Wenn  man  einen  Stab  seiner 
Länge  nach  reibt,  so  sahen  wir,  dafs  er  in  longitudinale  Schwingungen 
versetzt  wird.  Diese  longitudinalen  Schwingungen  treten  indes,  wie  zuerst 
F.  Savart4)  gezeigt  hat,  fast  niemals  allein  auf,  sondern  stets  in  Verbindung 
von  transversalen  Schwingungen.  Bestreut  man  nämlich  einen  longitudinal 
schwingenden  parallelepipedischen  oder  cy lindrischen  Stab  mit  Sand,  so 
ordnet  sich  nach  den  Beobachtungen  Savarts  der  Sand  auf  den  Stäben  in  ge- 
wissen Linien,  indem  er  nicht  hüpfend  wie  bei  der  transversalen  Schwingung 
der  Stäbe,  sondern  der  Oberfläche  parallel  sehr  rasch  verschoben  wird.  So 
bilden  sich  solche  Knotenlinien  schon  auf  Stäben,  welche  an  beiden  Enden 
frei  ihre  langsamsten  longitudinalen  Schwingungen  voilführen,  in  grofser 
Zahl,  während  doch  der  Stab  in  Bezug  auf  die  longitudinalen  Schwingungen 
nur  eine  Knotenlinie  in  der  Mitte  besitzt.  Der  Sand  verschiebt  sich  auf 
der  Oberfläche,  1/ L"  Fig.  236,  wie  die  Pfeilstriche  es  angeben,  von  den 
Punkten  L zu  den  Punkten  N. 

Ferner  fand  Savart,  wenn  man  auf  der  obem  Seite  des  Stabes  die 
Linien  der  Sandanhäufungen  markiert,  dann  den  Stab  umkehrt,  und  ihn 


')  Chladni,  Akustik,  p.  110. 

’)  Savart  in  dem  citiertcn  Memoire  von  Poissou.  p.  456. 

3)  Wertheim,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  3.  Ser.  T.  I«.  p.  262. 

*)  F.  Savart,  Annales  de  cbim.  et  de  phys.  XIV.  XXV.  Uoves  Repertorium. 
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mit  Sand  bestreut,  nachdem  man  ihn  in  Schwingung  versetzt  hat,  dafs  dann 
die  Linien  der  Sandanhäufung  auf  dieser  Seite  zwischen  denen  der  obern 
Seite  liegen,  dafs  sie  (Fig.  236)  von  den  Punkten  I,  welche  gerade  den 
Punkten  N der  obern  Seite  gegenüber  liegen,  sieb  nach  den  Punkten  n 
bewegen. 

Auf  Stäben  mit  quadratischem  oder  kreisförmigem  Querschnitt  liegen 
sie  auf  einer  schraubenförmigen  Linie,  die  sich  entweder  rechts  oder  links 
gewunden,  oder  von  der  Mitte  aus  nach  der  einen  Seite  rechts,  nach  der 
andern  links  gewunden  um  den  Stab  herumlegt. 

Fig.  231». 

P »’  — L . H ■ h — — W 't 


Durch  viele  Versuche  an  Stäben,  welche  an  beiden  Enden  frei  waren, 
gelangte  Savart,  zu  folgenden  die  Zwischenräume  zwischen  den  Sand- 
anhäufungen  bedingenden  Gesetzen1). 

Die  Zwischenräume  der  Sandanhäufungen  sind 

1)  in  Stäben  von  rechteckigem  Querschnitte  konstant  bei  verschiedener 
Breite,  wenn  nur  die  Länge  und  Dicke  der  Stäbo  ungeändort  bleibt; 

2)  proportional  dor  Quadratwurzel  aus  der  Dicke  bei  gleicher  Länge; 

3)  proportional  der  Quadratwurzel  ans  der  Länge  bei  gleicher  Dicke. 

Schon  aus  diesen  Gesetzen  folgt,  dafs  diese  Sandanhäufungen  von 

Transversalschwingungen  des  Stabes  herrühren,  welche  die  longitudinalen 
begleiten  und  ihnen  isochron  sind. 

Denn  nach  dem  ersten  Gesetze  sind  sie  von  den  Breiten  der  Stäbe 
unabhängig,  wir  wissen,  dafs  das  sowohl  für  die  longitudinalen  als  die 
transversalen  Schwingungen  der  Fall  ist. 

Nach  dem  zweiten  Gesetze  sind  eie  proportional  den  Quadratwurzeln 
aus  den  Dicken.  Die  longitudinalen  Schwingungen  sind  von  der  Dicke  der 
Stäbe  unabhängig,  die  transversalen  derselben  umgekehrt  proportional. 
Sollen  daher  die  Schwingungen  isochron  sein,  so  müssen  sich  die  trans- 
versalen stehenden  Wellen  bei  dickem  Stäben  soviel  verlängern,  dafs  sie 
wieder  in  demselben  Verhältnisse  langsamer  werden,  als  sie  wegen  der  ge- 
änderten Dicke  bei  gleicher  Länge  rascher  geworden  wären.  Die  Schwin- 
gungsdauer der  transversalen  Schwingungen  ist  nun  dem  Quadrate  dor 
Längen  proportional.  Verhalten  sich  demnach  die  Längon  der  stehenden 
Wellen  bei  verschiedener  Dicke  der  Stäbe  wie  die  Quadratwurzeln  aus  den 
Dicken,  so  sind  die  Schwingungen  isochron. 

Ebenso  stimmt  das  dritte  Gesetz,  denn  da  die  Dauer  einer  longitu- 
dinalen Schwingung  der  Länge  dos  Stabes,  die  einer  transversalen  Schwin- 
gung aber  dem  Quadrate  derselben  proportional  ist,  so  müssen  bei  ver- 
schiedener Länge  des  Stabes  die  Längen  der  Transversalwellen  proportional 


')  Satart,  Annales  de  ebim.  et  de  phya.  LXV. 
Bd.  VI.  p.  60.  (Dargestellt  von  Serbeck.) 
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der  Quadratwurzel  dieser  Länge  geändert  werden,  um  den  longitudinalen 
Schwingungon  isochron  zu  sein. 

So  findet  auch  Savnrt  bei  gespannten  Streifen  oder  Saiten  die  Zwischen- 
räume jener  Knoten  proportional  der  Länge  und  der  Quadratwurzel  aus  der 
Spannung  in  Übereinstimmung  mit  der  Annahme,  dafs  die  Linien  von  einer 
isochronen  Transvorsalbewegung  horrühren. 

Ferner  auch,  wenn  man  auf  einem  Stabe  die  Sandstellen  bezeichnet 
und  ihn  sodann  mit  dem  Bogen  in  gewöhnliche  transversale  Schwingungen 
versetzt,  so  dafs  die  Länge  der  stehenden  Welle  gleich  ist  dom  Abstande 
von  einer  Sandstelle  der  obern  Seite  bis  zur  nächsten  Sandstelle  der  untern 
Fläche,  so  sind  die  Schwingungszahlen  in  der  That  dieselben,  als  die  der 
longitudinalen  Schwingungen;  dasselbe  ist  der  Fall  bei  gespannten  Saiten 
oder  Streifen.  Die  Erklärung,  welche  Savart  von  diesen  Linien  gibt,  anzu- 
fllhren,  wollen  wir  hior  unterlassen,  da  Seebecb  die  Unrichtigkeit  derselben 
nachgewiesen  hat  und  statt  dessen  die  Seebeckscbe  Erklärung  folgen 
lassen '). 

Infolge  der  koexistierenden  transversalen  und  longitudinalen  Schwin- 
gungen der  Teilchen  der  Stäbe  beschreiben  die  Teilchen  derselben  die 
Resultante  aus  beiden  Bewegungen,  im  allgemeinen  elliptische  Bahnen. 
§ 130.  Ist  nun  die  Resultante  gegen  die  Sandkörner  gerichtet,  so  stufst 
sie  dieselben  in  ihrer  Richtung,  das  heilst  unter  einem  spitzen  Winkel 
gegen  die  wagerechte  Fläche  des  Stahes  fort;  ist  sie  aber  während  der 
nächsten  Halbschwingung  von  den  Sandkörnern  weggerichtet,  so  läfst  sie 
dieselben  liegen.  Daraus  ergibt  sich  ganz  einfach,  dafs  der  Sand  auf  die 
abwechselnden  Knoten  der  transversalen  Wellen  getrieben  werden  müsse. 

Es  sei  z.  B.  .AF’  ein  Stück  dos  Stabes  (Fig.  237),  welches  in  longitu- 
dinaler Schwingung  nach  rechts  gedacht  werde,  während  die  Ordinaten  der 


Pi«  237. 


gezeichneten  Wellenlinien  die  transversalen  Geschwindigkeiten  darstellen 
mögen,  so  dafs  also  die  zwischen  11  und  C liegenden  Funkte  sich  zugleich 
nach  rechts  und  oben,  (lio  zwischen  C und  11  liegenden  nach  rechts  und 
unten  bewegen  u.  s.  f.  Alsdann  haben  die  aus  beiden  Bewegungen  resul- 
tierenden Geschwindigkeiten  zwischen  li  und  C sowohl  als  in  den  andern 
Strecken  die  Richtung  der  durch  die  Wellenlinie  gelegten  Pfeile  und  man 
sieht  leicht,  dafs  der  über  ltC  liegende  Sand  nach  C,  der  über  DE  liegende 
nach  E getrieben  wird,  während  der  über  CD  und  EV  liegende  Sand  jetzt 
liegen  bleibt.  In  der  folgenden  Zeit  gehen  beide  Bewegungen  in  die  ent- 
gegengetzten  Uber  (Fig.  238).  Die  longitudinale  Bewegung  ist  auf  der 
ganzen  Strecke  A F von  der  Rechten  zur  Linken  gerichtet,  die  transversale 
zwischen  li  C und  DE  nach  unten,  zwischen  CD  und  EF  nach  oben.  Die 
resultierende  Bewegung  hat  die  Richtung  der  durch  die  Wellenlinie  gelegten 
Pfeile,  und  man  sieht,  wie  jetzt  der  Sand  von  CD  nach  C,  von  EF  nach  F. 

')  Seebeck  in  Dove,  Repertorium.  Bd.  VIII.  p.  63. 
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geschoben  wird,  während  er  jetzt  zwischen  BC  und  DE  liegen  bleibt.  Da- 
her wird  sich  der  Sand  in  C und  E ansammeln,  dagegen  die  Stellen  B,  D,  F, 
leer  werden,  oder  die  alternierenden  Schwingungsknoten  der  transversalen 
Schwingungen  intissen  mit  Sand  bedeckt  werdon. 

Kehrt  man  den  Stab  um,  so  dafs  die  vorhin  untere  Seite  zur  obem 
wird,  so  ergibt  sich  aus  obiger  Entwicklung  unmittelbar,  dafs  jetzt  dio 
vorher  unbedeckten  Knotenlinien  bedeckte  werden,  und  die  vorhin  bedeckten 
leer  werden  müssen,  d.  h.  auf  der  untern  Seite 'sammelt  sich  der  Sand  in 
B , D,  F,  und  C und  E werden  leer. 


Fig.  Ä3S. 


Dii  >se  Erklärung  hat  Seebeck  durch  einen  Versuch  bestätigt.  An 
einem  circa  1”  langen  Spiegelglasstreifen  entsprach  die  Dauer  der  langsamsten 
Logitudinalschwingungen  den  Transversalschwingungen,  bei  denen  der 
Streifen  14 — 15  Knoten  erhielt,  etwas  näher  den  letztem  als  den  erstem. 
Nachdem  nun  Seebeck  die  Sandanhäufungen  auf  dem  longitudinal  schwin- 
genden Stabe  bezeichnet  hatte,  versetzte  er  durch  Streichen  mit  dem  Bogen 
denselben  in  die  Transversalschwingungen  mit  15  Knoten,  und  fand  so, 
dafs  die  Sandanhäufungen  bei  den  longitudinalen  Schwingungen  auf  dor 
einen  Seite  dem  1,  3,  5,  7,  8,  10,  12,  14,  auf  der  andern  8eite  dem  2,  4,  6, 
9,  11,  13,  15  Knoten  der  transversalen  Schwingungen  entsprachen. 

Die  weniger  hüpfende  als  gleitende  Bewegung  des  Sandes  zeigt  an, 
dafs  die  transversale  Bewegung  schwächer  ist  als  die  longitudinale,  womit 
auch  die  geringere  Energie  der  Bcwogung  und  die  Störung  der  Regelmäfsig- 
keit  der  Sandanhäufungen  in  der  Mitte,  in  der  Näho  des  Schwingungs- 
knotens dor  longitudinalen  Bewegung  übereinstimmt. 

Auf  die  mit  den  longitudinalen  stets  gleichzeitig  auftretenden  trans- 
versalen Schwingungen  hat  Kundtauch  die  zuerst  von  W.  Weber')  beobachte- 
ten eigentümlichen  Bewegungen  zurückgelührt,  welche  elastische  Körper, 
wie  Korkpfropfen,  in  longitudinal  schwingenden  Röhren  annehmen.  W.  Woher 
nahm  eine  1 bis  1,5  Meter  lange  cy lindrische  Glasröhre  von  6 bis  10mm 
lichtem  Durchmesser  und  lmm  Glasdicke,  verschlofs  das  eine  Endo  mit 
einem  Korkpropfen,  der  genau  an  der  Röhre  abgoschnitten  wurde,  hielt  die 
Röhre  in  vertikaler  Stellung,  das  verschlossene  Ende  abwärts  gekehrt,  locker 
in  der  Mitte  und  rieb  die  obere  Hälfte  mit  einem  nassen  Tuche  stark  von 
oben  nach  unten;  er  sah  dann  den  Stöpsel  in  die  Höhe  rücken,  bis  er  in 
der  Mitte  der  Röhre,  in  der  sich  der  Schwingungsknoten  befindet,  stehen 
blieb. 

Kundt*)  zeigte  zunächst,  dafs  eino  derartige  Bewegung  des  Korks 
nur  eintrat,  wenn  derselbe  eine  konische  Gestalt  hat,  und  dafs  dann  der 
Pfropf  stets  in  der  Richtung  von  der  breitem  Basis  zur  spitzem  Endfläche 


')  W.  Weber,  Schweiggers  Journal  für  Chemie  und  Physik.  L11I.  308. 
•)  A.  Kundt , Poggend.  Ann.  Bd.  CXXV1. 
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sich  bewegt.  Ein  und  derselbe  Kork  wandert  in  der  Rühre  vom  Ende 
gegen  die  Mitte,  wenn  die  breitere  Basis  nach  aulsen,  von  der  Mitte  gegen 
das  Ende,  wenn  dieselbe  gegen  das  Innere  der  Röhre  hin  liegt.  Ebenso 
wie  ein  in  der  Röhre  befindlicher  Kork  wandert  ein  auf  die  Röhre  gesetzter 
Ring,  der  konisch  durchbohrt  ist,  und  zwar  stets  von  der  Spitze  seiner 
konischen  Öffnung  gegen  die  breitere  Grundfläche  hin.  Genau  cylindrische 
Pfropfen  in  der  Röhre  oder  genau  und  glatt  cylindrisch  durchbohrte  Ringe 
nehmen  keine  Bewegung  an.  Sehr  viel  energischer  wird  die  Bewegung, 
wenn  man  dem  Kork  in  der  Röhre  eine  Bilgen  förmige  Gestalt  gibt  wie 
Fig  239;  und  wenn  man  ein  viereckiges  KorkstUck  auf  seiner  untern  Fläche 
sägenformig  zuschnoidet  wie  Fig.  240,  so  kann  man  die  Bewegung  eben- 


l'i*.  -'S'1  Kig.  *4«. 


-> 


falls  auf  einem  schwingenden  Glasslreifen  beobachten.  Die  Bewegring  ge- 
schieht dann  stets  in  der  Richtung  der  Pfeile,  also  von  den  Berührungs- 
stellen  der  Sägezacken  nach  den  hohlen  Stellen  der  Säge.  Bei  dem  Kork 
Fig.  240  konnte  Kundt  die  Bewegung  noch  mit  ungeminderter  Energie  be- 
obachten, als  er  denselben  mit  Gewichten  im  Betrage  von  200 1(7  belastete. 

Dafs  diese  Bewegung  Folge  ist  der  die  longitudinale  begleitenden 
Transversalschwingung,  zeigte  Kundt  bei  der  Anordnung  (Fig.  240),  indem 
die  Bewegung  sich  ganz  ebenso  zeigte,  als  der  Glasstreifen  in  transversale 
Schwingungen  versetzt  wurde.  Der  Glasstreifen  wurde  an  zwei  Punkten 
unterstützt,  horizontal  hingelegt  und  durch  einen  vertikalen  Schlag  mit 
einem  Hammer  oder  vertikales  Streichen  mit  einem  Bogen  in  transversale 
Schwingungen  versetzt.  Der  Kork  wandert«  dann  von  einem  Endo  des 
Streifens  bis  zum  andern,  über  alle  Knotenpunkte  der  transversalen  Schwin- 
gungen fort.  Da  in  diesem  Falle  die  longitudinalen  Schwingungen  ausge- 
schlossen waren,  so  können  nur  die  transversalen  Schwingungen  die  Be- 
wegung hervorgebracht  haben,  und  da  die  Bewegung  ganz  dieselbe  ist,  wio 
bei  den  longitudinalen  Schwingungen  des  Streifens,  so  darf  man  schliel'sen, 
dafs  auch  dort  die  transversalen  Schwingungen  es  sind,  welche  die  Be- 
wegung erzeugen. 

Da  die  Form  des  Körpers  für  die  Bewegung  überhaupt  und  besonders 
für  die  Richtung  derselben  allein  malsgebend  ist,  so  innfs  dieselbe  in  etwas 
anderer  Weise  zustande  kommen  als  die  Bewegung  des  Sandes  in  den 
Versuchen  von  Savart.  Kundt  denkt  sich  don  Vorgang  folgondermafsen. 
Durch  die  nach  aulsen  gerichtete  transversale  Bewegung  wird  der  auf  dom 
Streifen  liegende  elastischo  Körper  etwas  zusammengedrückt.  Sobald  der 
Stofs  aufhört,  suchen  die  zusammengedruckten  Teilchen  ihre  Gleichgewichts- 
lage wieder  anzunehmen  und  stofsen  bei  ihrer  Ausdehnung  auf  die  fest« 
Unterlage.  Da  diese  nicht  nachgibt,  so  wird  der  Körper  ein  wonig  in  die 
Höhe  geschleudert,  und  zwar  nach  oiner  Richtung,  welche  jener,  nach 
welcher  der  Rückstofs  orfolgt,  entgegengesetzt  ist.  Diese  Richtung  hängt 
aber  wesentlich  ab  von  der  Gestalt  des  gestofsenen  Körpers.  Hat  der 
Körper  eine  zur  vertikalen  symmetrische  Form,  so  werden  die  Zusammen- 
drückungen der  Teilchen  um  die  vertikale  herum  ganz  gleichmäfsig 
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sein  und  infolge  dessen  der  aus  der  Ausdehnung  resultierende  Rückstofs 
vertikal  sein,  ein  solcher  Körper  hüpft  also  einfach  in  die  Höhe  und  erhält 
keinen  seitlichen  Antrieb.  Doshalb  wird  ein  glattes  Korkstück  von  paral- 
lelepipedischem  Querschnitt  auf  einem  Streifen  oder  ein  glatter  Cylinder 
in  einer  Röhre  nicht  verschoben.  Ein  konischer  Kork  dagegen  oder  oin  wie 
Fig.  240  gearbeitetes  Stück  wird  vermöge  seiner  Form  schiel  zusammen- 
gedrückt und  deshalb  auch  einen  schiefen  Rückstofs  erfahren,  und  die  viel- 
fach immer  in  derselben  Richtung  wiederholten  Stöfse  müssen  ein  solches 
Stück  in  horizontaler  Richtung  verschieben.  Würde  der  Kork  die  schwin- 
gende Fläche  nur  in  einer  Linie  berühren,  so  ginge  die  Bewegung  nur 
bis  zur  nächsten  Knotenlinie  der  Transversalschwingnngen.  Da  er  aber  den 
Stab  immer  in  einiger  Ausdehnung  berührt,  so  treffen  ihn,  auch  wenn  er 
sich  Uber  einer  Knotenlinie  befindet,  die  Stöfse  der  benachbarten  Wellen, 
und  er  bewegt  sich  Uber  die  Knotenlinien  fort,  bis  zur  longitudinalen  Knoten- 
linie, wo  die  Teile  des  Stabes  in  gröfserer  Ausdehnung  in  Ruhe  sind. 

Nach  dieser  Erklärung  der  besprochenen  Bewegung  ist  die  Natur  desbe 
wegten  Körpers  bei  der  Bewegung  von  wesentlichem  Eintlufs;  harte  Körper 
dürfen  nach  derselben  koino  Bewegung  annehmen;  in  der  That  zeigte  Kundt, 
dal's  Stücke  von  Holz  oder  Metall  sich  nicht  bewegten,  dafs  nur  solche  Körper 
sich  bewegen,  welche  wie  Kork  und  Kautschuk  leicht  znsainmendrückbar  sind. 

Ebenso  wie  die  Longitudinalschwingungen  immer  von  Transversal- 
schwingnngen begleitet  sind,  so  treten  auch  in  den  meisten  Fällen  bei 
Transversalschwingungen  einer  bestimmten  Periode  solche  anderer  Perioden 
hinzu.  Wirklich  einfach  periodische  Schwingungen  entstehen  in  don  soltenston 
Fällen.  So  ist  auch  die  Bewegung  schwingender  Saiten,  wenn  dieselbe 
durch  Zupfen  oder  Streichen  erregt  wird,  fast  stets  eine  ans  sehr  ver- 
schiedenen Schwingungen  zusammengesetzte.  Um  die  Schwingungen  der 
Saiten  zu  analysieren,  bedient  man  sich  entweder  der  graphischen  Methode, 
welche  zuerst  von  Savart  und  Duhamel ')  angewandt  ist,  oder  des  Vibrations- 
mikroskopes  von  Lissajous.  Erstere  Methode  beruht  darauf,  dafs  man  den 
schwingenden  Körper  mit  einem  feinen  Stift  versieht  und  vor  demselben 
einen  Cylinder  dreht,  der  mit  Ru  Ts  geschwärzt  ist  (Fig.  241).  Die  Spitze 
berührt  den  Cylinder  nur  ganz  leicht.  Die  Axe  dos  Cylinders  ist  mit  einem 
Schraubengewinde  versehen,  so  dass  er  beim  Drehen  sich  gleichzeitig  hebt 
oder_^  senkt.  Wird  der  Cylinder  gedreht,  wenn  der  schwingende  Körper, 
etwa  ein  Stab,  sich  nicht  bewegt,  so  zieht  die  Spitze  auf  dom  Cylinder 
eine  einfache  Spirallinie,  wenn  aber  der  Stab  schwingt,  so  erhält  die  Spiral- 
linie eine  Wellenform  und  jeder  Welle  entspricht  eine  Schwingung  des 
Stabes.  Wenn  der  Stab  in  einer  komplicierten  Form  schwingt,  wenn  gleich- 
zeitig Schwingungen  verschiedener  Periode  vollführt  werden,  so  prägen 
sich  dieselben  in  der  Welle  vollständig  aus,  da  die  nach  einander  statt- 
findenden Bewegungen  sich  auf  dem  Cylinder  neben  einander  darstellen. 
Man  bekommt  auf  dem  berufsten  Cylinder  genau  die  Form,  welche  bei 
einer  schwingenden  Punktreibe  die  Reihe  bis  zu  dem  Punkte,  bis  zu  welchem 
sich  dieselbe  fortgepflanzt  hat,  annimmt8)  (§  13l). 

')  Ihdiamtl,  L'Institut.  1840.  p.  19  u.  p.  41. 

*)  M.  König  in  Paris  verfertigt  unter  dem  Namen  Phonautographe  derartige 
Apparate,  welche  zur  Abbildung  der  verschiedenen  Schwingungen  vorzüglich 
geeignet  sind. 
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Das  Vibrationsmikroskop  benutzt  zur  Erkenntnis  der  Schwingungen 
ein  anderes  Mittel.  Sieht  man  durch  eine  ruhende  Lupe  einen  ruhenden 
glänzenden  Punkt  an,  so  erscheint  der  letztere  in  Ruhe;  wird  aber  die 
Lupe  rasch  bewegt,  so  scheint  sich  der  Punkt  in  einer  der  Bewegungs- 
richtung der  Lupe  parallelen  Richtung  zu  bewegen,  eine  Erscheinung,  die 
wir  im  zweiten  Teile  besprechen  und  erklären  werden.  Wird  deshalb  eine 


« 


solche  Lupe  in  eine  einfach  schwingende  Uewegung  versetzt,  so  scheint 
der  Punkt  in  derselben  Richtung  hin  und  her  zu  schwingen  und  man  sieht 
statt  des  Punktes  eine  glänzende  Linie.  Wird  nun  der  Punkt  gleichzeitig 
in  einer  zu  der  erstem  senkrechten  Richtung  bewegt,  so  kombiniert  sich  die 
wirkliche  Bewegung  mit  der  scheinbaren,  und  man  sieht  den  Punkt  die 
Kurve  beschreiben,  welche  sich  als  die  resultierende  der  beiden  einzelnen 
Bewegungen  nach  den  Sätzen  des  § 131  ergibt. 

Die  Form,  welche  Helmholtz1)  dem  Vibrationsmikroskop  gegeben, 
zeigt  Fig.  212.  Die  zur  Beobachtung  dienende  Lupe  ist  an  dem  Ende  einer 
Zinke  der  Stimmgabel  G befestigt;  dieselbe  besteht  aus  Sammellinsen,  wie 
sie  als  Objektivlinsen  von  Mikroskopen  gebraucht  werden,  ln  der  Öffnung 
der  Metallplatte,  welche  die  Stimmgabel  trägt,  ist  ein  Rohr  M angebracht, 
in  welchem  sich  eine  Okularlinse  befindet,  und  die  so  eingestellt  wird,  dafs 
man,  während  die  Stimmgabel  nicht  schwingt,  den  auf  dem  schwingenden 
Körper  angebrachten  glänzenden  Punkt  scharf  sioht.  Durch  den  Elektro- 
magnet E,  der  durch  intermittierende  elektrische  Ströme  periodisch  erregt 
wird,  wird  die  Stimmgabel  in  vertikale  Schwingungen  versetzt.  Der 
Körper,  etwa  eine  Saite,  wird  dann  vor  dem  Mikroskop  so  aufgestcllt,  dafs 

')  Helmholtz,  Lehre  von  den  Tonempfioduogon.  Braunschweig  1863.  p.  138. 
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er  in  horizontaler  Richtung  schwingt  und  auf  demselben  gerade  vor  dem 
Mikroskop  etwa  durch  Aufkloben  eines  Stärkekörnchens  ein  glänzender 
Punkt  markiert. 

Mit  Hülfe  dos  Phonautographen  kann  man  sich  nun  loicht  überzeugen, 
dal’s  die  Schwingungen  einer  Saito,  wenn  sie  durch  einen  einfachen  verti- 
kalen Schlag  bewegt  wird,  sehr  zusammengesetzter  Natur  sind,  dafs  stets 
aufser  den  langsamsten  Schwingungen  noch  eine  Reihe  anderer  auftreten, 


Fi«.  24*. 


und  zwar  je  nach  der  Stello,  wo  geschlagen  wird  , verschiedene.  Fig.  243 
zeigt  eine  Anzahl  von  schwingenden  Saiten  beschriebener  Kurven;,  welche 
ich  meinem  Freunde  Quincke  verdanke;  dieselben  entstehen,  wenn  die  Saiten 
an  der  durch  den  ersten  Bruch  angegebenen  Stelle,  also  j , ■}  etc.  von  dem 
einen  Ende  geschlagen  oder  gezupft  werden,  und  wenn  der  Schreibstift 
an  der  durch  den  eingeklammerten  Bruch  angedeutoten  Stelle  befestigt 
wird.  Nur  die  erste  Kurve  (Fig.  243a),  welcho  erhalten  wird,  wenn  man 
die  Saite  in  der  Mitte  zupft  und  den  Schreibstift  in  { der  Saitenlänge 
bringt,  entspricht  nahezu  einfachen  Schwingungen,  alle  übrigen  sind  mehr 
oder  woniger  zusammengesetzt;  die  Anzahl  der  gleichzeitigen  Schwingungen 
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die  in  der  Saite  vorhanden  sind,  ist  um  so  gröfser,  je  näher  dem  Ende  man 
die  Saite  zupft,  wie  eine  Betrachtung  der  gezeichneten  Kurven  b,  c etc. 
ergibt,  bei  denen  allen  der  Schreibstift  sich  in  der  Mitte  der  Saite  befand. 
Es  ergibt  sich  das  auch  aus  der  Überlegung,  dafs  bei  dem  Schlagen  einer 
bestimmten  Stelle  alle  die  Schwingungen  auftreten,  welche  an  der  ge- 
schlagenen Stelle  keinen  Knotenpunkt  haben,  und  dafs  der  Schreibstift  von 
allen  in  der  Saite  vorhandenen  Schwingungen  nur  diejenigen  nicht  auf- 
zeichnet, welche  an  der  Befestigungsstelle  einen  Knotenpunkt  haben 

a Hi) 

*>  1 (i) 

° Hi) 

* Hi) 
e i (i) 
f Hi) 
e i\  (i) 
h 21«  (i) 


Das  ist  auch  der  Grund,  weshalb  die  Kurve  a fast  nur  eine  einfache 
Sinuskurve  ist;  denn  wird  die  Saite  in  der  Mitte  geschlagen,  so  kann  sich 
keine  Schwingung  mit  der  Zahl  2n  bilden,  wenn  wir  jene  der  langsamsten 
mit  1 bezeichnen.  Da  Mer  Schreibstift  nun  in  J angebracht  'ist , so  kann 
derselbe  keine  der  Schwingungen  3 n angeben,  da  alle  diese  an  der  Stelle 
einen  Knotenpunkthaben.  Nur  die  Schwingungen  5n,  7«,  11»  etc.  können 
gezeichnet  werden;  dieselben  sind  indes  so  schwach,  dafs  sie  an  der  Kurve 
kaum  mehr  zu  erkennen  sind. 

Die  Kurve  b enthält  im  wesentlichen  dieselben  Schwingungsarton; 
hier  können*  die  Schwingungen  3«  nicht  auftreten,  die  2«  nicht  gezeichnet 
werden. 

Eine  weitere  Besprechung  der  Kurven  im  einzelnen  wird  nicht  erforder- 
lich sein,  da  die  oben  aufgestellten  Sätze  leicht  die  in  jeder  vorhandenen 
Schwingungen  erkennen  lassen. 


FiR.  *43- 
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Helmholtz1)  hat  über  die  zusammengesetzten  Schwingungen  der  Saiten, 
wenn  sie  geschlagen  oder  gezupft  worden,  ausführliche  theoretische  und 
experimentelle  Untersuchungen  angestellt.  Als  allgemeines  Resultat  hat 
sich  dabei  ergeben,  dafs  die  Intensität  und  Anzahl  der  in  den  zusammen- 
gesetzten vorhandenen  Einzelschwingungen  aufser  von  der  Stelle,  wo  die 
Saite  angeschlagen  ist,  von  der  Art  und  Dauer  des  Anschlags,  sowie  von 
der  Dicke,  Steifigkeit  und  Elasticität  der  Saite  abhitngt.  Wir  werden  auf 
diese  Fragen  im  nächsten  Abschnitte  nochmals  zurückkommen.  (Man  sehe 
§ 161.) 

Sehr  viel  kompilierter  sind  die  Schwingungen  einer  Saite,  wenn  die- 
selbe nicht  geschlagen  oder  gezupft,  sondern  mit  oinem  Bogen  gestrichen 
wird.  Helmholtz3)  hat  das  Vibrationsmikroskop  vorzugsweise  benutzt,  um 
die  Schwingungen  einer  Violinsaite  zu  studieren,  welche  in  gewöhnlicher 


A 


Klg.  SU. 

b c 


Weise  in  der  Nähe  des  Steges  mit  dem  Bogen  gestrichen  wird.  Die 
Scbwingungstigur,  welche  die  Mitte  der  Saite  dann  zeigte,  wenn  die  Saite 
einen  reinen  vollen  Ton  gab,  oin  Beweis,  dafs  die  Schwingungen  ganz  regel- 
raäfsig  waron,  ist  in  Fig.  244  abgebildet,  für  den  Fall,  dafs  die  Schwingungs- 
zahlen der  Saite  und  der  Gabel  ganz  genau  gleich  waren.  Fig.  244  a zeigt 
die  Figur,  wenn  die  Schwingungen  ohne  l’hasendifferenz  stattfanden, 
b wenn  die  vertikal  schwingende  Gabel  I1I,  c wenn  sie  , d wenn  sie 
l3!  Schwingung  voraus  ist.  Dabei  ist  die  Bewegung  als  ohne  l’hasen- 
differenz vorausgesetzt,  wenn  dieselbe  gleichzeitig  nach  rechts  und  oben 


’)  Helmholtz,  Lehre  von  den  Touetupfindungen.  Braunschweig  18G3.  p.  128  ff. 
und  p.  563.  Man  Bche  auch  Braun,  Über  den  Einflufs  von  Steifigkeit,  Be- 
festigung und  Amplitude  auf  die  Schwingungen  der  Saiten.  I’oggend.  Annalen 
Bd.  CXLVIf. 

’)  Helmholtz,  Lehre  von  den  Tonempfindungen.  Braunschweig  1863. 
p.  140. 


* 
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geht,  und  angenommen,  dafs  beide  Amplituden  gleich  sind.  Die  Figuren 
zeigen  ohne  weiteres,  dafs  die  Schwingung  der  Saite  keine  einfache  ist, 
denn  dann  müfsten  nach  § 130  die  Fig.  a eine  gerade  um  45°  gegen  die 
horizontale  geneigte  Linie,  b und  c Ellipsen,  d ein  Kreis  sein.  Welcher 
Art  die  Bewegung  der  Saite  hiernach  ist,  das  ergibt  die  Untersuchung,  wie 
die  Bewegung  beschaffen  sein  mufs,  welche  mit  einer  einfachen  Schwingung 
zusammengesetzt,  obige  Schwingungstiguren  liefert.  Dabei  ergibt  sich  das 
überraschende  Resultat,  dafs  die  Saite  zwischen  ihren  «iiufsersten  Lagen 
sich  mit  ganz  konstanter  Geschwindigkeit  hin  und  her  bewegt.  Dafs  in  der 
That  obige  Schwingungsfiguren  aus  einer  vertikalen  einfachen  Schwingung 
und  einer  horizontalen  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  hin  und  her 
gehenden  Bewegung  sich  ergeben,  das  zeigt  die  Konstruktion  Fig.  245a, 
welche  die  Fig.  244a  und  b,  und  Fig.  245b,  welche  Fig.  241c  undd  liefert. 


Fig.  245a.  Fig  24»  b. 


Die  Konstruktion  ist  der  in  § 124  angewandten  ganz  analog.  Um  die 
einfachen  Schwingungen  in  ihrer  einzelnen  Phase  darzustellen,  ist  um  den 
Mittelpunkt  O mit  der  Amplitude  der  Schwingungen  ein  Kreis  gezogen  und 
dieser  in  zwölf  gleiche  Teile  geteilt.  Entsprechend  der  Gleichung 

y — a ■ sin  2?r 

geben  dann  auf  dem  vertikalen  Durchmesser  die  Sinus  dieser  Bögen  Ott , 0 ß ■ ■ 
die  von  dem  Vibrationsmikroskope  in  |*j  T,  T ■ • zurückgelegten  Wege, 
also  a.  ß,  y • • die  Lago  des  einfach  schwingenden  Punktes  in  den  ange- 
gebenen Momenten.  Der  horizontale  Durchmesser  ist  in  sechs  gleiche  Teile 
geteilt,  so  dafs  a,  b,  c die  Lage  des  mit  gleichförmiger  Bewegung  horizontal 
schwingenden  Punktes  nach  jtj  T.  -fc  T • • angibt.  Bewegt  sich  der  Punkt 
nach  beiden  Richtungen,  so  ist  die  Lago,  wenn  keine  Phasendifferenz  vor- 
handen ist,  zu  den  Zeiten  ,*3  7',  T • • • durch  0,  aa,  ßb  etc.  gegeben, 
wenn  die  Phasendifferenz  ,*5  T beträgt,  durch  er,  ßn , yb,  ßc  etc.,  er  ist 
nach  der  vertikalen  jedesmal  j'j  voraus.  Die  Verbindungslinien  der  so  er- 
haltenen einzelnen  Punkto  geben  dann  die  Bahn  desselben,  und  man  sieht, 
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dafs  die  so  in  Fig.  245  konstruierten  Kurven  mit  den  in  Fig.  244  ab- 
gebildeten identisch  sind. 

Man  kann  auch  direkt  durch  die  graphische  Methode  nach  weisen,  dafs 
die  Mitte  oiner  nahe  ihrem  Ende  gestrichenen  Saite  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit hin  und  her  geht.  Die  Schwingungskurven  müssen  dann 
gegen  die  horizontale  gleichgeneigte  auf  und  ab  steigende  gerade  Linien 
sein.  Dafs  das,  abgesehen  von  kleinen  durch  Unregelmäßigkeiten  der  Be- 
wegung herrührenden  Kräuselungen,  der  Fall  ist,  zeigt  Fig.  246,  welche  die 
von  der  Mitte  der  Saite  aufgezeichnete  Figur  gibt,  als  der  Bogen  der 
SaitenlUnge  von  dem  einen  Ende  aufgesetzt  war.  Auch  diese  Zeichnung 
verdanke  ich  meinem  Freunde  Quincke.  Auf  die  Kräuselungen  werden  wir 
an  einer  andern  Stelle  zurückkommen. 


Kiff.  21« 


Welche  Schwingungen  alle  in  der  Saite  vorhanden  sein  müssen,  und 
welches  Verhältnis  zwischen  den  ej»zelnen  Amplituden  vorhanden  sein  mufs, 
hat  Helmholtz1)  untersucht.  Wir  begnügen  uns,  das  Resultat  der  Unter- 
suchung mitzuteilen,  nach  welchem  gleichzeitig  alle  Schwingungen,  die  in 
der  Saite  möglich  sind , auftret, en.  Ist.  die  Amplitude  der  langsamsten 
Schwingungen  1,  so  ist  die  der  folgenden,  deren  Zahl  gleich  2 ist,  gleich  J, 
die  der  dritten  mit  der  Schwingungszahl  3 gleich  J , allgemein  die  der  n. 

1 > 

mit  der  Schwingungszahl  n gleich  , • Das  Zusammenwirken  aller  dieser 

Schwingungen  erzeugt  eben  die  gleichförmige  Bewegung. 

Die  in  § 130  und  131  besprochenen  Schwingungsformen,  wenn  zwei 
transversale  zu  einander  senkrechte  Bewegungen  gleichzeitig  auf  einen  Punkt 
einwirken,  kann  man  leicht  an  transversal  schwingenden  Stäben  erhalten, 
deren  Ende  man  mit  einem  glänzenden  Punkte  versieht.  Nimmt  man  einen 
Stab  mit  (|uadratischem  Querschnitt,  so  kann  man  die  Schwingungstiguren 
des  § 130  leicht  willkürlich  hersteilen. 

Sei  nc  (Fig.  247)  der  quadratische  Querschnitt  des  Stabes;  stofsen  wir 
ihn  in  der  Richtung  OX  an,  so  wird  er  in  dieser  Richtung  schwingen,  und 
der  glänzende  Punkt  eine  Linie  parallel  OX  zeigen. 

Stofsen  wir  ihn  parallel  O Y,  so  erhalten  wir  die 
glänzende  Linie  parallel  0 Y.  Da  die  Dicke  des 
Stabes  ab  = bc  ist,  so  sind  die  Schwingungen  nach 
beiden  Richtungen  isochron.  Stofsen  wir  nun  das 
Stäbchen  in  irgend  einer  andern  Richtung,  so  können 
wir  die  dann  stattfindende  Bewegung  als  zusammen- 
gesetzt ansehen  aus  einer  parallel  OX  und  einer 
parallel  OY ; wir  erhalten,  da  dann  die  beiden  Be- 
wegungen ohne  Phasendiflerenz  sind,  eine  gerade 
Linie,  welche  unter  irgend  einem  Winkel  gegen  OX 
geneigt  ist. 

')  llelmholtz , Lehre  von  den  Tonempfindnngen.  BraunschWeig  1866  p.  142 
und  p.  676. 


Fig.  247. 


T 
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Erteilen  wir  dagegen  dem  Stäbchen  eine  Bewegung  parallel  der  einen 
Richtung,  etwa  OX,  und  gehen  dann  dem  schwingenden  Stabe  einen  Stofs 
nach  0 Y,  so  treten  Ellipsen  auf,  deren  Gestalt  von  der  Phasendifferenz  ab- 
hängt, welche  die  beiden  Bewegungen  dann  haben.  Wir  erhalten  dann  z.  B. 
die  Ellipse  Fig.  209  und,  von  oben  angesehen,  eine  Bewegung  des  Knöpfchens 
entgegengesetzt  der  des  Zeigers  einer  Uhr,  wenn  wir  das  Stäbchen  in  der  Rich- 
tung nach  ¥ stofsen,  wenn  es  nach  X hin  J seines  Weges  zurückgelegt 
hat,  einen  Kreis,  wenn  wir  es  in  dem  Augenblicke,  wo  es  den  gröfsten  Ab- 
stand nach  X erreicht  hat,  ebenso  stark  nach  Y stofsen,  wie  vorher  nach  X 
hin.  Stofsen  wir  das  Stäbchen  nach  Y hin,  wenn  es  jj  seines  Weges  nach 
der  entgegengesetzten  Seite,  nach  — X hin  zurückgelegt  hat,  so  erhalten 
wir  die  Ellipse  (Fig.  2 1 1)  und  die  Bewegung  ist  von  der  Linken  zur  Rechten 
im  Sinne  des  Zeigers  einer  Uhr. 

Wenn  das  Stäbchen  nach  der  einen  Richtung  ab  dicker  ist  als  nach 
der  andern,  so  geschehen  die  Schwingungen  nach  Y rascher  als  nach  X.  *■ 
Ist  der  Unterschied  nur  sehr  unbedeutend,  so  dafs  die  Schwingung  nach  Y 
nur  sehr  wenig  rascher  ist,  so  hat  das,  wenn  wir  den  Stab  in  einer  gegen 
OX  und  OY  geneigten  Richtung  sto l'sqg , denselben  Erfolg,  als  wenn  wir 
bei  gleicher  Oscillationsdauer  nach  und  nach  die  verschiedenen  Phasendiffe- 
renzen hervorbrächten;  wir  sehen  deshalb  nach  und  nach  alle  die  Figuren 
entstehen,  die  wir  § 130  ableiteten.  Bei  der  ersten  Schwingung,  wenn 
wir  den  Stab  nach  P hinstofsen,  sehen  wir  eine  Linie  parallel  OP.  Die 
Schwingung  nach  der  positiven  Seite  der  Y beginnt  dann  zum  zweiten  Mal 
etwas  früher  als  die  nach  X,  die  gerade  Linie  geht  daher  in  eine  sehr 
flache  Ellipse  über,  der  Punkt  dreht  sich  wie  der  Zeiger  einer  Uhr,  die 
grofse  Axe  der  Ellipse  liegt  im  Quadranten  YOX. 

Bei  den  folgenden  Schwingungen  wird  die  Phasendifferenz  immer 
gröfser,  da  die  Schwingung  nach  Y immer  mehr  voreilt,  die  Ellipse  wird 
daher  anfangs  immer  weniger  Hach,  geht  einen  Augenblick  in  einen  Kreis 
über  und  Hackt  sich  dann  wieder  ab,  aber  so,  dafs  jetzt  die  grofse  Axe  in 
dem  Quadranten  YO  — X sich  befindet.  Bei  weiterer  Phasendifferenz  wird 
die  Ellipse  wieder  eine  gerade  Linie,  die  senkrecht  zu  OP  ist  u.  s.  f.,  es 
treten  alle  die  Figuren  nach  einander  auf,  welche,  wie  wir  sahen,  bei  Stäben 
mit  quadratischem  Querschnitt  durch  verschiedenes  Stofsen  erzeugt  werden 
können. 

Ist  der  Unterschied  der  Dicke  bedeutend,  so  erhält  man  die  in  § 131 
besprochenen  Figuren;  macht  der  Stab  nach  Y z.  B.  zwei  Schwingungen, 
nach  X eine,  so  erhält  man  je  nach  der  Phasendifferenz  die  Kurven  Fig.  215, 
und  ist  das  Verhältnis  nicht  genau  1 : 2,  so  bekommt  man  nach  und  nach 
die  dort  besprochenen  Kurven. 

Das  Kaleidophon  oder  phonischo  Kaleidoskop  von  Wheatstono')  zeigt, 
diese  Kurven  und  aufser  diesen  manche  aus  andern  Schwingungsverhält- 
nissen zusammengesetzte;  der  Apparat  besteht  aus  mehreren  Stäbchen  mit 
glänzenden  Spitzen,  die  nach  den  beiden  Richtungen  ihres  Querschnitts  von 
verschiedenen  Dimensionen  sind.  Eine  recht  hübsche  Verbesserung  des 
Wheatstoneschen  ist  das  Universalkaleidophon,  welches  fast  gleichzeitig 

')  Whealstone,  Quarterly  Journal  of  Science  etc.  new  series  Nr.  11,  Weber 
in  Schweigger- Seidels  Jahrbuch.  Bd.  50. 
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von  Melde  und  von  Lippich1)  angegeben  ist.  Dasselbe  besteht  aus  zwei 
federnden  Metallstreifen;  der  eine  gröfsere  wird  an  einen  Tisch  angeklemmt, 
und  der  kleinere  wird  mit  einer  Klemme  an  das  obere  Ende  des  größeren 
so  befestigt,  dafs  seine  Ebene  senkrecht  ist  zur  Ebene  des  gröfsem.  Am 
obem  Ende  des  kleinern  ist  ein  hell  poliertes  Metallknöpfchen  angebracht. 
Der  kleinere  Stroifen  ist  in  seiner  Klemme  verschiebbar,  so  dafs  man  die 
Länge  des  frei  schwingenden  obem  Endes  und  damit  die  Schwingungsdauer 
beliebig  variieren  kann.  Läfst  man  nun  die  untere  Feder  allein  schwingen, 
so  bewegt  sich  das  Knöpfchen  mit  derselben  nach  der  einen,  bewegt  sich 


Flg.  248. 


die  obere  allein,  so  schwingt  das  Knöpfchen  nach  der  zur  ersteren  senk- 
rechten Richtung.  Läfst  man  die  untere  Feder  schwingen,  und  stöfst  gleich- 
zeitig die  obere,  so  erhält  man  die  aus  beiden  Bewegungen  resultierende 
Kurve,  deren  Form  von  dem  Schwingungsverhältnis  und  der  Phasendifferenz 
der  Einzelbewegungen  abhängt. 

Schließlich  bietet  das  Vibrationsmikroskop  ein  vorzügliches  Mittel  zur 
Beobachtung  der  Schwingungskurven,  indem  man  als  schwingenden  Körper 
eine  Stimmgabel  anwendet,  deren  Schwingungszahlen  zu  der  des  Mikrgskops 
in  irgend  einem  Verhältnis  stehen.  Diese  Beobachtungsweise  ist  im  Princip 


')  Lippich,  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie.  Bd  XLV.  Poggend.  Ann. 
Ud.  CXVII.  Melde,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXV. 
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derjenigen  von  Lissajous1)  gleich  bei  seiner  grofsen  Untersuchung  Uber  die 
Schwingungen,  auf  welche  wir  ira  nächsten  Abschnitt  nochmals  zurück - 
kommen.  ln  Fig.  248  sind  eine  Anzahl  der  von  Lissajous  gegebenen  Kurven 
mitgeteilt;  die  Verhältnisse  der  komponierenden  Einzelschwingungen  sind 
neben  jeder  Reihe  angegeben.  Sind  die  Schwingungsverhältnisse  nicht  ganz 
genau  die  angegebenen,  so  sieht  man  die  in  jeder  Reihe  dargestellten  Kurven 
nach  einander  auftreten. 


Drittes  Kapitel. 

Wellenbewegung  flüssiger  und  gasförmiger  Körper. 

§ 14G. 

Longitudinale  Wellen  in  Flüssigkeiten  und  Gasen.  Gase  und 
Flüssigkeiten  haben,  wie  wir  sahen,  keine  selbständige  Gestalt;  in  ihnen 
können  daher  infolge  der  Elasticität  keine  schwingenden  Bewegungen  ent- 
stehen, welche  mit  einer  Gestaltsänderung  des  Körpers  verbunden  sinc^ 
keine  transversalen  Schwingungen.  Da  aber  die  Flüssigkeiten  ein  selbstän- 
diges Volumen  haben  und,  wie.  wir  früher  sahen,  elastisch  sind,  und  da 
ebenso  die  Luft  infolge  des  Druckes,  unter  dem  sie  an  der  Erdoberfläche 
steht,  eine  bestimmte  Dichtigkeit  und  Elasticität  hat,  so  können  in  beiden 
longitudinale  Wellen  bestehen  und  sich  fortpflanzen. 

Da  das  Wasser  sowohl  als  die  Luft,  als  Typus  der  tropfbar  und 
elastisch  flüssigen  Körper,  homogen  und  isotrop  sind,  so  müssen  nach  dem 
Frühem  die  an  einer  Stelle  im  Innern  derselben  erregten  Wellen  sich  in 
der  Form  von  Kugeln  ausbreiten. 

Um  von  der  Entstehung  und  Fortpflanzung  dieser  Wellen  ein  deut- 
liches Bild  zu  erhalten,  denken  wir  uns  eine  Kugel  C (Fig.  249)  im  Innern 
einer  Flüssigkeit  in  longitudinale  Schwingungen  versetzt,  so  dafs  also  die 

Kugel  sich  in  rascher  Folge  abwechselnd 
vergröfsere  und  verkleinere.  Eine  Ver- 
grölserung  der  Kugel  wird  alle  die 
Kugel  rings  umgebenden  Fltlssigkeits- 
teile  in  der  Richtung  der  Radien  fort- 
stofsen,  also  diesen  Teilchen  eine  rings 
von  der  Kugel  fortgerichtete  Bewegung 
erteilen.  Infolge  dieser  nach  aufsen 
gerichteten  Bewegung  tritt  rings  um 
die  Kugel  eine  Verdichtung  der  Flüs- 
sigkeit ein,  und  infolge  dieser  Ver- 
dichtung übt,  diese  Flüssigkeitsschicht. 
auf  die  folgenden  einen  stärken»  Druck 
von  innen  nach  aufsen  als  umgekehrt 
die  umgebende  Flüssigkeit  von  aufsen 
nach  innen  entgegendrückt.  Daraus 
ergibt  sich  dann,  dafs  diese  fortschreitende  Bewegung  sich  rings  um  die 
Kugel  immer  weiter  aushroitet. 

')  Lissajous,  Annaleg  de  chim.  et  de  phys.  III.  Ser.  T.  LI. 
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Hat  die  Kugel  das  Maxiraum  ihrer  Ausdehnung  erreicht,  so  zieht  sie 
sich  wieder  zusammen.  In  den  durch  diose  Zusummenziehung  entstehenden 
leeren  Kaum  wird  nun  wegen  des  Druckes  der  Umgebung  die  Flüssigkeit 
von  allen  Seiten  her  sich  hineinbegeben;  die  Flüssigkeitsschicht  erhält  also 
rings  um  die  Kugel  eine  rückgängige  Bewegung.  Dadurch  tritt  rings 
um  die  Kugel  eine  Verdünnung  ein,  und  wegen  dieser  Verdünnung  erhalten 
auch  die  folgenden  Schichten  eine  rückgängige  Bewegung.  Die  Verdünnung 
und  somit  die  rückgängige  Bewegung  pflanzt  sich,  auf  die  Verdichtung  und 
fortschreitende  Bewegung  folgend,  somit  gerade  so  um  die  Kugel  fort  wie 
die  letztere. 

Durch  die  Vibrationen  der  Kugel  gelangen  also  zunächst  die  Flllssig- 
keitsteile,  welche  unmittelbar  an  der  Kugel  anliegen,  in  eine  schwingende 
Bewegung  und  diese  schwingende  Bewegung  pflanzt  sich  auf  jedem  Radius 
einer  Kugel,  die  wir  um  den  Mittelpunkt  der  Kugel  C uns  gelegt  denken, 
fort  wio  die  Schwingungen  in  den  früher  betrachteten  Punktreihen,  wie  die 
longitudinalen  Schwingungen  in  den  Stäben  der  festen  Körper. 

Die  longitudinalen  Schwingungen  in  einer  Flüssigkeit,  sei  sie  tropfbar 
oder  elastisch  flüssig,  sind  also  ein  Fall  der  früher  betrachteten  Fort- 
pflanzung einer  Wellenbewegung  in  einem  elastischen  Punktsysteme.  Be- 
zeichnen bei  einer  kontinuierlichen  Schwingung  die  Kreise  a und  a die 
Stellen,  in  denen  die  Punkte  in  den  gleichen  Phasen  der  Bewegung  sind, 
wo  sie  z.  B.  ihre  fortschreitende  Bewegung,  in  a zum  ersten  Male,  in  a zum 
zweiten  Male  beginnen,  so  ist  der  Abstand  der  beiden  Kreise  eine  Wellen- 
länge, und  auf  der  Strecke  aa  sind  alle  Oscillationsphasen  vertreten.  Der 
Kreis  b bezeichnet  dann  alle  die  Punkte  rings  um  die  Kugel,  welche  eine 
halbe  Oscillation  zurückgelegt  haben  und  gerade  im  Begriffe  sind,  von  der 
Gleichgewichtslage  aus  ihre  rückschreitende  Bewegung  zu  beginnen.  Be- 
zeichnen wir  demnach  auch  hier  jene  Strecke  der  Radien,  in  denen  sich 
die  Flüssigkeitsteilchen  auf  der  einen  Seite  ihrer  Gleichgewichtslage  be- 
finden, als  Wollenberg,  jonon  Teil,  wo  sie  sich  auf  der  andern  befinden,  als 
Wellenthal,  so  sind  die  Strecken  b a,  b'  a Wellenberge,  die  Strecken  ba,  b' c 
Wellenthäler '). 

Da  diese  longitudinalen  Wellen  nur  in  der  Elasticität  der  Flüssigkeiten 
ihren  Grand  haben  und  durch  die  zwischen  den  einzelnen  Flüssigkeits- 
toilcbon  thütigo  elastische  Kraft  fortgepflanzt  werden,  so  können  wir  zur 
Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  unmittelbar  unsere  früher 
erhaltene  Gleichung  an  wenden: 

'-Fr. 

worin  e die  elastische  Kraft  und  d die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  in  der 
früher  erwähnten  Weise  bedeuten. 

Um  demnach  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  zu  erhalten,  haben  wir 
nur  diese  beiden  GrÖfsen  für  diese  speciellen  Fälle  zu  bestimmen.  Beginnen 
wir  mit  den  tropfbaren  Flüssigkeiten. 

■)  An  dieser  Auffassung  der  Wellenbewegung  in  Gasen  brauchen  wir  auch 
infolge  der  dynamischen  Gaatheorie  nichts  zu  ändern,  da  wir  im  vorigen  Ab- 
schnitt sahen,  dafs  den  Gasmolekülen  mitgeteilte  Bewegungen  sich  einfach  zu 
den  Molekularbcwegungen  Buperponieren. 

WCllkkb,  Phjriik.  I.  4.  Aufl.  43 
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Die  Gröfse  e ist,  wie  wir  sahen,  die  Kraft,  mit  der  die  einander  ge- 
näherten Teilchen  sich  abstofsen,  die  entfernten  sich  anziehen,  wenn  die 
Verschiebung  der  Teilchen  der  Einheit  gleich  geworden  ist,  mit  der  wir 
also  die  Gröfse  der  Verschiebung  multiplicieren  müssen,  um  die  einer  vor- 
handenen Verschiebung  entsprechende  Anziehung  oder  Abstofsung  zu  er- 
halten. Denken  wir  uns  eine  Flüssigkeitssäule  in  einem  Gefäfse  ein- 
geschlossen, dessen  Wände  sich  nicht  ausdehnen  können,  und  komprimieren 
wir  diese  Flüssigkeit  etwa  parallel  der  Längsaxe  des  Gefäfses,  so  wird  die 
dieser  Kompression  entsprechende  elastische  Kraft  gleich  jener  sein,  welche 
die  schwingende  Bewegung  veranlafst  und  fortpllanzt,  da  auch  bei  dieser 
nur  eine  Zusammendrückung  und  Ausdehnung  nach  der  Richtung  der  Radien 
stattlindet,  weil  joder  parallel  einem  Radius  liegende  Flüssigkeitsfaden  von 
der  umgebenden  Flüssigkeit  eingeschlossen  ist. 

Ist  v das  Volumen  der  in  dem  Gefäfse  eingeschlossenen  Flüssigkeit, 
ist  * der  Kompressionskoeflicient  der  Flüssigkeit,  wenn  der  Druck  für  die 
Flächeneinheit  um  die  Gröfse  p zunimmt,  so  ist  die  einer  Volumverminderung 
d v entsprechende  Druckzunahme  dp  durch  die  Gleichung  gegeben 

dt>  dp 

- — ■=  % — — 

t>  p 

oder 


d t- 

Der  Quotient  --  gibt  uns  die  Volum  Verminderung  der  Flüssigkeit  in 

Bruchteilen  des  ursprünglichen  Volumens.  Da  nun  der  Voraussetzung  nach 
die  Voluntverminderung  nur  durch  eine  Verkürzung  der  Flüssigkeitssäule 
parallel  einer  Richtung,  wie  bei  den  longitudinalen  Schwingungen,  statt- 
findet, so  gibt  uns  der  Quotient  gleichzeitig  die  Verschiebung  der  Flttssig- 
koitsteile  gegen  einander  gemessen  nach  ihrem  ursprünglichen  Abstand. 
Da  wir  weiter  wissen,  dafs  die  durch  eine  Kompression  geweckte  elastische 
Kraft  stets  gleich  ist  der  äufsem  dieselbe  bewirkenden  Kraft,  so  folgt, 
dafs  dp  gleich  ist  der  zwischen  den  Molekülen  in  der  Flächeneinheit  thätigen 

Kraft,  wenn  dieselben  um  die  Gröfse  - , dieselbe  gegeben  in  Bruchteilen 

des  ursprünglichen  Abstandes,  einander  genähert  sind.  Daraus  folgt,  dafs 
die  Gröfse  c gegeben  ist  durch 


wenn  wir  mit  q den  Querschnitt  der  betrachteten  oder  schwingenden  Fltlssig- 
keitssäule  bezeichnen. 

Die  Gröfse  d ist  die  Masse  der  Längeneinheit  der  schwingenden  Flüssig- 
keitssäule,  es  ist  somit,  wenn  .1  das  specifische  Gewicht  derselben  bedeutet, 

d — sq. 

Wir  erhalten  demnach  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
schwingenden  Bewegung 
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oder  wenn  wir  den  der  Druckeinheit  entsprechenden  Korapressionskoeffi 
cienten  mit  x,  bezeichnen, 


Der  reciproke  Wert  von  x,  ist  nach  den  Entwicklungen  des  § 63  der 
Elasticitiitskoefficient  der  Flüssigkeit  E in  denjenigen  Druckeinheiten, 
welche  dem  Werte  xt  zu  Grunde  liegen,  so  dafs  wir  für  die  in  Flüssig- 
keiten sich  fortpflanzenden  longitudinalen  Wellen  genau  zu  demselben  Aus- 
druck gelangen  wie  für  die  longitudinalen  Wellen  in  festen  Körpern 

'-Fr- 

Da  wir  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Flüssigkeitsschicht  ihrem 
Gewichte  gleich  gesetzt  haben,  mufs  E in  den  Einheiten  des  absoluten 
Systems  gegeben  worden. 

Im  § 62  haben  wir  für  einige  Flüssigkeiten  nach  den  Versuchen  von 
Grassi  die  Werte  von  E in  Kilogrammen  für  das  Quadratmillimeter  aus- 
gedrückt. Um  dieselben  in  das  C.  G.  S-System  zu  übertragen,  haben  wir  die 
dort  angegebenen  Werte  mit  98  100  000  zu  multiplicieren.  Wir  gaben 
damals  für  Wasser  von  der  Temperatur  4°  C. 

E = 205. 

Der  Wert,  wird  im  C.  fr.  S-  System 

201,1  • 10° 

Da  in  diesem  System  die  Längeneinheit  das  (Jentimeter,  somit  s die 
Masse  eines  Kubikcentimeters  Wasser  bei  4°  ist,  so  ist  s = 1,  und  es  wird 
in  Centimetem 

r = ]/2Öl7l  • 10®  = 141  800°m 
oder  in  Metern  c = 1418“. 

Für  Quecksilber  ergibt  sich  aus  dem  § 62  angegebenen  Werte  von 
E = 3503 

E = 3436,5  ■ 10" 


Die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  ist  13,5959,  also 


c 


3466,5  10 
13,6969 


8 


159  000c  = 1 590m. 


Wie  wir  im  nächsten  Abschnitt  sehen  werden,  haben  Colladon  und 
Sturm1)  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen 
im  Wasser  ganz  der  Theorie  entsprechende  Werte  gefunden,  nämlich  für 
die  Temperatur  8°  den  Wert  1435m. 

Wir  können  auch  dem  Ausdruck  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  longitudinalen  Wellen  in  Flüssigkeiten  dieselbe  zweite  Form  geben,  die 
wir  für  die  festen  Körper  ableitcten.  Wir  denken  uns  ein  Kubikcentimeter 


*)  CoUadon  und  Sturm , Annalen  de  chim.  et  de  phys.  T.  XXXVI. 
Ann.  Bd.  XU. 
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Flüssigkeit,  in  einem  nnausdehnsamen  Würfel  und  üben  auf  die  obere  Flüche 
der  Flüssigkeit  einen  Druck  durch  ein  Kubikcentimeter  derselben  Flüssigkeit. 
Der  von  dieser  Flüssigkeit  ausgeübte  Druck  ist  in  den  Einheiten  des  C.  G.  S- 
Systems  gleich  gs.  Die  dadurch  eintretende  Volumvenninderung  in  Bruch- 
teilen des  ursprünglichen  Volumens  ist 

i 3* 

d = x,gs  = K ■ 

Daraus  folgt 


E __  9 
s "=  » 


Dio  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wollen  ist  also 
gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Beschleunigung  beim  freien  Fall  dividiert 
durch  die  Quadratwurzel  aus  der  Volumverminderung,  welche  die  Volum- 
einheit durch  einen  Druck  erfährt,  der  dem  Gewichte  der  Volumeinheit  der 
Flüssigkeit  entspricht,  oder  wie  man  sich  kurz  ausdrückt,  welche  die  Volum- 
einheit durch  ihr  eigenes  Gewicht  erfährt1). 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  in  Gasen 
erhalton  wir,  wenn  wir  in  dem  ersten  für  dio  Flüssigkeiten  abgeleiteten 
Ausdrucke  x = 1 setzen;  denn  nach  dem  Mariotteschen  Gesetze  ist  die  der 
Volumverminderung  dv  entsprechende  Druckvermehrung  dp  durch  dio 
Gleichung  gegeben 

dv  dp 
« ” ~P~ 

Denn  haben  wir  ein  Volumen  v eines  Gases  unter  dem  Drucke  p und 
wilchst  der  Druck  um  dp,  so  nimmt  das  Volumon  um  dv  ab,  so  dafs  nach 
dem  Mariotteschen  Gesetze 

pv  = (p  dp)  (v  — dv)  =pv  - f-  vdp  — pdv  — dpdv. 

Bei  den  hier  betrachteten  schwingenden  Bewegungen  ist  dv  so 
kloin,  dafs  wir  dpdv  gleich  Null  setzen  dürfen,  dann  folgt  aber  aus  dieser 
Gleichung  ^ 

vdp  — pdv  = 0 oder  dp  — p — g—  • 

Wir  haben  somit  für  die  Grfifse  c in  jedem  Falle  den  Druck  einzusetzen, 
unter  welchem  das  Gas  augenblicklich  steht.  Bedeutet  demnach  auch  jetzt  s 
das  specitische  Gewicht  des  Gases,  so  wird 

—Vf- 

Ist  s'  die  Dichtigkeit  des  Gases  unter  dem  Druck  p'  der  Atmosphäre, 
so  ist  nach  dem  Mariotteschen  Gesetze 

V_  = 
s s ’ 

somit  

• ‘-Vf- 

’)  Man  sehe  auch  Poi&ion,  T raite  de  mecaniqiie,  livre  sixieme,  cliap.  II. 

§ 687. 
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Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  W eilen  bllngt  somit,  da  Dichtig- 
keit und  Elastieität  des  Gases  sich  im  gleichen  Verhältnisse  ändern,  nicht 
von  dem  Drucke,  unter  welchem  das  Gas  steht,  ab,  sondern  ist  ftlr  alle 
Drucke  dieselbe. 

An  dem  Ausdruck  fUr  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen 
in  Gasen  müssen  wir  eine  Korrektion  anbringen,  die,  wie  wir  später  in 
der  Wärmelehre  nach  weisen  werden,  ihren  Grund  darin  hat,  dafs  jode 
Kompression  der  Gase  eine  Erwärmung,  jede  Ausdehnung  eine  Abkühlung 
zur  Folge  hat.  Diese  Erwärmung  und  Abkühlung  bewirkt,  dafs  von  den 
Stellen  der  Verdichtung  die  Moleküle  mit  gröl'serer  Kraft  zu  denen  der 
Verdünnung  getrieben  werden,  so  zwar,  dafs  die  elastische  Kraft  im  Ver- 
hältnisse 1 zu  k vergrößert  wird1).  Wir  müssen  deshalb  den  vorhin  be- 
stimmten Wert  von  c mit  multiplicieren  und  erhalten  somit 

c-y^Tt 

Bei  der  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  Gasen  ist 
ferner  darauf  zu  achten,  dafs  die  Dichtigkeit  derselben  bei  einem  gegebenen 
Drucke  wesentlich  von  der  Temperatur  abhängig  ist.  Bezeichnen  wir  die 
Dichtigkeit  des  Gases  bei  der  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  mit  s0, 
so  ist  bei  einer  Temperatur  t , dieselbe  nach  Graden  der  hundertteiligen 
Skala  gemessen, 

.<  _ _ 

8 = 1 -f  0,003  67  f ‘ 

Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  bei  der  Temperatur  t 
erhalten  wir  demnach 

c = (1  + 0,003  67  i). 

' so 

Die  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luft  ist  unter  dem  Drucke  einer 
Atmosphäre  und  bei  der  Temperatur  0°  gleich  0,001  293.  Für  Luft  ist 
der  Wert  von  k,  wie  wir  in  der  Wärmelehre  zeigen  werden,  1,405.  Der 
Druck  der  Atmosphäre  ist  in  den  Einheiten  des  C.  G.  S-  Systems 

P = 10136  ■ 10* 

Wir  setzen  zur  Bestimmung  von  p'  den  Normaldruck  zu  Paris,  also 
berechnet  mit  dem  Pariser  g ein,  weil  die  Dichtigkeit  sB  der  Luft  von 
Regnault  zu  Paris  bestimmt  ist.  Mit  diesen  Werten  wird 

c = 33  180)/l  -f  07003  67  t Cm.  «=  331,8  ]/l  + 0,003  67  t M. 

Für  ein  anderes  Gas  haben  wir  die  betreffenden  Werte  von  k und  s0 
einzusetzen;  nennen  wir  das  specifische  Gewicht  des  Gases  bezogen  auf 

’)  Man  sehe  im  dritten  Bande  den  Paragraphen:  Specifische  Wärme  der 
Gase  bei  konstantem  Volumen. 
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Luft  ö,  so  können  wir  für  ein  beliebiges  Gas  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der  longitudinalen  Wellen  schreiben 

c = 331,8  ]/-1|40*  7--  (1  + 0,003  67  t). 

Bestätigungen  dieser  Ausdrücke  werden  wir  bei  Besprechung  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Schalles  in  Gasen  kennen  lernen. 

§ 147. 

Stehende  Wellen  in  Flüssigkeitscylindem.  Wenn  man  in  ein 

cylindrisches  Gefllfs  eine  Flüssigkeit  einschliefst  und  man  erregt  an  einer 
Stelle  des  Flüssigkeitscylinders  eine  schwingende  Bewegung,  so  pflanzt  sich 
dieselbe  durch  die  Säule  fort,  wird  an  den  Enden  reflektiert  und  es  ent- 
stehen durch  Interferenz  der  direkten  und  reflektierten  Welle  stehende 
Schwingungen.  Da  wir  auf  die  Wellenbewegung  dieser  Art  nach  dem 
vorigen  Paragraphen  unmittelbar  unsere  frühere  Theorie  der  longitudinalen 
Schwingungen  an  wenden  können,  so  haben  wir  lür  die  Schwingungsdauer 
dieser  stehenden  Wellen  den  Ausdruck 


und  wir  haben  nur  die  Länge  L der  stehenden  Welle  zu  bestimmen,  in 
welcher  die  Flüssigkeitssäule  schwingt. 

Wir  können  auch  hier  die  Fälle  unterscheiden,  wo  die  Flüssigkeits- 
säule  an  beiden  Seiten  frei  ist,  oder  wo  sie  an  einem  Ende  frei  ist,  am 
andern  befestigt.  Ersteres  ist  dann  der  Fall,  wenn  wir  eine  Flüssigkeits- 
säule  in  einer  heberförmigen  an  beiden  Seiten  offenen  Glasröhre  oder  in 
einer  in  oine  Flüssigkeitsmasse  getauchten  Glasröhre  zum  Schwingen  bringen. 
Denn  auch  in  dem  letztem  Falle  ist  die  umgebende  Flüssigkeit  gewisser- 
maßen weniger  dicht  als  die  in  der  Köhre  eingoschlossene,  da  die  Flüssig- 
keit aufserhalb  der  Röhre  bei  einer  an  dem  Ende  der  Röhre  ankommenden 
Verdichtung  nach  allen  Seiten  und  deshalb  leichter  ausweichen  kann,  als  die 
Flüssigkeit  in  der  Röhre,  welche  sich  nur  der  Längsrichtung  der  Röhre 
nach  bewegen  kann.  In  diesen  beiden  Fällen  tritt  demnach  eine  Reflexion 
ohne  Wechsel  des  Vorzeichens,  ohne  Verlust  einer  halben  Wellenlänge  ein. 

Der  zweite  Fall  ist  dann  vorhanden,  wenn  wir  eine  Flüssigkeitssäule 
in  einer  geraden  unten  geschlossenen  Glasröhre  zum  Schwingen  bringen,  es 
tritt  dann  an  der  untern  Grenze  eine  Reflexion  mit  Verlust  einer  halben 
Wellenlänge  ein;  ein  ankommonder  Wellenberg  wird  als  Wellenthal  re- 
flektiert. 

Die  Oscillationsdauem  und  Schwingungszahlon  solcher  Flüssigkeits- 
cylinder  ergeben  sich  daher  unmittelbar  wio  diejenigen  longitudinal 
schwingender  Stäbe,  wenn  wir  dasselbe  Verfahren  anwenden  wie  § 138. 
Für  den  an  beiden  Enden  freien  Flüssigkeitscylinder  von  der  Länge  l wird 
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Die  Lunge  der  stehenden  Welle  ist  gleich  der  Länge  des  Flüssigkeits- 
cylinders,  und  daraus 


Fllr  den  zweiten  Fall  wird 


die  stehende  Welle  hat  die  doppelte  Länge  des  Flüssigkeitscylinders,  die 
Schwingungsdauer  ist  die  doppelte  des  vorigen  Falles.  Die  Schwingungs- 
zahl ist  die  Hulfte 


c 

JT' 


Diese  Zahlen  entsprechen  den  langsamsten  Schwingungen,  welche  die 
Flüssigkeitseylinder  vollflihren  können.  Auch  hier  können  sich  die  Cylinder 
in  schwingende  Teile  zerlegen,  welche  selbstUndig  schwingen  und  wegen  der 
geringeren  Lunge  gröfsere  Schwingungszahlen  haben.  Durch  ein  gleiches 
Verfahren,  wie  wir  es  im  § 138  anwandten,  findet  man,  dal’s  die  möglichen 
Schwingungszahlen  einer  an  beiden  Enden  freien  Flüssigkeitssäule  sind 


worin  n jede  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  bedeuten  kann;  und  für  die 
in  einer  geschlossenen  Röhre  enthaltene  Flüssigkeitssäule 


N = (2»  l)  • 


Da  die  experimentelle  Bestätigung  dieser  Gesetze  nur  durch  die  von 
den  Schwingungen  der  Flüssigkeit  erzeugten  Töne  gegeben  werden  kann, 
so  werden  wir  die  Versuche  von  C'agniard  Latour  und  Wertheim  erst  im 
nächsten  Abschnitte  besprechen  können. 

Luftsäulen,  welche  in  Röhren  eingeschlossen  sind,  können  ebenfalls 
durch  Erregung  einer  vibrierenden  Bewegung  an  ihrem  einen  Ende  in 
stehende  Schwingungen  versetzt  werden.  Sind  dio  Röhren  an  dem  einen 
Ende  geschlossen,  so  tritt  dort  Reflexion  mit  Verlust  einer  halben  Wellen- 
länge ein;  sind  sie  offen,  so  tritt  eine  Reflexion  an  der  umgebenden  Luft 
ein  ohne  Verlust  einer  halben  Wellenlänge,  da  die  Luftteilchen  aufserhalb 
der  Röhre  nach  allen  Richtungen  und  somit  freier  beweglich  sind  als  in 
der  Röhre.  Die  an  die  Röhre  angrenzende  Luft  ist  somit  gewissermafsen 
weniger  dicht  als  in  der  Röhre.  Die  sich  ergebenden  Schwingungsdauern 
und  Schwingungszahlen  sind  daher  in  offenen  Röhren  von  der  Länge  f,  für 
die  langsamsten  Schwingungen 


und  die  überhaupt  möglichen  Schwingungen 


A = n • 


e 
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Für  an  dem  einen  Ende  geschlossene  Röhren  erhalten  wir  statt  dessen 


nnd  als  mögliche  Schwingungszahlen 

Wir  werden  diese  Ausdrücke  im  nächsten  Abschnitte  bei  Bestimmung 
der  Töne  von  offenen  und  gedeckten  Pfeifen  benutzon  und  dort  zugleich  die 
experimentelle  Bestätigung  und  eingehendere  Behandlung  diesor  Sätze  gehen. 

Ebenso  wie  in  Luftsäulen  kann  man  auch  platteniönnige  Luftmengen 
in  stehende  Schwingungen  versetzen,  das  heifst  dünne  Luftschichten,  welche 
zwischen  ebenen  Platten  eines  festen  Körpers,  etwa  zwischen  zwei  Glas- 
platten eingeschlossen  sind,  sowohl  wenn  man  die  Luftplatten  seitlich  fest 
begrenzt,  das  heifst  die  Ränder  der  beiden  ebenen  Platten,  welche  die  Luft- 
platte einschliefsen,  durch  einen  festen  Rahmen  verbindet,  als  wenn  man 
sie  seitlich  unbegrenzt  läfst.  Die  Untersuchung  der  schwingenden  Be- 
wegung solcher  Platten  hat  ein  grofses  Interesse,  weil  man  die  Theorie 
dieser  Bewegungen  vollständig  durchführen  kann.  In  einer  ausführlichen 
theoretischen  und  experimentellen  Untersuchung  hat  Kundt1)  für  die  ganz 
geschlossenen,  das  heifst  rings  von  einem  festen  Rande  umgebenen  Luft- 
platten die  volle  Übereinstimmung  zwischen  Theorie  und  Erfahrung  nach- 
gewiesen, während  für  die  offenen,  das  heifst  rings  nicht  mit  einem  festen 
Rand  umgebenen  Luftplatten  sich  Abweichungen  zwischen  der  Theorie  und 
der  Erfahrung  zeigen,  wie  wir  sie  im  nächsten  Abschnitt  auch  für  die 
offenen  Luftsäulen,  die  offenen  Orgelpfeifen  finden  werden.  Wir  müssen 
uns  hier  begnügen,  auf  die  interessante  Arbeit  von  Kundt  hinzuweisen,  da 
oino  Behandlung  dieses  speciellen  Falles  zu  viel  Kaum  in  Anspruch  nehmen 
würde. 

§ 148. 

Transversale  Wellen  in  Flüssigkeiten.  Aufser  den  longitudinalen 
Schwingungen  kann  man  den  tropfbar  flüssigen  Körpern  auch  transversale 
Schwingungen  erteilen.  Die  in  einem  GetÜfse  eingeschlossene  Flüssigkeit 
hat  nämlich  eine  ganz  bestimmte  Gleichgewichtslage,  und  die  auf  eine  der 
Schwere  unterworfene  Flüssigkeit  wirkenden  Kräfte  veranlassen,  dafs  die 
Oberfläche  der  Flüssigkeit  eine  horizontale  Ebene  bildet.  Wird  nun  das 
Gleichgewicht  der  Flüssigkeit  an  irgend  einer  Stelle  gestört  und  dort  eine 
Bewegung  eingeleitet,  so  pflanzt  sich  die  Gleichgewichtsstörung  nach  und 
nach  auf  andere  Stellen  der  Flüssigkeit  fort. 

Wirft  man  einen  Stein  in  eine  ruhende  Wassermasse,  oder  läfst  man 
einen  Tropfen  auf  die  Oberfläche  einer  in  einem  weiten  GefÜfse  befindlichen 
Flüssigkeit  fallen,  so  sieht  man  bald  die  Flüssigkeit  in  einem  Kreise  rings 


’)  Kundt,  Poggend.  Ann.  Bd.  CL. 
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um  die  getroffene  Stelle  wallformig  sich  emporhoben.  Dieser  Flüssigkeits- 
wall breitet  sich  ringsum  aus,  an  der  Stelle  abor,  wo  zuerst  die  Flüssig- 
keit über  das  Niveau  sich  erhob,  zeigt  sich  dann  eino  Vertiefung  der 
Flüssigkeit.  Sowie  nun  die  wallförmige  Erhöhung  sich  rings  durch  die 
Flüssigkeit  ausbreitet,  so  auch  diese  Vertiefung.  Meist  zeigt  sich  auf  eine 
solche  Störung  des  Gleichgewichts  nicht  nur  eine  solche  Erhöhung  und 
Vertiefung,  sondern  mehrere,  die  nach  einander,  abwechselnd  eine  Erhöhung 
und  eine  Vertiefung  als  ebenso  viele  Wellenberge  und  Wellenthäler,  sich 
Uber  der  Flüssigkeitsoberflliche  verbreiten. 

Dal's  wir  es  hier  mit  einer  wirklichen  Wellenbewegung,  das  heifst  mit 
einer  hin  und  her  gehenden  Bewegung  der  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen, 
nicht  mit  einer  fortschreitenden  zu  thun  haben,  ergibt  sich  aus  den  Ver- 
suchen der  Gebrüder  E.  H.  und  W.  Weber  auf  das  entschiedenste1). 

Um  die  Bewegung  der  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  zu  untersuchen, 
bedienten  sich  die  beiden  Weber  der  Wellenrinne.  Dieselbe  besteht  (Fig.  250) 
aus  einem  circa  1,6  Meter  langen  geraden  glatt  gehobelten  Brette  aus 
Fichtenholz  AB,  auf  dem  in  z.wei  tiefen  Furchen  circa  15  Millimeter  von 
einander  zwei  dicke  Glasscheiben  fest  eingefugt  sind.  Diese  beiden  Glas- 
scheiben JJ J,  KKK  werden  aufsordein  durch  die  beiden  senkrechten 
Bretter  E und  F,  in  welche  sie  auch  eingefugt  sind,  festgehalten. 


Flg.  250. 


Die  Befestigungen  der  Scheiben  in  den  Fugen  sind  vollständig  wasser- 
dicht. Dor  sclimalo  zwischen  den  beiden  Glasscheiben  und  den  Brettern 
eingeschlossene  Kaum  von  circa  1,5  Meter  Länge,  15  Millimeter  Breite  im 
Lichten  und  16  Centimeter  Tiefe  wird  mit  Wasser,  Quecksilber,  Milch  etc., 
je  nach  Bedürfnis  zu  irgend  einer  Höhe  angefüllt.  Dabei  werden  dann  die 
Glasscheiben,  um  ein  Biegen  oder  Brechen  derselben  zu  verhindern,  durch 
mehrere  feste  hölzerne  Gabeln  oder  Klammem  zusammen  geklammert11). 

Hat  man  die  Wellenrinne  bis  zu  irgend  einer  Höhe  mit  Wasser  ge- 
füllt, so  hebt  man  an  einem  Ende  derselben  durch  Aufsaugen  in  einer 
Glasröhre  etwas  Flüssigkeit  in  die  Höhe  und  erzeugt  dann,  indem  man  die 
Flüssigkeit  wieder  niederfallen  lilfst,  eine  Welle,  welche  durch  die  Rinne 
fortschreitet. 

Man  sieht  dann  zuniiehst  einen  senkrechten  Durchschnitt  der  erregten 
Welle  durch  die  Glaswände  und  kann  so  die  Gestalt  dor  Wellen  aufs  ge- 
naueste bestimmen.  Man  sieht  aber  auch  Zugleich,  wenn  man  in  die  Kinne 
kleine  Bemsteinstückchen,  von  gleichem  specifischen  Gewicht  als  das  Wasser 

')  Wellenlehre,  auf  Experimente  gegründet  von  den  Brüdern  E.  H.  Weber 
und  W.  Weber.  Leipzig  1825. 

*)  Ebendaselbst,  p.  106. 
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bringt,  und  dann  durch  die  Glaswände  hindurch  gegen  das  Licht  blickt, 
die  Bewegung  dieser  festen  Teilchen  und  kann  ihre  Bahnen  bestimmen. 
Da  nun  diese  Teilchen  genau  dieselbe  Bewegung  haben  als  die  Wasser- 
teilchen, deren  Stelle  sie  vertreten,  so  kann  man  dadurch  die  Bewegung 
der  Flüssigkeit  genau  bestimmen. 

Aus  ihren  mannigfachen  Versuchen  ersahen  die  Gebrüder  Weber, 
dals  die  Flüssigkeitsteilchen  wirklich  keine  fortschreitende,  sondern  nur 
eine  hin  und  her  gehende  Bewegung  bei  Erregung  einer  Welle  annehmen, 
und  zwar,  wenn  die  auf  einander  folgenden  Wellen  eine  gleiche  oder  fast 
gleiche  Gestalt  haben,  dafs  dann  die  Teilchen  in  oder  nahe  der  Oberfläche 
sich  in  geschlossenen,  nahezu  elliptischen  Bahnen  (Fig.  251a)  bewegen. 
Bewegt  sich  durch  die  Rinne  eine  Welle  von  B nach  A fort  und  zwar  ein 
Wellenberg  voraus,  so  bewegen  sich  die  Wasserteilchen,  wenn  der  Berg 
vorüber  zieht,  in  dem  Bogen  aßy  aufwärts,  vorwärts,  abwärts  in  derselben 
Richtung,  in  welcher  der  Berg  vorübergeht.  Folgt  dann  das  Wellenthal, 
das  ebenso  tief  ist,  als  der  Wellenberg  hoch  war,  so  bewegt  sich  das 

Teilchen  weiter  durch  den  Bogen 
y äa  nach  a zurück.  Der  senkrechte 
Abstand  des  höchsten  Punktes  ß 
dieser  Bahn  von  dem  Niveau  ay  ist 
gleich  der  Höhe  des  Wellenberges 
und  der  des  tiefsten  Punktes  6 von  a y 
gleich  der  Tiefe  des  Wellenthaies. 

Geht  das  Wellenthal  dem  Wellenberge  voran,  so  bewegt  sich  das 
Teilchen  zunächst  durch  yS  nach  a und  dann  durch  den  Bogen  aßy  in 
seine  frühere  Lage  y zurück.  Die  fortschreitende  Bewegung  ist  unter  dem 
Wellenberge  stets  der  Richtung  gleich,  in  welcher  die  Welle  fortschreitet, 
im  Wellenthal  dieser  Richtung  entgegengesetzt. 

Die  Schwingungsbahnen  der  Flüssigkeiten  laufen  aber  nicht  in  sich 
selbst  zurück,  wenn  die  den  Wellenbergen  folgenden  Thäler  mit  den  erstem 
nicht  von  gleicher  Gröfse  sind. 

Ist  das  dem  vorhergehenden  Wellenberg  folgende  Wellenthal  merklich 
kleiner,  so  wird  die  Bahn  der  Flüssigkeitsteilchen  Fig.  251b,  und  geht  das 
Thal,  aber  in  der  Richtung  von  A nach  B,  voraus  und  folgt  ihm  ein 
kleiner  Wellenberg,  so  wird  die  Bahn  Fig.  251c,  in  beiden  Fällen  gelangt 
das  Flüssigkeitsteilchen  nicht  zu  seiner  ursprünglichen  Ruhelage  a zurück. 

Die  schwingende  Bewegung  der  Flüssigkeitsteilchen  beschränkt  sich 
jedoch  nicht  auf  die  Teilchen  in  oder  nahe  der  Oberfläche  der  Flüssigkeiten, 
sondern  in  sehr  grofsen  Tiefen  unter  der  Oberfläche  zeigen  die  Flüssigkeits- 
teilchen noch  eine  schwingende  Bewegung.  Die  Versuche  der  Gebrüder  Wobor 
ergaben,  dafs  in  einer  Tiefe,  welche  350mal  die  Höhe  der  Wollen,  das  heifst 
den  Abstand  des  höchsten  Punktes  des  Wellenberges  von  dem  tiefsten  des 
Wellenthales  betrug,  noch  eine  deutliche  schwingende  Bewegung  stattfand. 
Indes  zeigte  »ich  ein  merklicher  Unterschied  in  den  Bahnen  der  Teilchen. 
Während  nämlich  die  Teilchen  ganz  nahe  unter  der  Oberfläche  fast  kreis- 
förmige Bahnen  besafsen,  wurde  die  vertikale  Höhe  der  Ellipsen  immer 
kleiner,  je  tiefer  die  Flüssigkeitsteilchen  sich  unter  der  Oberfläche  befanden. 
In  einer  Tiefe,  welche  ungefähr  das  llundertundzwanzigfache  von  der  Höhe 
der  Welle  betrug,  war  die  vertikale  Bewegung  der  Teilchen  fast  unmerklich 


Fig.  251. 
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und  in  noch  gröfsem  Tiefen  bestand  die  Bewegung  der  Teilchen  nur  in 
einem  Hin-  und  Hergehen  in  horizontaler  Richtung. 

So  fanden  die  beiden  Weber  z.  B.  bei  einer  Welle,  die  eine  Höhe  von 
circa  2mt“  hatte,  nahe  unter  der  Oberfläche  die  vertikale  Höhe  der  Bahn 
gleich  dieser  Höhe,  den  horizontalen  Durchmesser  gleich  2,5  Millimeter, 
in  einer  Tiefe  von  230  Millimeter  betrug  die  vertikale  Höhe  der  Bahn  nur 
0,5  Millimeter,  der  horizontale  Durchmesser  1 Millimeter  und  in  gröfsem 
Tiefen  war  der  vertikale  Durchmesser  nicht  mehr  messbar,  während  der 
horizontale  sich  nur  mehr  unbedeutend  verkleinerte  und  in  der  Nähe  des 
Bodens  sogar  wieder  otwas  gröfser  wurde. 

Aus  dieser  Art  der  Bewegung  der  FlüBsigkeitsteilchen  ersehen  wir, 
dafs  dieselben  sich  zugleich  nach  zwei  verschiedenen  Richtungen  bewegen, 
auf  und  nieder  und  vor-  und  rückwärts.  Daraus  folgt  dann,  dafs  die  Ge- 
stalt der  Flüssigkeitswellen , die  beroits  § 130,  Fig.  212  betrachtete  sein 
mufs,  oder  dafs,  wenn  das  dem  Wellenberg  folgende  Wellonthal  eine  Tiefe 
besitzt,  welche  der  Höhe  des  Berges  gleich  ist,  es  stets  etwas  längor  sein 
mufs.  Die  Welle  mufs,  wie  man  unmittelbar  sieht,  die  Gestalt  Fig.  252 
haben.  Die  Welle  schreitet  in  der  Richtung  der  Pfeilstriche  von  B nach  A 


Fig.  151. 


fort,  und  die  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  durchlaufen  hier  die  als  kreis- 
förmig vorausgesetzten  Bahnen  in  dem  von  den  Pfeilen  angedeuteten  Sinne, 
im  Wellenberge  in  horizontaler  Richtung  vorwärts  und  im  Wellenthale 
wieder  zu  ihrer  Gleichgewichtslage  zurück. 

•Dafs  die  Wasserwellen  wirklich  diese  Gestalt  haben,  sahen  die  Ge- 
brüder Weber;  sie  sahen  stets,  dafs  bei  gleicher  Tiefe  die  Länge  oder 
Breite  des  Wellenthales  otwas  gröfser  war  als  diejenige  des  Wellenberges. 

§ 149- 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wasserwellen.  Die  an  der 

Oberfläche  einer  Flüssigkeit  erregte,  mit  Gostaltsünderung  verbundene 
schwingende  Bewegung  der  Flüssigkeitsteilchen  pflanzt  sich  nach  dem 
Vorigen  nach  zwei  Richtungen  fort,  einmal  an  der  Oberfläche  hin,  indem 
sie  derselben  das  wellenförmige  Ansehen  gibt,  andererseits  nach  der  Tiefe, 
indem  wir  sahen,  dafs  die  Teilchen  auch  in  der  Tiefe,  wenn  eine  Welle 
über  der  Flüssigkeit  fortschreitet,  eine  schwingende  Bewegung  annehmen. 
Es  fragt  sich  nun,  mit  welcher  Geschwindigkeit  sich  die  Bewegung  nach 
beiden  Richtungen  fortpüanzt. 

Was  zunächst  die  Fortpflanzung  der  Bewegung  in  die  Tiefe  der 
Flüssigkeit  betrifft,  so  bemerkt  man  weder  bei  der  Erregung  noch  beim 
horizontalen  Fortgange  der  Wellen  ein  allmähliches  Fortschreiten  derselben, 
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sondern  die  schwingende  Bowogung  scheint,  wenigstens  so  weit  es  sich  be- 
urteilen läfst,  gleichzeitig  in  der  Tiefe  und  an  der  Oberfläche  zu  geschehen. 
Die  sonkrocht  oder  fast  senkrecht  unter  einander  liegenden  Flüssigkeits- 
teilchen  scheinen  alle  gleichzeitig  in  der  gleichen  Oscillationsphase  sich 
zu  befinden. 

Dieses  Resultat  ist  nach  dem  ersten  Paragraphen  dieses  Kapitels 
vorauszusehen;  denn  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  in  der  Tiefe  kann  nur 
Folge  dos  fortgepflanzten  Stofses,  der  Dichtigkeitsänderung  an  der  Ober- 
fliieho  der  Flüssigkeit,  bei  Erregung  und  Fortdauer  der  schwingenden  Be- 
wegung sein;  nach  unten  hin  pflanzt  sich  daher  die  Bewegung  ebenso  rasch 
fort  wie  die  longitudinalen  Wellen,  welche  wir  in  den  vorigen  Paragraphen 
betrachtet  haben. 

Anders  jedoch  mit  der  Fortpflanzung  der  Wellenbewegung  an  der 
Oberfläche  der  Flüssigkeit,  diese  ist  viel  langsamer,  so  dafs  man  die  einzel- 
nen Wellen  recht  gut  verfolgen  kann. 

Zunächst  wiesen  die  Gebrüder  Weber  nach,  dafs  auch  bei  diesen 
Wellen,  gerade  wie  wir  es  im  ersten  Kapitel  dieses  Abschnittes  entwickelten, 
die  Bewegung  sich  genau  um  die  Länge  einer  Welle  fortpflanzt,  während 
ein  Flüssigkeitsteilchon  eine  Oscillation  zurücklegt.  Dann  aber  zeigten 
sie,  dafs  bei  diesen  Flüssigkeitswellen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
nicht  für  alle  Wellen  die  gleiche  sei  und  nicht  von  der  Elasticität  und 
Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  abhänge,  sondern  dafs  die  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit von  einer  Menge  von  Umständen  abhänge. 

Die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeitswellen  hängt  wesentlich  von  der 
Höhe  und  Länge  der  Wellen  ab;  alle  Umstände,  welche  daher  Höhe  und 
Länge  der  Welle  ändern,  ändern  auch  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

Die  Höhe  und  Länge,  oder  wie  die  Gebrüder  Weber  sie  nennen,  Breite 
der  Wellen  hängt  nun  zunächst  ab  von  der  Stärke  des  Stofses,  der  die  Welle 
erregt,  je  stärker  der  Stofs  ist,  um  so  höher  ist  die  Welle;  da  die 
höhere  Welle  sich  rascher  fortpflanzt,  so  nimmt  die  Geschwindigkeit  der 
Welle  mit  der  Stärke  des  sie  erregenden  Stofses  zu. 

Breitet  sich  eine  Welle  über  einen  immer  gröfsern  Raum  aus,  so 
nimmt  dadurch  die  Höhe  der  Welle  ab,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
wird  daher  kleiner,  je  weiter  sich  in  diesem  Falle  die  Welle  von  dem 
Tunkte  ihrer  Erregung  entfernt.  Man  kann  dieses  sehr  leicht  wahmehmen, 
wenn  man  in  einer  ruhenden  Wasserfläche  durch  Hineinwerfen  eines  Steines 
Wellen  erzeugt.  Es  bilden  sich  dann  eine  Reihe  von  Wellen,  die  sich  in 
immer  gröfsern  Kreisen  ausbreiten.  Erregt  man  dann  durch  Hineinwerfen 
eines  Steines  von  gleicher  Gröfse  wie  vorhin  zwischen  den  ausgedehnten 
Wellen  ein  neues  Wellensystem,  so  sieht  man,  wie  sich  dort  die  Wellen 
sehr  viel  rascher  ausbreiten. 

Die  Geschwindigkeit  der  Fortpflanzung  hängt  ferner  ah  von  der  Tiefe 
der  Flüssigkeit;  je  tiefer  die  Flüssigkeit  ist,  um  so  rascher  pflanzt  sich  die 
Welle  fort.  Der  Grund  dafür  ist  einmal  in  der  Reibung  und  Adhäsion  der 
Flüssigkeit  am  Boden  zu  suchen;  dann  aber  auch  darin,  dafs  in  der  Nähe 
des  Bodens,  wie  wir  vorhin  sahen,  die  Höhe  der  Bahnen  der  einzelnen 
Flüssigkeitsteilchen  und  somit  die  Höhe  der  Welle  abnimmt. 

Die  Geschwindigkeit  der  Wellen  nimmt  übrigens  nicht  in  demselben 
Verhältnisse  ab  wie  die  Tiefe  der  Flüssigkeiten,  sondern  langsamer. 
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Die  Versuche,  mittels  deren  die  beiden  Weber  diese  Sätze  ableiteten, 
wurden  so  angestellt,  dafs  eine  Glasröhre  an  dem  einen  Ende  der  Rinne 
so  befestigt  war,  dafs  ihre  MUndung  konstant  nabe  2n"n  unter  dem  Niveau 
der  Flüssigkeit  war.  Durch  Aufsaugen  und  nacliheriges  Fallenlassen  der 
Flüssigkeit  wurde  die  Welle  erregt.  Mittels  einer  Uhr,  welche  Sekunde 
angab,  und  die  durch  oinen  Druck  mit  dem  Finger  angehalten  und  losgelöst 
werden  konnte,  wurde  dann  die  Zeit  beobachtet,  in  welcher  der  Gipfel 
der  Welle  an  dem  andern  Ende  der  Wellenrinne  ankam.  Die  Uhr  wurde 
in  dem  Momente  losgelassen,  in  welchem  man  die  gehobene  Flüssigkeits- 
säule  fallen  liefs,  und  festgehalten,  wenn  der  Gipfel  der  erregten  Welle 
das  andere  Ende  erreichte;  die  Quotienten  aus  der  Länge  der  Rinne  und 
den  beobachteten  Zeiten  ergaben  dann  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten. 

Wir  teilen  hier  die  Resultate  einiger  Versuche  mit,  um  zugleich  eine 
Vorstellung  von  der  Geschwindigkeit  zu  gehen,  mit  welcher  sich  derartige 
Wellen  fortpflanzen. 

Die  Wellen  wurden  bei  gleichor  Tiefo  in  verschiedenen  Flüssigkeiten 
durch  gleich  hohe  Flüssigkeitssäulen  erregt.  Es  zeigte  sich  folgendes: 


Tiefe 

Höhe  der  wellen- 

Geschwindigkeit  der  Wellen 

der  Flüssigkeit 

j erregenden  Säule 

auf  Wasser 

auf  Quecksilber 

1 

5,4  Cent. 

53,3  Cent. 

51,3  Cent. 

8,1  „ 

54,4  „ 

54,0  „ 

2,7  Cent.. 

10,8  „ 

55,5  „ 

55,76  „ 

16,2  „ 

56,9  „ 

60,3  „ 

21  6 
“,u  „ 

56,9  „ 

62,1  „ 

5,4  „ 

75,3  „ 

60,9  „ 

8,1  „ 

75,9  „ 

64,3  „ 

5,4  Cent. 

10,8  „ 

77,4  „ 

66,3  „ 

16,2  „ 

77,0  „ 

65,5  „ 

21,6  „ 

75,9  „ 

69,2  „ 

Branntwein 

8,1  „ 

79,2  „ 

— 

10,8  Cent. 

16,2  „ 

100,1  „ 

— 

32,4  „ 

100,1  „ 

81,8  Cent. 

48,6  „ 

86,8  „ 

21,6  Cent. 

32,4  „ 

135  „ 

135  „ 

1 

Aus  einer  Betrachtung  dieser  Zahlen  scheint  ferner  hervorzugehen, 
dafs  die  Wellen  in  Flüssigkeiten  von  verschiedenem  speciflschen  Gewichto 
sich  mit  merklich  gleicher  Geschwindigkeit  fortbewegen,  wenn  sie  durch 
gleich  hohe  Säulen  der  Flüssigkeiten  erregt  sind.  Strenge  genommen  ist 
das  jedoch  nur  der  Fall,  wenn  die  Flüssigkeiten  eine  bedeutende  Tiefo 
haben,  hei  geringerer  Tiefe  bewirkt  der  Einflufs  des  Bodens,  die  verschiedene 
Adhäsion  der  Flüssigkeiten  an  demselben  und  an  den  Wänden  des  Gefäfses, 
dafs  die  Geschwindigkeiten  verschieden  sind. 
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§ 150. 

Die  Ursachen  der  Flüssigkeitewellen.  Vergleichen  wir  diese  Sätze 
über  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  sichtbaren  Flüssigkeitswellen 
mit  den  früheren  Sätzen  Uber  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  durch 
die  Elasticität  bedingten  Wellen  in  festen,  flüssigen  und  gasförmigen  Körpern, 
so  ergibt  sich  unmittelbar,  dafs  wir  die  hier  in  Rede  stehenden  Wellen 
nicht  als  eine  Äufserung  der  Elasticität  der  Flüssigkeiten  ansehen  dürfen. 
Denn  für  die  durch  die  elastische  Kraft  der  Körper  fortgepflanzten  Wellen 
erhielten  wir  als  Ausdruck  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  war  proportional  der  Quadratwurzel 
aus  der  elastischen  Kraft  und  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel 
aus  der  Dichtigkeit  der  betreffenden  Substanz;  sie  war  unabhängig  von  der 
Länge  der  Welle  und  unabhängig  von  ihrer  Höhe,  das  heifst,  der  Gröfse 
der  Amplituden.  Bei  den  Flüssigkeitswellen  aber,  die  wir  hier  betrachten, 
findet  gerade  das  Umgekehrte  statt;  ihre  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist 
nahezu  unabhängig  von  der  Natur  der  Flüssigkeit,  ändert  sich  aber  wesent- 
lich mit  der  Länge  der  Wellen  und  ihrer  Höhe.  Vergleichen  wir  ferner  die 
Werte,  welche  die  beiden  Weber  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Wellen  in  verschiedenen  Fällen  erhalten  haben,  mit  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  durch  Elasticität  bestehenden  Wellen,  so  weist  auch 
dieses  uns  darauf  hin,  die  Ursache  dieser  Wellen  nicht  in  der  Elasticität 
der  Flüssigkeit  zu  suchen;  denn  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
durch  Elasticität  erregten  Wellen  hatten  wir  für  Wasser  z.  B.  mehr  als 
1400  Meter,  hier  jedoch  nur  wenige  Decimeter. 

Noch  ein  anderer  Umstand  läfst  es  klar  hervortreten,  dafs  diese  Art 
der  Wollenbewegung  nicht  eine  Folge  der  elastischen  Kraft  der  Flüssig- 
keiten ist,  nämlich  die  Höhe  der  Wellen.  Wir  sehen  auf  der  Oberfläche 
einer  Flüssigkeit  bereits  eine  deutliche  Erhebung  eintreten,  wrenn  wir  nur 
einen  Tropfen  der  Flüssigkeit  auf  die  Oberfläche  fallen  lassen.  Bei  der 
äufserst  geringen  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  kann  aber  die  Zu- 
sammendrückung derselben  infolge  einer  so  kleinen  Kraft  nur  unmefsbar 
klein  sein  und  deshalb  die  auf  die  Zusammendrückung  folgende  Ausdehnung 
der  Flüssigkeit  und  somit  die  Erhebung  derselben  über  das  Niveau  auch 
nur  unmefsbar  klein  und  nicht  mit  der  beobachteten  Höhe  der  Welle  ver- 
gleichbar sein. 

Wenn  man  sich  nun  daran  erinnert,  dafs  unter  Einwirkung  der  Schwere 
die  Flüssigkeit  eine  horizontale  ebene  Oberfläche  haben  mufs,  so  ist  es 
leicht  ersichtlich,  dafs  die  Schwere  es  ist,  welcho  die  Wellenbewegung  ver- 
anlafst  und  fortpflanzt.  Haben  wir  durch  Aufsaugen  an  irgend  einer  Stelle 
eine  Flüssigkeitssäule  Uber  das  Niveau  der  umgebenden  Flüssigkeit  ge- 
hoben und  lassen  dann  die  gehobene  Säule  los,  so  inufs  nach  den  Gesetzen 
der  Hydrostatik  diese  Flüssigkeit  niedersinken;  rings  um  diese  Stelle  mufs 
aber,  um  das  hydrostatische  Gleichgewicht  herzustellen,  die  Flüssigkeit 
steigen;  und  da  sich  die  Ausgleichung  nicht  momentan  durch  die  ganze 
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Flüssigkeit  ausbreitet,  wird  sich  die  Flüssigkeit  um  jene  Stelle  in  Form 
eines  Walles  Uber  das  Niveau  der  Flüssigkeit  erbeben.  An  der  Stelle,  wo 
die  Flüssigkeit  zuerst  erhoben  war  und  dann  fallen  gelassen  wurde,  hat 
dieselbe  eine  nach  unten  gerichtete  Geschwindigkeit,  sie  wird  daher  nicht 
im  Niveau  der  Flüssigkeit  zur  Ruhe  kommen,  sondern  da  die  Flüssigkeit, 
auf  welche  sie  fällt,  ringsum  ausweichen  kann,  tiefer  sinken. 

Nach  kurzer  Zeit  mufs  daher  an  der  Stelle,  wo  die  Flüssigkeit  zuerst 
aufgesaugt  war,  ein  Wellenthal  entstehen,  rings  umher  ein  Wellenberg. 
Dieser  Wellenberg  wird  dann  aber  ebenso  durch  die  Schwere  niedergezogen, 
er  bewirkt,  dafs  rings  um  ihn  nach  aufsen  hin  die  Flüssigkeit  steigt,  dafs 
weiter  ein  Wellenberg  entsteht,  während  an  der  Stelle,  wo  er  sich  befand, 
ein  Wellenthal  sich  bilden  mufs.  Man  sieht,  wie  infolge  einer  solchen 
Gleichgewichtsstörung  durch  Wirkung  der  Schwere  sich  Wellenberg  und 
Wellenthal  durch  die  Flüssigkeit  fortpflanzen  mufs. 

Dafs  eben  dasselbe  der  Fall  sein  mufs,  wenn  der  ursprüngliche  Stofs 
an  der  Erregungsstelle  der  Wellen  nicht  durch  eine  gehobene,  Flüssigkeits- 
siiule,  sondern  auf  irgend  eine  andere  Weise,  etwa  durch  einen  auf  die 
Flüssigkeit  geworfenen  Stein  bewirkt  wird,  bedarf  wohl  keiner  Erläuterung. 

Nach  dem  Gesagten  ist  es  also  der  hydrostatische  Druck  der  im 
Wellenberge  gehobenen  und  durch  die  Schwere  niedersinkenden  Flüssig- 
keitssäule, welche  die  Wellenbewegung  veranlafst;  wird  also  der  hydrosta- 
tische Druck  an  der  Stelle  der  gehobenen  Flüssigkeit  auf  andere  Weise 
fortgenommen,  so  darf  sich  die  Wellenbewegung  nicht  weiter  fortpflanzon. 

Die  Gebrüder  Weber  haben  durch  einen  sehr  einfachen  Versuch  dieses 
nachgewiesen  und  somit  die  Richtigkeit  der  angegebenen  Erklärung  gezeigt. 
Hei  einer  regelmäfsig  viereckigen,  an  beiden  Enden  geschlossenen  Röhre 
von  Holz  wurde  die  eine  Soitenwand  mehrfach  durchbohrt,  so  dafs  auf  der 
ganzen  Länge  der  Röhre  eine  Anzahl  Löcher  in  gerader  Linie  neben  ein- 
ander lagen,  ln  ein,  dem  einen  Ende  dor  Röhre  zunächst  liegendes  Loch 
wurde  eine  Glasröhre  eingekittet  und  darauf  die  ganze  Röhre  vollständig 
mit  Quecksilber  gefällt.  Dann  wurde  in  der  Glasröhre  eine  Quecksilbersäule 
von  circa  2,5  Gentim.  aufgesaugt  und  wieder  soviel  Quecksilber  nachgefällt, 
dafs  es  aus  allen  Öffnungen  halbkugelförmig  bervorsah.  Nachdem  das  ge- 
schehen war,  wurde  die  gehobene  Quecksilbersäule  fallen  gelassen,  und  es 
zeigte  sich  dann,  dafs  nur  aus  den  der  Röhre  zunächst  liegenden  Öffnungen 
Quecksilber  austtofs,  in  den  entferntem  Öffnungen  trat  keine  Hewegung  des 
Quecksilbers  ein.  Da  aus  den  der  Röhre  zunächst  liegenden  Öffnungen,  als 
dort  der  Wellenberg  sich  bildete,  das  Quecksilber  ausflofs  und  der  ver- 
gröfserte  hydrostatische  Druck  durch  das  Abfliel'sen  aufgehoben  wurde, 
hörte  dio  Ursache  des  Steigen s für  die  entferntem  auf,  dort  entstand  kein 
Wellenberg  mehr,  es  Hofs  kein  Quecksilber  mehr  aus. 

Als  nun  aber  in  alle  Löcher  Röhren  gekittet  wurden,  das  Abfliel'sen 
also  gebindert  wurde,  da  sah  man  das  successive  Steigen  des  Quecksilbers 
in  allen  Röhren,  der  Wellenberg  pflanzte  sich  fort  und  das  auf  das  Steigen 
des  Quecksilbers  in  jeder  Röhre  folgende  Sinken  zeigte  das  dem  Wellenberge 
folgende  Wellenthal. 

Dieser  Versuch  beweist  aber  auch  zugleich  die  Richtigkeit  unserer 
Annahme,  dafs  die  Ausgleichung  des  gestörten  hydrostatischen  Druckes 
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sich  nicht  momentan  durch  die  ganze  Flüssigkeit  erstreckt,  denn  wäre  das 
der  Fall  gewesen,  so  hiitte  zugleich  aus  allen  Öffnungen  die  gleiche  Menge 
Quecksilbor  austtielsen  müssen.  Wägungen  des  ausgetiossenen  Quecksilbers 
zeigten  aber,  dafs  aus  der  der  Glasröhre  am  nächsten  liegenden  Öffnung 
am  meisten  Quecksilber  austiols,  aus  den  weitem  um  so  weniger,  je  weiter 
sie  von  der  Rehre  entfernt  waren.  Die  Röhre  hatte  neun  Öffnungen;  als 
nun  in  der  Glasröhre  das  Quecksilber  nahezu  10  Centimeter  gehoben  war, 
Hofs  Quecksilber  aus  den  fünf  ersten  Öffnungen;  aus  der  ersten  traten 
72  Gramm,  aus  der  zweiten  52,  aus  der  dritten  26,  aus  der  vierten  12 
und  aus  der  fünften  Öffnung  circa  0,5  Gramm  Quecksilber1). 

Dieser  Versuch  bestätigt  also  die  Voraussetzungen  der  mitgeteilten 
Erklärung  der  Wasserwellen  vollständig. 

Zugleich  aber  stehen  mit  ihr  alle  vorhin  beschriebenen  Erscheinungen 
der  Bewegung  der  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  in  den  Wellen,  wie  auch 
die  Bewegung  der  Wellen  als  solcher  im  Einklang. 

Was  zunächst  die  krummen  Bahnen  der  Flüssigkeitsteilchen  betrifft, 
so  mufs  anfangs,  wenn  in  A (Fig.  253)  die  primär  gehobene  Flüssigkeits- 
säule niedersinkt,  das  Teilchen  a nach  rechts 
hin  geschoben  und  gehoben  werden,  es  bewegt 
sich  nach  ß hin.  Von  der  Spitze  des  Wellen- 
berges sinkt  es  dann  nach  unten,  behält  aber 
seine  fortschreitende  Bewegung  noch  bei  und 
bewegt  sich  nach  y hin.  Dort  angekommen 
sinkt  es  wegen  der  in  dem  Fallen  erhaltenen  Geschwindigkeit  weiter  nach 
unten  und  bewegt  sich  dabei,  da  links  von  y jetzt  das  Wellenthal  ist,  also 
der  Druck  von  rechts  nach  links  hin  gröfser  ist,  nach  links  hin,  um  so, 
wenn  das  Thal  ganz  vorüborzieht,  über  <5  nach  «,  oder  wie  in  andern 
Fällen  nicht  ganz  nach  a sich  zurückzubewegen. 

Mach  dieser  Erklärungsweise  mufs  auch  die  Geschwindigkeit  der  Fort- 
pflanzung mit  der  Höhe  der  Wellen  zunehmen,  denn  da  sich  die  Bewegung 
während  einer  Oscillation  der  Teilchen  um  eine  Wellenlänge  fortpflanzt, 
mufs  bei  gleicher  Wellenlänge  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  um  so 
gröfser  sein,  jo  rascher  das  Teilchen  oscilliert.  Je  gröfser  nun  die  be- 
wegende Kraft,  der  primäre  Stofs  ist,  um  so  höher  hebt  sich  das  Teilchen, 
und  je  höher  es  gehoben  ist,  um  so  mehr  wird  seine  Bewegung  durch  die 
Schwere  beschleunigt,  die  Oscillation  und  somit  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit wird  daher  rascher.  Bei  den  durch  Elasticität  erregten  Wellen  war 
das  anders,  da  war  die  beschleunigende  Kraft  dem  Abstande  der  bewegten 
Punkte  von  der  Gleichgewichtslage  proportional,  bei  gröfserm  Abstande 
wurde  daher  die  Geschwindigkeit  der  Teilchen  in  demselben  Verhältnisse 
mit  dem  Abstande  gröfser,  die  Oscillationsdauer  war  konstant. 

Wurde  aber  in  ein  und  derselben  Punktreihe  dio  Oscillationsdauer  ge- 
ändert, so  änderte  sich  ebenso  auch  die  Wellenlänge,  indem  die  beschleuni- 
gende Kraft  zugleich  dem  Quadrate  der  Wellenlänge  umgekehrt  proportional 
war  und  somit  Wellenlänge  und  Oscillationsdauer  in  gleichen;  Verhältnisse 
wachsen  und  abnehmen. 

')  JE.  11.  Weber  und  W.  Weber,  Wellenlehre  etc.  p.  280  ff. 
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Hier,  wo  die  bewegende  Kraft  nicht  von  der  gegenseitigen  Einwirkung 
der  Teilchen  herrührt,  besteht  diese  Beziehung  nicht,  deshalb  hängt  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  sowohl  von  der  Oscillationsdauer  als  auch 
der  Wellenlänge  ab. 

Dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nicht  von  der  Dichtigkeit  der 
Flüssigkeit  abhängt,  folgt  ebenso  unmittelbar.  Denn  wenn  wegen  des 
gröfsern  Gewichtes  der  gehobenen  Teilchen  in  schwereren  Flüssigkeiten  die 
bewegende  Kraft  zunimmt,  so  nimmt  in  eben  demselben  Verhältnis  bei 
gleicher  Wellenhöhe  die  zu  bewegende  Masse  zu,  die  Beschleunigung  und 
somit  die  Geschwindigkeit  der  bewegten  Teilchen  bleibt  daher  ungeändert. 

§ 151. 

Durchkreuzung  und  Reflexion  der  Wellen1).  Die  Erscheinungen 
der  Interferenz,  der  Reflexion  der  Wellenbewegung  und  die  Bildung  stehender 
Wellen  infolge  der  fortgepflanzten  und  reflektierten  Wellen  lassen  sich  nach 
den  Versuchen  der  beiden  Weber  mit  den  Flüssigkeitswellen  sehr  schön 
darstellen.  » 

Die  Erscheinungen  der  Interferenz  zeigen  sich,  wenn  man  an  beiden 
Enden  der  Wellenrinne  oine  Welle  gleichzeitig  erregt. 

In  der  Mitte  der  Wellenrinne  vereinigen  sich  beide  vorausgehenden 
Wellenberge  zu  einem  neuen,  der  nahezu  die  Summe  der  Höhen  der  ein- 
zelnen Wellenberge  hat,  wie  es  die  Interferenztheorie  verlangt,  nach  welcher 
die  Bewegung  infolge  des  Zusammenwirkens  mehrerer  Teilbewegungen  die 
Summe  letzterer  sein  mufs.  Treffen  demnach  die  Wellen  ohne  Phason- 
differenz  zusammen,  so  mufs  ein  Berg  von  doppelter  Höhe  und  ein  Thal 
von  doppelter  Tiefe  entstehen.  Als  Mittel  von  zwölf  Messungen  fanden 
die  beiden  Weber  die  Höhe  des  resultierenden  Wellenberges  gleich  1,8, 
wenn  die  Höhe  der  beiden  komponierenden  Wellenberge  gleich  1 war;  der 
Unterschied  der  beobachteten  Höhe  von  der  theoretischen  ist  so  klein,  dafs 
dieser  Versuch  als  eine  Bestätigung  des  Interferenzgesetzes,  wenn  es  dessen 
noch  bedürfte,  angesehen  werden  könnte. 

Gehen  ein  Wellenberg  und  ein  Wellenthal  durch  einander  hindurch, 
so  ist  die  Höhe  des  Berges  oder  die  Tiefe  des  Thaies  gleich  der  Differenz 
beider,  ist  der  Berg  ebenso  hoch  als  das  Thal  tief  ist,  so  wird  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  eben.  Dies  zeigt  sich  jedesmal,  wie  wir  sofort  sehen 
werden,  bei  der  Reflexion  der  Wellen. 

Nach  der  Durchkreuzung  bewegt  sich  jede  Welle  ganz  ungestört  weiter, 
Wellenberge  und  Wellenthäter  sind  in  der  Lage  zu  einander,  als  hätte  in 
jedem  Wellenzuge  gar  keine  Störung  stattgefunden.  Es  ist  diese  Beobach- 
tung ein  Beweis  für  die  Richtigkeit  des  zweiten  Teiles  des  Principes,  das 
wir  der  Lehre  von  den  Interferenzen  zum  Grunde  legten,  des  Satzes,  dafs, 
wenn  von  der  Interferenzstelle  aus  sich  die  Bewegung  Punkten  mitteilt,  welche 
nur  durch  einen  der  Wellenzüge  eine  Bewegung  annehmen,  die  Bewegung 
dieser  Punkte  gerade  so  geschieht,  als  hätte  keine  Interferenz  stattgefunden. 

Die  Bewegung  der  Flüssigkoitsteilchen  an  der  Interferenzstelle  ist 
diejenige,  welche  das  Interferenzgesotz  verlangt.  Schreiten  die  beiden 

*)  E.  II.  und  .W.  I t'eber,  Wellenlehre  etc.  p.  212  ff. 
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Wellen  nach  entgegengesetzten  Richtungen  fort,  so  ist  die  horizontale  Be- 
wegung der  Flüssigkoitsteilehen,  wenn  die  Wellen  ohne  Phasendifferenz 
Zusammentreffen,  der  Richtung  nach  gerade  entgegengesetzt,  die  vertikale 
jedoch  gleich  gerichtet.  Die  horizontale  Bewegung  mufs  sich  somit  auf- 
heben,  die  vertikale  summieren. 

Das  wurde  von  den  beiden  Weher  durch  die  Beobachtung  bestätigt. 
Es  ergab  sich,  wenn  man  senkrecht  unter  der  Stelle  beobachtete,  wo  der 
Gipfel  des  resultierenden  Berges  lag,  wo  also  die  Bewegungen  genau  ohne 
Phasendifferenz  zusammentrafen,  dafs  dort  die  Teilchen  in  genau  senk- 
rechter Richtung  Bich  auf  und  ab  bewegten. 

Wenn  die  Wellen  nicht  genau  ohne  Phasendifferenz  Zusammentreffen, 
so  hebt  sich  die  horizontale  Bewegung  nicht  ganz  auf;  Webers  sahen  auch, 
wie  seitwärts  von  den  eben  erwähnten  Stellen  die  Bahnen  der  Teilchen 
nicht  senkrecht  waren,  sondern  gegen  die  Vertikale  geneigt  und  zwar  um 
so  mehr,  je  weiter  man  sich  von  der  Stelle  der  vollkommenen  Durch- 
kreuzung entfernte. 

Wenn  auch  die  Wellen  insofern  sich  ungehindert  durchkreuzen,  dafs 
die  Bewegung  der  Flüssigkeit  in  jedem  Wellenzuge  dieselbe  bleibt,  als 
habe  keine  Durchkreuzung  stattgefunden,  so  findet  doch  bei  der  Durch- 
kreuzung der  Wellen  ein  kleiner  Zeitverlust  statt.  Die  Versuche  der  beiden 
Webor  ergaben,  dafs,  während  eine  Welle  ihre  Wellenrinne  in  2,283  Sekunden 
durchlief,  wenn  sie  sich  nicht  mit  einer  andern  kreuzte,  bei  der  Kreuzung 
zweier  Wellen  eine  Welle  von  genau  gleicher  Gröfse  als  die  vorigo  zum 
Durchlaufen  derselben  Strecke  die  Zeit  von  2,4  Sekunden  brauchte. 

Diese  Verzögerung  denken  sich  die  beiden  Physiker  folgendermafsen. 
Bei  dem  ungehinderten  Fortschreiten  der  Wellen,  wo  sich  die  Teilchen  in 
ihren  kreisförmigen  oder  elliptischen  Bahnen  bewegen,  bleiben  die  Teilchen 
immer  in  ihrer  beschleunigten  Bewegung,  bei  der  Durchkreuzung  der 
Wellen  dagegen,  wo  sich  einmal  die  horizontalen  Geschwindigkeiten  ganz 
auflieben  und  die  Teilchen  sich  nur  vertikal  anf  und  ab  bewegen,  tritt  ein 
Zeitpunkt  ein,  wo  die  Bewogung  dos  Teilchens  sich  umkehrt,  wo  also 
seine  Geschwindigkeit  ganz  und  gar  gleich  Null  ist.  Von  da  ab  erhält  erst 
das  Teilchen  durch  Untersinken  wieder  eine  beschleunigte  Bewegung. 
Daraus  scheint  nun  zu  folgen,  dafs  bei  einer  Durchkreuzung  zweier  gleich 
grofsen  Wellen  so  viel  Zeit  verloren  gehe,  als  der  Verlust  der  beschleunigten 
Bewegung  während  der  Vereinigung  der  Wellen  herbeifuhrt.  Nach  der 
Durchkreuzung  erhalten  dann  die  Teilchen  der  Wolle  ihre  vorige  Be- 
schleunigung und  dadurch  ihre  vorigo  Bewegung. 

Die  Erscheinungen  der  Reflexion  der  Wellen  treten  am  einfachsten 
auf,  wenn  eine  Welle  senkrecht  gegen  eine  feste  Wand  anprallt.  Da  die 
Flüssigkeit  an  der  Wand  vollkommen  frei  beweglich  ist,  so  mufs  die  Re- 
flexion der  Wellen  an  der  Wand  so  erfolgen,  wie  die  Reflexion  der  Wellen 
an  der  Grenze  zweier  Punktsysteme,  von  denen  das  zweite  weniger  dicht 
ist  als  das  erste,  das  heifst  ein  ankommendor  Wellenberg  mufs  als  Wellen- 
berg und  ein  ankommendes  Wellenthal  mufs  als  Wellenthal  reflektiert 
werden.  Die  Erscheinungen  an  der  Wand  müssen  daher  sich  folgender- 
mafsen darstollen. 

Nach  Verlauf  von  j Oscillationsdauer  mufs  unmittelbar  an  der  Wand 
ein  halber  Wellenberg  sein,  dessen  Mitte  an  der  Wand  liegt,  dessen  Höhe 
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nahezu  die  doppelte  des  einfachen  ankommenden  Berges  ist,  da  er  aus  der 
ersten  Hälfte  des  reflektierten  und  der  zweiten  Hälfte  des  ankommenden 
Wellenberges  besteht.  Nach  Verlauf  eines  weitem  Viertels  der  Oscillations- 
dauer  ist  das  auf  den  Wellenberg  folgende  Wellenthal  bis  zur  Wand  fort- 
geschritten; zugleich  aber  ist  der  erste  Wellenberg  ganz  reflektiert,  und  der 
reflektierte  Wellenberg  erstreckt  sich  bis  eine  halbe  Wellenlänge  von  der 
Wand,  gerade  so  weit,  als  sich  das  dem  Berge  folgende  Thal  erstreckt.  Die 
Bewegung  an  der  Wand  mufs  daher  aufgehoben  werden  und  die  Wasser- 
fläche an  der  Wand  bis  zur  Länge  einer  halben  Welle  eben  sein. 

In  dem  folgenden  Viertel  der  Oscillationsdauer  pflanzt  sich  der  re- 
flektierte Wellenberg  um  eino  viertel  Wellenlänge  nach  rückwärts  fort,  das 
angekommene  Wellenthal  ebenso  viel  vorwärts,  so  dafs  also  die  tiefste  Stelle 
des  Wellenthales  sich  gerade  an  der  Wand  befindet.  In  dem  Augenblicke 
aber,  wo  das  ankommende  Wellenthal  die  Wand  traf,  pflanzte  sich  auch 
ein  reflektiertes  Wellenthal  fort,  in  dem  betrachteten  Augenblicke  befindet 
sich  also  an  der  Wand  die  zweite  Hälfte  des  ankommenden  und  die  erste 
Hälfte  des  reflektierten  Wellenthales,  es  mufs  dort  oin  halbes  Wellenthal 
von  nahezu  doppelter  Tiefe  dos  ankommenden  Wellenthales  sein,  dessen 
tiefste  Stelle  sich  gerade  an  der  Wand  befindet. 

Endlich  nach  Verlauf  dos  letzten  Viertels  der  Oscillationsdauer  ist 
auch  das  Wellenthal  ganz  reflektiert,  dor  Wellenberg  hat  sich  um  eine  halbe 
Wellenlänge  von  der  Wand  entfernt;  die  ganze  Welle  ist  reflektiert  und  be- 
wegt sich  von  da  an,  der  Wellenberg  voraus,  das  Wellenthal  folgend,  in 
der  Flüssigkeit  zurück. 

Wellenberg  und  Wellenthal  haben  also  ihre  Lage  gegen  die  feste 
Wand  vertauscht,  vorher  war  der  Berg,  jetzt  ist  das  Thal  dor  Wand  am 
nächsten;  Wellenberg  und  Wellonthal  gehen  durch  einander  hindurch. 

Diese  aus  dem  Frühem  abgeleitete  Darstellung  des  Reflexionsvorganges 
bestätigt  sich  auf  das  vollständigste  durch  die  Anschauung  bei  den  Ver- 
suchen in  der  Wellenrinne,  und  die  Messungen  über  die  Höhe  des  Berges 
und  die  Tiefe  des  Thaies  an  dor  Wand  in  dem  ersten  und  dritten  der  von 
uns  betrachteten  Zeitteile  ergaben  die  Höhe,  wio  sie  die  Theorie  verlangt. 
Bei  einer  Höhe  der  ankommenden  Welle  von  6,2  Millimeter  war  die  Höhe 
des  Borges  in  dem  ersten  der  betrachteten  Zeitteile  gleich  10,35  Millimeter, 
also  mehr  wio  ij-  der  ankommenden  Welle. 

Die  Bewegung  dor  Flüssigkeitsteilchen  an  der  festen  Wand  mufs  mit 
derjenigen  Ubereinstimmen,  welche  die  Flüssigkeitstoilchon  haben,  wenn 
die  Wellen  sich  durchkreuzen;  auch  dieses  haben  die  Versuche  der  Gebrüder 
Weber  gezeigt. 

Wenn  eino  Welle  nicht  senkrecht  gegen  oine  feste  Wand  ankommt,  so 
mufs  sie  nach  § 134  so  zurückgoworfon  worden,  dafs  der  Wellenstrahl  der 
zurückgeworfenen  Welle  mit  dem  Einfallslote  denselben  Winkel  bildet  wie 
der  Strahl  der  einfallenden  Welle.  Auch  dieses  haben  die  Versuche  be- 
stätigt. Es  folgt  nämlich  aus  dem  Satze,  wie  wir  bereits  § 134  erwähnten, 
dafs  eine  zirkelförmige  Welle,  welch*  im  Mittelpunkte  eines  kreisförmigen 
Gefäfses  erregt  ist,  wenn  sie  an  der  kreisförmigen  Wand  anprallt,  sich  nach 
der  Reflexion  als  kreisförmige  Welle  mit  immer  kleinerem  Radius  wieder 
zur  Mitte  des  Gefäfses  fortpflanzen  mufs.  Der  Versuch  zeigt  dieses  deut- 
lich, wenn  man  z.  B.  einen  Teller  mit  Quecksilber  füllt  und  nun  aus  einem 

44* 


Digitized  by  Google 


G92 


Reflexion  der  Wellen. 


§ 151. 


mit  einem  kleinen  Loche  versehenen  Papiertrichter  auf  die  Mitte  des  Tellers 
Quecksilber  tropfen  läfst. 

Läfst  man  auf  diese  Weiso  in  den  einen  Brennpunkt  eines  mit  Queck- 
silber gefüllten  elliptischen  Gefäfses  Quecksilber  tropfen,  so  müssen  die 
sich  von  diesem  Brennpunkte  aus  kreisförmig  fortpflanzenden  Wellen  von 
der  Wand  so  reflektiert  werden,  dafs  sie  als  kreisförmige  Wellen  in  dem 
andern  Brennpunkte  der  Ellipse  wieder  zusammenlaufen,  da  die  Radien 
Vektoren  mit  dem  Einfallslote,  der  Normalo  an  den  verschiedenen  Stellen, 
gleiche  Winkel  bilden.  In  dem  zweiten  Bronnpunkte  geben  dann  die  ver- 
einigten Wellen  zu  einer  kegelförmigen  Erhöhung  Veranlassung,  die  durch 
ihr  Niedersinken  ein  neues  zurückkehrendes  Wellensystem  gibt,  welches 
sich  ebenso  in  dem  ersten  Brennpunkte  wieder  vereinigt,  dort  wiederum  zu 
einem  Wellensysteme  Veranlassung  wird  u.  s.  f.  Man  siebt  dieses  vielfache 
Hin-  und  Herlaufen  sehr  leicht  in  der  schönen  gekräuselten  Oberfläche, 
welche  die  Flüssigkeit  bei  einem  solchon  Versuche  zeigt. 

Wenn  man  in  der  Wellenrinne  nach  und  nach  mehrere  Wellen  erzeugt, 
deren  Länge  gleich  ist  der  Länge  der  Rinne  oder  einem  aliquoten  Teile 
derselben,  so  müssen  durch  die  Interferenz  der  von  der  Erregungsstelle 
fortschreitenden  und  der  von  der  festen  Wand  reflektierten  Wellen  sich 
stehende  Wellen  bilden,  deren  Schwingungsknoten  gerade  so  liegen  müssen, 
wie  die  Schwingungsknoten  in  einem  an  beiden  Enden  freien  longitudinal 
schwingenden  Stabe.  Wenn  man  demnach  Wellen  erregt,  welche  genau 
die  doppelte  Länge  der  Wellenrinne  besitzen,  so  geht  durch  die  Mitte  der- 
selben immer  nach  dor  einen  Seite  ein  Wellenberg,  nach  der  andern  ein 
Wellcnthal,  in  der  Mitte  mufs  sich  daher  ein  Schwingungsknoten  bilden 
und  jede  Hälfte  der  Rinne  schwingt  als  eine  halbe  stehende  Welle  hin 
und  her. 

Ist  die  Länge  der  erregten  Wellen  gleich  der  Länge  der  Wellenrinne, 
so  sieht  man  zwei  Schwingungsknoten  entstehen,  beide  im  Abstande  von 
\ Wellenlänge  von  den  Wänden  der  Rinne  und  im  Abstand  einer  halben 
Wellenlänge  von  einander.  Jeder  der  drei  Teile,  in  welche  dadurch  die 
Flüssigkeit  der  Länge  nach  zerfällt,  schwingt  iÜr  sich  als  stehende  Welle 
von  der  Länge  der  halben  Wellenrinne.  An  den  Wänden  befinden  sich  die 
- Mitten  der  beiden  äufsersten  Wellen,  die  Scbwingungsmaxima. 

Auf  diese  Weise  kann  man  leicht,  wie  die  Gebrüder  Weber  zeigten, 
3,  4 und  mehr  Schwingungsknoten  und  somit  eine  leicht  sichtbare  experi- 
mentelle Bestätigung  der  früher  vorgetragenen  Sätze  Uber  die  Bildung  der 
stehenden  Wellen  durch  Interferenz  zweier  nach  entgegengesetzter  Richtung 
fortgepflanzter  We)lensy6teme  erhalten. 
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Von  der  Ursache  des  Schalles.  Wenn  man  eine  schwachgespannte 
Saite  in  Schwingungen  versetzt,  so  lassen  sich  die  Schwingungen  derselben 
mit  den  Augen  wahrnehmen,  man  sieht  die  Saite  in  ihren  verschiedenen 
Lagen  nach  einander.  Wird  die  Spannung  jedoch  mehr  und  mehr  verstärkt, 
so  werden  die  Schwingungen  bald  so  rasch,  dafs  man  die  Saite  in  den  ver- 
schiedenen Lagen  nicht  mehr  unterscheiden  kann,  man  sieht  an  der  Stelle, 
wo  sie  schwingt,  nur  mehr  eine  halbdurchsichtige  Fläche.  Verstärkt  man 
die  Spannung  der  Saite  noch  mehr,  so  ist  die  Bewegung  derselben  kaum 
mehr  sichtbar,  statt  dessen  wird  sie  uns  aber  in  einer  andern  Weise  wahr- 
nehmbar, wir  hören  sie,  wir  erhalten  einen  von  der  schwingenden  Saite 
ausgehenden  Eindruck  auf  unser  Ohr.  Den  Eindruck,  welchen  unser  Ohr 
erhält,  nennen  wir  Schall;  es  ist  im  Folgenden  unsere  Aufgabe,  diese,  die 
schwingende  Bewegung  begleitende  Erscheinung  zu  untersuchen. 

Der  Schall  entsteht  nur  durch  eine  schwingende  Bewegung,  und  jede 
schwingende  Bewegung  von  hinreichender  Schnelligkeit  erzeugt  einen  Schall. 

Wir  sahen  in  dem  vorigen  Abschnitt,  dafs  wir  auf  sehr  viele  Weisen 
schwingende  Bewegungen  erzeugen  können,  alle  diese  können  auch  die  Ur- 
sache eines  Schalles  worden. 

Reiben  wir  einen  Stab  seiner  Länge  nach,  so  erzeugt  die  Elasticität  des  * 
Stabes  stehende  Schwingungen,  die  Savart  durch  die  Stöfse  des  Stabendes 
gegen  eine  Spitze  dem  Auge  sichtbar  gemacht  hat;  wir  vernehmen  nun  auch 
stets  einen  Schall,  wenn  wir  einen  Stab  in  longitudinale  Schwingungen  ver- 
setzen. Ebenso  erzeugen  die  transversalen  Schwingungen  von  Stäben  und 
Saiten,  sobald  sie  hinreichend  rasch  sind,  die  Schwingungen  von  Platten 
und  Glocken  sowie  die  drehenden  Schwingungen  der  Stäbe  einen  Ton. 

In  allen  diesen  Fällen  sind  es  die  regelmäfsigen  Schwingungen  der 
Körper  infolge  ihrer  Elasticität,  welche  einen  Ton  erzeugen;  man  kann 
jedoch  auch  auf  andere  Art,  durch  in  kurzer  Zeit  wiederholte  StöfBe,  einen 
Schall  hervorbringen.  So  erhält  man  einen  Schall,  wenn  man  eine  Karte 
oder  eine  biegsame  Feder  dem  Umfange  eines  in  rasche  Rotation  versetzten 
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gezähnten  Rades  so  weit  nähert,  dafs  jeder  Zahn  der  Karte  oder  Feder 
einen  Schlag  erteilt;  so  auch,  wenn  man  einen  Strom  eines  Gases  oder 
einer  Flüssigkeit  gegen  eine  rotierende  Scheibe  führt,  welche  in  regelmiifsigen 
Zwischenräumen  durchbohrt  ist;  die  Flüssigkeit  dringt  abwechselnd  durch 
eine  Öffnung  der  Scheibe,  abwechselnd  wird  sie  durch  eine  geschlossene 
Stelle  derselben  zurückgehalten;  es  entsteht  so  eine  regelmüfsige  Folge  von 
Stöfsen,  die  wir  als  Ton  wahmehmen.  Läfst  man  einen  Körper  um  eine 
Axe  rotieren,  welche  nicht  durch  dessen  Mittelpunkt  geht,  so  erteilt  dieser 
der  umgebenden  Luft  eine  Reihe  von  Stöfsen,  indem  abwechselnd  das 
gröfsere  und  kleinere  Stück  des  Körpers  an  derselben  Seite  der  Rotations- 
axe  sich  befindet;  diese  Reihenfolge  von  Stöfsen  erzeugt  einen  Ton. 

Auch  scheinbar  kontinuierliche  Bewegungen  können  einen  Ton  erzeugen, 
in  der  That  ist  es  aber  wieder  eine  regelmüfsige  Reihenfolge  von  Stöfsen, 
welche  auch  in  solchen  Füllen  den  Schall  hervorrufen  *).  Blüst  man  in  das 
Mundstück  einer  gewöhnlichen  Pfeife,  so  erzeugt  dieser  kontinuierliche  Luft- 
strom  einen  Ton;  indes  in  diesem  Falle  teilt  sich  der  Luftstrom  an  der 
Lippe  der  Pfeife,  der  eine  Teil  dringt  in  die  Pfeife  ein,  der  andere  ent- 
weicht in  die  umgebende  Luft.  Der  in  die  Pfeife  eingedrungene  Teil  des 
Luftstromes  komprimiert  anfünglicb  die  der  Lippe  am  nächsten  liegende 
Schicht  der  Luft;  diese  Verdichtung  der  Luftschicht  verhindert  wegen  der 
gröfsern  Elasticitüt  der  komprimierten  Luft  dann  so  lange  ein  neues  Ein- 
dringen der  Luft  in  die  Pfeife,  bis  sich  die  Verdichtung  auf  die  weiteren 
Luftschichten  der  Pfeife  übertragen  hat.  Es  entsteht  daher  auch  in  diesem 
Fall  eine  periodische  Bewegung,  eine  Reihenfolge  von  Stöfsen,  welche  den 
Schall  veranlafst. 

Wir  können  daher  ganz  allgemein  sagen,  dafs  die  Ursache  des  Schalles 
regelmüfsig  wiederholte  Stöfse  sind,  welche  zu  unserem  Ohre  gelangen. 

Damit  das  letztere,  die  Mitteilung  der  Stöfse  an  unser  Ohr,  der  Fall 
sein  kann,  genügt  nicht  allein  das  Schwingen  eines  Körpers,  sondern  es 
ist  notwendig,  dafs  diese  schwingende  Bewegung  durch  ein  elastisches 
Mittel  zu  unserem  Ohre  hingeführt  werde.  In  den  meisten  Füllen  ist  dieses 
Mittel  die  atmosphärische  Luft.  Versetzen  wir  einen  Körper  in  longitu- 
dinale Schwingungen,  so  dehnt  er  sich  abwechselnd  aus,  abwechselnd  zieht 
er  sich  zusammen.  Bei  der  Ausdohnung  treibt  er  die  zunächst  an  ihn  an- 
grenzende Luft  von  sich  fort,  bei  der  Zusammenziehung  stürzt  die  vorher 
fortgetriebene  Luft  in  den  jetzt  leeren  Raum,  welcher  den  Körper  umgibt, 
hinein,  und  diese  hin-  und  hergehende  Bewegung  der  Luft  pflanzt  sich  als 
* longitudinale  Schwingung  durch  die  Umgebung  bis  zu  unserem  Ohre  fort. 
Schwingt  eine  Saite,  ein  Stab  oder  eine  Platte  transversal,  so  tritt  dasselbe 
ein;  bewegt,  sich  die  Saite  nach  der  einen  Seite,  so  treibt  sie  die  angrenzende 
Luft  in  der  Richtung  fort,  schwingt  sie  zurück,  so  saugt  sie  die  Luft  ge- 
wissermafsen  nach  sich  hin;  sie  erteilt  also  der  Luft  eine  bin-  und  hor- 
gehende  Bewegung,  welche  bis  zu  unserem  Ohre  fortgepflanzt  und  als  Stöfse 
auf  dasselbe  wirkend  uns  die  Empfindung  des  Schalles  gibt. 

Es  kann  aber  jeder  Körper,  die  festen  sowohl  als  die  flüssigen,  wenn 
in  ihnen  ein  Schall  erregt,  wird,  denselben  fortpflanzen,  wie  man  sich  leicht 
dadurch  überzeugt,  dafs  eine  unter  Wasser  erregte  periodische  Bewegung 

')  Man  »ehe  Slroukal , Wiedemanns  Annalen  Bd.  V p.  216. 
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sich  als  Schall  wahrnehmen  lSfst.  Wir  sahen,  in  allen  elastischen  Körpern 
pflanzen  sich  an  einer  Stelle  erregte  Schwingungen  fort;  da  der  Schall  eine 
schwingende  Bewegung  ist,  die  zu  unserem  Ohre  fortgepflanzt  ist,  so  folgt 
aus  dem  vorigen  Abschnitte  schon,  dafs  jeder  elastische  Körper  den  Schall 
fortzupflanzen  imstande  ist. 

Dafs  wir  aber  überhaupt  nur  dann  einen  Schall  vernehmen,  wenn  durch 
irgend  einen  elastischen  Körper  die  Schwingungen  zu  unserem  Ohre  fort- 
gepflanzt werden,  zeigt  die  Erfahrung.  Denn  bringen  wir  unter  die  Glocke 
der  Luftpumpe  ein  kleines  Glöckchen,  welches  mit  einem  Klöppel  versehen 
und  an  einem  Faden  in  der  Glocke  so  aufgehängt  ist,  dafs  es  nirgendwo 
eine  der  festen  Begrenzungen  des  von  der  Glocke  und  dem  Luftpumpen- 
teller abgesperrten  Baumes  berührt,  so  hört  man  keinen  Ton,  wenn  man 
die  Luft  durch  Pumpen  aus  der  Glocke  fortnimmt  und  durch  Bewegung 
des  Apparates  den  Klöppel  zum  Anschlägen  bringt.  Man  hört  aber  einen 
Schall,  wenn  man  eine  Verbindung  zwischen  der  Glocke  und  dem  Recipion- 
ten  der  Pumpe  herstellt,  sei  es,  dafs  man  den  Recipienten  mit  Luft  oder 
mit  einer  Flüssigkeit  anfüllt,  oder  dafs  man  das  Glöckchen  an  einem  Metall- 
draht in  der  Glocke  aufhängt. 

§ 153. 

Qualität  des  Sehalles.  Jeden  Eindruck,  welchen  wir  durch  unser 
Gehör  erhalten,  nennen  wir  Schall;  indes  können  diese  Eindrücke  sehr  ver- 
schieden sein. 

1.  Der  Schall  kann  in  einem  einzigen  mehr  oder  weniger  starken,  kurz 
abgebrochenen  Eindruck  auf  unser  Gehör  bestehen,  man  nennt  ihn  dann 
meistens  Knall,  wenn  man  auch  häufig  unter  Knall  nur  einen  heftigen,  ein- 
maligen, kurz  abgebrochenen  Eindruck  auf  unser  Gehör  versteht.  Der  Schall 
kann  ferner  von  einiger  Dauer  sein,  in  einer  Reihenfolge  von  Stöfsen  be- 
stehen, welche  unser  Ohr  erhält.  Je  nachdem  nun  diese  Stöfse  regelmäfsig 
oder  unrege lmäfsig,  gleichartig  oder  ungleichartig  sich  folgen,  unterscheidet 
man  den  Schall  als  Ton  oder  Klang  oder  als  Geräusch.  Die  Geräusche  selbst 
unterscheidet  unsere  Sprache  wieder  als  Rasseln,  Knistern,  Sausen,  Brausen  etc. 

2.  Die  musikalischen  Töne  unterscheidet  man  nach  ihrer  Uöhe  als 
höhere  oder  tiefere  Töne.  Worauf  dieser  Unterschied  beruht,  läl'st  sich 
leicht  durch,  den  Versuch  zeigen.  Ein  longitudinaler  Ton  ist  stets  viel 
höher,  als  der  Transvorsalton  desselben  Stabes,  und  der  Transversalton  eines 
Stabes  ist  um  so  höher,  jo  kürzer  und  dicker  der  Stab  ist;  bei  schwingen- 
den Saiten  ist  der  Ton  um  so  höher,  je  kürzer  die  Saite  ist  oder  jo  stärker 
man  sie  spannt.  Da  wir  nun  sahen,  dafs  die  longitudinalen  Schwingungen 
rascher  sind  als  die  transversalen,  und  diese  um  so  rascher,  je  kürzer  der 
schwingende  Körper  ist,  so  folgt,  dafs  ein  Ton  um  so  höher  ist,  je  mehr 
Schwingungen  der  den  Ton  erzeugende  Körper  macht,  je  mehr  Stöfse  also 
in  gleichen  Zeiten  unser  Ohr  treffen. 

Man  kann  die  Schwingungszahl  einer  gespannten  Saite  berechnen;  läl'st 
man  nun  einen  Stab  mit  der  Saite  genau  isochron  schwingen,  oder  bringt 
man  einen  Ton  dadurch  hervor,  dafs  man  ebenso  oft  die  Zähne  eines  Rades 
gegen  eine  Karte  schlagen  läfst,  so  haben  alle  diese  Töne  die  gleiche 
musikalische  flöhe.  Jeder  Ton  entspricht  somit  einer  ganz  bestimmten 
Schwingungszahl. 
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Man  kann  übrigens  auch  bei  den  Geräuschen  eine  verschiedene  Höhe 
wahrnehmen,  wie  man  aus  folgendem  Versuche  sieht.  Man  nimmt  sieben 
Stäbe  von  hartem  Holze  gleicher  Dicke  und  Breit«,  aber  verschiedener 
Länge,  so  dafs  beim  Anschlägen  diese  Stühe  eine  Tonreihe  geben.  Läfst 
man  dann  einen  der  Stäbe  auf  den  Boden  fallen,  so  hört  mau  ein  Geräusch 
ohne  bestimmten  musikalischen  Charakter;  läfst  man  aber  die  Stäbe  nach 
einander  zu  Boden  fallen,  und  zwar  der  Koihe  nach  die  gröfsern  zuerst,  so 
unterscheidet  man  auch  bei  diesen  Geräuschen  eine  bestimmte  Höhe. 

3.  Töne  gleicher  Höhe  können  auf  das  Ohr  einen  ganz  verschiedenen 
Kindruck  machen;  so  unterscheidet  man  deutlich  den  Ton  selbst  bei  gleicher 
Höhe  der  Blas-  und  Streichinstrumente,  bei  den  Blasinstrumenten  den  der 
Holz-  und  Blechinstrumente. 

Die  Töne  unterscheiden  sich  durch  eine  eigentümliche  Beschaffenheit, 
die  man  häufig  als  Klang  oder  Klangfarbe  oder  Tonfarbe  bezeichnet.  Viel- 
fach wendet  man  auch  dafür  das  französische  Wort  Timbre  an.  Die  Ur- 
sache der  Klangverschiedenhoit,  welche  schon  Ohm1)  in  der  verschiedenen 
Form  der  Schwingungen  gesehen  hatte,  ist  besonders  von  Helmholtz*)  in 
neuerer  Zeit  untersucht  worden,  er  hat  gezeigt,  dafs  dieselbe  in  der  Tbat 
von  der  Form  der  Schwingungen,  oder  vielmehr  von  den  gleichzeitig  auf- 
tretenden Tönen  bedingt  ist.  Einen  Ton  erzeugt  jede  regelinäfsig  periodische 
Wiederkehr  von  Stöfsen  in  unser  Ohr;  innerhalb  jeder  Schwingungsperiode 
bleibt  die  Bewegung  dabei  ganz  willkürlich,  wenn  nur  dieselbe  Bewegung, 
welche  innerhalb  der  ersten  Periode  bestand,  in  den  folgenden  Perioden  in 
ganz  gleicher  Weise  wiedorkehrt.  So  kann  die  Schwingung,  die  wir  als 
Ton  vernehmen,  eine  einfache  sein,  sie  kann  aber  auch  aus  der  Übereinander- 
lagerung mehrerer  Schwingungen  bestehen,  deren  jede  einem  andern  höhem 
Tone  entspricht,  welcher  den  gehörten  Ton  begleitet,  welcher  sich  aber  nur 
in  soweit  bemerkbar  macht,  dafs  er  die  Farbe  des  Grundtones  verändert, 
ln  welcher  Weise  wir  dio  einzelnen  Töne  eines  Klanges  erhalten  können, 
werden  wir  in  einem  der  nächsten  Paragraphen  besprechen. 

4.  Die  Töne  können  bei  gleicher  Höhe  und  gleicher  Klangfarbe  an 
Stärke  oder  Intensität  verschieden  sein.  Verschiedenheit  der  Stärke  erzeugen 
wir  bei  einer  gespannten  Saite  durch  Änderung  der  Scbwingungsamplitude, 
oder  was  dasselbe  ist,  durch  Änderung  der  Schwingungsgeschwindigkeit 
bei  ungoändcrter  Dauer  der  Schwingung.  Der  gröfsern  Amplitude  entspricht 
der  stärkere  Ton. 

Wir  nehmen  indes  nicht  an,  dafs  die  Intensität  einfach  wie  die  Ge- 
schwindigkeit der  schwingenden  Bewegung  zu-  oder  abnehme,  sondern  wie 
das  Quadrat  derselben,  indem  wir  aunehmen,  dafs  die  Stärke  des  Schalles 
von  der  Stärke  des  Stores  abhängt,  welchen  dio  bewegten  Luftteilchen 
unserm  Gehörorgane  erteilen.  Die  Stärke  des  Stol'ses  ist  aber  proportional 
der  lebendigen  Kraft  der  bewegten  Körper,  und  da  diese  bei  gleicher  Masse 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  so  setzen  wir  die  In- 
tensität des  Schalles  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  der  schwingenden 
Teile  in  dom  Augenblicke  der  gröfsten  Geschwindigkeit  proportional. 

‘)  <>hm,  Poggeud.  Ann.  Bd.  LXX.  Bd.  LX1I.  Man  sehe  auch  »V eebtek, 
Poggend.  Ann.  Bd  LX  und  Bd.  LX1II.  Dovea  Repert.  Bd.  VIII. 

’)  Hclmhvltz,  Die  Lehre  von  den  Tonempfindungen.  Braunachweig  1863. 
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§ 154. 

Bestimmung  und  Vergleichung  der  SchwiDgungszahlen.  Um 

die  Schwingungszahl  von  Tönen  zu  erhalten,  kann  man  sich  entweder  der 
Gesetze  der  Klasticitilt  bedienen  oder  der  Tonerzeugung  durch  mechanische 
Stöfse,  indem  man  letztere  durch  irgend  eine  mechanische  Vorrichtung 
direkt  zlihlt. 

Die  Sirene  von  Cagniard  Latour1)  bestimmt  die  Schwingungszahlen 
durch  direkte  Zählung  der  den  Ton  erzeugenden  Stöfse,  sie  besteht  (Fig.  254) 
aus  einer  cylindrischen  Trommel,  von  der  unten  in  der  Mitte  der  Hoden- 
platte eine  Röhre  Ji  ausgeht,  mittels  welcher  der  Apparat  auf  einen  Wind- 
kasten gesetzt  wird,  und  durch  welche  die  komprimierte  Luft  in  die  Trommel 
BB  eindringt.  Die  obere  Platte  der  Trommel  ist  durch  eine  bestimmte 
Anzahl  von  Löchern,  wolche  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  liegen,  durch- 
bohrt. Die  Löcher  sind  alle  gleichweit  von  einander  entfernt  und  alle  nach 
gleicher  Richtung  schief  gebohrt,  so  dafs  die  Öffnungen  allo  z.  B.  von  links 
nach  rechts  aufsteigende  unter  einem  bestimmten  Winkel  gegen  die  Vertikalo 
geneigte  Kanüle  durch  die  Platte  bilden. 

Unmittelbar  Uber  der  die  Trommel  deckenden  Platte  befindet  sich  eine 
zweite  Platte,  wolche  an  der  Axe  AF  (Fig.  255)  befestigt  ist  und  mit  dieser 
Axe  sich  drehen  kann.  Um  die  Platte  möglichst  leicht  beweglich  zu  machen, 
ist  die  stählerne  Axe  A F unten  bei  a (Fig.  254)  in  ein  Zapfenlager  von 
Messing  gestellt,  und  oben  durch  die  Schraube  A , deren  Spitze  in  eine 
' konische  Vertiefung  der  Axe  pafst,  lose  gehalten. 


Die  Platte  C (Fig.  255)  hat  ebenfalls  auf  einem  Kreise  16  Löcher,  so 
dafs  dieselben  sich  auf  die  Löcher  der  untem  Platte  legen  und  die  Trommel 
mit  der  linfsern  Luft  in  Verbindung  setzen  können,  oder  bei  einer  kleinen 
Drehung  der  obem  Scheibe  den  Zwischenräumen  der  untern  Scheibe  ent- 
sprechen, die  Trommel  also  vorschliefsen.  Hilden  die  Löcher  dio  Fortsetzung 
der  Löcher  der  untern  Platte,  so  kann  die  in  die  Trommel  getriebene  ver- 
dichtete Luft  nach  anfsen  entweichen;  entsprechen  die  Löcher  den  Zwischen- 

')  Cagniard  Latour,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  Tome  XII  et  XVIII. 
Poggend.  Ann.  VIII  und  X. 
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räumen  zwischen  den  unteren  Löchern,  so  ist  die  Trommel  abgesperrt,  die 
Luft  kann  nicht  entweichen.  Die  Löcher  sind  schief  durch  die  Platte  ge- 
bohrt, abor  nach  entgegengesetzter  Richtung  als  die  unteren  Löchor;  also 
wenn  diese  von  links  nach  rechts  durch  die  untere  Platte  aufsteigende 
Kanäle  bilden  (Fig.  256),  so  bilden  die  Löcher  der  obem  Platte  von  rechts 
nach  links  aufsteigende  Kanäle.  Durch  diese  Art  der  Durchbohrung  wird 
bewirkt,  dafs  die  Scheibe  C durch  den  Luftstrom  selbst  zum  Rotieren 
gobracht  wird,  der  zu  den  Löchern  austritt,  wenn  die  obern  Löcher  auf  den 
unteren  stehen,  denn  der  in  den  unteren  Löchern  von  links  nach  rechts  auf- 
steigende Luftstrom  stöfst  gegen  die  Wände  der  oberon  Löcher  und  erteilt 
dadurch  der  Scheibe  eine  Drehung,  welche  derjenigen  des  Zeigers  einer  Ubr 
entgegengesetzt  ist.  Die  Geschwindigkeit  der  obern  Scheibe  wird  dadurch 
um  so  gröfser,  je  stärker  der  Druck  der  Luft  in  der  Trommel  ist.  Durch 
Regulierung  des  Luftstromes  kann  man  daher  der  Scheibe  eine  ganz  be- 
stimmte Geschwindigkeit  geben. 

Dreht  sich  die  Scheibe  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit,  so  wird 
bei  16  Löchern  bei  jeder  Umdrehung,  da  alle  oberen  Löcher  zugleich  auf 
alle  unteren  zu  stehen  kommen,  16  mal  die  Trommel  geötfnet  und  16  mal 
geschlossen.  Die  von  unten  in  die  Trommel  geführte  verdichtete  Luft  kann 
also  16  mal  durch  die  obere  Platte  entweichen  und  ebenso  wird  16  mal  der 
Luftstrom  unterbrochen.  Wir  erhalten  somit  bei  jeder  Umdrehung  16  Ver- 
dichtungen der  Luft  über  der  Scheibe  und  beim  Verschlufs  der  unteren 
Löcher  16  Verdünnungen,  also  bei  jeder  Umdrehung  16  Schwingungen  der 
Luft,  welche  sich  als  16  Wellen  in  die  umgebende  Luft  fortpflanzen. 

Wenn  wir  demnach  durch  diese  Schwingungen  einen  bestimmten  Ton 
hervorgebracht  haben,  können  wir  aus  einer  Beobachtung  der  Umdrehungs- 
zahl der  Scheibe  die  Schwingungszahl  des  gehörten  Tones  unmittelbar  ab- 
leiten. 

Um  die  Umdrehungszahl  der  Scheibe  zu  erhalten,  ist  in  die  Axe  AF 
bei  s eine  Schraube  ohne  Endo  eingeschnitten,  welche  in  ein  Zahnrad  E 
(Fig.  254)  eingreift  und  dieses  bei  jeder  Umdrehung  um  einen  Zahn  dreht 
An  der  Axe  des  Rades  ist  ein  Zeiger  befestigt,  der  auf  dem  Zifferblatte 
(Fig.  255)  die  Umdrehungen  der  Scheibe  angibt.  Das  Rad  hat  100  Zähne, 
bei  100  Umdrehungen  der  Scheibe  dreht  es  sich  somit  einmal  herum  und 
die  Spitze  des  Zeigers  durchläuft  einmal  den  Umfang  des  Zifferblattes. 
Dieses  ist  in  100  Teile  geteilt,  die  an  ihm  befindlichen  Zahlen  geben  also 
die  einzelnen  Umdrohungen  des  Rades  an.  Eine  Umdrehung  des  Zeigers 
gibt  also  16  • 100  Vibrationen  an. 

Hat  sich  das  Rad  E einmal  vollständig  gedreht,  so  greift  ein  Vor- 
sprung //,  der  am  Umfange  des  Rades  hefestigt  ist,  in  die  Zähne  des 
Rades  G und  bewirkt,  dafs  der  an  der  Axe  dieses  Rades  befestigte  Zeiger 
auf  seinem  Zifferblatte  um  einen  Teilstrich  weiter  rückt,  jeder  Teilstrich 
dieses  Zifferblattes  gibt  also  100  Umdrehungen  der  Scheibe  oder  1600 
Schwingungen  an.  Hat  man  sonach  während  einer  Zeit  T eine  Bewegung 
des  Zeigers  auf  dem  zweiten  Zifferblatt©  um  n Teilstriche  beobachtet  und 
auf  dem  ersten  n,  so  ist  die  Anzahl  der  während  der  Zeit  T stattgefundenen 
Schwingungen 

N-=  »•  1600  -f  »'•  16, 
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und  die  Schwingungszahl  des  Tones,  wenn  T in  Sekunden  gegeben  ist, 

N 

v = T ' 

Die  beiden  gezahnten  Räder  sind  auf  der  einen  Platte  des  Gehäuses, 
in  welchem  sie  eingeschlossen  sind,  befestigt.  Diese  Platte  ist  ein  wenig 
verschiebbar,  und  drückt  man  auf  die  Fig.  255  zur  Rechten  befindliche 
Schraube  a,  so  wird  die  Platte  und  damit  die  gezahnten  Räder  so  weit  zur 
Linken  verschoben,  dafs  die  Schraube  ohne  Ende  nicht  in  das  Zahnrad  E 
eingreift.  In  dieser  Lage  wird  die  Platte  durch  die  oben  auf  dem  Ge- 
häuse befindliche  Feder,  deren  Vorsprung  in  einen  Ausschnitt  der  Platte 
eingreift,  festgehalten.  Wenn  sich  also  auch  jetzt  die  Scheibe  dreht,  so 
bewegen  sich  doch  die  Räder  und  Zeiger  nicht.  Drückt  man  dann  auf  die 
Feder  f,  so  springen  Platte  imd  Räder  in  ihre  frühere  Lage  zurück  imd 
die  Räder  und  Zeiger  bewegen  sich. 

Um  nun  mittels  der  Sirene  die  Schwingungszahl  eines  Tones  zu  be- 
stimmen, bewirkt  man  zunächst,  dafs  beide  Zeiger  auf  0 stehen.  Dann 
werden  sio  ausgelöst  und  man  setzt  durch  einen  Luitstrom  die  Sirene  in 
Bewegung.  Der  Ton  ist  anfangs  tief,  wird  aber,  da  die  Bewegung  der 
Scheibe  eine  beschleunigte  ist,  immer  höher.  Durch  Regulierung  des  Luft- 
stromes bringt  man  dann  den  Ton  hervor,  dessen  Schwingungszahl  man 
untersuchen  will,  und  drückt,  wenn  er  konstant  geworden  ist,  zu  einer  ganz 
bestimmten  Zeit  auf  die  Feder  f.  Dadurch  werden  die  Räder  eingeschaltet 
und  die  Zeiger  bewegen  sich.  Nach  einer  bestimmten  Zeit  drückt  man  auf 
den  Knopf  a und  schaltet  so  die  Räder  wieder  aus  und  liest  sowohl  die 
Teilstriche  n auf  dem  Zifferblatt  des  Rades  G ab,  als  die  n auf  dem  an- 
dern und  hat  somit  allo  Daten,  die  erforderlich  sind,  um  die  Schwingungs- 
zahl v zu  bestimmen. 

Savart  wandte  zu  seinen  Versuchen,  um  die  Grenzo  der  Wahrnehm- 
barkeit der  Töne  zu  bestimmen,  ein  anderes  Verfahren  an1).  Er  ersetzte 
die  Sirene  durch  ein  in  schnelle  Rotation  versetztes  gezahntes  Rad,  dessen 
Zähne  gegen  eine  Karte  oder  ein  keilförmiges  zugeschnittenes  Blättchen 
von  leichtem  Holze  schlugen.  Jeder  Schlag  entspricht  einer  einmaligen 
Öffnung  der  Sirene,  also  einer  Schwingung,  aus  dor  Anzahl  der  Zähne  des 
Rades  und  der  Umdrehungsgeschwindigkeit  desselben  erhält  man  also  durch 
eine  einfache  Multiplikation  die  Anzahl  der  einem  bestimmten  Tone  ent- 
sprechenden Schwingungen. 

Die  Umdrehungen  des  Rades  werden  auch  hier  durch  einen  Zähler  von 
gleicher  Einrichtung  wie  derjenige  der  Sirene  bestimmt. 

Duhamel  hat  es  versucht,  die  Schwingungon  zu  zählen,  indem  er  die 
§ 145  schon  besprochene  graphische  Methode  anwandte8).  Der  schwingende 
und  tongebendo  Körper,  z.  B.  ein  schwingender  Stab,  wird  an  seinem 
Ende  mit  einer  feinen  Spitze  versohen  und  vor  ihm  oin  Glascylinder  ge- 
dreht, der  durch  Rufs  mit  einem  leicht  fortzunehmenden  Oberzuge  ver- 
sehen ist.  Die  Spitze  berührt  den  Cylinder  nur  ganz  leicht.  Wenn  nun 
der  Stab  nicht  schwingt,  so  zieht  die  Spitze  auf  dem  Cylinder,  der  sich  bei 

')  Savart,  Über  die  Empfindlichkeit  des  menschlichen  Gehöres.  Annales 
de  chim.  et  de  phvs.  T.  XLIV.  Poggend.  Ann.  XX. 

*)  Duhamel,  L’Institut  1840.  p.  19  und  41. 
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der  Drehung  zugleich  langsam  hebt  oder  senkt,  eine  einfache  Spirallinie; 
wonn  aber  der  Stab  schwingt,  so  erhält  diese  Spirallinie  eine  Wellenform 
und  jeder  Welle  entspricht  eino  Schwingung  des  Stabes.  Wenn  der  Cylinder 
durch  irgend  eine  mechanische  Vorrichtung  in  eine  stetige  Rotation  ver- 
setzt wird  und  durch  irgend  eino  andere  Zählvorrichtung  die  Umdrehungs- 
geschwindigkeit bestimmt  werden  kann,  so  genügt  es,  die  Länge  der  Spiral- 
linie zu  messen  und  die  Anzahl  der  Wellen  zu  zählen,  um  die  Schwingungs- 
zahl zu  erhalten.  Habe  z.  B.  die  Walze  fünf  Umdrehungen  in  der  Sekunde, 
und  beobachtet  man,  dafs  die  Spirallinie  genau  2,5  Umfänge  der  Walzo  be- 
trägt, so  gibt  die  Zahl  der  Wellen  auf  derselben  die  Schwingungszahl  in  einer 
halben  Sekunde  an,  die  doppelte  Zahl  also  die  Schwingungszahl  des  Tones. 

Duhamel  und  später  Wertheim  wandten  indes  dieses  Verfahren  haupt- 
sächlich dazu  an,  um  die  Schwingungszahlen  zweier  Töne  zu  vergleichen. 
Zu  dem  Ende  braucht  man  die  Drehungsgeschwindigkeit  der  Walze  nicht 
einmal  zu  kennen. 

Man  bringt  nur  die  beiden  Stäbe  oder  schwingenden  Körper  nahe  bei 
einander  an,  so  dafs  sie  ihre  Schwingungen  auf  einer  und  derselben  Walze 
gleichzeitig  abzeichnen. 

Man  hat  dann  nur  die  auf  gleichen  Längen  der  beiden  Spiralen  be- 
findlichen Wellen  zu  zählen,  und  da  diese  in  gleichen  Zeiten  von  den  beiden 
schwingenden  Körpern  beschrieben  sind,  so  ist  das  Verhältnis  der  beiden 
Zahlen  genau  das  der  Schwingungszahlen  der  Töne. 

Die  andere  Methode,  um  die  Schwingungszahlen  der  Tüno  zu  bestim- 
men, beruht  auf  der  Anwendung  der  Elasticitätsgesetze,  welche  uns  nach 
dem  vorigen  Abschnitte  die  Schwingungszahl  eines  gegebenen  Körpers  aus 
seiner  Beschaffenheit  zu  berechnen  gestatten.  Sie  ist  besonders  bequem, 
um  die  Schwingungszahlen  der  Töne  zu  vergleichen,  und  da,  wie  wir  sehen 
werden,  aus  der  Schwingungszahl  eines  Tones  sich  die  aller  übrigen  be- 
rechnen läfst,  so  wendet  man  diese  Methode  fast  immer  zur  Bestimmung 
der  Schwingungszahl  der  Töne  an. 


Kig  257. 


Das  gebräuchlichste  auf  dieser  Methode  beruhende  Vorfahren  ist  die 
Bestimmung  der  Schwingungszahlen  mittels  des  Monochordes,  einer  auf 
einem  Kasten  von  trocknem  Holze  aufgespannten  Saite  (Fig.  257).  Die 
Saite  ist  bei  a mittels  einer  Schraube  befestigt  und,  um  eine  genau  bestimm- 
bare Länge  derselben  zu  den  Versuchen  zu  verwenden,  Uber  die  beiden 
scharfen  Stege  ss'  gelegt  und  dann  Uber  die  Rolle  Jl  geführt,  welche  sich 
mit  möglichst  wenig  Reibung  in  ihrem  Zapfenlager  dreht.  In  dem  an  dem 
Ende  der  Saite  befestigten  Häkchen  h können  verschiedene  spannende  Ge- 
wichte befestigt  werden.  Der  Abstand  ss'  zwischen  den  beiden  Stegen  ist 
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in  1000  gleiche  Teile  geteilt  und  ein  auf  dem  Brette  des  Monochords  ver- 
schiebbarer Steg  gestattet  von  der  Saite  beliebige  Stücke  schwingen  zu 
lassen. 

Um  nun  die  Schwingungszahl  eines  Tones  zu  bestimmen,  stimmt  man 
zunächst  das  Monochord  nach  dem  betreffenden  Ton,  sei  es  dem  einer  Stimm-  * 
gabel  oder  irgend  eines  andern  Instrumentes,  indem  man  das  spannende 
Gewicht  oder  die  Länge  der  Saite  so  lange  ändert,  bis  sie  bei  einfachem 
Anschlägen  oder  Anstreichen  mit  dem  Geigenbogen  genau  den  Ton  der 
Gabel  angibt. 

Aus  der  beobachteten  Länge  der  Saite,  dem  spannenden  Gewichte  und 
dom  Gewichte  der  Längeneinheit  der  Saite  erhält  man  dann,  wenn  die 
Steifigkeit  der  Saiten  nicht  beachtet  zu  werden  braucht,  die  Sehwingungs- 
zabl  nach  der  Formel  des  § 140 


21  V q ■ s 


<» 


worin  l die  Länge  der  Saite,  P das  spannende  Gewicht,  q den  Querschnitt 
und  s das  specifische  Gewicht  der  Saite,  al6o  q ■ s das  Gewicht  der  Längen- 
einheit bedeutet. 

Man  wendet  meist  zu  dem  Monochord  Metallsaiten  an,  da  diese  regel- 
mäfsiger  zu  bearbeiten  sind  als  andere  und  da  sie  bei  gleicher  Spannung 
nicht  so  leicht  Änderungen  ausgesetzt  sind  durch  den  Feuchtigkeitsgehalt 
der  Luft.  Sind  jedoch  diese  Saiten  nicht  sehr  dünn  und  nicht  vollkommen 
biegsam,  wie  z.  B.  die  Stahlsaiten,  die  zu  den  Klavieren  benutzt  werden, 
so  mufs  man  zur  Berechnung  der  Schwingungszahlen  die  vollständigere 
Formel  von  Seebeck  anwenden,  in  welcher  auf  die  Steifigkeit  der  Saiten 
Rücksicht  genommen  ist. 

Eine  andere  Methode,  welche  Scheibler1)  angewandt  hat,  um  mittels 
des  Monochords  nur  durch  Versuche  die  absolute  Schwingungszahl  der  Töne 
zu  bestimmen,  werden  wir  erst  im  nächsten  Kapitel  bei  Abhandlung  der 
Stlifse  und  Kombinationstöne  kennen  lernen  können. 


§ 155. 

Von  dem  Verhältnis  der  Töne  und  den  Intervallen.  Man  kann 
auf  die  verschiedenste  Weise  und  mit  den  verschiedensten  Instrumenten 
Töne  gleicher  Höhe  hervorbringen.  Nimmt  man  z.  B.  den  Ton  eines  ge- 
krümmten Stabes  und  bringt  auf  der  Sirene  oder  mittels  gezahnter  Räder, 
oder  mittels  gespannter  Saiten  den  Ton  hervor,  so  findet  man  stets  bei 
Messung  der  Schwingungszahlen,  wie  verschieden  auch  die  Klangfarbe  aller 
dieser  Töne  sein  mag,  dafs  sie  doch  allo  dieselbe  Schwingungszahl  haben. 
Wir  folgern  daraus  das  erste  Gesetz  der  Tonlehre: 

Allen  Tönen  gleicher  Höhe,  welches  auch  der  schwingende  Körper 
sei,  welcher  sie  veranlafst,  entsprechen  gleiche  Schwingungszahlen,  und 
umgekehrt,  gleichen  Schwingungszahlen  entsprechen  immer  gleiche  Ton- 
höhen. 

')  über  Scheiblers  Versuche.  Roeber  in  Poggend.  Ann.  Bd.  32  und  in  Doves 
Repertorium.  Bd.  III. 
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Daraus  folgt,  dafa  ein  gegebener  Ton  seiner  Höhe  nach  bestimmt  ist 
durch  die  Zahl  n seiner  Schwingungen,  und  dafa  man  ihn  mittels  derselben 
bezeichnen  kann. 

Töne  verschiedener  Scbwingungszahlen  sind  verschieden,  das  Verhältnis 
• ihrer  Schwingungszahlen  nennt  man  ein  Tonverhältnis  oder  Intervall. 

Wenn  man  zugleich  zwei  Töne  verschiedener  Höhe  kervorbringt  und 
anhalten  läfst,  so  kann  das  Zusammenklingen  derselben  auf  unser  Ohr  ent- 
weder einen  angenehmen  Eindruck  machen  oder  einen  nicht  so  angenehmen. 
In  dem  ersten  Falle  nennt  man  das  Zusammenklingen  der  Töne  oder  den 
Accord  konsonierend,  im  zweiten  Falle  dissonierend.  Je  woniger  angenehm 
der  Accord  unser  Ohr  für  sich  allein  stehend  berührt,  um  so  dissonierender 
. ist  derselbe. 

Es  gibt  nun  eine  grofse  Menge  verschiedener  Accorde,  welche  alle  in 
der  Musik  gebraucht  werden,  das  Ohr  unterscheidet  sie  als  angenehm  oder 
woniger  angenehm,  utW  darnach  ist.  denselben  in  der  Musik  ihre  Stelle  an- 
gewiesen. Die  Aufgabe  der  Physik  ist  es,  zu  untersuchen,  worin  die  Accorde 
sich  unterscheiden.  Nehmen  wir  z.  B.  einen  häutig  gebrauchten  Accord, 
den  Zweiklang  von  c und  r,  der  gewöhnlichen  Tonleiter,  so  sagt  uns  unser 
Ohr  zunächst,  dals  dieser  Accord  mit  denselben  wesentlichen  Eigenschaften, 
mit  wesentlich  demselben  Eindruck  auf  unser  Ohr  sowohl  zwischen  hoben 
als  tiefen  Tönen  bestehen  kann,  dafs  er  ebenso  zwischen  jo  zwei  andern 
Tönen  der  Tonleiter  d,  fis  u.  s.  w.  bestehen  kann.  Es  folgt  daraus,  der 
Accord  ist  unabhängig  von  der  Höhe  der  ihn  zusammensetzenden  Töne,  also 
unabhängig  von  ihrer  absoluten  Schwingungszahl.  Wenn  man  mm  aber  in 
allen  den  verschiedenen  Fällen  die  Schwingungszahlen  der  den  Accord  zu- 
sammensetzenden Töne  bestimmt,  so  findet  man,  dafs  dieselben  stets  im 
Verhältnisse  von  4 zu  6 zu  einander  stehen,  und  ebenso  auch  umgekehrt, 
dals  ein  Accord,  dessen  Töne  Scbwingungszahlen  besitzen,  welche  im  Ver- 
hältnisse von  4 zu  5 zu  einander  stehen,  stets  als  derselbe  erscheint. 
Gleiches  gilt  für  alle  übrigen  Accorde.  Wir  erhalten  demnach  als  zweites 
Gesetz  der  Tonlehre  folgendes: 

Jeder  musikalische  Accord  zwischen  zwei  Tönen  ist  bestimmt  und 
kann  dargestellt  werden  durch  das  Verhältnis  der  beiden  Schwingungs- 
zahlen ”,  der  komponierenden  Töno. 

Ist  das  Verhältnis  , der  Einheit  gleich,  so  sind  die  beiden  Töne  im 

Einklang;  ist  es  verschieden,  so  sind  sie  an  Höhe  verschieden  und  zwar 
um  so  mehr,  je  mehr  dies  Verhältnis  von  der  Einheit  verschieden  ist. 
Ihr  musikalisches  Intervall  ist  unabhängig  von  der  absoluten  Anzahl  der 
Schwingungen,  os  wird  nur  bestimmt  von  dem  Verhältnis  derselben. 

Um  zu  unterscheiden,  welche  Intervallo  konsonierend  sind,  welche 
nicht,  müssen  wir  untersuchen,  wie  sich  die  Intervalle  der  von  der  Musik  als 
die  konsonierendsten  angenommenen  Accorde  Vorhalten.  Es  sind  dieses  die 
Oktave,  in  der  gewöhnlichen  Dur-Torileiter  c und  ct,  die  Sexte  c und  «, 
die  Quinte  c und  g,  die  Quarte  c und  f,  die  grofse  Terz  c und  c und 
die  kleine  Terz  c und  es.  Eine  Vergleichung  der  Schwingungszahlen  hat 
nun  ergeben,  wenn  man  von  dem  tiefston  Tone  der  Reihe  ausgeht,  und 
dessen  Schwingungszahl , wo  der  Ton  sonst  seiner  absoluten  Höhe  nach 
auch  liegon  mag,  gleich  1 setzt: 
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Für  die  Oktave  das  Verhältnis  — == 

n 1 


>1 

11 

Sexte 

11 

11 

11 

-ü 

11 

H 

Quinte 

11 

11 

11 

= i 

11 

11 

Quarte 

11 

11 

11 

= 3 

11 

11 

grofse  Terz 

11 

11 

11 

= 5- 

11 

V 

kleine  Terz 

11 

11 

11 

= 3 

Das  keifst  die  Oktave  macht  zwei  Schwingungen,  wenn  der  Grundton 
eine  macht,  die  Sexte  5,  wenn  der  Grundton  3,  oder  1{ , wenn  letzterer  1 
vollfuhrt  u.  s.  f. 

Es  folgt  daraus,  wenn  man  zwei  Töne,  deren  Schwingungszahlen  sich 
verhalten  wie  zwei  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  1,  2,  3,  4,  6,  0, 
zusammenklingen  lüfst,  dafs  man  dann  einen  konsonierenden  Accord  erhält. 

Man  teilt  diese  Accorde  in  vollkommene  und  unvollkommene  Kon- 
sonanzen. Die  vollkommenen  sind  die  Oktave  und  die  Quinte,  welche  den 
Verhältnissen  1,  2,  3 entsprechen,  die  übrigen  sind  die  unvollkommenen 
Konsonanzen.  Wir  sehen  demnach,  eine  Konsonanz  ist  um  so  vollkommener, 
je  einfacher  das  Schwingungsvorhältnis  der  sie  komponierenden  Töne  ist, 
ein  Accord  wird  um  so  dissonierender,  je  komplexer  das  Verhältnis  der 
Zahlen  ist,  welche  ihn  zusaramensetzen.  So  gilt  dio  Sekunde  $ und  noch 
mehr  die  kleino  Sekunde  } fj  als  Dissonanz. 

§ 156. 

Von  den  mehrfachen  Aocorden.  Aus  dem  Gesetze  der  Konsonanz 
läfst  sich  nun  leicht  voraussehen,  welche  mehrfach  zusammengesetzte  Accorde 
auf  unser  Ohr  einen  wohlthuenden  Eindruck  machen,  welche  als  Konsonanzen 
wirken  und  welche  als  Dissonanzen  eine  Auflösung  verlangen.  Konsonierende 
Accorde  können  nur  solche  sein,  in  denen  alle  Töne  in  einfachen  Verhält- 
nissen zu  einander  stehen. 

Wir  wenden  zur  Bestimmung  der  Tonverkältuisse  die  erwähnte  Bo- 
zoicknungsweise  an,  die  Schwingungszahl  eines  Tones,  und  zwar,  wenn 
nichts  Anderes  bemerkt  wird,  des  tiefsten,  wird  gleich  1 gesetzt.  Jeder  der 
folgenden  Brüche  bezeichnet  einen  Ton  und  zwar  denjenigen,  welcher  die  • 
durch  den  Bruch  angedeuteten  Schwingungen  vollführt,  wenn  der  mit  1 
bezeichnete  Ton  eine  Schwingung  vollfuhrt,  oder  der  in  derselben  Zeit  die 
im  Zähler  angegebenen  Schwingungen  zurücklegt,  wenn  der  Grundton  die 
im  Nenner  stehende  Anzahl  von  Schwingungen  zurücklegt. 

Nach  dem  Vorigen  können  also  nicht  konsonierend  sein 
Prim  Terz  Quart  1 : £ : ^ 

Prim  Quart  Quint  1 : ^ : $ 

Prim  Quint  Sext  1 : f : $ ; 

denn  wenn  auch  die  beiden  ersten  Töne  dieser  Accorde  konsonierend  sind, 
so  sind  es  nicht  die  beiden  letzten,  da  diese  den  Verhältnissen  j jj,  f , '9°- 
entsprechen. 

Konsonierend  sind  die  Accorde 


) Prim  grofse  Terz  Quint  1 

) Prim  kleine  Terz  Quint  1 

l 

< 

) Prim  grofse  Terz  Sext  1 

’i 

3 

) Prim  Quart  Sext  1 

i 

3; 
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denn  in  allen  diesen  Füllen  sind  diese  Töne  sowohl  mit  dem  Grundtone  als 
unter  sieh  in  Konsonanz,  denn  bei  den  beiden  letzten  Tönen  haben  wir 
in  l)  grofse  Terz  Quint  J-  : f = 5 : 6 

„ 2)  kleine  Terz  Quint  jj  : § = 4 : 5 

„ 3)  grofse  Terz  Seit  \ : § —3:4 

„ 4)  Quart  Seit  ^ J = 4 : 5. 

Die  Accorde  3 und  4 sind  übrigens  nur  Umkehrungen  der  Aecorde  1 
und  2,  denn  multiplicieren  wir  in  3 die  Töne  1 und  } mit  2,  setzen  also 
fllr  diese  Töne  die  mit  ihnen  vollkommen  konsonierenden  Oktaven,  so  er- 
halten wir  für  3 

2 J0  5 

4i  4 1 3 1 

oder  setzen  wir  jetzt  jj  als  Grundton,  also  seine  Schwingungszahl  gleich  1, 

1 : 8 : I- 

Multiplicioren  wir  in  4 nur  die  Prim  mit  2 und  dividieren  dann  alle 
Zahlen  mit  $,  das  heifst,  machen  wir  die  Quart  zum  Grundton,  so  er- 
halten wir 

1 : $ : 

Der  Accord  3 ist  also  nur  eine  Umkehrung  von  2,  und  der  Accord  4 
eine  Umkehrung  von  1. 

Aufser  den  angegebenen  vier  konsonierenden  Accorden  erhalten  wir 
durch  nochmalige  Umlagerung  der  beiden  Accorde  1 und  2 noch  zwei  weitere 
konsonierende  Accorde;  indem  wir  nämlich  den  Accord  1 ebenso  umlegen, 
wie  der  Accord  3 aus  2 entstanden  ist,  also  nur  für  die  Prim  ihre  höhere 
Oktave  einsetzen,  bekommen  wir  den  fünften  Accord 

h i,  2, 

oder  indem  wir  diesen  Accord  vom  Grundton  uns  gebildet  denken,  erhalten 
wir  durch  Multiplikation  aller  Zahlen  mit  J 

1,  h f 

Dafs  von  diesen  drei  Tönen  der  zweite  mit  dem  ersten,  der  dritte  mit 
dem  zweiten  in  Konsonanz  sind,  ergibt  sich  unmittelbar,  da  es  die  Inter- 
valle ji  und  J sind,  dafs  der  dritte  mit  dem  ersten  konsonant  ist,  folgt  aus 
den  im  vorigen  Paragraphen  angeführten  Intervallen  nicht;  wir  können  es 
aber  schon  aus  der  Bemerkung  ableiten,  dafs  die  Oktave  mit  dem  Grundton 
die  vollkommenste  Konsonanz  bildet,  und  dafs  deshalb  ein  Intervall  nicht 
dissonierend  wird,  wenn  wir  den  Grundton  durch  seine  Oktave  ersetzen. 
Da  nun  das  Intervall  J nichts  Anderes  ist  als  die  Umlagerung  der  Terz, 
indem  wir  den  Grundton  durch  die  Oktave  ersetzen,  so  folgt,  dafs  auch 
dieses  Intervall  konsonierend  ist.  Wir  werden  im  übrigen  sofort  bei  Ab- 
leitung der  Tonleiter  dieses  Intervall  als  ein  Sextenintervall  kennen  lernen. 

Lagern  wir  den  Accord  2 in  derselben  Weise  um,  wie  wir  zur  Bildung 
von  4 den  Accord  1 umlagerten,  setzen  wir  also  für  Grundton  und  kleine 
Terz  die  höhere  Oktave,  so  erhalten  wir  als  sechsten  Accord 

t,  2,  V,  ' 

und  bilden  wir  jetzt  diesen  Accord  anstatt  von  der  Quint  von  dem  Grund- 
ton, indem  wir  alle  Zahlen  mit  | multiplicieren,  so  erhalten  wir 

m,  it-f 
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Nach  der  soeben  gemachten  Bemerkung  wird  man  auch  diesen  Accord 
sofort  als  konsonierend  erkennen. 

Man  nennt  die  konsonierenden  Accorde,  welche  aus  drei  Tönen  zu- 
sammengesetzt sind,  welche  im  Verhältnisse  1- : $ : J oder  1 : J : | stehen, 
Dreiklänge  und  zwar  den  Dreiklang  mit  der  grofsen  Terz  den  grofsen  oder 
Dur-Dreiklang,  den  mit  der  kleinen  Terz  den  Moll-Dreiklang;  sie  sind  mit 
ihren  beiden  Umlagerungen  die  einzigen  konsonierenden  Accorde,  die  sich 
aus  der  Ueihe  der  harmonischen  Töne  ergeben.  Qie  Accorde  3 und  5, 
welche,  der  erstere  aus  dem  Moll -Dreiklange,  der  zweite  aus  dem  Dur- 
Dreiklange,  durch  Ersetzen  des  Grundtones  durch  die  höhere  Oktave  ent- 
standen gedacht  sind,  heifsen  die  Terzsextaccorde  oder  schlechthin  Sext- 
accorde,  die  beiden  andern  die  Quartsextaccorde  jedesmal  desjenigen  Drei- 
klanges, aus  dem  sie  entstanden  sind. 

Die  beiden  Dreiklänge  sind  aus  ganz  gleichen  Intervallen  aufgebaut, 
beide  aus  einer  grofsen  und  einer  kleinen  Terz*,  der  einzige  Unterschied  ist 
der,  dafs  beim  Dur-Dreiklango  die  beiden  untern,  beim  Moll-Dreiklange  die 
boiden  obern  Töne  das  Intervall  der  grofsen  Terz  bilden. 

Auf  die  Frage,  warum  nur  diese  und  keine  andern  Intervalle  und 
Accorde  konsonierend  sind,  kommen  wir  im  nächsten  Kapitel  nochmals 
zurück,  wenn  wir  die  Wahrnehmung  der  Töne  überhaupt  besprechen,  es 
genügt  uns,  an  dieser  Stelle  die  erfahrungsgomäls  bestimmten  konsonieren- 
den Accorde  und  Intervalle  zu  kennen. 

§ 157. 

Die  Tonleiter.  Aufser  den  harmonischen  Tönen  1,  2,  3,  4,  5,  6, 
oder  wenn  wir  für  die  höhern  Töne  dieser  Reihe  die  tiefern  Oktaven  ein- 
setzen,  so  dafs  alle  Schwingungszahlen  entsprochen,  welche  zwischen  1 nnd  2 
liegen,  den  Tönen  1,  f , jj , -J,  §,  §,  2,  sind  in  der  Musik  noch  viele  andere 
gebräuchlich,  welche  zwischen  diesen  eingeschaltet  werden;  die  Musik  ordnet 
dieselben  in  eine  Reihe,  welche  den  Namen  Tonleiter  führt.  Wenn  wir  den 
Grundton  1 mit  c bezeichnen,  so  ist  die  sogenannte  diatonische  Dur-Tonleiter 

i-  4,  h 4.  V.  2 

c d e f g a h cv 

Aufser  der  Terz,  Quart,  Quint,  Sext  tritt  noch  die  Sekunde  § — d und 
die  Septime  's5  = h hinzu.  Von  der  Oktave  c,  wiederholt  sich  die  Reihe 
einfach,  indem  ebenso,  wie  die  Oktave  die  Verdoppelung  des  Grundtones 
ist,  so  auch  in  der  weitern  Tonreihe  die  folgenden  Töne  die  Verdoppelungen 
der  entsprechenden  Töne  in  den  nächst  tiefern  Oktaven  sind.  Um  diese 
hohem  Oktaven  zu  bezeichnen,  werden  wir  rechts  unten  die  Zahlen  1,  2 • • • 
an  die  Buchstaben  setzen,  welche  die  Töne  unserer  Grundoktave  angeben; 
diese  Zahlen  sind  dann  jene  Potenzen  von  2,  mit  welcher  wir  die  Töne  der 
Grundoktave  inultiplicieren  müssen,  um  den  Ton  der  entsprechenden  Oktave 
zu  erhalten.  Tiefere  Oktaven  bezeichnen  wir  dadurch,  dafs  wir  der  unten 
rechts  geschriebenen  Zahl  das  negative  Vorzeichen  geben,  andeutend,  dafs 
wir,  um  zu  diesen  Tönen  zu  gelangen,  diejenigen  der  Grundoktave  mit  der 
von  der  Zahl  angegebenen  negativen  Potenz  von  2 multiplicieren  resp. 
durch  die  betreffende-  Potenz  von  2 dividieren  müssen. 

Wüllxkr,  Physik.  I.  4.  Aull.  45 
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Man  hat  viel  darüber  gestritten,  wie  diese  Tonleiter  entstanden  sei, 
es  ist  indes  wahrscheinlich,  da  ('s  sie  sich  allmählich  durch  das  musikalische 
Bedürfnis  gebildet  und  erweitert  hat,  und  dafs  nicht  theoretische  Ent- 
wicklungen darauf  geführt  haben.  Indes  kann  man  dieselbe  auf  mehrfache 
Weise  entstanden  denken. 

Setzt  man  die  Reihe  der  harmonischen  Töne  fort,  indem  man  z.  B.  die 
Saite  des  Monochords,  deren  Schwingungen,  wenn  sie  ungeteilt  schwingt, 
mit  1 bezeichnet  wejden,  immor  weiter  nach  der  Reihe  der  natürlichen 
Zahlen  teilt,  so  erhält  man  Töne  mit  den  Schwingungszahlen 

7,  8,  9,  10,  11,  12,  13,  14,  15,  16, 

und  durch  Division  durch  die  verschiedenen  Potenzen  von  2,  um  die  tiefem 
Oktaven  der  Töne  zu  erhalten,  so  dafs  sie  in  die  Oktave  1 — 2 fallen 


i a J_ü  1 1 i z 13  % 14  16  o 

‘l  II  S’  S > H > S ! 4 S ' H > Ä ' 

oder  mit  den  vorigen  1,  |,  f,  § zusammen 


also  die  Töne 


1,  f,  V.  fi  V.  1. 

c <1  c — g — — 


h ev 


Nun  unterscheiden  sich  die  Töne  ^ und  4 oder  ^ und  \8  und  ] 
nur  wenig  von  einander,  man  könnte  daher  denken,  dafs  jene  für  diese 
eingesetzt  wilren,  und  so  die  Tonleiter  entstanden  wäre.  Indes  das  Fehlen 
des  einfachen  Intervalles  \ in  der  Tonleiter  spricht  nicht  für  diese  Ent- 
stehungsweise. 

Nach  dem  Vorgänge  von  Chladni1)  gelangen  wir  auf  andere  Weise 
zur  Tonleiter,  wo  wir  es  nicht  nötig  haben,  anstatt  der  direkt  erhaltenen 
Verhältnisse  andere  einzusetzen.  Bilden  wir  nämlich  von  dem  Grnndton, 
der  Quint  und  der  Unterquint,  also  dem  Tone,  dessen  Quinte  der  Grandton 
ist,  die  grofsen  Dreiklänge,  so  erhalten  wir: 


von  der  Unterquint  $,  • • • • $,  % • £,  $ • $ = $ , ji,  1 

von  dem  Grundton  1 , • • • • 1 , j-,  f , = 1,  j,  } 

von  der  Quint  f i ’ • * ‘ fi  i ‘ f < f * f I,  V'  i 

und  durch  Ordnung  nach  den  Schwingungszahlen,  wenn  wir  zugleich  für 
einzelne  Töne  die  tieforn  und  höhem  Oktaven  einsetzen,  um  alle  Töne  in 
der  Oktave  1 — 2 zu  erhalten, 

li  Vi  2 

c d c f g a h Cy. 


Betrachten  wir  nun  die  aus  dieser  Tonleiter  sich  ergebenden  Sekunden, 
Terzen,  Quarten,  Quinten,  Seiten,  Soptimen,  so  worden  wir  finden,  dafs 
dieselben  nicht  alle  gleichwertig  sind,  sondern  dafs  die  Intervalle  verschieden 
sein  können,  ohne  darum  aufzuhören,  Sekunden,  Terzen  etc.  zu  sein. 

Der  Wert  der  Intervalle  ist  folgender: 


‘)  Chladni,  Akustik,  p.  13  ff. 
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Rin  Überblick  vorstehender  Tabelle  ergibt,  dals  die  gleichnamigen 
Intervalle  keineswegs  alle  denselben  Wert  haben. 

Die  Sekunden  haben  drei  verschiedene  Worte,  nämlich  zunächst  ist 
das  Schwingungsverhältnis  $,  die  Töne,  zwischen  denen  dieses  Intervall 
stattfindet,  unterscheiden  sich  um  einen  grofsen  ganzen  Ton;  zweitens  ist 
dasselbe  y ==  f • f-J,  das  Intervall  ist  das  eines  kleinen  ganzen  Tones, 
der  sich  von  dem  vorigen  um  ein  syn tonisches  Komma  unterscheidet. 
Der  dritte  Wert,  den  die  Sekunde  annehmen  kann,  }§  = ■ JJ,  ist 

der  grofse  halbe  Ton.  Da  nun  der  kleine  ganze  Ton  ==  • ff,  so 

kann  man  denselben  in  zwei  Intervalle  teilen,  den  grofsen  halben  Ton  } ij 
und  den  kleinen  halben  Ton  Letzterer  ist  das  kleinste  in  der  Musik 
gebräuchliche  Intervall. 

Wie  die  Sekunden  grol's  und  klein  sein  können,  so  auch  die  Terzen; 
die  grofsen  entsprechen  dem  Verhältnis  J,  die  kleinen  dem  um  einen 
kleinen  halben  Ton  $£  kleinem  Verhältnis  ■$.  Aufserdom  tritt  von  d zu  f 
eine  noch  um  ein  Komma  kleinere  Terz  auf. 

Auch  bei  den  Quarten  unterscheiden  wir  drei  Werte,  die  reinen 
Quarten  die  übermäfsige  Quart  f — h,  welche  um  einen  kleinen  hallten 
Ton  und  ein  Komma  gröfser  ist  als  die  reinen  Quarten,  und  schliefslich 
die  falsche  Quarte  a zu  d,  welche  gegenüber  den  reinen  Quarton  um  ein 
Komma  zu  grofs  ist. 

Ähnlich  wie  die  Quarten  verhalten  sich  die  Quinten,  sie  sind  rein  f, 
oder  vermindert  h nach  ft  um  einen  kleinen  halben  Ton  und  ein  Komma 
kleiner  als  die  reinen  Quinten,  oder  schliefslich  falsch  von  d nach  a um  ein 
Komma  kleiner  als  die  reinen  Quinten. 

Bei  den  Sexten  unterscheiden  wir  grofse  $ und  kleine  f • ^ , um 
einen  kleinon  halben  Ton  kleiner  als  die  grofsen,  und  aufserdem  finden  wir 
eine  falsche  Soxte,  die  um  ein  Komma  gröfser  ist  als  die  grofse  Sexte. 

Unter  den  Septimen  finden  wir  zwei  grofse,  deren  Schwingungsver- 
hältnis y ist,  zwei  kleine,  welche  von  den  grofsen  sich  um  einen  kleinen 
halben  Ton  unterscheiden,  ^ = y • und  drei  falsche,  welche  noch 
um  ein  Komma  kleiner  sind  als  die  kleinen  Septimen. 

Die  Oktaven  schliefslich  sind  ihrem  Wesen  nach  alle  rein,  und  ent- 
sprechen dem  Verhältnisse  }■ 

Die  auf  diese  Weise  erhaltene  Tonleiter  heifst  die  diatonische  Durton- 
leiter, sie  besteht  nur  aus  ganzen  und  zwei  grofsen  halben  Tönen,  welche 
zwischen  der  dritten  und  vierten  und  zwischen  der  siebenten  und  achten 
Stufe  liegen.  Ist  der  Grundton  der  Tonleiter  c,  so  ist  die  Tonleiter  jene 
in  c-Dur. 

Ebenso  wie  von  dem  Grundtone  c können  wir  jetzt  von  jedem  der 
in  der  c-Durtonleiter  gegebenen  Töne  wieder  die  diatonische  Durtonleiter 
bilden;  wir  müssen  dann  aber  zu  den  bisher  erhaltenen  Tönen  neue  hinzu- 
fügen. Soll  die  Durtonlcitcr  von  d aus  gerade  so  beschaffen  sein  wie  die 
besprochene  von  c aus,  so  müssen  die  einzelnen  Intervalle  alle  in  dem- 
selben Verhältnisse  stehen  wie  in  der  angegebenen  Tonleiter,  wir  bekommen 
die  d-Durtonleiter  deshalb  einfach  dadurch,  dafs  wir  die  für  die  einzelnen 
Intervalle  der  c-Tonleiter  gegebenen  Zahlen  alle  mit  § multiplicieren.  Die 
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sich  auf  diese  Weise  ergebenden  Zahlen  für  die  einzelnen  Töne  der  Ton- 
leiter sind  dann  folgende: 

I;  H-i-H-M;  b H V; 

W = 2 • ii  ■ U- 

Von  diesen  Zahlen  sind  die  erste,  vierte  und  sechste  schon  in  der 
c-Durtonleiter  vorhanden  als  d,  g,  h\  die  zweite  und  fünfto  dagegen  sind 
uni  ein  Komma  höher  als  die  entsprechenden  c und  a in  der  Tonleiter  von 
c,  wir  wollen  dieselben,  um  diese  Erhöhung  anzudeuten,  mit  c und  ä be- 
zeichnen. Wesentlich  verschieden  von  den  frühem  Tönen  sind  der  dritte 
und  siebente,  sie  sind  um  einen  kleinen  halben  Ton  und  ein  Komma  höher 
als  die  entsprechenden  Töne  der  ersten  Tonleiter  /'und  c.  Der  Grund  dieser 
Erhöhung  liegt  darin,  dafs  in  der  Durtonleiter  zwischen  der  zweiten  und 
dritten  Stufe  sowie  der  sechsten  und  siebenten  Stufe  ein  ganzer  Ton  liegen 
mufs,  dagegen  zwischen  der  dritten  und  vierten,  wie  zwischen  der  siebenten 
und  achten  Stufe  ein  halber  Ton  vom  Werte  Die  um  einen  halben  Ton 
erhöhten  Töne  bezeichnet  man  durch  Anhängung  der  Silbe  is  an  den  den 
betreffenden  Ton  bezeichnenden  Buchstaben.  Der  Ton,  der  1 Ton  höher 
ist  als  f , heilst  demnach  fis,  der  um  ^ Ton  höher  liegende  als  c heifst  cts. 
Musikalisch  worden  dieselben  durch  ein  dem  betreffenden  Tone  vorgesetztes 
Doppelkreuz  bezeichnet,  so  dafs  cis  =41 - c ist.  Die  in  der  rf-Durtonleiter 
liegenden  fis  und  cis  sind  nun  um  ein  Komma  mehr  als  einen  halben  Ton 
höher  als  die  betreffenden  Töne  der  Tonleiter  in  c,  wir  wollen,  um  das 
hervorzuheben,  dieselben  mit  fis  und  cis  bezeichnen.  Darnach  wird  also  die 
Tonleiter  in  d 

de  fis  g äh  cis1  d, ; 

sie  enthält  also  vier  Töne,  welche  die  Tonleiter  von  c nicht  enthält. 

Bilden  wir  ganz  ebenso  die  Tonleiter  in  c-Dur,  so  erhalten  wir  folgende 
Tonverhältnisse: 

b 41  - i ■ tt • fi;  H - i ■ Hs  ’s5;  H — * • »; 

oder  in  den  für  die  Töne  geltenden  Bezeichnungen 

e fis  gis  a h cis,  dis,  e,. 

Es  treten  hier  neu  hinzu  die  um  einen  halben  Ton  erhöhten  gis  und 
dis , und  an  die  Stelle  des  cis  in  der  Tonleiter  von  d das  um  ein  Komma 
tiefere  cis„  welches  genau  um  ^ Ton  höher  ist  als  c,. 

Die  diatonische  Durtonleiter  von  g bietet  kein  neues  Intervall,  die  ein- 
zige in  ihr  vorkommende  Erhöhung  ist  die  von  f zu  fis , um  von  der  sieben- 
ten zur  achten  Stufe  einen  halben  Ton  herzustellen,  dieselbe  wird  dann 

gähe,  d,  c,  fis,  g„ 

sie  enthält  also  aufser  den  Tönen  der  Tonleiter  in  c die  Töne  ö und  fis 
jener  in  d. 

Die  Tonleiter  in  n-Dur  liefert  uns  dagegen  wieder  einige  neue,  wenn 
auch  von  den  bisherigen  nur  wenig  verschiedene  Töne,  dieselbe  wird 

h V;  ?*  = 2 • M;  V = f • M;  b V - * • Hs 
H-s-H;  V- 
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Die  drei  ersten  Töne  sind  a,  h,  cis, , der  vierte  ist  um  ein  Komma 
tiefer  als  das  d,  der  Tonleiter  in  c-Dur,  wir  bezeichnen  ihn  mit  d,;  der 
folgende  ist  e,  und  dann  folgt  fis^,  das  um  genau  £ Ton  erhöhte  fx , woiter 
das  genau  um  J Ton  erhöhte  gt  oder  gis, , und  schliefslich  die  Oktave  von 
a oder  a,. 

In  den  Tonzeichen  wird  demnach  die  Tonleiter  in  «-Dur 


a h cis,  d,  <*,  fis,  gis,  a,. 


Die  Tonleiter  von  h an  liefert  uns,  wie  eine  der  bisherigen  ganz  gleiche 
Berechnung  ergibt,  die  Töne 


h 

1 5 . 

K 1 


cis,  dis,  c,  fis,  gis,  ais , 


hy 

LS 

« 


Sehen  wir  zunächst  von  den  um  ein  Komma  verschiedenen  Tönen  ab, 
so  haben  wir,  um  diese  Durtonleitern  zu  bilden,  alle  Töne,  aufser  e und  h, 
um  einen  halben  Ton  erhöhen  müssen.  Für  diese  wird  aber  auch  diese  Er- 
höhung erforderlich,  wenn  wir  die  Durtonleiter  von  cis  bilden,  wir  erhalten 
dann 

cis  dis  cis  fis  gis  ais  his  cist. 

Um  also  von  allen  Tönen  der  diatonischen  Durtonleiter  von  c ebenfalls 
die  diatonischen  Durtonleitern  zu  bilden,  bedarf  es  einer  Anzahl  neuer  In- 
tervalle, wir  müssen  die  Töne  teils  um  ein  Komma  erhöhen,  a und  c, 
teils  um  ein  Komma  vertiefen,  d;  ferner  müssen  wir  sie  alle  um  einen 
halben  Ton,  zum  Teil  auch  um  einen  halben  Ton  und  ein  Komma  erhöhen. 

Stellen  wir  alle  bis  jetzt  erhaltenen  Töne  zusammen,  so  ergibt  sich 
folgende  Reihe: 

cis  e fis  ä ais 
c cis  d dis  e eis  f fis  g gis  a ais  h his, 
d 


es  kommen  also  d,  c und  a,  sowie  cis,  fis  und  ais  in  zwei  um  ein  Komma 
verschiedenen  Werten  vor.  Wollte  man  nun  in  ähnlicher  Weise  auch  von 
den  bisher  neu  hinzugetretenen  Tönen  die  Durtonleiter  bilden,  und  be- 
schränkte man  sich  dabei  auf  die  reinen  halben  Töne,  so  würden  zu  den  in 
obiger  Zusammenstellung  vorkommenden  Tönen  noch  hinzukommen  zunächst 
eis  und  dis  und  aufserdem  die  doppelt  erhöhten  Töne  cisis  und  cisis,  von 
denen  der  erstere  \ 5 höhor  ist  als  cis,  der  zweite  als  cis  und  disis,  fisis 
fisis,  gisis,  aisis.  Wir  mlifsten  also  noch  9 Töne  hinzufügen,  so  dafs  wir 
im  ganzen  29  Töne  erhielten.  ' 

Die  so  erhaltenen  29  Töne  würden  indes  dem  musikalischen  Bedürf- 
nisse noch  nicht  genügen;  schon  wenn  wir  die  Durtonleiter  von  f bilden 
wollen,  bedürfen  wir  eines  neuen  Intervalles.  Wir  erhalten  dieselbe  ganz 
in  der  bisherigen  Weise,  indem  wir  die  Tonzahlen  der  c-Durreihe  mit  J 
mnltiplicieren,  dieselbe  wird  dann 

4;  b 4;  V-  V - II  Ui  2;  ?• 
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Mit  Ausnahme  des  vierten  Tones  finden  sich  diese  Töne  bereits  in  den 
frühem  Tonleitom,  sie  sind 

f 9 a’  i ii  ei\ 

der  vierte  ist  indes  nicht  nur  neu,  sondern  auch  in  ganz  anderer  Weise 
gebildet,  nämlich  durch  Vertiofung  eines  Tones  h — 1 * um  einen  halben 
Ton  und  ein  Komma.  Die  Vertiefung  eines  Tones  um  einen  halben  Ton 
wird  in  der  Musik  dadurch  bezeichnet,  dafs  man  vor  denselben  ein  b setzt, 
die  Namen  der  vertieften  Töne  erhält  man,  indem  man  an  denjenigen  des 
Tones,  zu  welchem  die  Vertiofung  gehört,  die  Silbe  es  oder  den  Buchstaben 
s hängt;  nur  die  Vertiefung  von  h führt  den  Namen  b.  Das  in  die  /'-Dur- 
tonleiter  eintretende  b ist,  wie  wir  sahen,  um  einen  halben  Ton  und  ein 
Komma  tiefer  als  A,  wir  müssen  deshalb  diesen  Ton  als  b bezeichnen. 

Ebenso  wie  in  der  Durtonleiter  von  f für  A,  so  erhalten  wir  fllr  alle 
übrigen  Töne  vertiefte  Töne,  wenn  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  durch  den 
Durdreiklang  eine  Tonleiter  ableiten  durch  Anwendung  des  Molldreiklangs 
mit  der  kleinen  Terz.  Bilden  wir  dio  drei  Molldreiklänge  von  Grundton, 
Quint  und  Unterquint,  so  erhalton  wir 

1)  aus  der  Unterquint  $ 3,  § • |,  3 • $ = 3,  !.  1 

2)  ans  dem  Grundton  1 • • • • 1 § ij  1 , £ , $ 

3)  aus  der  Quint  3 ' ' ’ ' 3,  § ■ jji  3 ' 3 = 3,  f,  3 

oder  wenn  wir  die  Verhältnisse  der  Gröfse  nach  ordnen  und  wiederum  von 

den  nicht  zwischen  1 — 2 fallenden  Tönen  die  entsprechenden  Oktaven 
nehmen 

i,  «.  f,  4,  3,  h b *• 

Von  diesen  Intervallen  ist  das  siebente 

t = V • M = 6 

und  das  sechste 

1 = 3-3!, 

also  die  um  einen  halben  Ton  vertiefte  Sext,  welche  mit  as  bezeichnet  wird. 
Nach  den  musikalischen  Zeichen  ist  somit  die  Molltonleiter 

cd  es  f g asb  c 
und  das  Verhältnis  der  einzelnen  Töne  darin 

b 3«,  V.  b 3t.  «,.  V. 

von  der  zweiten  zur  dritten  und  von  der  fünften  zur  sechsten  Stufe  findet 
sich  ein  halber  Ton,  die  übrigen  Intervalle  sind  ganze  Töne. 

Diese  Tonleiter,  welche  aus  dem  Molldreiklange  entsteht  wie  die  Dur- 
tonleiter  aus  dem  Durdreiklange,  ist  die  diatonische  Molltonleiter.  Es  ist 
jedoch  zu  bemerken,  dafs  man  die  Molltonleiter  häufig  auch  so  bildet,  dafs 
man  von  der  Oberquint  den  Durdreiklang  nimmt,  wodurch  in  die  Tonleiter 
statt  b der  Ton  h eintritt.  Dann  wendet  man  aufsteigend  statt  as  auch  den 
Ton  a an,  absteigend  pflegt  man  dann  aber  doch  für  h den  Ton  b zu 
nehmen,  so  dafs  dann  die  Tonleiter  wird 

aufsteigend  cdesfgahc 
absteigend  c d cs  f g asb  c 
wie  wir  sie  oben  hinschrieben. 
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Bilden  wir  nun  auch  hier  von  den  verschiedenen  Tönen  der  Mollton- 
leiter in  c die  Molltonloitem,  so  erhalten  wir  aufser  den  angegebenen  noch 
weitere  vertiefte  Töne.  Die  Molltonleiter  von  d verlangt  von  neuen  Inter- 
vallen nur  /"und  cx,  sie  wird  nach  unserer  Bezeichnung 

defgäbctdv 

Die  Molltonleiter  von  cs  wird 

i,  i-«,  t-it,  5»  i,  2 •$!,  f -ii, 

oder  in  Zeichen 

es  f ges  as  b ces  des; 

es  treten  als  neue  Vertiefungen  hinzu  ges,  ces  und  des. 

Die  Molltonleiter  von  f enthält  folgende  Töne 

i i t V 2 H Ml 

f g as  b c,  des , es,  l\ ; 

es  tritt  also  hier  ein  gegen  das  des  der  c-Molltonleiter  um  ein  Komma  ver- 
tieftes des  auf.  In  der  Tonleiter  von  g tritt  kein  neues  Intervall  auf,  sie  ist 

gab  c,  d,  es,  /',  g, 

und  schliefslich  wird  die  Tonleiter  in  as-Moll, 

I I 2 • H I • H ■ « V f * « 3 • u u 

as  6 ces,  des,  es,  /es,  <7es,  as, 

sie  besteht  also  aus  allen  vertieften  Tönen,  und  zwar  mit  Ausnahme  von 
des,  aus  gerade  um  ^ Ton  vertieften  Tönen.  Stellen  wir  die  bis  jetzt  durch 
die  Molltonleitern  erhaltenen  neuen  Intervalle  zusammen,  so  sind  dieselben 

c ccs  des  es  f fes  ges  as  b 
des  b, 

wir  erhalten  also  aufser  den  sieben  gerade  um  einen  halben  Ton  vertieften 
Tönen  zwei,  die  um  einen  halben  Ton  und  ein  Komma  vertieft  sind.  Die 
Tonleiter  in  6-Moll  würde  zu  diesen  noch  ös  hinzuftlgen,  so  dafs  wir  auch 
drei  Arten  von  vertieften  halben  Tönen  zu  unterscheiden  haben,  solche, 
welche  genau  um  einen  halben  Ton  unserer  Töne  der  c-Durtonleitor  vertieft 
sind,  und  solche,  welche  ein  Komma  mehr  oder  ein  Komma  weniger  ver- 
tieft sind.  Eine  weitere  Fortsetzung  in  der  Bildung  dieser  Tonleitern  würde 
uns  nun,  wenn  wir  uns  auch  hier  auf  die  genau  um  ^ Ton  vertieften  Töne 
beschränken,  zu  den  oben  hingeschriebenen  Tönen  noch  liefen»  ces , cs,  fes, 
und  aufserdem  die  doppelt  vertieften  Töne  ccses  <=  1 1 • $ • c,  descs  und 
deses,  eses , geses , ases,  bb  und  bb , so  dafs  wir  also  durch  die  Bildung  der 
Molltonleitem  im  ganzon  zu  den  frühern  noch  23  neue  Intervalle  hinznbe- 
klimen.  Unser  Tonsystem,  oder  die  vollständige  Tonleiter  einer  Oktave 
würde  somit  aus  52  Tönen,  oder  wenn  wir  die  Oktave  als  Schlufston  hin- 
zunehmen, aus  53  Tönen  bestehen.  Das  Tonsystem  vom  tiefsten  zum  höchsten 
in  den  gewählten  Zeichen  würde  sein: 
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c cis  cisis  cs  e cis  fes 

c cis  cisis  descs  des  d dis  disis  cses  cs  e cis  fes 

deses  des  d dis 

f fis  fisis  äs  ä ais 

f fis  fisis  geses  ges  g gis  gisis  ases  as  a ais  aisis 

CCS, 

bb  b h his  cesesl  ccs,  c. 
bb  b 


Die  Schwingnngszahlen  der  Hauptreihe,  jedoch  ohne  die  doppelt  ver- 
tieften und  erhöhten  Töne,  gibt  folgende  Zusammenstellung: 


r . . 1 

# e = cis  

6 d^des  l ■ U = H 

,l  Ü 

# d-dis  hj-H 

b e — es  | 

c = k 

# e ■=  e»  t ■ H = «V 

b f mm  fes  J «-!!-«  • • • 

/'  4 

# f = fi*  i •«  = w = n • • • 

b g «=  ges  I • U = U “ 4$  • • • 

9 i 

# 0 = gis  I • ü = H = ^ • • • 

b a = „s  !}•?!  = = t . . . 

« — 4 •••••••• 

# « = «» I • ?s  = v/ 

b/,  = b v-t*  — 5SS  — 1 • • ■ • 
/,  « * 

# /i  = Ais  **  • H -=  lil  — W • • • 

6 c = CCS  2 • i!  = ff 

c,  2 


Prim 

übermitfsige  Prim 
kleine  Sekunde 
grofse  Sekunde 
übermälsige  Sekunde 
kleine  Terz 
grofse  Terz 
ilbermüfsige  Terz 
verminderte  Quarte 
reine  Quarte 
übcrmiü'sige  Quarte 
verminderte  Quinte 
reine  Quinte 
übermäfsige  Quinte 
kleine  Sexte 
grofse  Sexte 
übermäfsige  Sexte 
kleine  Septime 
grofse  Septime 
übermlifsige  Septime 
verminderte  Oktave 
reine  Oktave. 


Die  doppelt  erhöhten  oder  doppelt  vertieften  Töne  erhält  man  aus 
dieser  Tabelle,  indem  man  die  entsprechenden  einfach  erhöhten  oder  ver- 
tieften Töne  mit  respektive  ? ! nniltipliciert,  die  Töne  der  obem  Reihe 
durch  Multiplikation  der  Töne  der  Hauptreihe  mit  die  Töne  der  untern 
Reihe  durch  Multiplikation  mit  *). 


‘)  Ober  die  Berechnung  der  Tonleiter  sehe  man  auch:  Helmholti , Lehre 
vou  den  Tonempfindnngen.  Braunschweig  1863.  p.  418  ff.  G.  Schubring : Schlö- 
milch,  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Supplementheft  1868.  'Gegenüber 
obiger  Berechnung  der  Tonleiter  aus  den  entfachen  konsonierenden  Accordeu  bat 
Cornn  gezeigt  (Cornn  und  Mercadier.  Comptes  Rendus  T.  LXVII1  p.  301  u.  424. 
T.  LXX.  p.  1168.  T.  LXXII.  p.  178.  T.  LXXVi.  p.  431),  dafs  im  melodischen 
Gange  die  Terz  und  die  von  ihr  abgeleiteten  Intervalle  anders  und  zwar  höher 
genommen  werden  als  in  der  harmonischen  Musik.  Bei  dem  Fortschreiten  in 
der  Melodie  soll  die  grofse  Terz  nm  ein  Komma  höher  genommen  werden,  »o 
dafs  also  die  melodische  Tonleiter  eine  andere  wäre  als  die  harmonische,  in  der 
Musik  somit  zwei  verschiedene  Tonleitern  neben  einander  beständen. 
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Die  musikalische  Temperatur.  Die  in  dem  vorigen  Paragraphen 
berechnete  Tonleiter  würde  wegen  ihrer  7,u  grofsen  Reichhaltigkeit  im  Ge- 
brauche äufserst  unbequem,  ja  sie  würde  in  der  Musik  geradezu  unbrauch- 
bar sein,  da  die  vielen  kleinen  Intervalle  auf  den  verschiedensten  Instru- 
menten durchaus  nicht  darzustellen  wären.  Zudem  würde  das  Beibehalten 
aller  jener  Intorvallo  auch  überflüssig  sein,  da  selbst  musikalisch  gebildete 
Ohren  kleine  Unreinheiten  eines  Intervalls  in  einem  Accorde  nicht  mehr 
wahrzunehmen  imstande  sind.  Unsere  jetzige  Musik  vereinfacht  daher  das 
Tonsystem  sehr  bedeutend,  anstatt  52  Töne  wendet  sie  in  der  Tonleiter 
nur  12  Töne  an.  Zunächst  läfst  sie  auf  allen  Instrumenten  mit  festen 
Tönen  alle  doppelt  erhöhten  und  doppelt  vertieften  Töne  fort,  und  ersetzt 
sie  durch  die  nächstliegenden  ganzen  Töne;  so  setzt  sie 

cisis  = d,  deses  — e,  disis  = e,  eses  = d etc. 

Der  Fehler,  welcher  dadurch  begangen  wird,  ist  zwischen  c und  d,  f 
und  g,  a und  h - J-J-J  • indem 

d ^ deses  ^ g . ns  si 

' cisis  c fisis  ns  s» 

ist,  zwischen  d und  c,  sowie  zwischen  g und  o beträgt  er  }-J|. 

Ferner  verzichtet  die  Musik  nicht  nur  auf  die  verschieden  erhöhten 
Töne  fis  und  fis  etc.,  sondern  sie  unterscheidet  in  der  praktischen  Aus- 
führung auch  nicht  die  einander  nahe  liegenden  halben  erhöhten  und  ver- 
tieften Töne,  wie  cis  und  des,  dis  und  es.  Die  zwischen  diesen  Tönen  vor- 
handenen Intervalle  sind 

- » • h - u • m -£r-i-  n = m 

— HS  =WA=Hf. 

0«  _ _ «t  ns  = c = ijs 

Die  hierdurch  begangenen  Fehler,  wenn  man  die  Töne  als  gleich  setzt, 
also  als  des  den  Ton  cis  u.  s.  w.  gebraucht,  würden  also  ebenso  grofs  sein, 
wie  die  durch  Vernachlässigung  der  doppelt  erhöhten  oder  vertieften. 
Würde  man  nun  aber  die  eine  Reihe  der  Töne,  etwa  die  erhöhten,  rein  er- 
halten, so  würden  die  Unreinheiten  fUr  die  andere  Reihe  so  stark  werden, 
dafs  dieselbe  ganz  unbrauchbar  würde;  um  das  zu  vermeiden  läfst  man 
keinen  der  Töne  rein,  sondern  setzt  anstatt  des  reinen  cis  oder  des  einen 
zwischen  beiden  liegenden  Ton,  dessen  Wert  wir  sofort  ableiten  werden. 

Schliefslich  unterscheidet  man  auch  nicht  die  um  ein  Komma  ver- 
schiedenen Töne  c und  c u.  s.  f.,  sondern  behält  nur  die  Töne  c,  d,  c etc. 
bei,  so  dafs  damit  das  Tonsystem  auf  12  Töne  roduciert  wird,  welche  alle 
die  von  uns  abgeleiteten  52  repräsentieren. 

Damit  ist  nun  aber  auch  eine  Temperatur  der  Töne  der  c-Durtonleiter 
notwendig,  da  sonst  die  Unreinheit  der  doppelt  erhöhten  und  vertieften 
Töne  so  grofs  wäre,  dafs  man  alle  sie  enthaltenden  Tonarten  absolut  nicht 
gebrauchen  könnte. 
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Will  man  nur  diese  12  Töne  beibehalten,  so  ist  die  Temperatur  der 
Hanpttöne  der  Tonleiter  noch  aus  einem  andern  Gnmdo  erforderlich.  Es 
ist  nämlich  in  der  Musik  notwendig,  von  einem  Tone  zu  irgond  einem  an- 
dern auf  verschiedenen  Wegen,  das  heilst  durch  Portschreiten  nach  ver- 
schiedenen Intervallen  zu  gelangen.  So  gelangt,  man , wenn  man  von  irgend 
einem  Grundtone  nach  Oktaven  fortschreitet,  immer  zu  den  höheren  Oktaven 


c c,  a,  c3  ct  c6  c6  c, 

1 2 4 8 1«  32  64  128. 


So  soll  man  aber  auch  durch  12  reine  Quinten  von  c aus  zu  einer 
höhem  Oktave  gelangen 

c g rf,  n,  Cj,  fis3  cisi  gist  dis s ais5  f6  c, 


und  das  c,  zu  welchem  man  gelangt,  ninfs  das  durch  Oktaven  erreichte 
c7  sein. 

Berechnet  man  nun  aber  e7  durch  12  reine  Quinten,  so  findet  man 
den  Wert 


während  nach  Oktaven 


531441 

4096 


_ 524288  _ 

*1  4096  _ - 


ist.  Man  findet  also  beim  Portschreiten  nach  Quinten  c7  im  Verhältnis  von 

531441  J29.7 

524288  = 128  ’ 

oder  nahezu  im  Verhältnis  von  jij  zu  hoch. 

Gleiches  zeigt  sich  bei  andern  Fortschreitungen,  und  zwar  in  noch  er- 
höhtem Mafse;  so  sollte  ein  Portschreiten  durch  drei  grofse  Terzen 

c e gis  c, 

die  nächst  höhere  Oktave  liefern;  diese  Fortschreitung  ergibt  indessen 

i * H '„V , 

anstatt  c,  = erhalten  wir  demnach  einen  um  das  Komma  zu 
niedrigen  Ton. 

Schreiten  wir  demnach  nach  reinen  Intervallen  fort,  so  verlieren  die 
höheren  Töne  ihre  Reinheit  gegen  den  Grundton,  man  gelangt  niemals  zn 
einer  reinen  Oktave,  will  man  aber  die  Intervalle  gegen  den  Grundton  fest- 
halten,  so  werden  die  einzelnen  Intervalle  unrein.  Dasselbe  ist  bei  auf-  und 
absteigender  Bewegung  und  Benutzung  verschiedener  Intervalle  der  Fall. 
So  gibt  Chladni  in  seiner  Akustik  folgendes  Beispiel.  Bei  der  Tonfolge 

g c f d g c 

geht  man  zunächst  eine  reine  Quint  abwärts,  dann  eine  Quart  aufwärts, 
eine  kleine  Terz  abwärts,  eine  Quarte  aufwärts  und  schliefslich  eine  Quinte 
abwärts.  Das  Verhältnis  -der  Töne  zum  Grundton  c ist 

i M I I i- 


Digitized  by  Google 


716 


Die  gleichschwebende  Temperatur. 


§ 158. 


Gehen  wir  dagegen  nach  reinen  Intervallen,  so  werden  die  entsprechen- 
den Zahlen 

i;  i;  4;  - Vi  V -4-«;  IM-«. 

Wir  gelangen  also  weder  zu  dem  reinen  <7  zurück,  von  dem  wir  aus- 
gingen, noch  zum  Grundtone.  Eine  weitere  Fortsetzung  solcher  Fortschrei- 
tungen nach  reinen  Intervallen  würde  die  nachkommenden  immer  weiter 
von  den  reinen  Tönen  entfernen.  Deshalb  und  besonders  weil  die  Fort- 
schreitungen nach  verschiedenen  Intervallen  ganz  verschiedene  Abweichungen 
von  den  reinen  Tonverhältnissen,  so  z.  B.  die  reinen  Quinten  zu  hohe,  die 
reinen  Terzen  zu  tiefe  Töne  geben,  können  in  der  Musik,  wenn  man  das 
Tonsystom  auf  12  Töne  beschränkt,  die  reinen  Intervalle  gar  nicht  an- 
gewandt werden,  selbst  wenn  man  auf  allen  Instrumenten  die  Töne  alle 
ganz  rein  hervorbringen  könnte.  Man  mufs  daher  alle  Töne  modifieieren, 
oder  wie  es  in  der  Musik  heilst,  temperieren. 

Die  Temperatur  kann  nun  nach  verschiedenen  Principien  hergestellt 
werden;  man  nimmt  entweder  einige  Intervalle  rein  und  verteilt  die  andern 
Intervalle,  so  dafs  man  dadurch  bei  den  verschiedenen  Fortschreitungen 
immer  zu  denselben  Tönen  kommt.  So  sind  z.  B.  in  der  Kirnbergerschen 
Temperatur  neun  Quinten  ganz  rein,  drei  dagegen  /is  — cis,  d — «,  a — e 
unrein,  und  zwar  ist  der  Fehler,  der  beim  Fortschreiten  durch  12  Quinten 
entsteht,  auf  diese  drei  Quinten  verteilt. 

Indes  sind  die  sogenannten  ungleichschwebenden  Temperaturen  zu  ver- 
werfen, da  dadurch  auf  Kosten  einiger  Intervalle  die  andern  um  so  un- 
reiner werden. 

Die  in  der  Musik  gebräuchliche  Temperatur  verändert  alle  Intervalle 
aufser  den  Oktaven;  diese  müssen  rein  sein,  da  die  Oktaven  dem  Einklänge 
am  nächsten  stehen,  deshalb  ebenso,  wio  eine  Unreinheit  des  Einklanges, 
auch  die  der  Oktaven  am  leichtesten  gehört  wird  und  am  störendsten  ist. 
Die  zwölf  innerhalb  einer  Oktave  liegenden  Töne  werden  dann  alle  als 
gleichweit  von  einander  abstehond  betrachtet,  so  dafs  das  Tonverhältnis 
zweier  auf  einander  folgender  Töne  konstant  oder 

cis  d dis  e f c, 

c cis  d dis  c h * 

gesetzt  wird. 

Dieses  Intervall  i wird  dann  als  halber  Ton  betrachtet,  dessen  Wert 
sich  daraus  ergibt,  dafs 

cis  = i ■ c,  d ~ i - cis  = i*  ■ v • ■ ■ ■ c,  = (•/<  = in  • c. 

Setzen  wir  nun  c = 1 , so  wird 


» = 'j/2  = 1,059  46. 

Nach  der  gleichschwebenden  Temperatur  erhalten  wir  darnach  statt 
der  reinen  Schwingungsverhältnisse  folgcndo,  zusammengestellt  mit  den 
reinen  Schwingungsverhältnissen  und  dem  Fehler  der  temperierten  gegen 
die  reinen  Töne.  Letztere  sind  in  Form  von  Deeimalbrüchen  gegeben,  deren 
Zähler  jedesmal  die  temperierte,  deren  Nenner  die  reine  Schwingungszahl 
ist.  Ist  demnach  in  der  Ilubrik  Fehler  des  temperierten  Tones  die  Zahl 
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gröfser  als  1,  so  ist  der  temperierte  Ton  zu  hoch,  ist  die  Zahl  ein  echter 
Bruch,  so  ist  der  temperierte  Ton  zu  tief. 


Name 

Reines 

Temperiertes 

Fehler  des  tem- 

des  Tones 

Schwingungsverbältnis 

Schwingungsverhältnis 

perierten  Tones 

c 

1 = 1 

1 

1 

eis  ...  • 

M = 1,041  66 

• • • • 1,059  46 

1,017  08 

des.  . . • 

\\  = 1,080  00 

0,980  98 

d 

a = 1,125  00 

• ••  • 1,122  46 

0,997  74 

dis  • . . . 

tt  = M7187 

• • • • 1,189  21 

1,014  79 

es  .... 

$ = 1,200  00 

0,991  01 

e 

fcs  ...  . 

i = 1,250  00 
= 1,280  00 

• • • • 1,269  92 

1,010  26 
0,984  33 

eis  . . . 

‘»V  — 1,302  08 

• • • • 1,334  84 

1,025  16 

f 

| = 1,333  33 

1,001  13 

fis  ...  . 

= 1,388  89 

• • • • 1,414  21 

1,018,23 

ges  . . • . 

= 1,44000 

0,982  09 

g 

| «=  1,500  00 

• • • • 1,498  31 

0,998  88 

gis  ...  • 

= 1,56250 

• • • • 1,587  40 

1,015  93 

as  .... 

| = 1,600  00 

0,992  12 

a 

| =*  1,666  66 

• • • • 1,681  79 

1,009  07 

ai$  .... 

W = 1,736  11 

1,781  80 

1,026  31 

h 

g = 1,800  00 

0,989  89 

h 

V = 1,875  00 

• • • • 1,887  75 

1,006  80 

ces  ...  . 

«=  1,920  00 

0,983  20 

Ais  .... 

‘„V  = 1,953  13 

2,00000 

1,024  07 

ci 

2 = 2,00000 

1 

Wie  man  sieht,  weichen  die  temperierten  Verhältnisse  von  den  reinen 
stellenweise  nicht  unbeträchtlich  ab;  in  demselben  und  zum  Teil  noch 
höherem  Mafse  weichen  dieselben  von  den  reinen  doppelt  erhöhten  und 
doppelt  vertieften  ab , an  deren  Stello  die  temperierten  Töne  gesetzt  werden. 
So  wird  das  temperierte  d für  eses  eingesetzt,  obwohl  die  Schwingungszahl 
des  temperierten  d nur  0,973  96  des  reinen  eses  beträgt.  Wenn  nun  auch 
das  Ohr  in  Accorden  sehr  kleine  Unreinheiten  nicht  mehr  wahmehmen  kann, 
so  sind  dio  oben  berechneten  doch  zu  grofs,  als  dafs  nicht  der  Wohlklang 
der  Accorde  dadurch  wesentlich  beeinträchtigt  werden  sollte.  Deshalb 
ist  es  durchaus  wünschenswert,  dafs  an  Stelle  der  gleichschwebenden 
Temperatur  eine  andere  eingeführt  werden  könne,  welche  diese  Unrein- 
heiten nicht  zeigt.  Dio  Möglichkeit  dazu  ist  aber  nur  gegeben,  wenn  man 
das  Tonsystem  erweitert,  und  statt  12  eine  grüfsere  Zahl  von  Tönen 
beibehält.  Es  hat  das  eigentlich  nur  Schwierigkeit  für  die  Instrumente 
mit  festen  Tönen,  da  z.  B.  an  den  Streichinstrumenten  die  verschiedenen 
Töne  doch  verschieden  gegriffen  werden,  es  anders  als  dis  u.  s.  f.  Für  ein 
Instrument  mit  festen  Tönon  hat  Helmholtz1)  und  später  Appunn*)  vor 


')  Helmholtz,  Tonempfindungen.  p.  483  ff. 

"1  Appunn,  die  Beschreibung  des  Appunnschen  Harmoniums  gibt  Schubriitg 
in  Schlömilchs  Zeitschrift  für  Mathematik,  Supplementheft  1868.  p.  124  ff. 
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kurzem  eine  Tonreihe  gegeben  und  praktisch  ausgefUhrt,  welche  fast  den 
reinen  Tönen  gleichkommt;  die  Tonreihe  von  Helmholtz  hat  30  Töne,  die  ' 
von  Appunn  36,  der  Wohlklang  der  Accorde  soll  auf  diesen  Instrumenten, 
wie  zu  erwarten  stand,  viel  höher  sein,  als  auf  den  temperierten.  Ob  in  der 
Instrumentalmusik  eine  Uhnliche  Tonreihe  möglich  ist,  müssen  die  Musiker 
entscheiden. 


§ 159. 

Absolute  Sohwingungszahl  der  Töne.  Bisher  haben  wir  das  Ver- 
hältnis der  Töne  zu  einander  ins -Auge  gefalst.  Da  wir  vorhin  sahen,  dafs 
das  Verhältnis  der  musikalischen  Töne  ganz  dasselbe  ist  ihr  die  hohen  und 
tiefen  Regionen,  so  ist  es  natürlich  einerlei,  von  welchem  Tone  man  aus- 
geht, welche  Schwingungszahl  man  als  diejenige  des  Grundtones  annimmt. 
Um  indes  die  verschiedenen  Instrumente  mit  einander  stimmen  zu  können 
und  überhaupt  durch  die  oben  erwähnten  Zeichen  bestimmte  Töne  zu  be- 
zeichnen, hat  man  für  einen  bestimmten  Ton,  der  ungefähr  in  der  Mitte 
der  in  der  Musik  gebräuchlichen  Töne  liegt,  eine  bestimmte  Höhe  ange- 
nommen. Es  ist  der  als  eingestrichenes  a bezeichnete  Ton 

Von  diesem  Tone  aus  werden  die  übrigen  Töne  bestimmt.  Der  um 
eine  Sext  tiefero  Ton  ist  das  eingestrichene  c.  Die  in  der  Musik  meist 
gebrauchten  Töne  liegen  teils  höher,  teils  tiefer  als  dieses  e,  und  zwar 
steigt  die  Musik  drei  Oktaven  hinab  und  vier  hinauf.  Die  unterhalb  diesem 
c liegende  Oktave  heifst  die  kleine  Oktave,  die  in  ihr  liegenden  Töne  werden 
mit  den  kleinen  Buchstaben  des  Alphabets  bezeichnet;  die  nächst  tiefere, 
mit  den  grofsen  Buchstaben"  bezeichnete , ist  die  grol'se  Oktave  und  unter 
dieser  die  Kontraoktave,  welche  man  durch  grolse  Buchstaben  mit  einem 
kleinen  Querstrich  darunter  bezeichnet.  Die  höhern  Oktaven  werden  mit 
den  kleinen  Buchstaben  des  Alphabets  bezeichnet  und  zur  Angabe  ihrer 
Höhe  mit  kleinen  Querstrichen  darüber  versehen.  Die  auf  die  kleine  Oktave 
folgende  ist  die  eingestrichene,  die  nächsthöhere  die  zweigestrichene  u.  s.  f. 
Wir  wollen  indes  unsere  bisherige  Bezeichnungsweise  beibehalten  und  die 
eingestrichene  Oktave  durch  eine  kleine  1 , die  zweigestrichene  durch  eine 
kleine  2 etc.  unten  rechts  an  don  den  Ton  angebenden  Buchstaben  bezeichnen. 
Die  in  der  Musik  angewandten  Töne  liegen,  nach  der  gewöhnlichen  Be- 
zeichnnngs weise,  zwischen  den  Oktaven 


CCcccccc 

Nur  wenige  Instrumente  gehen  über  diese  sieben  Oktaven  hinaus. 

Um  den  Ton  des  eingestrichenen  a,,  nach  welchem  die  Stimmung  ge- 
regelt wird,  zu  bestimmen  und  zu  fixieren,  hat  man  die  Stimmgabel  kon- 
struiert. Dioselbo  besteht  aus  einem  gabelförmig  gebogenen  Stahlstabe,  an 
welchem  unten  an  der  Biegung  ein  Stäbchen  angebracht  ist  (Fig.  258). 
Die  Gabel  wird  dadurch  zum  Tönen  gobracht,  dafs  man  sie  mit  einer  der 
Zinken  au  einen  festen  Körper  anschlägt,  sie  schwingt  dann  so,  wie  Fig.  259 
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anzeigt,  mit  zwei  Schwingungsknoten  in  der  Nähe  der  Biegung,  wie  ein  an 
beiden  Enden  freier,  in  transversale  Schwingungen  versetzter  Stab.  Die 
beiden  Kinken  schwingen  zugleich  nach  innen  und  die  Biegung  nach  unten, 
dann  die  Zinken  nach  aufsen  und  die  Biegung  nach  oben  hin.  Die  Töne 
der  Stimmgabel  allein  sind  sehr  schwach;  um  sie  zu  verstärken,  setzt  man 
sie  auf  einen  Tisch,  der  dann,  wie  wir  später  sehen  werden,  durch  Resonanz 


Mg.  SM. 


Mg.  259. 

i I 


a b 

kJ 


den  Ton  verstärkt.  Gröfsere  Stimmgabeln,  welche  nicht  sondern  c, 
oder  c geben,  sind  meist  auf  besonderen  Resonanzkästchen  befestigt,  in  denen 
die  Luftsäule  für  sich  schwingend  denselben  Ton  gibt  als  die  Gabel  und 
deshalb  durch  ihre  Schwingungen  den  Ton  ganz  bedeutend  verstärkt.  Man 
streicht  solche  Gabeln  mit  einem  Bafsbogen  an,  den  man  parallel  der 
Schwingungsebene  an  den  Zinkon  der  Gabel  vorüberfUhrt. 

Messungen  der  Schwingungszahl  des  durch  die  (1,-Stimmgabel  be- 
stimmten Tones  haben  nun  ergeben,  daf9  dieser  Ton  keineswegs  überall  die 
gleiche  Schwingungszahl  hat.  Fischer  fand  im  Jahre  1822,  dafs  die  Schwin- 
gungszahl des  Tones  im  Orchester  des  Berliner  Theaters  gleich  437  war; 
diejenige  des  Tones  «,  des  Orchesters  der  grofsen  Oper  zu  Paris  war  431, 
vom  Thcatre  Feydeau  = 428  und  des  Thtatre  Italien  = 424  Schwingungen 
in  der  Sekunde1). 

Scheibler* *)  fand  1833  den  Ton  von  fünf  Pariser  o, -Gabeln  von  426,7 
bis  440,7,  von  einer  Gabel  des  Berliner  Orchesters  441,62  und  von  sechs 
Gabeln  des  Wiener  Orchesters  zwischen  433,66  und  444,87  Schwingungen. 

Scheibler  machte  darauf  1834  auf  der  Versammlung  deutscher  Natur- 
forscher und  Ärzte  zu  Stuttgart  den  Vorschlag,  den  Ton  a,  zu  440  Schwin- 
gungen festzusetzen,  indes  ist  die  Stimmung  der  Orchester  darnach  nicht 
normiert  worden  und  sie  blieb  nach  wie  vor  schwankend.  Neuerdings3)  ist 
nun  in  Frankreich  bestimmt  worden,  dafs  der  Ton  n,  zu  435  Schwingungen 
gesetzt  werden  solle,  um  dort  UberaB  eine  gleichmäßige  Stimmung  hervor- 


')  Fischer  in  den  Denkschriften  der  Berliner  Akademie  für  1824. 

*)  Nach  der  Angabe  von  Höher.  Dove,  Repertorium.  111. 

’)  Nach  dem  Moniteur  universel  26.  fevrier  1869. 
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zubringen,  und  seitdem  ist  auch  bei  einer  grofsen  Anzahl  deutscher  Orchester 
dieselbe  Stimmung  angenommen  worden. 

Gehen  wir  von  dieser  Schwingungszahl  aus,  so  wird  darnach 


1,681  79 


436  % 
1,681  79 


= 258,65. 


Die  Schwingungszahlen  der  vorhin  angegebenen  Töne  werden  darnach 
folgende 

C *=  c_*  = 32,33  c*  = 517,30 
C = c_,  = 64,66  c3  = 1034,60 
c = 129,32  c,  = 2069,20 
r,  = 258,65  r5  = 4138,40 

wonach  man  leicht  imstande  sein  wird,  die  Schwingungszahlen  aller  übrigen 
in  der  Musik  gebräuchlichen  Töne  zu  berechnen. 

Die  hier  angegebenen  Töne  sind  indes  nicht  die  überhaupt  hörbaren 
Töne,  sowohl  Töne  unterhalb  c_s  als  oberhalb  c6  sind  noch  hörbar,  ln  den 
gröfsem  Orgeln  findet  sich  noch  eine  ganzo  Oktave  tieferer  Töne  bis  zum 
r_j,  dem  Subkontra  C,  welches  16  Schwingungen  in  der  Sekunde  vollftihrt, 
und  Savart  behauptete  nach  seinen  Versuchen1),  dafs  bei  hinreichender 
Stiirke  Töne  selbst  bei  7 — 8 Schwingungen  in  der  Sekunde  hörbar  seien. 
Savart  liefs  einen  Eisenstab  um  eine  horizontale  Axe  sich  drehen  und  stellte 
ihn  so  auf,  dafs  er  bei  jeder  Umdrehung  durch  einen  Spalt  eines  Brettes 
schlug  und  dabei  die  Runder  berührte.  .Jeder  Durchtritt  gab  einon  heftigen 
Schlag  und  war  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  so  grofs,  dafs  der  Eisenstab 
in  der  Sekunde  7 — 8 mal  die  Spalte  passierte,  so  hörte  man  einen  sehr 
tiefen  und  lauten  Ton.  Savart  glaubte,  dafs  dieser  Ton  Folge  der  acht 
Stöfse  des  Eisenstabes  in  der  Brettspalte  sei. 

Schon  Despretz*)  indessen  -widersprach  dem  und  bemerkte  dagegen, 
dafs,  wenn  Savarts  Schlufs  richtig  sei,  die  doppelte  Umdrehungsgeschwindig- 
keit oder  die  Anwendung  zweier  Spalten  auch  die  höhere  Oktave  des  zuerst 
gehörten  Tones  hätte  erzeugen  müssen.  Der  Versuch  ergibt  aber  einon  von 
dem  vorigen  nur  wonig  verschiedenen  Ton,  so  dafs  der  Ton  sich  nicht  aus 
den  einzelnen  Schlägen  zusammengesetzt  haben  kann. 

Helmholtz3)  wies  nach,  dafs  die  Methode  von  Savart  zur  Untersuchung 
dieser  Frage  ganz  ungeeignet  sei,  da  die  Dauer  jedes  einzelnen  Stofses 
gegen  die  Zwischenzeit  zweier  Stöfse,  also  die  Schwingungsdauer  der  durch 
sie  erzeugten  Schwingungen  zu  kurz  sei.  Es  müssen  deshalb  die  Obertöne 
sehr  stark  entwickelt  sein,  so  dafs  die  tiefsten  gehörten  Töne  nichts  als 
Obertöne  sind.  Er  bat  deshalb  die  Frage  nach  den  tiefsten  Tönen  wieder 
aufgenommen,  und  gelangt  zu  einem  wesentlich  andern  Resultat,  er  findet, 
dafs  die  Tonempfindung  erst  beginnt  bei  etwa  30  Schwingungen  und  dafs 
erst  bei  etwa  40  Schwingungen  der  Ton  eine  bestimmte  musikalische  Höhe 
bat.  Helmholtz  Schlots  dieses  besonders  aus  einem  Versuch  mit  einer  in 
der  Mitte  belasteten  Saite,  welche  infolge  der  Belastung  fast  nur  die 


Ann. 


')  Savart,  Annales  de  cbim.  et  de  phvn.  Tome  XLVII.  l’oggend.  Aun  XX. 
!)  Iieejtretz,  Comptes  rcndus  de  l Acadöm.  de  France.  Tome  XX.  l’oggend. 
Bd.  LXV. 

3)  UrhnhoUz,  Tonempfindungen,  p.  206.  ff. 
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langsamsten  Schwingungen,  bei  denen  die  Saite  der  ganzen  Längo  nach 
schwingt,  vollfuhrt.  Die  Saite  wurde  auf  einen  Resonanzkasten  ausgespannt, 
der  nur  eine  Öffnung  hatte,  und  diese  konnte  mit  dem  Gehörgange  ver- 
bunden werden,  so  dafs  die  Luft  des  Resonanzkastens  nur  in  das  Ohr  hin 
entweichen  konnte.  Die  Töne  einer  Saite  von  gewöhnlicher  Höhe  sind  unter 
diesen  Umständen  von  unerträglicher  Stärke.  Dagegen  war  die  Tonempfindung, 
als  die  Saite  37  Schwingungen  machte,  nur  mehr  schwach,  und  hatte  auch 
diese  etwas  Knarrendes,  was  darauf  schliefsen  läfst,  dafs  das  Ohr  anfing, 
die  einzelnen  Stöfse  zu  fühlen.  Bei  31  Schwingungen  war  kaum  noch  etwas 
zu  hören. 

Später  hat  Ilelmholtz1)  dasselbe  mit  zwei  von  König  hergestellten 
Stimmgabeln  gezeigt,  deren  Stimmung  durch  an  den  Zinken  verschiebbare 
Gewichte  geändert  werden  konnte.  Die  Zahl  der  jeder  Lago  des  Gewichts 
entsprechenden  Schwingungen  ist  auf  einer  an  den  Zinken  angebrachten 
Skala  angegeben;  die  eine  Gabel  gibt  in  der  Sekunde  je  nach  der  Lage  des 
Gewichtes  25—35,  die  andere  35  — Gl  Schwingungen.  Die  Gewichte  haben 
die  Form  von  Platten.  Bringt  man  das  Ohr  ganz  nahe  an  diese  Platten, 
so  hört  man  die  tiefen  Töne  sehr  gut.  Bei  30  Schwingungen  hört  man 
dann  noch  deutlich  einen  schwachen  dröhnenden  Ton,  bei  28  kaum  noch 
eine  Spur,  obgleich  man  leicht  Oscillationon  von  9mm  Amplitude  in  dieser 
Weise  ganz  dicht  vor  dem  Ohr  erzeugen  kann. 

Preyer*)  glaubt  indes  die  untere  Grenze  der  Hörbarkeit  doch  noch  erheb- 
lich tiefer  setzen  zu  können.  Er  nahm  mit  solchen  Stimmgabeln  noch  24Schwin- 
gungon  als  Ton  wahr  und  glaubt  mit  schwingenden  belasteten  Zungen  noch 
15  Schwingungen  als  Ton  empfunden  zu  haben.  Gegen  die  letztem  Ver- 
suche von  Preyer  wendet  aber  Helmholtz8)  ein,  dafs  solche  belastete  Zungen 
bei  jeder  ihrer  Schwingungen  dem  Befestigungspunkte  zwei  longitudinale 
Stöfse  erteilen  und  zwar  jedesmal  wenn  sie  mit  dem  Maximum  der  Ge- 
schwindigkeit die  Gleichgewichtslage  passieren,  er  sieht  es  deshalb  noch 
nicht  als  bewiesen  an,  dafs  unser  Ohr  erheblich  unter  der  Zahl  30  liegende 
Schwingungen  als  Ton  empfinden  kann. 

Darnach  wurde  also  das  c_j  der  tiefste  musikalische  Ton  sein,  und 
die  ganze  Subkontraoktavo  der  Orgel  keine  eigentlichen  Töne,  sondern  nur 
noch  ein  Geräusch  geben,  indem  das  Ohr  die  einzelnen  Stöfse  fühlt.  Es 
ist  in  der  Tbat  für  diese  Töne  selbst  einem  musikalisch  gebildeten  Ohre 
nicht  möglich,  eine  bestimmte  Tonhöhe  anzugeben. 

Nach  oben  hin  ist  die  Reihe  der  hörbaren  Töne  weniger  begrenzt,  indes 
findet  sich  hier,  dafs  verschiedene  Personen  für  solche  Töne  verschieden 
empfindlich  sind,  und  selbst  eine  Person  mit  dem  einen  Ohr  oft  höhore 
Töne  wahmehmen  kann  als  mit  dem  andern.  So  gibt  Brewster  an,  dafs 
er  das  Heimchenzirpen  nur  mit  einem  Ohre  hörte,  während  für  gewöhnliche 
Töne  beide  Ohren  gleich  empfindlich  waren1). 

Sind  die  Töne  hinreichend  stark,  so  können  noch  sehr  hohe  Töne  ge- 
hört werden;  so  brachte  Savart5)  mit  seinem  gezahnten  Rade  noch  deut- 

’)  Ilelmholtz,  Tonemptindnngen  III.  Ausgabe,  p.  279. 

*)  Preyer,  Physiologische  Abhandlungen  I.  Reihe  Heft  I.  p.  1. 

*)  Ilelmholtz,  Tonompfindungen  IV.  Ausgabe,  p.  296. 

4)  Brewster,  Philosophical  Magazin,  vol.  XXV. 

•)  Sacart,  Anuales  de  chim.  et  de  phys.  T.  XLIV. 

WOLLSSB,  Physik  L 4.  Aofl.  4G 
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lieh  das  /?.«,  mit  24000  Schwingungen  hervor,  und  Despretz1)  fand,  dafs 
mittels  Btimmgaboln,  welche  auf  Resonanzkasten  standen,  noch  das  <1*  mit 
Uber  36000  Schwingungen  hörbar  war. 

§ ICO. 

Analyse  des  Klanges.  Wir  haben  bereits  im  § 153  darauf  hin- 
gowiesen,  dafs  Töne  gleicher  Höhe  sich  durch  Verschiedenheit  ihrer  Klang- 
farbe unterscheiden,  und  bemerkt,  dafs  die  Verschiedenheit  des  Klanges 
ihren  Grund  darin  habe,  dafs  die  Form  der  Schwingungen  bei  gleicher 
Periode  eine  verschiedene  sei;  eine  Verschiedenheit,  welche  darauf  beruht, 
dafs  die  Schwingungen  zusammengesetzt  periodische  sind,  dafs  innerhalb 
der  durch  den  Grundton  ungegebenen  Periode  die  Luftteilchen  gleichzeitig 
nach  andern  höhern  Tönen  angohörigen  Perioden  schwingen.  Bei  der  Be- 
sprechung der  zusammengesetzten  Schwingungen  (§  145)  sahen  wir  schon, 
dafs  bei  den  Schwingungen  der  meisten  Körper  nicht  einfache  Schwingungen, 
welche  durch  die  Gleichung 

y = a • sin  2 n !j, 

dargestellt  sind,  sich  finden,  sondern  dafs  zu  diesen  stets  solche  hinzutrotcn, 
deren  Schwingungsdauern  Vielfache  der  ersten  sind,  dafs  also  die  Schwin- 
gungen im  allgemeinen  durch  die  Gleichung 

y — a • sin  2 n * -f-  b • sin  ls  -f-  c • sin  6 ji  p ■ sin nn  fj, 

gegeben  sind.  Bei  den  verschiedenen  schwingenden  Körpern  können  die 
Verhältnisse  zwischen  den  Amplituden  der  einzelnen  Schwingungen,  sowie 
die  Anzahl  der  Glieder  dieser  Reihe  je  nach  Art  und  Stelle  der  Erregung 
sehr  verschieden  sein. 

Wie  wir  nun  $ 155  -sahen,  stellen  die  einzelnen  Glieder  der  zuletzt 
hingeschriebenen  Reihe  die  harmonischen  Obertöne  des  dnrch  das  erste 
Glied  dargestellten  Tones  vor,  also  wenn  wir  den  letztem  mit  c bezeichnen, 
die  Reihe 

ci  cn  ff n p2i  ffn  loo  7,  Cj,  d j • • • • 

Ist  demnach  die  vorhin  ausgesprochene  Annahme  Uber  die  Ursache  der 
Klangverschiedenheit  die  richtige,  so  würde  das  bedeuten,  dafs  die  ver- 
schiedenen Klänge  nicht  einfache  Töne,  sondorn  Aecorde  sind,  welcho  von 
der  Reihe  der  harmonischen  Tiino  gebildet  werden,  und  dafs  ihre  Verschieden- 
heit darin  beruht,  dafs  in  diosen  Accorden  mehr  oder  weniger  Töne  der 
Reihe  vorhanden  sind,  und  dafs  die  Stärke  der  einzelnen  Töne  eine  ver- 
schiedene ist. 

Ohm2)  war  der  erste,  der  den  Satz  aufstellto,  dafs  das  Ohr  die  Fähig- 
keit habe,  jede  in  einer  zusammengesetzten  vorhandene  einfache  Schwingung 
als  Ton  gesondert  wahrzunehmen,  ohne  jedoch  daran  den  Schlufs  zu  knüpfen, 
dafs  in  der  Wahrnehmung  der  verschiedenen  Obortüne  der  Grund  der  Klang- 
verschiedenheit liege.  Seebeck3)  nahm  dom  gegenüber  an,  dafs  in  einer 

’)  Despretz  a.  a.  0. 

,)  Ohm,  Poggend.  Ann.  Bd.  LIX  und  LXII. 

3)  Seebeck,  Poggend.  Ann.  Bd.  LX  und  LX1II.  Dovcs  Repertorium.  Bd.  VIII. 
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zusammengesetzt  periodischen  Schwingung  die  einzelnen  Töne  nicht  zu 
unterscheiden  wären,  dafs  aber  in  der  durch  das  Hinzutreten  der  weitern 
Schwingungen  bedingten  Veränderung  des  Schwingungsgesetzes  eine  Ursache 
der  Klangrerschiedenheit  der  Töne  gleicher  Höhe  zu  suchen  sei.  Erst 
Helmholtz ')  war  es,  der  den  Nachweis  lieferte,  dafs  in  einem  Klange,  dessen 
schwingende  Bewegung  durch  obige  Gleichung  dargestellt  ist,  alle  die  Töne, 
wie  sie  das  Gesetz  von  Ohm  verlangt,  wirklich  vorhanden  und  dem  Ohre 
wahrnehmbar  sind,  und  dafs  die  Verschiedenheit  des  Klanges  wesentlicli 
von  den  vorhandenen  Obertönen  bedingt  ist. 

Zum  Nachweis  der  objektiven  Existenz  der  Partialtöne  benutzte  Heliu- 
holtz  das  Phänomen  des  Mittönens,  dessen  Theorie  wir  im  nächsten  Kapitel 
etwas  ausführlicher  besprechen  werden  Die  Erscheinung  besteht  darin, 
dafs  wenn  in  der  Nähe  eines  Körpers,  welcher  Schwingungen  einer  ganz  be- 
stimmten Periode  vollführen,  das  heifst  also  einen  einfachen  Ton  bestimmter 
Höhe  geben  kann,  Schwingungen  dieser  Periode  erzeugt  werden,  der  Körper 
dadurch  mit  in  Schwingungen  gerät,  welche  man  entweder  direkt  oder 
dadurch  wahrnehmbar  machen  kann,  dafs  man  den  erregenden  Ton  auf- 
hören läfst,  wodurch  dann  der  Ton  des  mitschwingenden  Körpers  allein 
hörbar  bleibt.  Spannt  man  z.  B.  auf  einem  Monochord  zwei  Saiten  genau 
im  Einklang,  und  bringt  die  eine  zum  Tönen,  so  tönt  auch  die  andere,  oder 
bringt  man  von  zwei  ganz  genau  gleichen  Stimmgabeln,  wie  Fig.  258,  die 
eine  zum  Tönen,  so  wird  auch  die  andere  in  Schwingung  versetzt.  Dieses 
Mittönen  tritt  aber  nur  ein,  wenn  die  Schwingungen  des  mittönenden  Körpers 
genau  dieselbe  Dauer  haben,  wie  die  Schwingungen  des  ursprünglich 
tönenden  Körpers,  schon  bei  geringem  Unterschiede  der  Schwingungen  tritt 
dasselbe  nicht  ein.  Wenn  man  deshalb  bei  Erzeugung  eines  Klanges  einen 
bestimmten  Körper  zum  Mittönen  bringt,  dessen  Schwingungszahl  jener  des 
in  dem  Klange  vorhandenen  Grundtones  nicht  entspricht,  so  kann  man 
daraus  mit  Sicherheit  schliefsen,  dafs  neben  dem  Grundtone  der  dom  mit- 
tönenden  Körper  entsprechende  Ton  in  dem  Klange  vorhanden  ist. 

Ein  sehr  bequemes  Mittel,  um  das  Mittönen  zu  zeigen,  sind  Membranen, 
welche  wie  Fig.  260  als  Boden  auf  einer  Flasche  ausgespannt  sind. 
Der  Hals  der  Flasche  bei  a ist 
offen,  die  Membran  b vertritt  die 
Stelle  des  Bodens;  man  nimmt  am 
besten  eine  nasse  Schweinsblase, 
die  gleicbmäfsig  aufgespannt  wird, 
und  die  man  dann  trocknen  läfst, 

Bei  c wird  mit  Wachs  ein  Cocon- 
faden  befestigt,  der  an  seinem 
untern  Ende  ein  Siegellackkügel- 
chen trägt,  das  gerade  vor  der  Mitte  der  Membran  hängt.  Wenn  die 
Membran  in  Schwingungen  gerät,  so  macht  das  Pendelchen  die  heftigsten 
Sprünge.  Wenn  die  Spannung  der  Membran  und  die  Gröfse  der  Flasche 
richtig  getroffen  sind,  so  gibt  die  Membran  fast  nur  ihren  Grundton  an, 
bei  welchem  sie  als  Ganzes  schwingt,  die  Obertöne  treten  dann  nur  schwach 
hervor.  Um  dieselben  zu  erkennen,  raufs  man  die  Flasche  vertikal  stellen, 


’}  Helmholtz,  Tonempfindungon.  Abschnitt  II,  III,  IV,  V,  VI. 
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und  die  Membran  zur  Beobachtung  der  Klangfiguren  mit  Sand  bestreuen. 
Die  möglichen  Schwingungsformen  der  Membran  mit  den  dazu  gehörigen 
Schwingungszahlen  zeigt  folgende  kleine  Tabelle: 


Die  Membran  schwingt  Schwingungszahl 

ohne  Knotenlinie 1 

mit  einem  Kreise 2,29G 

mit  zwei  Kreisen 3,599 

mit  einem  Durchmesser 1,590 

mit  einem  Durchmesser  und  einem  Kreise  . . 2,920 
mit  zwei  Durchmessern 2,140. 


Bezeichnen  wir  den  Grundton  der  Membran  mit  e,  so  gibt  dieselbe 
als  Obertöne  rf,  -{-,  h,  -f-,  ns,  </,  — , cis1 , die  Zeichen  -f-  und  — bei  den 
Tönen  sollen  anzeigen,  dafs  der  Ton  der  Membran  etwas  höher  oder  etwas 
tiefer  ist  als  der  hingeschriebene. 

Die  mitschwingendeit  Membranen  haben  den  Vorzug,  dafs  sie  die  in 
einer  Klangmasse  vorhandenen  Einzeltöne  ganz  ohne  MithOlfe  des  Ohres 
zeigen,  sie  haben  indes  den  Nachteil,  dafs  sie  fUr  schwächere  Töne  nicht 
sehr  empfindlich  sind.  In  der  Beziehung  werden  sie  weit  tibertrotten  von 
den  von  Helmholtz  angegebenen  Resonatoren.  Es  sind  das  Hohlkugeln 
oder  Röhren,  von  Glas  oder  Messing  (Pig.  261  a und  b),  mit  zwei  Öffnungen. 

Die  eine  Öffnung  a hat  scharf 
abgeschnittene  Ränder,  die 
andere  b ist  trichterförmig 
und  so  geformt,  dafs  man 
sie  in  das  Ohr  einsetzen  kann. 
Man  umgibt  zu  dem  Ende 
die  Öffnung  b mit  geschmol- 
zenem Siegellack,  und  wenn 
dasselbe  soweit  erkaltet  ist, 
dafs  man  es  mit  den  Fingern 
ungestraft  berühren  kann, 
aber  doch  noch  weich  ist, 
drückt  man  die  Öffnung  in 
den  Gehörgang.  Das  Siegel- 
lack formt  sich  dann  nach 
der  innem  Oberfläche  des 
letztem,  nnd  wenn  man  dann 
später  den  Resonator  an  das  Ohr  setzt,  so  schliefst  er  leicht  und  voll- 
ständig dicht. 

Ein  solcher  in  das  Ohr  gesetzter  Resonator  gibt  einen  bestimmten 
Grundton  und  aufserdem  mehrere  sehr  viel  höher  liegende  Obertöne.  Wird 
der  Grundton  desselben  aufserhalb  angegeben,  so  wird  die  Luft  des  Re- 
sonators sehr  kräftig  zum  Mittönen  gebracht,  und  der  Ton  dringt  dann 
unmittelbar  und  deshalb  sehr  kräftig  ins  Ohr. 

Verstopft  man  das  eine  Ohr  und  setzt  an  das  andore  den  Resonator, 
so  hört  man  die  meisten  in  der  Umgebung  angegebenen  Töne  sehr  gedämpft, 
wird  dagegen  der  Ton  des  Resonators  angegeben,  so  schmettert  derselbe 
mit  gewaltiger  Stärke  in  das  Ohr  hinein. 
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Eine  abgestimmte  lteihe  solcher  Resonatoren,  wie  man  sie  jetzt  von 
König  in  Paris  beziehen  kann,  die  harmonische  Reihe  der  Töne  von  c_i  an 
enthaltend,  ist  deshalb  ein  vortreffliches  Mittel,  nm  die  in  einer  Klangmasse 
enthaltenen  Töne  zu  bestimmen.  Es  ist  dabei  zu  bemerken,  dafs  das  Auf- 
treten des  Tones  im  Resonator  ganz  ebenso  die  objektive  Existenz  des  Tones 
aufserhalb  des  Resonators  beweist,  als  die  mitschwingonde  Membran.  Denn 
der  Ton  tritt  in  dem  Resonator  nur  hervor,  wenn  derselbe  von  Schwingungen 
getroffen  wird,  welche  mit  denen,  welche  die  Luftmasse  des  Resonators  an- 
nehmen kann,  isochron  sind;  wird  deshalb  der  Resonator  zum  Tönen  ge- 
bracht, so  beweist  das,  dafs  in  den  zusammengesetzten  Schwingungen,  welche 
ihn  zum  Tönen  bringen,  die  dem  Resonator  entsprechende  einfache  Schwingung 
vorhanden  ist,  und  als  solche  aus  den  zusammengesetzten  abgeschieden 
werden  kann. 

Den  Vorzug  der  Membranen,  die  Zusammensetzung  der  Kllinge  unab- 
hiingig  vom  Ohr  zu  zeigen,  mit  der  Empfindlichkeit  der  Resonatoren,  ver- 
bindet ein  von  R.  König  in  Paris  konstruierter  Apparat.  Eine  Reihe  von 
abgestimmten  Resonatoren,  8 oder  10  von  c an  sind  auf  einem  Stative  über 
einander  befestigt  R,  R (Fig.  262).  Das  Ende  der  Resonatoren , welches 
sonst  ins  Ohr  gesteckt  wird,  ist  durch  einen  Kautschukschlauch  mit  einer 
Reihe  kleiner  Kapseln  7c  k in  Verbindung.  Mit  Ausnahme  der  Eintrittsstelle 
des  Kautschukschlauches  sind  die  Kapseln  rings  geschlossen,  und  zwar  an 
den  Seiten  wänden  und  hinten,  wo  der  Schlauch  eintritt,  fest,  vorn,  der 
Mündung  des  Schlauches  gegenüber  durch  eine  sehr  feine  elastische  Membran. 
Wird  nun  durch  einen  aufsen  angegebenen  Ton  die  Luftmasse  des  Re- 
sonators in  Schwingung  versetzt,  so  pflanzt  sich  die  Bewegung  bis  in  die 
Kapsel  fort,  und  die  die  Kapsel  vom  abschliefsende  Membran  wird  gerade 
so  in  Schwingungen  versetzt,  wie  das  Trommelfell,  wenn  man  den  Resona- 
tor in  den  Gehörgang  einschiebt.  Um  diese  Schwingungen  sichtbar  zu 
machen,  wendet  König  ein  ilufserst  sinnreiches  Mittel  an;  vor  der  Membran 
wird  eine  zweite  Kapsel  angebracht,  so  dafs  die  Membran  selbst  die  Hinter- 
wand der  vorderen  Kapsel  bildet.  Durch  ein  seitliches  Ansatzrohr  littst  man 
in  die  vordere  Kapsel  Leuchtgas  eintreten,  welches  durch  die  fFig.  262) 
neben  den  Resonatoren  sichtbaren  Brenner,  die  aus  einer  kleinen  kreis- 
förmigen, auf  der  obern  Seite  dünner  Cylinder  angebrachten  Öffnung  be- 
stehen, entweicht. 

Angezündet  gibt  dieser  Gasstrom  eine  kleine  spitze  leuchtende,  ruhig 
brennende  Flamme.  Sobald  aber  der  mit  dieser  Flamme  in  Verbindung 
stehende  Resonator  durch  einen  Ton  in  Schwingungen  versetzt  wird,  ge- 
langt auch  die  Flammo  in  isochrone  Vibrationen,  indem  sie  abwechselnd 
gröfser  und  kleiner  wird.  Denn  indem  die  Membran  durch  die  Schwingungen 
der  Luft  im  Resonator  abwechselnd  etwas  in  die  das  Gas  haltende  Kapsel 
hineingedrückt,  abwechselnd  aus  ihr  zurückgezogen  wird,  wird  der  Druck 
des  Gases  in  der  Kapsel  abwechselnd  etwas  vergröfsert,  abwechselnd  etwas 
verkleinert.  Dem  vergrüfserten  Druck  entspricht  ein  verstärktes,  dem  ver- 
minderten oin  geschwächtes  Ausströmen  des  Ghses  und  ersterem  eine  Ver- 
gröfserung,  letzterem  eine  Verkleinerung  der  Flamme.  Diese  Vibrationen 
der  Flamme  erfolgen  indes  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit,  dafs  sie  bei 
direkter  Betrachtung  der  Flamme  nicht  sichtbar  sind. 

Um  sie  sichtbar  zu  machen,  benutzt  Körnig  die  schon  mehrfach  er- 
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wähnte  Eigentümlichkeit  unseres  Auges,  dafs  Lichteindrtlcke  eine  gewisse 
Zeit  dauern  und  die  aus  dem  Reflexionsgesetze  sich  ergebende  Erscheinung, 
dafs  das  Spiegelbild  einer  Flamme  je  nach  der  Stellung  eines  Spiegels  an 
verschiedenen  Orten  erscheint.  Das  an  der  Seite  der  Flamme  sich  befindende 
Parallelepiped  ist  auf  seinen  vier  Seitenflächen  mit  Spiegeln  belegt,  so 


Fig.  262. 


dafs,  wenn  es  in  der  Stellung  ist,  welche  die  Figur  zeigt,  die  Spiegelbilder 
der  Flammen,  wio  es  in  der  Figur  angedeutet  ist,  sichtbar  sind.  Durch 
zwei  mittels  der  Kurbel  K gedrehte  konische  Zahnräder  C und  C,  kann 
das  spiegelnde  l’arallelepiped  in  Rotation  versetzt  werden.  Dreht  man 
den  Spiegel  langsam,  während  die  Flamme  ohne  Vibrationen  brennt,  so 
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sieht  man  die  Flamme  nach  nnd  nach  an  verschiedenen  Stellen  neben  ein- 
ander, dreht  man  ihn  rasch,  so  sieht  man  alle  diese  Bilder  einer  Flamme 
gleichzeitig,  und  infolge  dessen  sieht  man  sie  als  ein  horizontales  Licht- 
band, gerade  wie  man  eine  rasch  im  Kreise  geschwungene  glühende  Kohle 
als  leuchtenden  Kreis  sioht. 

Anders  jedoch,  wenn  die  Flamme  vibriert,  wenn  die  leuchtende  Spitze 
der  Flamme  nur  immer  einen  Moment  sichtbar  ist;  sie  gibt  dann  im  Spiegel 
nur  jedesmal  ein  Bild,  wenn  sie  aufzuckt,  diese  Bilder  fallen  aber,  da  der 
Spiegel  zwischen  dem  jedesmaligen  Aufzucken  gedreht  ist,  neben  einander, 
und  man  sieht  dann  im  Spiegel  eine  Reihe  von  Flammenbildem  neben  ein- 
ander, wie  es  Fig.  203  zeigt. 


Fig.  863. 


Der  Abstand  der  einzelnen  Flammenbilder  hängt  ab  von  der  Schnellig- 
keit, mit  der  die  Vibrationen  erfolgen  und  der  Schnelligkeit  der  Rotation 
des  Spiegels,  oder  wenn  die  Schnelligkeit  der  Rotation  des  Spiegels  ge- 
geben ist,  nur  von  der  Schnelligkeit,  mit  der  sich  die  Vibrationen  folgen. 
Spiegeln  sich  z.  B.  in  einem  Spiegel  zwei  Flammen,  von  denen  dio  eine 
doppelt  so  rasch  vibriert  als  die  andere,  so  sieht  man  auch  von  der  erstem 
doppelt  so  viel  Bilder  als  von  der  letztem.  So  zeigt  Fig.  263  dio  Erschei- 
nung in  dem  rotierenden  Spiegel,  wenn  man  gleichzeitig  c und  c,  ertönen 
läfst,  die  untere  Flamme  gibt  die  halbe  Anzahl  Bilder  als  die  darüber 
liegende,  da  die  Luft  im  untern  Resonator  nur  halb  so  viel  Schwingungen 
macht  als  im  darüberliegenden. 

Die  Anwendung  des  Apparates  ergibt  sich  darnach  von  selbst;  man 
gibt  den  zu  untersuchenden  Klang  auf  den  Grundton  c an  und  setzt  den 
Spiegel  in  Rotation.  Alle  die  in  dem  Klange  enthaltenen  Obertöne  bringen 
die  Luft  der  ihnen  entsprechenden  Resonatoren  in  Vibration,  welche  sich 
den  zugehörigen  Flammen  mitteilt.  Man  sieht  dann  die  entsprechenden 
Flammen  im  rotierenden  Spiegel  als  einzelno  Bilder,  ähnlich  wie  Fig.  263, 
während  die  Flammen,  deren  Resonatoren  nicht  mittönen,  im  Spiegel  als 
kontinuierliche  Lichtbänder  erscheinen. 
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Die  Membranen  in  den  Kapseln  ttlrdie  manometrischen  Flammen  werden 
von  einer  solchen  Feinheit  genommen,  dafs  sie  jeder  Schwingung,  die  in  der 
sie  umgebenden  Luft  vorhanden  ist,  folgen  und  sie  durch  die  Hewegung 
der  Flamme  angeben.  Es  ist  deshalb,  wie  König1)  gezeigt  hat,  möglich, 
auch  durch  eine  Flamme  die  Klänge  in  ihre  Partialtöne  zu  zerlegen.  Einen 
kleinen  dazu  geeigneten  Apparat  zeigt  Fig.  264.  An  einem  Stativ  ist  eine 


Fig.  264. 


Fig.  266. 


Kapsel  k der  vorhin  beschriebenen  Art  befestigt,  in  die  vordere  Hälfte  der- 
selben, welche  von  der  hintern  durch  die  feine  Membran  getrennt  ist,  tritt 
durch  r das  Leuchtgas  ein,  welches  durch  den  nach  oben  gebogenen  Brenner  f 
entweicht  und  dort  angezllndet  wird.  In  der  hintern  Hälfto 'der  Kapsel 
mündet  das  Kautschukrohr  Jt , welches  an  seinem  Ende  mit  einem  Schall- 


')  König , Poggcnd.  Ann.  Hd.  CXXII.  p.  606.  Die  Apparate  sind  in  vor- 
trefflicher Ausführung  von  B.  König  in  Paris  (Quai  d'Anjou  27)  zu  beziehen. 
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trichter  S versehen  ist.  Jeder  einfache  Ton  versetzt  die  Flamme  in  Schwin- 
gungen, wenn  er  mit  hinreichender  Stärke  in  den  Trichter  und  durch  diesen 
in  die  Kapsel  eindringt;  betrachtet  man  die  Flamme  im  rotierenden  Spiegel, 
so  erhält  man  ein  Bild,  wie  Fig.  263a  oder  b.  Dringen  dagegen  gleichzeitig 
mehrere  Töne  in  das  Kohr,  so  wird  die  Flamme  von  jedem  Tone  in  Schwin- 
gung versetzt,  und  die  Flammenbilder  werden  andere.  Treten  z.  B.  Grund- 
ton und  Oktave  in  die  Kapsel,  so  zeigt  der  Spiegel  das  Bild  Fig.  265. 
Dasselbe  besteht  aus  einer  hohen  Flamme,  die  schmaler  ist,  als  wenn  der 
Grundton  allein  tönt,  und  einer  kleinen  Flamme,  welche  regelmäßig  ab- 
wecbseln.  Die  Entstehung  dieses  Bildes  ergibt  sich  leicht  aus  der  Über- 
legung, dafs  jede  Bewegung  der  Membran  gegen  die  vordere  Hälfte  der 
Kapsel  die  Flamme  aufflackem  machen  mufs.  Wenn  man  gleichzeitig  Grund- 
ton und  Oktave  und  Duodecime  in  die  Kapsel  eindringen  läßt,  so  erhält 
man  das  Bild  Fig.  266.  Zwischen  die  Flammenbilder  Fig.  265  tritt  jedes- 
mal noch  eine  kleinere  Flamme.  Das  Flammenbild  Fig.  265  bildet  sich  z.  B., 
wenn  man  das  obere  Ende  einer  offenen  Orgelpfeife  nahe  an  die  Öffnung 
des  Schalltrichters  S hält  und  nicht  zu  stark  in  die  Peife  bläst;  wenn  man 
dagegen  stärker  in  die  Pfeife  hinein  bläst,  wodurch  neben  dem  Gmndton 
und  der  Oktave  die  Duodecime  deutlich  hörbar  wird,  so  erhält  man  das 
Bild  Fig.  266. 

Fig.  886. 


Hat  man  auf  diese  Weise  die  Flammenbilder  der  Klängo  einmal  studiert, 
so  erkennt  man  leicht,  wie  man  dieses  Mittel  zur  Analyse  eines  Klanges 
benutzen  kann;  man  hat  das  durch  ihn  erzeugte  Flammcnbild  mit  dem  durch 
passend  zusammengesetzte  einfache  Töne  zu  vergleichen,  um  zu  erkennen, 
welche  Töne  den  Klang  zusammensetzen. 

Schließlich  kann  man  auch  die  auf  einem  Monochord  oder  in  einem 
Klavier  oder  überhaupt  auf  einem  Resonanzboden  ansgespannten  Saiten  be- 
nutzen, um  die  in  einem  Klange  vorhandenen  Einzeltöno  zu  bestimmen,  da 
die  Saiten  sehr  leicht  und  stark  mittönen.  Da  indes  die  Saiten  nicht  nur 
durch  ihren  Grundton,  sondern  auch  durch  jeden  ihrer  harmonischen  Ober- 
töne in  Schwingung  versetzt  werden,  so  läßt  sich  mit  Hülfe  derselben 
nicht  direkt  Uber  die  einzelnen  Töne  entscheiden,  welche  in  der  ganzen 
Klangmasso  vorhanden  sind. 

Mit  Hülfe  des  einen  oder  des  andern  Verfahrens  kann  man  nun  zu- 
nächst leicht  den  Nachwois  führen,  dafs  in  einer  zusammengesetzten  Schwin- 
gung die  einfachen  Schwingungen  als  solche  angenommen  werden  müssen, 
dass  also  die  einzelnen  Partialtöne  eine  objektive  Existenz  haben,  indem  sie 
das  Mittönen  bewirken,  also  ihre  Schwingungen  an  andere  Körper  abgeben. 
Daß  in  der  That  alle  Töne,  die  in  einem  Klange  vorhanden  sind,  in  dieser 
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Weise  existieren,  kann  man  mit  Hülfe  von  gezupften  Saiten  zeigen.  Wie 
wir  im  § 145  bemerkten,  treten  in  gezupften  oder  geschlagenen  Saiten 
sehr  verschiedene  Schwingungen  auf,  je  nach  der  Stelle,  die  gezupft  oder 
geschlagen  wird.  Alle  die  Schwingungszahlen  fehlen,  welche  an  der  ge- 
schlagenen Stelle  einen  Knotenpunkt  haben,  alle  übrigen  treten  auf.  Wird 
eine  Saite  in  der  Mitte  geschlagen,  so  fehlen  die  Töne  2,  4,  8 u.  s.  f.  Die 
Töne  3,  5,  7 etc.  und  ihre  Vielfachen  treten  auf,  das  heilst  die  zusammen- 
gesetzten Schwingungen  der  Saite  kann  man  als  aus  diesen  Schwingungen 
zusammengesetzt  betrachten.  Dafs  in  der  That  diese  zusammengesetzten 
Schwingungen  hei  ihrer  Ausbreitung  in  der  Luft  sich  wirklich  in  die  in 
ihnen  vorhandenen  einfachen  Schwingungen  zerlegen,  das  beweisen  die 
Versuche  über  das  Mittönen,  denn  die  denselben  entsprechenden  Membranen 
oder  Resonatoren  werden  in  Schwingung  versetzt. 

Wie  nun  zuerst  Brandt1)  und  dann  im  Verlaufe  seiner  Untersuchung 
Helmholtz*)  nachgewiesen  haben,  nimmt  das  einigermafsen  geübte  Ohr  bei 
dahin  gerichteter  Aufmerksamkeit  dieso  einzelnen  Töne  in  einer  Klang- 
masse auch  ohne  Hülfe  der  Resonatoren  wahr,  so  dafs  damit  das  Ohmsche 
Gesetz  vollständig  bewiesen  ist.  Ist  man  in  solchen  Versuchon  nicht  geübt, 
so  kann  man,  wie  Helmholtz  angibt,  das  Ohr  zunächst  mit  Resonatoren 
unterstützen. 

Man  schlage  z.  B.  eine  Saite,  die  c gibt,  außerhalb  der  Mitte,  etwa 
in  J der  Saitonllinge,  so  liefert  dieselbe  aufser  dem  Grundton  c auch  c„ 
t j etc.  Nimmt  man  den  Ton  c,  nicht  sofort  wahr,  so  halte  man  einen  auf 
c,  abgestimmten  Resonator  an  das  Ohr,  und  man  hört  den  Ton  sehr  laut. 
Ist  so  das  Ohr  auf  diesen  Ton  aufmerksam  geworden,  so  hört  es  denselben 
auch  nach  Entfernung  des  Resonators,  allerdings  schwacher  aber  unzweifel- 
haft deutlich. 

Da  das  Ohr  in  einer  zusammengesetzten  Schwingung  in  der  That 
die  einzelnen  Töne  wahrnimmt,  so  wird  der  Schluß  berechtigt  sein,  dafs 
es  in  der  Thal  die  verschiedenen  und  verschieden  starken  Obertöne,  die  den 
Grundton  begleiten,  sind,  welche  die  Klangfarbe  eines  Tones  ausmachen. 
Die  von  den  musikalischon  Instrumenten  gelieferten  Klange  sind  deshalb 
keine  einfachen  Töne,  diese  können  keine  verschiedene  Klangfarbe  haben, 
sondern  Zusammenklange  verschiedener  Töne.  Helmholtz  bezeichneto  die- 
selben daher  auch  nicht  als  Töne,  sondern  als  Klange,  indem  er  das  Wort 
Ton  für  die  durch  einfache  Schwingungen  bewirkte  Empfindung  wühlt.  Die 
Töne  unterscheiden  sich  demnach  nur  durch  ihre  Höhe,  die  Klange,  deren 
Höhe  durch  die  des  Grundtones  bezeichnet  wird,  durch  die  von  ihrer  Zu- 
sammensetzung abhängige  Klangfarbe. 

Dafs  dieser  Schluß  über  das  Wesentliche  der  musikalischen  Klangfarbe 
berechtigt  ist,  hat  Helmholtz*)  schließlich  dadurch  nachgewiesen,  daß  er 
aus  einfachen  Tönen  die  Klünge  zusammensetzte,  nachdem  er  vorher  die 
in  denselben  vorhandenen  Teiltöne  erkannt  hatte.  Wir  worden  auf  die 
wichtigsten  Versuche,  die  künstliche  Zusammensetzung  der  Vokale,  in  einem 
spiltem  Paragraphen  zu  sprechen  kommen,  hier  erwähnen  wir  nur  einen 


')  Brandt , Poggend.  Ann.  Bd.  CXU. 

’)  Helmholtz , Tonempfindungen.  Abschnitt  IV. 
•)  Helmholtz , Tonempfindungen,  p.  109  ff. 
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dahin  zielenden  Versuch.  Bläst  man  eine  Glasflasche  an,  welche  in  der 
Weise  wie  Fig.  267  eingerichtet  ist,  welche  also  mit  einem  Anblaserohr, 
am  besten  ans  Guttapercha,  dessen  am  Halse  der  Flasche  liegende  Mündung 
abgeplattet  ist,  versehen  ist,  indem  man  das  Rohr  mit  einem  Blasebalge  in 
Verbindung  setzt,  so  erhält  man  einen  fast  einfachen  Ton,  der  in  seinem 
Klange  einem  dumpfen  V sehr  ähnlich  ist. 

Stimmt  man  nun  zwei  solcher  Flaschen  so  ab,  dafs  die  eine  genau  die 
Oktave  der  andern  gibt,  so  liefern  sie  zusammen  angeblasen  einen  Klang, 
dessen  Höhe  der  des  Grundtones  entspricht,  dessen  Farbe  aber  derjenigen 
des  Vokales  0 gleich  ist.  Läfst 
man  nun  abwechselnd  bald  die 
eine,  bald  beide  Flaschen  tönen, 
so  kann  man  in  dem  Zusammen- 
klange zunächst  die  einzelnen 
Töne  leicht  unterscheiden,  sehr 
bald  aber  bei  dauerndem  Zu- 
sammenklange verschmelzen  sie 
sich  zu  dem  Klange  0.  Wenn 
man  erst  den  höhern  Ton  an- 
gegeben hat,  dann  den  tiefem 
hinzukommen  läfst,  hört  man 
anfangs  den  hohem  Ton  noch 
in  seiner  ganzen  Stärke  weiter, 
daneben  klingt  der  tiefe  in  seiner 
natürlichenKlangfarbewieein  U. 

Allmählig  aber,  wie  sich  die 
Erinnerung  des  isoliert  gehörten 
Tones  verliert,  wird  jener  immer 
undeutlicher  und  dabei  auch 
schwächer,  während  der  tiefe  Ton  scheinbar  stärker  wird  und  wie  0 lautet. 

Gerade  diese  Verschmelzung  eines  Obertones  mit  einem  Grundtone 
unter  Änderung  der  Klangfarbe  beweist,  dals  der  Klang  wesentlich  durch 
die  Obertöne  bedingt  ist. 

Wie  wir  im  § 131  nach  wiesen,  hängt  das  Gesetz  der  Schwingungen 
in  einer  schwingenden  l’unktreihe  nicht  allein  ab  von  der  Periode  der  Teil- 
schwingungen,  sondern  auch  von  der  Phase,  mit  welcher  die  Schwingungen 
zusammentreten,  es  wäre  deshalb  auch  möglich,  dafs  die  Phase  der  kom- 
ponierenden Teiltöne  auf  die  Farbe  eines  Klanges  von  Einflufs  ist.  Helm- 
boltz1)  hat  gezeigt,  dafs  das  nicht  der  Fall  ist.  Er  benutzte  dazu  die  Zu- 
sammensetzung von  Klängen  mit  Hülfe  von  Stimmgabeltönen.  Zwei  im 
Verhältnis  von  Grundton  und  Oktave  stehende  Stimmgabeln  geben  zusammen 
zum  Tönen  gebracht  und  durch  Resonanzröhren  verstärkt  (siehe  § 167) 
einen  dem  0 sehr  ähnlichen  Klang.  Verstimmt  man  die  eine  Stimmgabel 
nur  sehr  wenig,  so  kommen  die  einzelnen  Stöfse  nach  und  nach  in  immer 
anderer  Phase  zusammen,  wie  wir  bereits  § 145  sahen.  Die  Klang- 
farbe ändert  sich  indes  damit  durchaus  nicht.  Dadurch  ist  dann  bewiesen, 
dafs  die  Klangfarbe  des  musikalischen  Teils  eines  Klanges  nur  abhängt  von 


')  Hthnholiz , Tonempfindungen,  p.  190  ff. 
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der  Zahl  und  Stärke  der  Partial  töne,  nicht  von  den  Phasenunterschioden 
derselben.  Wir  sagen  ausdrücklich,  des  musikalischen  Teiles  des  Klangbs, 
denn  aufserdem  wird  auch  die  Klangfarbe  mit  bestimmt  durch  die  bei  der 
Klangerzeugung  eintretenden  Geräusche,  auf  welche  wir  im  nächsten  Para- 
graphen noch  hinweisen  werden. 


§ 161. 


Klänge  durch  Schwingungen  fester  Körper.  Wir  sahen  im  zweiten 
Kapitel  des  vorigen  Abschnitts,  dafs  die  festen  Körper  in  drei  verschiedene 
Schwingungsarten  versetzt  werden  können,  in  longitudinale,  in  trausvorsale 
und  in  drehende,  entsprechend  den  verschiedenen  Richtungen,  nach  denen 
sich  die  Elastieität  äufsert.  Alle  diose  Schwingungen  bringen  Töne  oder 
vielmehr,  da  sie  in  den  seltensten  Fällen  einfache  sind,  Klänge  hervor, 
indem  durch  sie  die  umgebende  Luft  in  Schwingungen  versetzt  und  durch 
diese  der  Ton  bis  zu  unsorm  Ohre  fortgepflanzt  wird. 

Als  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Schwingungszahl  einos  longitudinal 
schwingenden  Stabes  hatten  wir 


N = 


1 

A L 


worin  L die  Länge,  E den  Elasticitätskoefficienten  in  den  Einheiten  des 
absoluten  Maßsystems,  s die  Dichtigkeit  des  Stabes  und  A eine  von  der  Be- 
festigungsweise und  der  Art  des  Streichens  abhängige  Konstante  bedeutet. 

Die  Schwingungszahl  und  somit  der  Longitudinalton  eines  Stabes  hängt 
also  außer  von  der  Materie  des  Stabes  bei  gleicher  Befestigungsweise  und 
gleichem  Streichen  nur  von  der  Länge  des  Stabes  ab;  die  Dicke  oder  der 
Querschnitt  des  Stabes  haben  auf  dio  Höhe  des  Klanges  keinen  Einfluß. 

Diesen  Satz  bestätigen  schon  die  Versuche  Chladnis,  welcher  die  longi- 
tudinalen Schwingungen  der  Stäbe  und  deren  Töne  untersuchte,  bevor  dio 
Theorie  dieser  Bewegungen  entwickelt  war'). 

Unter  übrigens  gleichen  Umständen  muß  nach  unserem  Ansdrucke 
die  Schwingungszahl  und  somit  die  Tonhöhe  von  longitudinal  schwingenden 
Stäben  sich  verhalten  wie  die  Quadratwurzel  aus  dem  Quotienten  der 
Elastieität  und  der  Dichtigkeit;  auch  dieses  wird  schon  durch  die  Versuche 
Chladnis  bestätigt. 

Chladni  ließ  mehrere  zwei  Fuß  lange  an  beiden  Ende  freie  Stäbe  frei 
schwingen  und  erhielt  als  Töne: 

Mit  einem  Stabe  151ötigen  Silbers  . . . d, 

„ „ „ von  Kupfer  ...</< 

„ „ „ von  Eisen ....  cisb. 

Die  Scbwingungszahlen  dieser  Töne  verhalten  sich,  diejenige  des  vier- 
gestrichenen  c als  Einheit  gesetzt,  wie 

oder  diejenige  des  viergestrichenen  d als  Einheit  gesetzt,  wie 


')  Chlaclni,  Akustik,  p.  103 — 109. 
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oder  wenn  wir  die  temperierten  Töne  wählen,  wie 


1 : 1,33484  : 1,88775. 

Nach  § 48  ist  der  Elasticitätskoefficient 

fllr  Silber  E = 7004,3  • 108  J'.,-  s = 10,47 

„ Kupfer  E = 10319,1  • 108  „ s = 8,78 

„ Eisen  E = 20398,9  • 10H  „ s=  7,74. 

Mit  diesen  Werten  wird  das  Verhältnis  der  Sehwingungszahlen 


: iVa  : N3  = 2587  : 3428  : 5133  = 1 : 1,32«  : 1,985. 


Die  von  Chladni  beobachteten  Töne  entsprochen  also  der  Theorie;  die 
Abweichung  selbst  heim  höchsten  Tone  beträgt  nur  etwas  mehr  als  ein 
Komma;  Chladni  selbst  gibt  aber  an,  der  Ton  sei  nur  annähernd  eis  ge- 
wesen. Indes  ist  die  Übereinstimmung  so  grofs,  wie  sie  bei  so  hohen  Tönen 
nur  sein  kann,  wo  geringe  Höhenunterschiede  nur  sehr  schwer  wahr- 
genommen werden  können. 

Für  die  Bestimmung  der  Schwingungszahl  longitudinal  schwingender 
Stäbe  hatten  wir  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

1)  Der  Stab  ist  an  einem  Ende  ganz  fest.  Dann  wird 


N = 


in  — 1 
4.L 


Die  Schwingungszahlen  des  Stabes  verhalten  sich  wie  1 : 3 : 5 u.  s.  w. 

Auch  dieses  bestätigen  die  Versuche  Chladnis,  der  als  Töne  eines  an 
einem  Ende  festen  longitudinal  schwingenden  Stabes,  den  Grundton,  den 
der  langsamsten  Schwingungen  als  c angenommen,  gibt 

c Qi  5,,  dj. 

Das  negative  Zeichen  bei  6S  bedeutet,  dafs  der  Ton  etwas  tiefer  war 
als  Ij.j  , es  ist  eben  der  in  der  Tonleiter  nicht  vorkommende  Ton  7 in  der 
zweithöhern  Oktave  von  c. 

2)  Der  Stab  ist  an  beiden  Enden  frei. 

3)  Der  Stab  ist  an  beiden  Enden  fest. 

In  beiden  Fällen  ist  die  Schwingnngszahl 


Die  möglichen  Schwingungen  sind  1,  2,  3,  4 • ■ sie  verhalten  sich  wie 
die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe.  Der  Grundton  bei  dieser  Be- 
festigungsweise ist  die  Oktave  des  Tones,  wenn  der  Stab  an  einem  Ende 
fest  ist.  Dem  entsprechend  gibt  auch  C'hladni  als  Töne  an 

0 Cj  c3  e3, 

wonn  der  Grundton,  der  die  Oktave  des  Grundtones  im  vorigen  Falle  war, 
mit  e,  bezeichnet  wird. 
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Wir  können  nach  unserer  Formel  auch  den  Ton  berechnen,  welchen 
Cbladni  an  seinen  Stäben  fand  und  so  eine  neue  Bestätigung  unserer  früheren 
Theorie  erhalten.  Indes  können  wir  hier  keine  absolut  genaue  Überein- 
stimmung erwarten,  da  wir  einmal  nicht  annehmen  dürfen,  dafs  C'hladnis 
Längenbestimmung  absolut  genau  ist,  und  da  wir  wissen,  dafs  K sowohl 
wie  s selbst  für  die  gleichen  Substanzen  jo  nach  ihrer  Behandlungsweise 
verschiedene  Werte  haben  können. 

Cbladni  bestimmt  die  absolute  Schwingungszahl  des  c;>  zu  4086  Schwin- 
gungen, also  kleiner,  wie  es  nach  der  jetzigen  Stimmung  ist.  Der  Wert 
von  cis ergibt  sich  darnach  zu  4296  Schwingungen.  Berechnen  wir  aber 
die  Schwingungszabl  für  den  eisernen  Stab,  so  wird  dieselbe,  wenn  wir 
den  rheinischen  Fnfs,  den  Cbladni  als  Längeneinheit  zu  Grunde  legt,  gleich 
31,3om  setzen, 


N = 


613  300 


126,2 
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Der  von  Chladni  beobachtete  Ton  ist  demnach  nur  um  1,04  gegen  den 
von  uns  berechneten  Ton  zu  hoch,  eine  Übereinstimmung,  welche  in  An- 
betracht der  eben  erwähnten  Umstände  fast  vollkommen  zu  nennen  ist. 

Als  allgemeinen  Ausdruck  fllr  die  Schwingungszahl  transversal  schwingen- 
der gespannter  Saiten  erhielten  wir,  mit  Beibehaltung  der  frühem  Zeichen 

(§  iw), 


K • 


rV 


gP 

qs 


Es  folgt  daraus,  die  Schwingungszahl  und  somit  die  Tonhöhe  von 
Saiten  gleicher  Länge  ändert  sich  der  Quadratwurzel  der  Spannung  pro- 
portional und  bei  gleicher  Spannung  umgekehrt  proportional  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Gewichte  der  Längeneinheit  der  Saite.  Die  Erfahrung  be- 
stätigt dieses  vollkommen,  und  in  der  praktischen  Akustik  werden  gerade 
diese  Sätze  zur  Regelung  der  Tonhöhe  bei  den  Saiteninstrumenten  angewandt. 

So  sind  bei  allen  Streichinstrumenten  die  Saiten,  welche  die  tiefem 
Töne  geben  sollen,  dicker  und  weniger  straff  gespannt,  und  meist  sind  die 
tiefem  Saiten,  um  ihr  Gewicht  zu  vergröfsem,  mit  einem  feinen  Drahte 
umwickelt.  Bei  allen  diesen  Instrumenten  wird  die  Stimmung  nur  durch 
die  Spannung  der  Saiten  erhalten,  welche  an  dem  einen  Ende  befestigt  sind 
und  mit  ihrem  andern  Ende  in  einen  drehbaren  Wirbel  eingesteckt  sind, 
durch  desson  Drehung  man  die  Spannung  ändern  kann.  Gleiches  ist  bei 
den  Klavieren  der  Fall,  wo  aufserdem  die  Saiten  noch  eine  verschiedene 
Länge  haben.  Bei  den  Streichinstrumenten  werden  die  verschiedenen  Töne 
ebenfalls  durch  Verkürzung  der  Saiten  hervorgebracht,  indem  der  Spieler 
die  Saite  an  den  betreffenden  Punkten  auf  das  Griffbrett  niederdrückt. 

Nach  unserer  Gleichung  für  die  Schwingungszahl  gespannter  Saiten 
ist  die  Tonhöhe  hei  einer  und  derselben  Saite  der  Länge  des  schwingenden 
Teilos  umgokehrt  proportional  und  die  Saite  zerlogt  sich,  wenn  sie  nicht  ihrer 
ganzen  Länge  nach  schwingt,  in  n schwingende  Teile.  Die  Versuche  von  Chladni 
und  G.  Weber  geben  die  Tonreihe  einer  gespannten  Saite  genau  der  Theorie 
gemäfs.  Setzen  wir  den  Grundton  der  Saite  gleich  1 und  bezeichnen  wir 
ihn  mit  c_j,  so  ist  nach  Chladni  die  Reihe  der  Töne1): 


')  Chladni  a.  a.  0.  p.  07. 
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1 2 3 4 5 6 7 8 

r_,  c g c,  ct  gt  b — r, 

9 10  11  12  13  14  15  16 

^8  /i  I ^ ^8  " ^*2  ’ *-J’ 

G.  Weber1)  geht  bis  zu  einer  Teilung  der  Saite  in  somit  bis  zum 
viergestrichenen  c. 

Weil  man  meist  dio  Tonreihe  nach  Saitenlängen  des  Monochords  be- 
stimmt, findet  man  auch  häufig  die  Töne  anstatt  durch  die  Schwingungs- 
zahlen durch  die  Länge  der  Saite  für  den  entsprechenden  Ton  bestimmt; 
es  ist  klar,  dafs  dann  die  den  Ton  bezeichnenden  Zahlen  einfach  die  reci- 
proken  Werte  der  im  Frtlhorn  angewandten  Zahlen  sind,  oder  dafs  nach 
dieser  Bozeichnungsweise  werden 

cdefgahc t 

»IHHAi- 

Die  Klänge  der  Saiteninstrumente  können,  wie  sich  schon  aus  den 
Erfahrungen  des  § 145  ergibt,  äufserst  verschieden  sein  und  auf  dieser 
Verschiedenheit  beruht  auch  die  vielfache  Anwendung  der  Saiteninstrumente 
in  der  Musik.  Die  musikalischen  Saiteninstrumente  können  wir  in  zwei 
Gruppen  teilen,  in  solche,  deren  Töne  durch  Zupfen  oder  Schlagen  der 
Saiten  erregt  werden,  wie  Guitarre,  Zither  und  besonders  das  Klavier,  und 
solche,  deren  Töne  durch  Streichen  mit  dem  Bogen  erregt  werden,  die 
sämtlichen  Streichinstrumente.  Für  die  wichtigsten  derselben  hat  Helm- 
holtz2) die  Klänge  ziemlich  ausführlich  untersucht,  wir  begnügen  uns  hier 
damit,  als  Ergänzung  zur.  Besprechung  der  Saitenschwingungen  des  § 145 
die  von  Helmholtz  für  das  Klavier  und  die  Violine  erhaltenen  Resultate 
mitzuteilen. 

Wir  erwähnten  in  § 145  bereits,  dafs  die  Stärke  und  Anzahl  der  in 
den  zusammengesetzten  vorhandenen  Einzelschwingungen,  also  der  im  Saiten- 
klange vorhandenen  Obertöne  wesentlich  abhünge  von  der  Art  und  Stelle 
des  Anschlags,  sowie  von  der  Dicke,  Steifigkeit  und  Elasticität  der  Saite. 

Was  zunächst  die  Art  des  Anschlages  betrifft,  so  ergibt  sich  aus  Helm- 
holtz Untersuchungen,  dafs  die  Zahl  und  Stärke  der  hohem  Obertöne  desto 
bedeutender  wird,  jo  mehr  und  schärfere  Diskontinuitäten  die  Art  der  Be- 
wegung zeigt.  Wird  die  Saite  gezupft,  entfernt  der  Finger  sie,  ehe  er  sie 
losläfst,  in  ihrer  ganzen  Länge  aus  der  Gleichgewichtslage,  so  entsteht 
eine  Diskontinuität  nur  dadurch,  dafs  die  Saite  an  der  Stelle,  wo  sie  ge- 
zupft wird,  eine  mehr  oder  weniger  scharfe  Ecke  bildet,  schärfer,  wenn  sie 
wie  bei  der  Zither  mit  einem  Stift  als  wenn  sie  wie  bei  der  Guitarre  mit 
dem  weichen  runden  Finger  gerissen  wird.  Deshalb  gibt  die  erste  Art  des 
Reifsens  auch  einen  Schürfern  Klang  mit  einer  gröfsem  Menge  klimpernder 
hoher  Obertöne  als  im  letztem;  die  Intensität  des  Grundtones  ist  aber 
immer  gröfser  als  die  jedes  Obertones. 

Wird  die  Saite  mit  einem  scharfkantigen  harten  Hammer  geschlagen, 
der  sofort  wieder  abspringt,  so  wird  nur  der  vom  Schlage  getroffene  Punkt 
sofort  in  Bewegung  gesetzt.  Unmittelbar  nach  dem  Schlage  ist  der  übrige 

')  Bindseil , Akustik,  p.  110. 

’)  Helmholtz,  Tonemptindungon.  p.  128  ff.  und  p.  536. 
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Teil  der  Saite  noch  in  Ruhe,  er  gerät  erst  in  Bewegung,  indem  die  durch 
den  Schlag  erregte  Welle  auf  der  Saite  hin  und  her  läuft.  Die  Beschränkung 
der  ursprünglichen  Bewegung  auf  nur  einen  Punkt  gibt  der  Saite  die 
schärfste  Diskontinuität,  und  deshalb  viele  und  hohe  Obertöne,  deren  In- 
tensität zum  Teil  die  des  Grundtones  übertrifft. 

Ist  der  schlagende  Hammer  weich  und  elastisch,  so  hat  die  Bewegung 
Zeit,  auf  der  Saite  sich  auszubreiten,  ehe  der  Hammer  wieder  zurückspringt, 
und  zugleich  wird  durch  den  Anschlag  eines  solchen  Hammers  der  geschlagene 
Teil  der  Saite  nicht  ruckweise  in  Bewegung  gesetzt,  sondern  seine  Ge- 
schwindigkeit wächst  allmählich  und  stetig  mit  dem  Drucke  des  Hammers. 
Die  Diskontinuität  der  Bewegung  ist  deshalb  viel  kleiner  und  dem  entsprechend 
ist  die  Stärke  der  Obertöne  gegen  jene  des  Grundtones  viel  geringer. 

Mit  scharfem  Metall  gerissen  oder  geschlagen  ist  deshalb  der  Klang 
der  Saite  schärfer  und  leerer,  indem  die  mit  Leerheit  bezeichnete  Eigen- 
tümlichkeit des  Klanges  eben  in  der  verbältnismäfsigen  Stärke  der  Ober- 
töno  gegen  den  Grundton  begründet  ist.  Ist  der  Grundton  kräftig  gegen 
die  Obertöne  und  sind  besonders  die  höhem  unpaarigen  Töne  schwach,  so 
ist  der  Klang  voll  und  harmonisch. 

Bei  den  Klavieren  wird  deshalb,  um  dies  zu  erreichen,  der  Hammer 
mit  einer  dicken  Lage  stark  geprefsten  und  dadurch  elastisch  gewordenen 
Filzes  bedeckt,  und  gleichzeitig  worden  die  für  die  tiefem  Töne  bestimmten 
Hämmer  schwerer  gemacht  als  die  für  die  höhem  Oktaven,  damit  erstere 
länger  an  der  Saite  haften  als  letztere.  Denn  einmal  ist  das  längere  Haften 
des  Hammers  in  den  tieforn  Lagen  zur  relativen  Verstärkung  des  Grund- 
tones deshalb  notwendig,  weil  die  Schwingungsdauer  desselben  gröfser  ist  als 
in  der  höhem,  dann  aber  auch,  weil  bei  der  stärkem  Spannung  der  Saiten 
in  den  höhem  Lagen  die  hohem  Obertöne  sich  doch  nicht  so  stark  ausbilden. 

Um  bei  den  Klavieren  dio  Klänge  nicht  allein  voll,  sondern  aueh  weich 
zu  machen,  ist  die  Anschlagsstelle  der  Saiten  1 bis  .j  von  dem  einen  Ende. 
Damit  fallen  die  Töne  7 und  9,  die  ersten,  welche  nicht  in  den  Dreiklang 
hineingehören,  und  welche  mit  den  andern  keine  konsonierenden  Intervalle 
haben,  aus  der  Reihe  der  Obertöne  fort.  Es  treten  dann  nur  die  ersten 
sechs  Töne  auf,  der  fünfte  und  sechste  indes  schon  sehr  schwach. 

Folgende  kleine  Tabelle  gibt  die  Intensität  der  Partialtöne,  von  Helrn- 
holtz  berechnet,  wenn  in  \ der  Saitenlänge  der  Ton  in  der  über  jeder 
Kolumne  angegebenen  Weise  erregt  wird. 


Tabelle  der  Intensität  der  Partialtöne  bei  Saiten. 


Ordnung«  - 
zahl  des 
Partial  tones 

Anschlag 

durch 

Rcifscn 

Anschlag  durch  einen  elastischen  Hammer, 
dessen  Berührung  dauert,  in  Bruchteilen 
der  Schwingungsdauer  des  Grundtones 

i * A 

Anschlag 
mit  einem 
ganz  harten 
Hammer 

1 

100 

IUI» 

100 

100 

100 

2 

81,2 

99,7 

189,4 

249 

324,7 

3 

56,1 

8,9 

100,9 

242,9 

504,9 

4 

31,6 

2,3 

17,3 

118,9 

504,9 

6 

13,0 

1,2 

0,0 

26,1 

324,7 

6 

2,8 

0,01 

0,5 

1,3 

100,0 

7 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0 

0,0  1 
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Für  das  Klavier  gelten  die  drei  mittlem  Kolumnen,  und  Helmholtz 
fand,  dafs  die  der  mit  2 übersebriebenen  Spalte  entsprechende  Kolumno  in 
der  Gegend  des  e4  und  noch  höher  hinauf  gilt,  dafs  indes  in  den  viel  höhem 
Lagen  die  Obertöne  noch  schwächer  werden.  In  der  eingestrichenen  Oktave 
etwa  gilt  die  Kolumne  -fc,  in  dieser  ist  also  der  erste  Oberton  schon  inten- 
siver als  der  Grund  ton,  in  den  tiefem  Lagen  der  kleinen,  der  grofsen  und 
der  Kontraoktave  gilt  die  mit  |34  Uberschriebene  Kolumne.  Die  Intensitäts- 
verhältnisse können  indes  je  nach  der  Gtlte  und  richtigen  Stellung  der 
Hämmer  beträchtlich  schwanken. 

Dafs  in  den  höhem  Lagen  die  Obertöne  so  sehr  weit  zurttcktreten, 
das  hat  seinen  Grund  in  der  stärkere  Spannung  und  der  Steifigkeit  der 
Klaviersaiten,  denn  bei  steifen  Saiten  von  einiger  Dicke  treten  dieselben 
nur  sehr  schwach  mehr  hervor,  da  diese  Saiten  sich  nicht  Jeicht  in  so  viele 
Unterabteilungen  zerlegen,  wie  sie  zu  den  hohen  Obertönen  erforderlich  sind. 

Dafs  der  Klang  der  gestrichenen  Saiten  ein  ganz  anderer  sein  mufs 
als  jener  der  geschlagenen,  ergibt  sich  nach  den  ausführlichen  Besprechungen 
der  Schwingungsform  von  Violinsaiten  im  § 145  unmittelbar.  In  den  ge- 
strichenen Saiten  ist  der  Grandton  stärker  als  jeder  der  Obertöne,  deshalb 
ist  der  Klang  der  Streichinstrumente  auch  ein  viel  vollerer  als  der  des 
Klaviers.  Gleichzeitig  ist  aber  auch  die  Stärke  der  höhem  Obertöne,  bei 
den  meisten  Tönen  der  Violine  schon  von  dem  dritten  an,  beim  Violoncell 
vom  fünften  an  relativ  grüfser  als  beim  Klavier,  und  deshalb  ist  der  vollere 
Ton  gleichzeitig  ein  schärferer.  An  welcher  Stelle  zwischen  Steg  und  Griff- 
brett man  streicht,  ist  auf  den  Klang  nicht  von  wesentlichem  Einflufs, 
wenn  man  dem  Griffbrett  nur  nicht  zu  nahe  kommt,  die  Stelle,  an  welcher 
man  gewöhnlich  streicht,  liegt  in  etwa  der  Saitenlänge,  rückt  man  bis 
an  das  Griffbrett,  so  streicht  man  in  J , und  da  dann  der  fünfte  und  sechste 
Ton  mehr  oder  weniger  fehlen,  so  wird  der  Klang  dumpfer. 

Auf  den  Klang  der  Streichinstrumente  hat  die  Art  des  Streichens  einen 
wesentlichen  Einflufs;  jede  Störung  in  der  BogenfUhrang  hat  eine  Diskonti- 
nuität in  den  Schwingungen  und  damit  ein  kratzendes  Geräusch  zur  Folge. 
Deshalb  hängt  bei  keinem  Instrument  die  Fülle  und  Reinbeit  des  Klanges 
so  sehr  von  der  Geschicklichkeit  des  Spielers  ab,  als  gerade  bei  den  Streich- 
instrumenten. Wesentlich  hängt  dieselbe  indes  auch  ab  von  der  Güte  des 
Instruments,  dem  Bau  des  Uesonanzkastons,  ein  Umstand,  auf  den  wir  später 
noch  zu  sprechen  kommen  werden. 

Für  die  transversalen  Schwingungen  elastischer  Stäbe  erhielten  wir 
als  Ausdruck 


N = 


f’*r  i j K 

1 Y~  V T ' 


Die  Schwingungszahlen  verhalten  sich  demnach  bei  cylindriscben  Stäben 
direkt  wie  der  Radius  und  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Längen  der- 
selben. In  demselben  Verhältnisse  müssen  daher  die  Tonhöhen  stehen. 

Die  Versuche  von  Savart  Uber  die  absoluten  Schwingungszahlen  cylin- 
drischer  Stäbe  haben  wir  bereits  angegeben.  Ein  Messingstab  von  0m,103 
Länge  und  2D“n,4  Radius  vollführte  1422  Schwingungen,  ergab  also  einon 
Ton,  welcher  etwas  höher  liegt  als  das  dreigestrichene  f ; ein  cylindrischer 
Kupferstab  von  gleicher  Länge  und  lmm,7  Radius  ergab  einen  Ton,  der 

WOlchks,  Fhyiik.  I.  4.  Auf!-  47 
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etwas  höher  lag  als  das  dreigestrichene  e.  Die  Übereinstimmung  dieser 
Zahlen  mit  der  Theorie  haben  wir  erwähnt. 

Die  Töne,  welche  ein  schwingender  Stab  überhaupt  geben,  kann,  fanden 
wir  verschieden,  je  nachdem  der  Stab  verschieden  befestigt  ist;  wir  unter- 
schieden damals  vier  Fälle,  nämlich: 

l)  Ein  Ende  des  Stabes  ist  frei,  das  andere  ist  ganz  fest.  Die  mög- 
lichen Schwingungszahlen  werden,  für  die  langsamsten,  wenn  sie  der  Reihe 
angehörten,  n gleich  1 gosetzt: 


Die  Töne  müssen  sich  demnach  hei  einom  und  demselben  Stabe  ver- 
halten wie 

1:9:25:49:81, 

wobei  aber,  wie  wir  damals  erwähnten,  die  ersten  drei  Töne  gegen  die 
folgenden  zu  hoch  werden. 

Cbladni ')  erhielt  als  zweiten  Ton  einen  um  zwei  Oktaven  und  eine 
Ubermäfsige  Quint  böhem  Ton  als  den  Grundton,  als  dritten  einen  um  eine 
Oktave  und  eine  verminderte  Quint  höhern  als  den  zweiten,  der  vierte  Ton 
war  dann  wieder  nahe  um  eine  Oktave,  der  fünfte  wieder  um  eine  Seite 
höher.  Diese  Töne  verhalten  sich  von  dem  Contra  C als  Grundton  ge- 
rechnet wie 

c— *)  9*8)  , b3,  ft  -f-  > 

deren  Schwingungsverhältnisse  sind 

1 25  J 4 4 IS*  2 S « 2 5_S 

4 S s 5 3 

1 t;|  18  36  57?  85  f 

Diese  Zahlen  sind  aber  fast  genau  gleich  der  im  § 142  p.  645  für  den 
gleichen  Fall  aufgefundenen  Zahlenreihe.  Wir  können  dieselben  schreiben: 

1,  0,700  • 9,  0,702  • 25,  0,703  • 49,  0,705  • 81,  0,705  • 121, 

von  der  dritten  an  gerechnet  verhalten  sich  also  die  Sehwingungszahlen  fast 
genau  wie  die  Quadrate  der  ungeraden  Zahlen. 

2)  Beide  Enden  dos  Stabes  sind  frei  oder  ganz  fest.  Die  Zahl  der 
Schwingungon  ist 

y . T P"  + »)* 

4 

Die  Töne  werden  demnach  sich  verhalten  müssen  bei  gleicher  Stab- 
länge  wie  dio  Quadrate  dor  ungeraden  Zahlen  von  3 an,  wie 

9 : 25 : 49  • • • 

Besitzt  der  Stab  demnach  die  gleiche  Länge  und  sonstige  gleiche  Be- 
schaffenheit wie  in  dem  vorigen  Falle,  so  mufs  dor  tiefste  Ton  mit  den» 
zweiten  bei  der  vorigen  Befestigungsweise  zusammenfallen.  Das  ergeben 
auch  die  Versuche  Chladnis,  der  als  Töne  in  diesem  Falle  angibt 

gis,  da)  da—,  ba,  -f- , 

')  Chladni,  Akustik,  p.  91—103. 
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die,  wie  wir  soeben  naehwiesen,  Schwingungszahlen  besitzen,  welche  in 
dem  geforderten  Verhältnisse  stehen. 

3)  Das  eine  Ende  des  Stabes  ist  aufgelegt,  das  andere  ganz  fest  oder  frei. 

In  beiden  Fällen  ist  die  Schwingungszahl 

(4»  + p»  • 

16 

Das  Verhältnis  zu  einander  ist  demnach 
25  : 81  : 169  • • • 

und  der  erste  Ton  mufs  um  zwei  Oktaven  tiefer  sein  als  der  dritte  Ton 
im  ersten  Falle,  wo  ein  Ende  fest,  das  andere  frei  ist,  wenn  der  Stab  die- 
selbe Länge  und  sonstige  gleiche  Beschaffenheit  hat,  da  wir  hier  im  Nenner 
noch  die  Zahl  4 haben. 

Nach  der  Angabe  Cbladnis  sind  die  Töne  des  Stabes 

rl,  5,  + , hs—,  0i.s„  dist,  at, 

man  sieht,  wie  die  beiden  ersten  Töne  dem  dritten  und  fünften  Tone  des 
ersten  Falles  entsprechen,  jedoch  um  zwei  Oktaven  tiefer  sind.  Eine  Be- 
rechnung der  folgenden  Schwingungszahlen  weist  auch  für  diese  das  ge- 
forderte Verhältnis  nach. 

4)  Der  vierte  Fall  ist  der  einfachste,  wenn  beide  Enden  nur  angestonnnt 
sind;  der  Stab  schwingt  entweder  seiner  ganzen  Länge  nach,  oder  teilt  sich 
in  n Teile,  die  Schwingungszahl  ist  demnach 

N = tr. 

Die  Schwingnngszalilen  und  somit  die  Tonhöhen  müssen  sich  ver- 
halten wie 

1,  4,  9,  16  • • • 

Zu  der  ersten  Schwingungsart,  wo  das  eine  Ende  fest,  das  andere  frei 
ist,  würden  sich  die  Schwingyngszahlen  des  tiefsten  Tones,  der  » = 1 ent- 
spricht, verhalten  wie  1 : J,  wenn  im  ersten  Falle  der  tiefste  Ton  der 
Schwingungsreihe  angehörte.  Wir  sahen  aber,  dafs  im  ersten  Falle  der 
tiefste  Ton  nicht  der  Schwingungszahl  J entspricht,  sondern  dem  Quadrate 
von  0,59686,  oder  nahezu  0,36;  die  Tonhöhe  des  tiefsten  Tones  bei  dieser 
Befestigungsweise  mnfs  sich  daher  zu  der  des  ersten  Tones  im  ersten  Falle 
verhalten  wie  1 : 0,36,  wie  . Bezeichnen  wir  demnach  den  Grundton  im 
ersten  Falle  mit  C—i,  so  mufs  der  Ton  jetzt  fis—i  die  übermäfsige  Quart 
der  nächsthöheren  Oktave  werden, 

Chladni  bestimmte  ohne  Kenntnis  der  Theorie  die  gehörten  Töne  im 
Verhältnis  zum  Grundtone  c_»  im  ersten  Falle  als 

fis-t  fisi  gi-h  fih  d*  9<si 
1 4 9 16  25  36, 

die  Töne  verhalten  sich  demnach  wie  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen 
und  sind  um  zwei  Oktaven  höher  als  die  "entsprechenden  Töne  bei  der  ersten 
Befestigungsart,  denn  dort  hatten  wir  den  Schwingungsverhältnissen  9 und 
25  entsprechend  die  Töne  gii  und  dr 

Die  Töne  elastischer  Stäbe  worden  selten  in  der  Musik  angewandt;  es 
gibt  aul'ser  den  später  zu  betrachtenden  Zungenpfeifen  nur  einigo  wenige, 

47* 
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in  der  Orchestermusik  jedoch  nicht  gebräuchliche  Instrumente,  deren  Töne 
durch  transversale  Schwingungen  elastischer  Stube  erzeugt  werden.  Einen 
praktischen  Gebrauch  von  den  Schwingungen  an  einem  Ende  fester,  am 
andern  freier  Stäbe  macht  man  in  der  Eisen violine,  welche  aus  eisernen 
Stiften  besteht,  die  in  einem  halbkreisförmigen  Steg  auf  einem  Resonanz- 
boden (ungeschlagen  sind  und  mit  dem  Violinbogen  gestrichen  werden.  An 
beiden  Enden  freie  Stäbe  läfst  man  in  der  sogenannten  Strohfiedel  schwingen. 
Dieselbe  besteht  aus  Stäben  oder  schmalen  Streifen  von  Holz,  Glas  oder 
Stahl,  die  an  ihren  beiden  Schwingungsknoten,  welche  bei  dem  tiefsten 
Tone  auftreten,  auf  zusammengedrehtes  Stroh  oder  andere  weiche  Unter- 
lagen gelegt  und  mittels  zweier  Klöppel  angeschlagen  werden.  In  der 
Mozartschen  Oper  „Die  ZauberHöte“  wird  gewöhnlich  ein  solches  Instrument 
als  Glockenspiel  des  Papageno  angewandt1). 

Die  Töne  schwingender  Platten  und  Glocken  finden  in  der  Musik  eben- 
falls nur  wenig  Anwendung;  die  Töne  schwingender  Platten  werden  neuer- 
dings bei  der  Militärmusik  gebraucht,  indem  eine  Anzahl  kleiner  Stahl- 
platten, auf  einem  Gestell  in  ihrer  Mitte  befestigt,  mit  einem  elastischen 
Hammer  geschlagen  werden;  die  gespannter  Membranen  bei  den  Pauken 
und  Trommeln.  In  allen  diesen  Fällen  wird  nur  der  Grundton  dieser  In- 
strumente benutzt,  der  bei  einfachen  Schlägen  entsteht. 

Die  Töne  der  Platten  hat  Chladni*)  sehr  ausführlich  untersucht  und 
gefunden,  dafs  jedem  andern  Ton  eine  andere  Teilungsart  der  Platte  ent- 
spricht, nicht  aber  jeder  andern  Teilungsart  auch  ein  anderer  Ton,  oder 
zwei  verschiedene  Töne  geben  nie  dieselbe  Klangfigur,  einom  Tone  können 
aber  mehrere  Klangfiguren  zukommen.  Wir  begnügen  uns  hier  einige  der 
Chladnischen  Angaben  mitzuteilen.  Bei  einer  kreisförmigen  Scheibe  fand 
er  den  tiefsten  Ton,  wenn  die  Figur  aus  zwei  sich  kreuzenden  Durchmessern 
besteht.  Nannte  er  den  Ton  c_i,  so  ergab  die  aus  drei  sich  schneidenden 
Durchmessern  bestehende  Figur  den  um  eine  Oktave  und  eine  Sekunde 
höhera  Ton  d,  die  aus  vier  sich  schneidenden  .Durchmessern  bestehende  rs, 
also  die  dritte  Oktave  des  ersten  Tones.  Boi  einem  Kreise  (Fig.  231  y) 
gab  die  Scheibe  gis—i,  der  Ton  war  eine  Ubormäfsige  Quint  höher  als  der 
Grundton  (Fig.  231  d),  zwei  Kreise  gaben  gist  -f-  , einen  um  zwei  Oktaven 
höhern  Ton.  Ein  Kreis  und  ein  Durchmesser  (Fig.  231 1)  gab  6,  ein  Kreis 
und  das  Kreuz  (Fig.  231  f)  gl ; zwei  Kreise  und  ein  Durchmesser  oder  die 
gleichbedeutende  Figur  231  tj  gab  e.  -f-  und  die  Figur  231  &,  die  mit  zwei 
Kreisen  und  zwei  Durchmessern  gleichwertig  ist,  gab  bt. 

Wir  haben  diese  Töne  in  ihren  Schwingungszahlen  bereits  mit  den 
aus  der  Theorie  Kirchhoffs  sich  ergebenden  im  § 143  zusammengestellt, 
auch  dort  gingen  w'ir  wie  hier  von  der  zwei  Durchmessern  entsprechenden 
ächwingungszahl  als  1 aus. 

Die  Folge  der  Töne  war  eine  andere  bei  fiuadratischen  Scheiben.  Auch 
für  diese  entwirft  Chladni  eine  vollständige  Tabelle  der  gehörten  Töne. 
Das  auf  den  Quadratseiten  senkrechte  Kreuz  gibt  den  tiofsten  Ton,  den  die 
transversal  schwingende  Scheibe  überhaupt  geben  kann.  Das  aus  den  Dia- 
gonalen bestehende  Kreuz  gibt  die  Quint  dos  Tones;  war  der  erstero  g_j , 


')  Chladni,  Akustik,  p.  98. 
’)  Chladni  a.  a.  O.  p.  117  fl’. 
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so  wird  dieser  Ton  d.  Fig.  232  ß,  zwei  Linien  parallel  einer  Seite,  eine 
Linie  zu  diesen  senkrecht  gibt  den  Ton  h,  nach  beiden  Richtungen  zwei 
Linien,  Fig.  232  y gibt  den  Ton  6,  — . Die  Fig.  232  e gibt  den  Ton 
!/is1  -|-  und  Fig.  232  f die  höhere  Oktave  des  vorigen  ffist  -|—  Fig.  232 
entsprach  dem  Tone  cis3  und  Fig.  232  9 der  tiefem  Oktave  des  letztem  Tones. 

Die  Unbrauchbarkeit  der  durch  Schwingungen  von  Stäben  und  Platten 
erzeugten  Klänge  ftlr  die  künstlerische  Musik  leuchtet  nach  den  Bestimmungen 
der  Obertöne  derselben  unmittelbar  ein;  die  Obertöne  sind  fast  sämtlich 
unharmonisch  zum  Grundton,  sie  müssen  deshalb  die  Accorde,  in  welchen 
die  Klänge  gebraucht  werden,  dissonierend  machen,  oder  man  mufs  die- 
selben so  anwenden,  dafs  die  Obertöne  nicht  auftreten.  Letzteres  geschieht 
bei  der  Pauke  durch  die  Verbindung  der  Membran  mit  einem  gröfsem  Luft- 
raum, indem  dieselbe  Uber  einen  Kessel  ausgespannt  wird.  Damit  erhält 
dann  der  Klang  das  Dumpfe  eines  einfachen  Tones. 

Zur  Urzeugung  eines  einfachen  Tones  sind  deshalb  die  Schwingungen 
von  Stäben,  wie  die  der  Stimmgabel  sehr  geeignet;  Helmholtz  hat  die 
Stimmgabeln,  verbunden  mit  einem  Luftraum,  deshalb  vorzugsweise  zu 
diesem  Zwecke  verwandt,  besonders  weil  man  in  dieser  Weise  am  leich- 
testen auch  alle  Nebengeräusche  vermeiden  kann. 

Schliefslich  sind  unter  den  Tönen  der  festen  Körper  noch  die  durch 
drehende  Schwingungen  hervorgebrachten  zu  erwähnen.  Wir  erhielten  als 
Ausdruck  für  die  Schwingungszahl  so  bewegter  Stäbe  im  § 144 

N,  = ^ • ]/- 

41  ya  ci  + g)  Y * 

und  allgemein  für  alle  möglichen  Schwingungen 

N=n- 

wenn  Nt  die  langsamsten  Schwingungen  bedeutet.  Wie  wir  ferner  sahen, 
sind  auch  hier  wieder  die  verschiedenen  Befestigungsweisen  der  Stäbe  in 
Betracht  zu  ziehen.  Obige  Gleichung  für  V,  gilt,  wenn  der  Stab  an  einem 
Ende  befestigt  ist.  In  gleichem  Falle  erhalten  wir  für  denselben  Stab  für 
den  Longitudinalton 


somit  für  das  Verhältnis  des  Longitudinaltones  und  des  Torsionstones 
JV,  = 1 

N ~ V*  (1  + f*)  ’ 

Dieses  Verhältnis  gilt  gleichzeitig  für  alle  Töne  und  für  allo  Be- 
festigungsweisen. Der  Torsionston  mufs  also  jedenfalls^  tiefer  sein  als  der 
Longitudinalton,  um  wie  viel,  das  hängt  von  dom  Werte  von  p ab. 

Die  Beobachtungen  von  Cbladni1)  führten  ihn  zu  dem  Schlüsse,  dafs 
der  Ton  der  drehenden  Schwingungen  eines  Stabes,  „so  weit  ich  es  habe 
bemerken  können“,  um  eine  Quinte  tiefer  sei  als  der  Ton  bei  entsprechen- 
den longitudinalen  Schwingungen.  Nach  Cbladni  wären  also  die  drehenden 
Schwingungen  genau  jj  der  longitudinalen.  Savart*)  fand,  dafs  der  Ton 

')  Chladni,  Akustik,  p.  110. 

*)  ln  Poitton , Memoire  nur  les  Mouvements  des  Corps  dlastiques.  Memoires 
de  l'Acad.  de  France.  Tome  VIII.  p.  466. 
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bei  den  drehenden  Schwingungen  nahezu  eine  Sexte  tiefer  war  als  bei  den 
longitudinalen,  oder  dafs  . 

N = 0,6000  N'. 

Wertbeim1)  fand  den  Longitudinalton  uin  etwas  mehr  als  eine  kleine 
Sext  höher  wie  den  Torsionston,  N'—  1,635  A’  im  Mittel.  Auf  die  Be- 
deutung dieses  Tonverhältnisses  zur  Bestimmung  des  Wertes  von  p haben 
wir  schon  hingewiesen. 

Die  Torsionstöne  werden  in  der  Musik  niemals  angewandt,  sie  bieten 
daher  nur  ein  theoretisches  Interesse. 


Fig.  SOS. 


Hg.  SB9. 


§ 162. 

Töne  durch  Schwingungen  luftförmiger  Körper.  Eine  Art  Ton- 
erzeugung durch  Schwingungen  luftförmiger  oder  flüssiger  Körper  haben 
wir  bei  Betrachtung  der  Sirene  kennen  gelernt.  Von  viel  höherer  Bedeutung 
sind  aber  die  Töne,  welche  durch  stehende  Schwingungen  von  Luftsäulen 
erregt  werden.  Die  gröfste  Zahl  der  Blasinstrumente  und  die  meisten 
Register  der  Orgel  erzeugen  ihre  Töne  auf  diese  Weise.  Als  Typus  der 

Blasinstrumente  können  wir  die  Orgel- 
pfeifen betrachten  und  an  diesen  die 
Bildung  und  die  Reihe  der  Töne  unter- 
suchen. 

Die  Orgelpfeifen  zerfallen  in  zwei 
Klassen,  die  Labialpfeifen  und  die  Zungen- 
pfeifen. In  ersteren  wird  die  schwingende 
Bewegung  nur  durch  einen  Luftstrom 
bewirkt  ohno  Zuhülfenahme  eines  festen 
Körpers,  der  Ton  ist  daher  nur  von 
der  schwingenden  Luftsäule  abhängig; 
letztere  sind  eine  Kombination  elastischer 
Streifen  und  schwingender  Luftsäulen, 
ihr  Ton  wird  durch  beide  Schwingungs- 
arten bedingt;  wir  werden  sie  demnächst 
besonders  betrachten. 

Die  Labialpfeifen  (Fig.  268  und  269) 
bestehen  aus  einem  Fufse  a,  welcher  auf 
die  Mündung  eines  Windkastens  gesetzt 
wird  und  durch  welchen  der  Luftstrom 
in  den  Raum  b unter  der  Bodenplatte 
der  Röhre  eintritt.  Die  Bodenplatte  läfst 
an  der  Seiten  wand  einen  Spalt,  durch 
welchen  der  Luftstrom  austritt,  um  sich 
an  der  obem  Lippe  /,  welche  die  in  der 
Seitenwand  gelassene  Mundspalte  Im  nach  oben  begrenzt,  zu  teilen.  Durch 
den  teilweise  in  die  Röhre  dringenden  Luftstrom  wird  nun  die  in  der 
Röhre  zunächst  über  der  Mundspalte  beündlicho  Luft  nach  oben  getrieben 
und  verdichtet.  Diese  Verdichtung  bewirkt  dann,  dafs  die  Luft  nicht  mehr 


')  Werthcim,  Annalcs  de  chini.  et  de  phys.  III.  Sörie.  T.  L.  p.  262. 
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in  die  Röhre  eindringt,  sondern  nur  vorbeistreicht,  dadurch  dehnt  sich 
die  vorher  verdichtete  Luft  vvioder  aus  und  kehrt  nach  unten  zurück, 
worauf  dann  neue  Luft  in  die  Röhre  dringt  und  eine  neue  Verdichtung  ver- 
anlagt. Die  Luft  erhält  also  zunächst  an  der  Mundspalte  eine  hin  und  her 
gehende  Bewegung.  Diese  pflanzt  sich  in  der  Luftsäule  der  Röhre  fort  und 
wird  an  der  obem  Grenze  reflektiert.  Durch  diese  in  entgegengesetzter 
Richtung  in  der  Röhre  sich  fortpflanzenden  Bewegungen  wird  die  Luftsäule 
der  Röhre  in  stehende  Schwingungen  versetzt  und  gibt  einen  Ton,  der  ver- 
schieden ist  nach  der  Länge  der  Röhre  und  nach  der  Art  des  Verschlusses 
an  der  obern  Grenze1). 

Die  Schwingungen  der  Luft  in  der  Röhre  R sind  longitudinale 
Schwingungen;  ist  die  Pfeife  gedeckt  (Fig.  269),  so  tritt  an  der  obem 
Grenze  eine  Reflexion  derselben  mit  Änderung  des  Vorzeichens  ein,  der 
ankommende  Wellenberg  wird  als  Wellenthal  reflektiert  und  das  dem  an- 
kommenden  Berge  folgende  Wellenthal  als  Wellenberg.  Gerade  wie  bei  den 
longitudinal  schwingenden,  an  einem  Ende  festen,  am  andern  Ende  freien 
Stäben  wird  daher  die  ganze  Luftsäule  zugleich  hin  und  her  schwingen 
können,  wenn  die  Impulse  an  der  Lippe  sich  so  folgen  oder  die  Schwingungs- 
dauer T so  ist,  dafs  der  Wellenberg  bis  zur  Wand  sich  fortgepflanzt  hat, 
während  die  Luftsehicht  bei  l ) Schwingung  zurückgelegt  hat.  Es  entsteht 
dann  nach  § 147  eine  stehende  Welle,  deren  Länge  gleich  ist  dem  Doppel- 
ten der  Röhrenlänge.  Da  die  stehende  Welle  halb  so  lang  ist  als  eine 
gleichzeitig  schwingende  fortschreitende  Welle,  so  ist  die  Länge  der  Pfeife 
gleich  einem  Viertel  der  gleichzeitig  schwingenden  fortschreitenden  Welle. 
Bezeichnen  wir  daher  die  Länge  der  Röhre  mit  l,  so  wird  die  Schwingungs- 
dauer dieser  Welle 


oder  wenn  wir  nach  § 146  die  Wcrto  für  d und  e einführen, 

T-uVn^' 

worin  II  die  Höhe  des  Barometers  in  Centimetem,  a die  Dichtigkeit  des 
Quecksilbers,  s die  dem  Drucke  Hag  entsprechende  Dichtigkeit  der  Luft 
und  k = 1,405  den  konstanten  Koefficienten  bedeutet,  mit  dom  wir  den 

Quotienten  ^ multiplicieren  mufsten,  um  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

der  Wellenbewegung  zu  erhalten. 

Für  die  Schwingungszahl  erhalten  wir  demnach 


Da  das  Labialende  der  Röhre  die  Stelle  ist,  wo  die  Bewegung  erzeugt 
wird,  so  kann,  da  an  dem  gedeckten  Ende  immer  ein  Schwingungsknoten 
entstehen  mufs,  in  derselben  keine  stehende  Schwingung  bestehen,  deren 
Länge  gleich  ist  der  Länge  der  Röhre,  indem  dann  in  jedem  Augenblicke 


_‘)  Über  die  Erregung  der  Schwingungen  in  Orgelpfeifen  sehe  man  Sonreck, 
Poggend.  Ann.  Bd.  CLII,  Strouhal,  VViedcm.  Aun.  Bd.  V. 
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die  reflektierte  Bewegung  die  neu  erregte  vernichten  würde.  Lassen  wir 
durch  stärkeres  Blasen  in  dem  Fufse  der  Röhre  die  Impulse  bei  m rascher 
auf  einander  folgen,  so  wird  keine  stehende  Schwingung  entstehen  können, 
wenn  sich  die  Bewegung  bis  zur  obern  Wand  fortgepflanzt  hat,  während 
die  erste  Schicht  eine  halbe  Schwingung  zurückgelegt  hat,  wenn  sich  also 
zugleich  von  der  Wand  und  von  dem  Labium  Wellenthäler  oder  Wellen- 
berge in  der  Röhre  fortpflanzen,  da  dann  eine  stehende  Welle  sich  bilden 
würde  von  der  Länge  der  Röhre,  an  dem  Labium  somit  ein  Schwingungs- 
knoten, ein  Ort  immerwährender  Ruhe  entstände. 

Folgen  sich  aber  die  Impulse  so  rasch  auf  einander,  dals  die  schwingende 
Bewegung  erst  dann  den  Boden  der  Röhre  erreicht  hat,  wenn  die  erste 
Schicht  f ihrer  Schwingung  zurückgelegt  hat,  so  dafs  also  zugleich  von  der 
festen  Wand  ein  Wellenberg,  von  dem  Labium  die  zweite  Hälfte  eines 
Wellenthals  sich  fortpflanzt,  so  bilden  sich  stehende  Wellen,  deren  Längen 
$ von  der  Röhrenlänge  betragen,  in  der  Röhre  bildet  sich  | der  Länge  vom 
Labium  entfernt  ein  Schwingungsknoten  und  an  dem  Labium  befindet  sich 
die  Mitte  einer  stehenden  Wolle,  ein  Schwingungsmaximum.  Die  Schwingungs- 
dauer dieser  Welle  wird 

r = 4 J • 1 

c ,% 

und  die  Schwingungszahl 


Weiter  können  Schwingungen  in  der  Röhre  stehende  werden,  deren 
Wellenlänge  J,  i,  J von  dor  Länge  der  Röhre  beträgt,  aus  denen  also 
durch  die  Interferenz  der  eintretenden  und  der  reflektierten  Bewegung 
stehende  Wellen  von  der  Länge 

^ * 


entstehen  (§  138). 


Die  Schwingungszahlen  dieser  Wellen  sind 

JL  7 9 

41  ’ 41  ’ 4i  ' 


N = 5 


oder  allgemein,  es  können  sich  in  der  Röhre  stehende  Wollen  bilden  mit 
der  Schwingungszahl 

jsr=(2 

worin  n jede  Zahl  der  natürlichen  Zahlenreihe  bedeuten  kann. 

Ist  somit  der  Grundton  der  Röhre  c_i,  so  sind  die  Töne,  welche  wir 
mit  dieser  Röhre  erhalten  können, 

C— . i Q C\  5,  d, 

1 3 5 7 9. 


Man  kann  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  dieser  Folgerungen  über- 
zeugen. Denn  bläst  inan  eine  gedeckte  Pfeife  nur  schwach  an,  so  erhält 
man  den  tiefston  Ton,  den  sie  geben  kann,  bläst  man  stärker,  so  erhält 
man  die  Quint  dor  nächsthöhern  Oktave,  weiter  die  Tora  der  folgenden 
Oktave  u.  s.  f.,  wie  es  die  Entwicklung  der  Schwingungsgesetze  verlangt. 

Die  Grundtöne,  welche  verschieden  lange  Pfeifen  geben  können,  hängen 
von  der  Länge  der  Pfeife  ab,  und  zwar  sind  nach  den  obigen  Rechnungen 
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sowohl,  wie  nach  der  Erfahrung  die  Schwingungszahlen  der  Lange  der 
Pfeife  umgekehrt  proportional.  Man  kann  daher  leicht  durch  Herstellen 
einer  Pfeifenreihe  von  verschiedener  Lange  sich  die  ganze  Tonleiter  mit 
allen  ihren  Tönen  verschaffen. 

Indes  findet  man,  dafs  in  diesem  Falle  sich  die  Töne  nicht  genau  um- 
gekehrt wie  die  Längen  der  Pfeifen  verhalten,  dafs  je  nach  der  Gestalt  und 
Gröfse  des  Mundlochs  und  des  Querschnittes  der  Pfeife  die  Töne  mehr  oder 
weniger  von  der  Theorie  abweichen.  Noch  deutlicher  tritt  das  hervor,  wenn 
man  den  Ton  theoretisch  berechnet,  den  die  Pfeife  bei  gegebener  Länge 
geben  soll.  Nach  § 146  ist 

ySM.  . k = 331  80cm  = 331, 8m, 

vorausgesetzt,  dafs  die  Luft  eine  Temperatur  von  0°  hat. 

Ist  daher  die  Länge  der  Röhre  in  Metern  angegeben  = /,  so  soll  der 
Ton  der  Röhre  eine  Schwingungszahl  haben 

_ 331,8 
iV  = 41 

Der  Versuch  gibt  aber  stets  einen  etwas  tiefern  Ton,  dessen  Schwingungszahl 

331,8 

~ 4 (1-fx)  • 

Liscovius1)  hat  nachgewiesen,  dafs  unter  Übrigens  gleichen  Umständen 
die  Vertiefung  des  Tones  mit  der  Weite  der  Röhre  zunimmt,  und  Wert- 
heim *)  hat  gefunden,  dafs  die  Gröfse  x bei  gleichgearbeitetem  Mundstücke 
dem  Durchmesser  der  Pfeife  proportional,  bei  gleichem  Mundstück  und 
gleichem  Durchmesser  aber  von  der  Länge  der  Pfeife  unabhängig  sei.  Der 
Einflufs  auf  die  Tonhöhe  ist  daher  um  so  gröfser,  je  kleiner  l ist.  Ferner 
ist  von  wesentlichem  Einflüsse  Form  und  Gröfse  des  Mundstückes. 

Diese  Angaben  über  die  Umstünde,  welche  die  Gröfse  x beeinflussen, 
geben  uns  Aufschlufs  über  die  Ursache  der  Abweichung  der  beobachteten 
Töne  von  der  Theorie. 

Die  theoretische  Entwicklung  setzt  nämlich  voraus,  dafs  die  ganze  un- 
tere Schicht  zugleich  in  Vibrationen  gerate,  und  sich  die  Schwingungen 
dann  einfach  von  Schicht  zu  Schicht  fortpflanzen,  ferner  dafs  die  Pfeifo 
an  ihrem  untern  Ende  ganz  offen  sei.  Beides  ist  nicht  der  Fall,  da  der 
Luftstrom  zunächst  nur  die  in  der  Nähe  der  Lippe  liegenden  Teile  der 
nächsten  Schicht  nach  oben  bin  treibt,  und  dann  erst  die  entfernteren  in 
Schwingung  versetzt  werden,  und  da  andererseits  die  Mundspalte  dio  Pfeifo 
unten  nur  teilweise  öffnet.  Durch  letzteren  Umstand  treten  auch  am  Boden 
der  Pfeife  partielle  Reflexionen  ein,  welche  bewirken,  dafs  sich  nicht  gerade 
am  Boden  der  Pfeife  das  Schwingungsmaximum  bildet  und  dafs  deshalb 
der  erste  Knoten  nicht  genau  um  j wenn  wir  mit  L die  Wellenlänge 
der  schwingenden  Bewegung  bezeichnen,  von  der  Mundspalte  entfernt  ist, 
sondern  um  etwas  weniger,  oder  mit  anderen  Worten,  dafs  die  beim  Grund- 
tone sich  bildende  Welle  nicht  genau  gleich  dem  Vierfachen  der  Ffeifen- 
länge  ist,  sondern  etwas  länger. 

')  I.iscovim , Poggend.  Ann.  Bd.  LVIII  und  LX. 

*)  Wertheim,  Ann.  de  chim.  ct  de  phys.  I1T.  Sörie.  Tome  XXIII.  Poggend. 
Ann  Bd.  LXXV11. 
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Mit  dieser  Entwicklung  stimmen  die  Angaben  von  Wertheim  Uber 
die  Gröfse  x vollkommen  Uberein,  denn  die  einzige  Störung  liegt  sonach  in 
der  Anwesenheit  des  Bodens;  es  mufs  daher  bei  gleichen  sonstigen  Ver- 
hältnissen x von  der  Lange  der  Pfeife  unabhängig  soin,  ferner  aber  mufs  x 
um  so  gröfser  sein,  je  gröfser  der  Querschnitt  der  Pfeife  ist;  denn  da  das 
Mundloch  immer  nur  an  der  einen  Seite  der  Pfeife  ist,  wird  auch  die  Pfeife 
an  der  untern  Seite  um  so  weniger  offen,  je  gröfser  der  Querschnitt  der 
Pfeife  ist.  Je  vollkommener  aber  das  Mundloch  ist,  um  so  mehr  mufs  auch 
die  Störung  zurücktreten. 

Man  kann  sich  auch  durch  direkte  Beobachtung  von  der  Richtigkeit 
dieser  Erklärung  Überzeugen.  Bringt  man  eine  Pfeife  zum  Tönen,  welche 
anstatt  eines  festen  Deckels  einen  verschiebbaren  Stempel  hat,  und  erzeugt 
man  z.  B.  den  vierten  ’l'on  mit  der  Schwingungszahl 

2V  »=  7 — 

4 (I  + *)  * 

so  erhält  man  daraus 

+ ('  + *)-w- 

Bestimmt  man  nun  auf  irgend  eine  Weise  die  Schwingungszahl  N des 
gehörten  Tones,  so  kann  man  mit  Hülfe  des  berechneten  c die  Gröfse 

*(*  + *)=  1 L 

oder  die  Wellenlänge  L des  gehörten  Tones  erhalten.  Die  Länge  der 
stehenden  Wellen  ist  nun  gleich  | L oder 

± L = f (I  + *). 

Dieser  Ton  ist  der  vierte  Ton  der  Röhre  von  der  Länge  I;  verkürzen 
wir  die  Röhre  um  1 (l  + x)  dadurch,  dafs  wir  den  Stempel  tiefer  in  die 
Röhre  einschieben,  so  erhalten  wir  eine  Röhre,  deren  dritter  Ton  gleich 
dem  vorigen  vierten  sein  mufs,  verkürzen  wir  nochmals  um  $ (I  -j-  x),  so 
mufs  jetzt  der  zweite,  und  verkürzen  wir  nochmals  um  2 (/  — {—  sc),  der 
Grundton  mit  dem  frühem  Ubereinstimmen.  Der  Versuch  zeigt  dieses  nun 

in  der  That,  so  dafs  dadurch  feststeht,  die  einzelnen  Knoten  stehen  um  -~ 

L ” 

von  einander  ab;  der  erste  Knoten  aber  um  weniger  als  — von  der  Mund- 
öffnung, die  Wellenlänge  des  Grundtones  ist  also  gröfser  als  dio  vierfache 
Länge  der  gedeckten  Pfeife1). 

Dulong*)  wandte  dieses  Vorfahren  an,  um  die  Gröfse  x experimentell 
zu  bestimmen;  er  nahm  eine  Pfeife  mit  Stempel  und  erzeugte  z.  B.  den 
vierten  Ton;  dann  verschob  er  den  Stempol,  bis  der  dritte  Ton  gleich  dem 
vorigen  vierten  Ton  war  und  erhielt  durch  Messung  der  Verschiebung  die 
Gröfse  l + x oder  die  Länge  der  den  Ton  erzeugenden  stehenden  Welle. 
Er  benutzte  diese  Versuche,  wie  wir  später  sehen  werden,  um  die  Gröfse  c 
durch  Beobachtung  zu  erhalten. 


’)  Hopkins  Transakt.  of  the  Cambridge  Philotophical  Society.  Vol.  V 
Poggend.  Ann.  Bd.  XLIY. 

*)  Dulong , Annalee  de  ebim.  et  de  phys.  T.  XLI.  Poggend.  Ann.  Bd.  XVI, 


Digitized  by  Google 


§ 162. 


Abweichung  der  Pfeifentöne  von  der  Theorie. 


747 


Wertheim1)  wandte  ein  anderes  Verfahren  an,  um  die  Gröfse  x zu  be- 
stimmen. Er  nahm  ey lindrische  Pfeifen,  die  aus  mehreren  Stücken  zu- 
sammengesetzt waren,  welche  mittels  Schrauben  an  einander  befestigt  werden 
konnten  (Fig  270).  Der  Deckel  k war  mit  einem  gleichen  Schrauben- 


Fi«.  870. 


ge  winde  versehen,  um  jedes  Stück  der  Pfeife  gedockt  machen  zu  können. 
Auf  diese  Weise  konnte  also  Wertheim  Pfeilen  herstellen,  welche  hei  ge- 
nau gleicher  Weite  und  gleichem  Mundstück  sich  nur  durch  ihre  Länge 
//,,  />,  . . unterschieden. 

Wurde  nun  die  Pfeife  bei  einer  Länge  Lt  zum  Tönen  gebracht,  so 
hatto  der  erste  Ton  eine  Schwingungszahl  AT,  und  es  war 

v = 5 

1 4 (L,  + x) 

Wurde  die  Pfeife  nun  durch  Ansatz  eines  Stückes  b auf  die  Länge 
gebracht  und  wieder  der  erste  Ton  erzeugt,  so  hatte  dieser  eine  andere 
Schwingungszahl  A'2  und  es  war  • 

V = C 

* 4 (A.  + x)  ’ 

aus  diesen  beiden  Gröfsen  läfst  sich  x ohno  Kenntnis  von  c direkt  erhalten-, 
denn  daraus  folgt 

4W,  (i,  + *)  = 4W,  (L,  + x) 

N,  L,  - A'  A 
N,  - W,  • 

Wertheim  teilt  in  seiner  Abhandlung  eine  Anzahl  von  solchen  Werten 
x für  verschiedene  Pfeifen  mit,  wir  lassen  einige  folgen,  um  die  Bedeutung 
derselben  zu  Überblicken. 


Werte  von  x für  verschiedene  Pfeifen  in  hnft 
von  der  Temperatur  11,5  (irad  C. 


Material  der  Pfeife 

Durchmesser 

LÜDgO 

Werte  von  x 

Millimeter 

Millimeter 

Millimeter 

fl 

Blei 

20 

62 

30,7 

o 

> 

— 

24- 

107 

34,8- 

fl 

£ 

— 

20 

120 

27,1 

£ 

— 

42 

120 

68,1 

Cl, 

Messing 

40 

298 

60,0 

-fl 

— 

20 

281 

28,5 

«J 

— 

10 

288 

17,0 

'S 

.5 

Glas 

20 

256 

32,0 

Zink 

60 

668 

66,1 

Glas 

17 

875 

40,0 

’)  Wertheim  a.  a.  0. 
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Vorstehende  Tabelle  läfst  erkennen,  dafs  der  Wert  der  Berichtigung 
von  der  Weite  der  Röhre  abhängig  ist,  dafs  aber  auch  bei  Röhren  gleicher 
Weite  der  Wert  von  x verschieden  sein  kann,  infolge  verschiedener  Weite 
des  Mundstückes. 

In  einer  weitem  Untersuchung  hat  deshalb  Wertbeim ')  die  Abhängig- 
keit von  x v<Tn  diesen  Umständen  7.u  bestimmen  versucht  und  gelangt  zu 
folgender  Beziehung  fllr  x.  Nennen  wir  dio  Breite  der  Röhre  B , die  Dicke 
derselben  D und  den  Querschnitt  B • D = S,  ferner  den  Querschnitt  der 
Mundöffnung  s,  so  wird  x 

x~c{B  + D)(i-YI+Yy)- 

Hat  die  Röhre  anstatt  eines  rechteckigen  einen  kreisförmigen  Durch- 
schnitt, so  tritt  an  die  Stelle  der  Summe  B -\-  1)  der  Ausdruck  2 )/S.  Der 
Faktor  c in  dem  Ausdrucke  bedeutet  eine  Konstante,  welche  mit  dem 
Material  der  Röhre  etwas  veränderlich  ist,  ihr  Wert  ist  für  Metall  oder  Glas 
0,210,  ftlr  Holz  0,240.  In  wie  weit  die  so  berechneten  Werte  von  x mit 
den  aus  den  Schwingungszahlen  der  beobachteten  Töne  abgeleiteten  über- 
einstimmen, zeigt  folgende  kleine  Tabelle;  zu  den  in  ihr  mitgeteilten  Ver- 
suchen wurden  cylindrische  Pfeifen  benutzt. 

Werte  von  x bei  verschiedenen  Pfeifen  mit  verschiedenen 
Mnndöflhnngen. 

c *=  0,210. 


Material 
der  Wand 

ys 

8 

Tempera- 

tur 

Länge 
der  Pfeife 

berechnet 

r 

beobachtet 

298,0 

96,9 

Messing . . . 

35,45 

60,0 

9°,0  C. 

631,0 

79,6 

84,0 

965,0 

96,9 

97,5 

24,7 

Messing . . . 

1 7,72 

36,0 

9", 9 

190,0 

26,9 

27,9 

281,0 

22,8 

88,0 

17,7 

Messing . . . 

8,86 

13,7 

21°,0 

188,0 

11,1 

22,1 

288,0 

18,4 

100,0 

31,9 

Glas 

17,72 

30,0 

9°, 3 

256,1 

29,7 

37,7 

231,0 

34.4 

(17,72 

36,0 

11°, 5 

62,0 

26,9 

30,7 

Blei 

21,27 

54,0 

110,0 

31,4 

32,0 

1 17,72 

63,0 

120,0 

20,8 

25,8 

' 37,22 

140,0 

n 

120,0 

59,8 

68,1  * 

Die  Übereinstimmung  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  ist  aller- 
dings nicht  vollkommen,  jedoch  so  annähernd,  dafs  man  diese  aus  den  Ver 
suchen  abgeleitete  Formel  zu  den  Rechnungen  benutzen  kann. 


')  Wertheim,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  III.  Serie.  T.  XXXI.  Krönigs 
Journal.  Bd.  II. 
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Dafs  die  berechneten  Werte  meist  kleiner  sind  als  die  beobachteten, 
hat  seinen  Grund  zum  Teil  darin,  dafs  Wertheim  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  in  Röhren  jener  in  freier  Luft  gleich  setzt,  was  nach  den  neuem, 
später  zu  besprechenden  Erfahrungen  von  Kundt  und  Regnault  nicht  mehr 
gestattet  ist. 

Den  Kintlufs  der  Form  und  Gröfse  der  Mundöffnung  benutzt  man  bei 
den  Orgelpfeifen  dazu,  um  den  Ton  der  Pfeife  etwas  zu  stimmen,  wenn  die 
Pfeife  nahezu  den  richtigen  Ton  angibt.  Zu  dem  Ende  sind  neben  der 
Mundöffnung  an  den  Soiten  zwei  verschiebbare  Lappen  angesetzt,  welche 
gestatten,  dieselbe  etwas  breiter  oder  schmäler  zu  machen,  und  so  die  Ton- 
höho  zu  vorändern. 

Die  Töne  einer  offenen  Pfeife  sind  andere,  als  die  oinor  gedeckten 
Pfeife  von  gleicher  Länge;  der  Grundton  einer  offenen  Pfeife  ist  die  höhere 
Oktave  des  Grundtones  der  gleichen  gedeckten  Pfeife,  so  dafs  also  die 
Schwingungszahl  N des  Tones  gleich  ist 


Aufser  dem  Grundtone  können  auch  alle  Töne  erzeugt  werden,  welche 
der  Reihe 


entsprechen,  also  wenn  wir  den  Grundton  mit  e_i  bezeichnen,  die  Töne 

c_i  c g c,  e,  g \ 

1 2 3 4 5 G 

oder  gehen  wir  von  dem  Grandtone  der  gedeckten  Pfeife  gleicher  Länge  e_ j. 
als  1 aus,  die  Töne 

2 4 ö 8 10  12. 

Der  erste,  dritto,  fünfte,  überhaupt  (2n  — l)  Ton  ist  also  die  nächst 
höhere  Oktave  der  ersten,  zweiten  etc.  (2n  — 1)  Tonos  der  gedeckten  Pfeife; 
aufserdom  gibt  dann  aber  auch  die  offene  Pfeife  die  dazwischen  liegenden 
Töne  2 n. 

Die  offene  Pfeife  ist  dem  longitudinal  schwingenden,  an  beiden  Enden 
freien  Stabe  zu  vergleichen;  die  an  das  offene  Ende  gelangenden  Schwingungen 
werden  reflektiert,  woil  die  Luft  aufserhalb  der  Pfeife  freier  beweglich 
und  deshalb  gewissermafsen  dünner  ist  als  im  Innern  der  Pfeife.  Die 
Bewegung  wird  domnach  ohne  Änderung  des  Vorzeichens,  der  ankommende 
Wellenberg  als  Wellenberg,  das  ankommende  Wellenthal  als  Wellenthal 
reflektiert.  Die  erste  mögliche  Schwingungsart,  welche  in  der  Röhre  stehende 
Wellen  erzeugen  kann,  ist  daher  diejenige,  deren  Wellenlänge  gleich  ist 
dem  Doppelten  der  Röbrenlänge.  Eine  Schwingung  z.  B.,  deren  Länge  wie 
bei  den  gedeckten  Pfeifen  die  vierfache  Pfeifenlänge  hätte,  würde,  wie  man 
leicht  nach  § 138  und  147  entwickelt,  an  der  Mundöffhung  einen  Schwingungs- 
knoten zur  Folge  haben,  würde  also  als  stehende  Welle  in  der  Pfeife  sich 
nicht  erhalten  können. 

Diejenige  Schwingungsbewegung,  deren  Länge  die  doppolte  Pfeifen- 
länge beträgt,  erzeugt  dagegen  in  der  Mitte  der  Pfeife  einen  Schwingungs- 
knoten und  bildet  als  stehende  Welle  in  der  Pfeife  zwei  halbe  Wellen,  deren 
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Länge  gleich  der  Länge  der  Pfeifen  ist.  Die  Schwingungsdauer  und 
Schwingungszahl  ist  demnach 


Eine  schwingende  Bewegung,  deren  Welle  so  lang  ist,  als  die  Länge 
der  Pfeife,  erzeugt  in  der  Pfeife  zwei  Schwingungsknoten,  welche  von  den 
Enden  der  Pfeife  um  \ Pfeifenlänge  entfernt  sind.  Zwischen  ihnen  bofmdet 
sich  eine  stehende  Welle  von  der  Länge  J /,  und  von  jedem  Schwingungs- 
knoten bis  zum  Ende  eine  halbe  Welle  von  der  Länge  } 1;  an  beiden  Enden 
befinden  sich  also  Schwingungsinaxima.  Es  wird  überflüssig  sein,  die  weitern 
Teilungen  der  Pfeife,  welche  den  Tönen  yl , c,  • • entsprechen,  abzuleiten, 
da  dieselben  nach  den  Entwicklungen  des  § 138  und  147  unmittelbar 
hervortreten. 

Für  die  oft'enen  Pfeifen  gilt  das  früher  über  den  Einflufs  des  Mund- 
lochs Gesagte  gerade  wie  für  die  gedeckte  Pfeife,  auch  bei  diesen  ist  dem- 
nach die  Länge  der  Welle  länger  als  das  Doppelte  der  Köhre  oder 

K c 

8(1  + *)’ 

und  zwar  nmfs  diese  Gröfse  * hier  ganz  dieselbe  sein,  wie  bei  der  ge- 
deckten Pfeife.  Vergleicht  man  nun  die  so  berichtigte  Schwingungszabl  N 
mit  derjenigen  N'  der  gedeckten  Pfeife,  so  mttfste 

AT=  2if 

oder  der  Ton  der  gedeckten  Pfeife  soll  genau  die  tiefere  Oktave  des  Tones 
der  offenen  Pfeife  sein.  Indes  hört  man  bald  bei  einem  Versuche,  dal's  das 
nicht  der  Fall  ist,  dafs  der  Ton  der  offenen  Pfeife  immer  etwas  tiefer  ist 
als  die  höhere  Oktave.  So  fand  Wertheim  bei  einigen  Vertuchon,  dafs  bei 
einer  Pfeife  von  241”“  Durchmesser  der  gehörte  Ton  bei  der  offenen  Pfeife 
sich  zu  dem  Tone  2 -V  verhielt  wie  23  zu  24,  und  in  einem  andern  Falle 
bei  einem  Durchmesser  von  50mm  wie  43,9  : 46,1,  den  Ton  also  verhältnis- 
müfsig  noch  tiefer. 

Es  mnfs  daher  bei  der  offenen  Pfeife  noch  ein  anderer  Umstand  störend 
einwirken,  der  die  gehörten  Töne  von  der  Theorie  abweichend  macht.  Wert- 
hoim  sieht  denselben  darin,  dafs  die  Reflexion  der  schwingenden  Bewegung 
nicht  ganz  genau  in  dem  obern  Querschnitt  der  Röhro  stattfindet,  sondern 
dafs  sich  die  schwingendo  Bewegung  noch  ein  klein  wenig  über  diesen 
Querschnitt  hinaus  erstreckt,  die  schwingende  und  tönende  Luftsäule  also 
etwas  länger  wird,  als  die  Theorie  annimmt.  Dafs  diese  kleine  Verlängerung 
stattfindet,  davon  kann  man  sich  durch  den  Versuch  überzeugen,  denn  hält 
man  ganz  nahe  über  die  Öffnung  der  Röhre  eine  feine  schwach  gespannte 
und  mit  Sand  bestreute  Membran,  so  sieht  man  an  dem  Hüpfen  des  Sandes 
die  Ausdehnung  der  Bewegung  Uber  dor  Pfeife.  Um  den  Ton  der  offenen 
Pfeife  genau  im  Verhältnis  zur  Länge  der  Pfeife  zu  bestimmen,  mufs  man 
daher  für  die  Schwingungszahl  desselben  setzen 

lf  = 

2 (I  + x -f  y) 

Um  die  Summe  der  beiden  Berichtigungen  * + y zu  bestimmen,  ver- 
fuhr Wertheim  gerade  so,  wie  bei  den  gedeckten  Pfeifen. 
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Sind  Jjx  und  7,ä  die  Länge  zweier  verschiedener  Pfeifen  von  genau 
gleichem  Durchmesser,  Nx  und  N2  die  Schwingungszahlen  ihrer  Grundtöne, 
so  hat  man  gerade  wie  vorhin 

c = 2 W,  (/,,  — (—  jc  — f-  j/) 

c = 2 Ai  (/,t  + * + </), 


und  daraus  nach  Elimination  von  c 


* + y = 


N,  7-,  — Nt  L, 
*\-N,  » 


ein  Ausdruck,  der  dem  vorigen  für  x ganz  analog  ist. 

Für  den  Wert  x -f-  y gelang  es  Wertheim  ebenfalls')  eine  von  dem 
Querschnitt  der  Röhre  und  der  Gröfse  der  Mundöffnung  abhängige  Beziehung 
aufzufinden.  Bedeuten  wieder  B die  Breite,  D die  Dicke  der  Röhre,  ist  8 
der  Querschnitt  derselben  und  s der  Querschnitt  der  Mundöffnung,  so  gibt 
er  fllr  die  Korrektion  der  Pfeifenlänge  den  Ausdruck 


* + y = c,  (B  + D)  (2  — y~-  + ]/^), 

worin  e,  eine  von  dem  Material  der  Röhre  unabhängige  Konstante  ist, 
nämlich  r,  = 0,187. 

In  folgender  Tabelle  ist  eine  Anzahl  von  Versuchen  Wertheims  zu- 
sammengestellt,  welche  zeigen,  dafs  die  fllr  offene  Pfeifen  an  der  Länge 
derselben  anznbringende  Korrektion  in  der  That  mit  grofser  Annäherung 
durch  obige  Gleichung  wiedergegeben  ist.  Die  benutzten  Pfeifen  sind  auch 
hier  cy  lindrische,  so  dals  an  Stelle  von  B -f-  D in  jener  Gleichung  oin- 
zusetzen  ist  Vs. 


Tabelle  der  Korrektionen  an  offenen  Pfeifen. 


Material 
der  Röhre 

Vs 

H 

Tempera- 

tur 

Länge 

* der  Pfeife 

Korrektion 

berechnet  beobachtet 

I 

332,5 

65,1 

Messing . . . 

35,45 

120,0 

8°,0C. 

666,0 

65,4 

67,4 

1 

1 1000,5 

68,6 

[ 332,5 

88,9 

Messing . . . 

35,45 

60,0 

2 6°, 6 

666,0 

84,2 

84,8 

i 1000,5 

87,8 

97,5 

28,0 

Messing . . . 

17,72 

36,0 

9°,  9 

190,0 

30,6 

28,0 

L 281,0 

28,1 

88,0 

18,0 

Messing . . . 

' 8,86 

13,7 

21, °0  j 

188,0  ! 

13,2 

22,1 

1 288,0 

19,0 

Glas 

17,72 

30,0 

17°,0  J 

f 100,0 

32,7 

^ 39,1 

1 245,0 

35,9 

Blei 

! 21,27 

54,0 

| H°, 5 

110,0 

36,6 

37,1 

')  Wcrllieim , Annales  de  chim.  et  de  phys.  III.  Serie.  Tome  XXXI.  Krönigs 
Journal.  Bd.  II. 
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Wie  man  sieht,  stimmen  bei  offenen  Pfeifen  die  nach  jener  Beziehung 
berechneten  Korrektionen  mit  den  beobachteten  zum  Teil  noch  besser  als 
bei  gedeckten  Pfeifen,  so  dafs  man  bei  jenen  durch  die  Rechnung  mit  sehr 
grofser  Annäherung  richtige  Resultate  erhält1). 

Da  nach  diesen  Erfahrungen  die  schwingende  Bewegung  nicht  in  der 
geometrischen  Endfläche  der  Pfeife  endigt,  so  wird  eine  teilweise  Schliefsung 
der  Endfläche  die  Tonhiihe  der  Pfeife  ebenfalls  verändern,  und  zwar,  wie 
sich  ans  den  Bemerkungen  Uber  die  Korrektion  an  gedeckten  Pfeifen  ergibt, 
mufs  ein  derartiger  partieller  Verschlufs  die  Töne  der  Pfeife  vertiefen. 
Dafs  eine  solche  Vertiefung  stattfindet,  hat  die  Erfahrung  die  Orgelbauer 
längst  gelehrt,  sie  versehen  die  offenen  Orgelpfeifen  oben  gewöhnlieh  mit 
schrägstehendoii  Blechen,  welche  man  auf-  und  abbiegen  kann;  biegt  man 
sie  herab,  so  wird  der  Ton  vertieft. 

Wertheim*)  ist  es  gelungen,  auch  fär  diesen  Pall  eine  empirische  Re- 
lation herzustellen,  welche  die  an  der  Länge  der  Pfeife  anzubringende 
Korrektion  zu  berechnen  gostattet,  so  dafs  die  Tonhöhe  sich  durch  die 
Gleichung 

_ c 

® ■f  Jf) 

berechnen  läfst. 

Haben  JB,  D und  S dieselbe  Bedeutung  wie  früher,  und  ist  s,  der 
Querschnitt  der  Mundöfjjiung,  s4  derjenige  der  obern  Öffnung  der  Pfeife, 
so  ist  nach  Werthoim 

» — «(*  + »)(i  — Vf  + Vf). 

„-.o.oH-niii-yf +]/|), 

worin  c,  wie  bei  ganz  offenen  Pfeifen  den  Wert  von  0,187  hat. 

Nachstehende  Tabelle  onthält  eine  Anzahl  Versuche,  welche  Wertheiin 
an  einer  quadratischen  Orgelpfeife  von  Holz  zur  Prüfung  obiger  Relation 
angestellt  hat.  Die  Länge  der  Pfeife  betrug  240mra,  die  Seite  des  quadra- 
tischen Querschnittes  120““;  dieselbe  Broite  hatte  die  nntere,  die  Mund- 

öflhung,  deren  Höhe  5““, 5 betrug.  Das  Verhältnis  ist  darnach  0,0468; 

die  Temperatur  war  bei  allen  Versuchen  15°.  Die  Tabelle  stellt  die  von 
Wcrtbeim  beobachteten  und  die  mit  den  nach  obigen  Gleichungen  be- 
stimmten Werten  von  x und  y berechneten  Schwingungszahlen  zusammen. 


')  Eine  sehr  einfache  empirische  Regel,  welche  für  offene  Orgelpfeifen  in 
der  That  mit  grofser  Annäherung  die  Schwingungszahl  zu  bestimmen  gestattet, 
ist  von  dem  französischen  Orgelbauer  Cavalicr  CoHe  aufgefunden.  Bezeichnet 
man  als  theoretische  Länge  der  Orgelpfeife  die  Länge  der  stehenden  Welle  des 
von  ihr  gelieferten  Tones,  so  dafs  die  Schwingungszahl 


jene  des  tiefsten  Tones  ist,  so  ist  /,  gleich  der  Summe  der  wirklichen  Länge  der 
Pfeife  und  der  doppelten  Tiefe  derselben. 

*)  11  'erlheim  a.  a.  0. 
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Schwingnngszahlen  partiell  gedeckter  Pfeifen. 


K 

K 

st 

S 

Schwingungszahl 

berechnet  1 beobachtet 

120 

120 

1,000  0 

644,0 

679,0 

100 

96 

0,666  7 

622,5 

640,0 

100 

72 

0,500  0 

607,6 

600,0 

100 

60 

0,416  7 

597,2 

592,6 

80 

60 

0,333  3 

586,7 

579,2 

60 

60 

0,250  0 

571,4 

550,5 

60 

40 

0,166  7 

549,1 

522,5 

40 

30 

0,083  3 

507,5 

481,2 

30 

20 

0,041  7 

460,9 

449,2 

20 

15 

0,020  8 

408,9 

423,1 

12 

10 

0,008  3 

335,4 

343,6 

0 

0 

0,0000 

307,7 

320,0 

Die  Spalten  b3  und  h?  enthalten  die  Seitenflächen  der  obem  Öffnung 
der  Pfeife.  Wie  die  Tabello  zeigt,  stimmen  auch  hier  die  berechneten  Zahlen 
mit.  den  beobachteten  ziemlich  gut  überein,  indes  doch  nur  soweit,  dafs 
wir  die  von  Wertheim  gegebene  Relation  nur  als  eine  angenähert  richtige 
betrachten  dtlrfon. 

Die  letzton  Erfahrungen  zeigen,  dafs  die  einfache  von  uns  vorgetragene 
Theorie  der  Luftschwingungen  in  Pfeifen  nur  für  sehr  enge  Röhren  Gültig- 
keit hat,  dafs  sobald  der  Querschnitt  der  Röhren  einigermafsen  grofs  ist, 
die  anzubringenden  Korrektionsglieder  sehr  beträchtlich  sind.  Es  tritt  das 
noch  mehr  hervor,  wenn  die  Länge  der  Pfeifen  gegen  die  Dimensionen  des 
Querschnitts  nicht  mehr  sehr  grofs  ist,  wenn  die  Länge  der  Pfeife  nicht 
größer  oder  gar  kleiner  ist  als  die  Breite  der  Röhre  oder  bei  cylindrischon 
Röhren,  als  der  Durchmesser.  Würde  man  bei  solchen  Röhren  den  Ton 
einfach  aus  der  Länge  berechnen,  so  würde  man  ihn  oft  mehr  als  eine 
Oktave  höher  finden,  als  der  Versuch  ihn  ergibt.  Für  derartige  Röhren 
läfst  sich  indes  wiederum  mit  sehr  grofser  Annäherung  die  Tonhöhe  nach 
den  Wertheimschen  Gleichungen  berechnen,  wie  sich  aus  einer  grofsen  An- 
zahl von  Versuchen,  welche  Wertheim  mit  Röhren  der  verschiedensten  Form 
angestellt  und  in  der  schon  mehrfach  citierton  Abhandlung  mitgeteilt  hat, 
deutlich  ergibt.  Wir  begnügen  uns  hier  damit,  um  zu  zeigen,  wie  weit  die 
Versuche  mit  den  Formeln  Wertheims  Ubereinstimmen,  eine  Versuchsreihe 
an  Holzpfeifen  mitznteilen.  Die  Pfeifen  waren  Röhren  von  rechteckigen» 
Querschnitt,  deren  Länge  350mm  und  deren  eine  Reite  des  Querschnitts 
II  = 200mm  betrug.  Parallel  dieser  Seite  konnten  in  den  Kasten  Schieber  ein- 
gesetzt werden,  welche  so  den  Querschnitt  der  Röhre  zu  ändern  gestattoten,  in- 
dem man  die  Breite  B desselben  verkleinerte.  Die  Röhre  war  unten  geschlossen, 
oben  offen,  und  der  obere  offene  Querschnitt  konnte  durch  einen  parallel 
der  Kante  H beweglichen  Schieber,  der  die  ganze  Breite  der  Röhre  oinnahm, 
mehr  oder  weniger  verkleinert  werden.  Die  Pfeife  wurde  dann  durch  ein 
mit  einem  platten  Mundstück  von  Messing  versehenes  Blaserohr,  ähnlich  wie 
Fig.  267,  und  in  der  dort  dargestellten  Weise  angeblasen. 

WOllkbr,  I’hjrsik.  I.  4.  AuH. 
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In  nachfolgender  Tabelle  gibt  die  mit  h überschriebene  Spalte  die  der 
Seite  //  parallele  Ausdehnung  der  Öffnung,  deren  Breite  b immer  gleich 
jener  der  Röhre  war.  Die  zur  Berechnung  der  Töne  benutzte  Konstante  <• 
ist  = 0,240,  da  die  Pfeife  von  Holz  war. 


Tune  kubischer  Pfeifen. 


Breite  Ji 

b 200mm 

Breite  Ji 

_ lOOnmi 

Breite  li 

— 50m"  j 

h 

Schwingungszahl 

Schwingungszahl 

S c h wi  n gu  n gs  z ah  1 

1 

s 

berechnet 

beobachtet 

berechnet 

beobachtet 

berechnet 

beobachtet  [ 

200 

1,000 

382,5 

382,1 

404,3 

404,4 

416,2 

414,9 

180 

0,900 

374,3 

379,8 

397,2 

398,7 

409,9 

409,9 

160 

0,800 

305,0 

364,7 

389,5 

384,4 

403,0 

405,7 

140 

0,700 

355,2 

353,1 

381,0 

381,0 

395,4 

386,7 

j 120 

0,600 

344,3 

336,8 

371,6 

368,9 

386,9 

366,8 

' 100 

0,500 

332,0 

314,5 

361,6 

358,5 

377,2 

355,5 

80 

0,400 

317,7 

304,0 

348,0 

348,8 

365,5 

339,1  | 

CO 

0,300 

299,9 

299,4 

334,5 

336,3 

350.5 

315,3 

40 

0,200 

276,2 

264,5 

309,8 

281,3 

329,8 

288,3  . 

20 

0,100 

237,2 

224,0 

272,2 

261,2 

293,8 

263,9  ' 

I 10 

i 

0,050 

199,8 

203,2 

234,4 

220,7 

256,6 

243,8 

Ftlr  sehr  kleine  Mundöffnungen  weichen  die  beobachteten  und  berech- 
neten Zahlen  nicht  unbeträchtlich  von  einander  ab,  fllr  gröfsere  Mund- 
üffnungen  stimmen  die  Resultate  ziemlich  gut. 

Als  ein  allgemeines  Resultat  ergibt  sich  aus  diesen  Versuchen,  dafs 
die  Töne  kubischer  Pfeifen  mit  abnehmendem  Volumen  der  Röhre  höher 
werden,  und  weiter  lttfst  sich  aus  den  Versuchen  und  der  Formel  Werffceims 
der  Satz  ableiten,  dafs  bei  ähnlichen  Formen  der  Pfeife  und  der  Mund- 
Öffnung  die  Töne  der  Pfeife  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  Längen  der 
homologen  Seiten. 

Ks  genllgo  an  diesen  kurzen  Andeutungen  über  das  Verhalten  kubischer 
Pfeifen1),  da  dieselben  ausreiohend  sind,  in  den  wenigen  Fällen,  in  denen 
wir  diese  Pfeifen  benutzen,  uns  die  erforderliche  Kenntnis  derselben  zu 
liefern.  Das  ergibt  sich  aus  diesen  Erfahrungen  zur  Genüge,  dafs  die  ein- 
fache Theorie  der  Pfeifentöne  zur  Bestimmung  derselben  nicht  ausreicht, 
und  zwar  deshalb  nicht,  weil  die  in  Pfeifen  schwingenden  Luftsäulen  nicht 
so  isolierte  für  sich  schwingende  Körper  sind,  wie  longitudinal  schwingende 
Stäbe , weil  vielmehr  die  schwingende  Bewegung  auch  der  aufserhalb  der 
Pfeifen  vorhandenen  Luft  sich  mittcilt  und  dadurch  die  Schwingungen  der 
Luftsäulen  in  den  Pfeifen  selbst  modificiert  wird. 

Helmholtz*)  hat  deshalb  die  Theorie  der  Luftschwingungen  in  Röhren 
einer  neuen  Behandlung  unterzogen,  bei  welcher  auf  den  eben  hervor- 
gehobenen Umstand,  dafs  die  Luftsäule  in  Röhren  nicht  ein  ganz  selbständig 

')  Man  sehe  auch  Sorulhauss,  l'oggend.  Ann.  Bd.  LXXIX  und  LXXXl. 
Afasstm,  Annales  de  chim.  et  de  phyg.  III.  Serie.  Tome  XL.  '/, nmminer , Poggend 
Annalen.  Bd.  XCVII. 

*)  Helmholtz,  Crelles  Journal.  Bd.  LV1I.  p.  J. 
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schwingender  Körper  ist,  Rücksicht  genommen  ist.  Er  behandelt  gleich- 
zeitig die  Schwingungen  im  Innern  der  Röhre  und  in  der  umgebenden  Luft, 
und  es  ist  ihm  dadurch  gelungen,  mehrere  der  vorhin  besprochenen  Er- 
fahrungen teils  theoretisch  zu  begründen,  teils  näher  zu  bestimmen.  Es  ist 
uns  indes  durch  die  hier  uns  gesteckten  Grenzen  versagt,  auf  diese  Unter- 
suchungen Helmholtz's  näher  einzugehen. 

Das  Tonbildende  in  den  Pfeifen  ist  die  schwingende  Luftsäule,  die 
Wände  der  Pfeifen  dürfen  deshalb  auf  die  Tonhöhe  von  keinem  wesentlichen 
Einflufs  sein.  So  lange  die  Wände  aus  ganz  festem  Material  bestehen,  ist 
das  auch  nicht  der  Fall,  die  Tonhöhe  ist  wesentlich  dieselbe  in  metallischen, 
gläsernen  oder  hölzernen  Pfeifen. 

Sind  jedoch  die  Wände  der  Pfeifen  nicht  aus  festem  Material,  so  ändern 
sie  die  Höhe  des  Tones  ab,  und  zwar  wird  der  Ton  bei  weichen  Wänden 
tiefer.  Savart1)  hat  gezeigt,  dafs  Pfeifen  mit  Pergamentwänden  tiefer  tönen 
als  solche  mit  starren  Wänden,  und  dafs  der  Ton  um  so  tiefer  wird,  je 
mehr  man  dio  Wände  durch  Benetzen  erschlafft.  Dasselbe  zeigte  Liscovius*), 
welcher  gleichzeitig  nachwies,  dafs  man  durch  verstärkte  Spannung  des 
Pergaments  den  Ton  erhöhe.  Wird  eine  Pergamentwand  derart  gedrückt, 
dafs  sie  nicht  mitschwingen  kann,  wenn  die  Luftsäule  schwingt,  so  gibt 
die  Pfeife  denselben  Ton  als  eine  solche  mit  starren  Wänden. 

Gerade  dieser  letzte  Versuch  beweist,  dafs  der  Einflufs  einer  nicht  ganz 
festen  Wand  darin  begründet  ist,  dafs  die  Wand  gleichzeitig  mit  der  Luft- 
säule schwingt,  und  dafs  die  Schwingungszahl  der  Luftsäule  dadurch,  dafs 
die  schwingende  Wand  auf  sie  einwirkt,  oino  andere  wird.  Die  Einzoln- 
heiten  der  Erscheinung  lassen  sich  indes  noch  nicht  näher  übersehen. 

Wenn  feste  Wände  auf  die  Tonhöhe  keinen  Einflufs  haben,  so  sind 
sie  doch  von  wesentlicher  Bedeutung  für  den  Klang  der  Pfeifen*).  Bei 
engen  cylindrischen  oder  rechteckigen  offenen  Pfeifen  bildet  sich  neben  dem 
Grundton  auch  die  Reihe  der  harmonischen  Töne  in  ähnlicher  Weise  wie 
bei  den  gestrichenen  Saiten  aus,  deshalb  haben  sie  einen  vollen  und  Schür- 
fern, dom  der  gestrichenen  Saiten  ähnlichen  Klang,  bei  weiteren  offenen 
Pfeifen,  den  Principalstimmen  der  Orgel,  besonders  den  hölzernen,  tritt  nur 
die  Oktave  noch  deutlich  zum  Grundton,  die  höhere  fast  gar  nicht,  deshalb 
ist  der  Ton  dieser  Pfeife  viel  dumpfer.  Die  gedeckten  Pfeifen  geben  die 
Töne  1,  3,  5 . . .,  indes  sind  die  Obertöne  nur  bei  engen  Pfeifen  deutlich, 
bei  weiten  tritt  fast  nur  der  Grundton  auf,  woher  der  dumpfe  Klang  der 
gedeckten  Register  rührt. 

Der  Klang  in  Holzpfeifen  ist  immer  dumpfer  und  weicher  als  in  Metall  - 
pfeifen,  hauptsächlich,  weil  die  rascheren  Schwingungen  der  Obertöne  sich 
dem  Holz  mitteilen  und  deshalb  rasch  verschwinden. 

§ 163. 

’ Töne  durch  Schwingung  von  Flüsaigkeitasäulen.  Wir  haben  er- 
wähnt, dafs  man  durch  einen  FlUssigkoitsstroin , der  durch  die  durchlöcherte 
Scheibe  einer  in  eine  Flüssigkeit  getauchten  Sirene  getrieben  wird,  einen 

‘)  Savart,  AnnaleB  de  chim.  et  de  pbys.  T.  XXX. 

*)  Liscovius,  Poggend.  Ann.  Bd.  LVII. 

*)  Hclmholtc,  Tonempßndungen.  p.  ISO. 
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Ton  erzeugen  kann.  C&gniard  Latour  und  später  in  noch  ausgezeichneterer 
Weise  Wortheim  ist  es  gelungen,  in  Flüssigkeiten  stehende  Wellen  und 
dadurch  Töne  hervorzuhringen. 

Cagniard  Latour1)  brachte  Flüssigkeitssäulen,  welche  in  Glasröhren 
eingeschlossen  waren,  dadurch  zum  Tönen,  dafs  er  die  Glasröhren  longitu- 
dinal rieb.  Die  Höhe  des  erzeugten  Tones  bewies,  dafs  nicht  die  longitudi- 
nalen Schwingungen  des  Glases  es  waren,  welche  gehört  wurden,  sondern 
die  der  Flüssigkeitssäule.  Fr  wies  durch  den  Versuch  nach,  dafs  der  Ton 
die  höhere  Oktave  ist,  wenn  die  Röhre  an  beiden  Seiten  offen,  die  Flüssig- 
keitssäule also  an  beiden  Enden  frei  ist,  von  dem  Tone,  don  eine  Flüssig- 
keitssäule gibt,  welche  in  einer  an  einem  Endo  geschlossenen  Röhre  schwingt, 
deren  eines  Ende  also  an  einer  festen  Wand  anliegt.  Die  Töne  einer  an 
beiden  Enden  freien  Flüssigkeitssilule  konnten  nicht  dadurch  erhalten  wer- 
den, dafs  man  eine  an  beiden  Enden  offene  Röhre  einfach  in  Wasser  tauchte 
und  longitudinal  rieh,  sondern  wurden  dadurch  erzeugt,  dafs  man  ein  Rohr 
heberförmig,  gleichschenkelig  hog  und  dann  longitudinal  rieh.  Wurde  das 
oine  Ende  des  Hohors  zugeschmolzon  und  derselbe  bis  zur  gleichen  Höhe 
mit  Wasser  gefüllt,  als  der  offene,  so  war  der  Ton  eine  Oktave  tiefer  als 
hei  dom  offenen  Heber. 

Fig.  871. 


Auch  gelang  es  Cagniard  Latour  eino  Pfeife  unter  Wasser  zum  Tönen 
zu  bringen.  Dies  gelang  aber  in  viel  vollkommenerer  Weise  Wertheim,  der 
in  einer  mit  Flüssigkeit  gefüllten  Röhre  durch  einon  Flflssigkeitsstrom  den 
Grundton  und  die  harmonischen  Töne  erzeugte*). 

Der  Apparat,  welchen  Wertheim  zu  seinen  Versuchen  mit  Wasser  an- 
wandte, ist  Fig.  271  abgebildet. 


')  Cagniard  Latour , Annalea  de  chim.  et  de  phys.  LVI. 

’)  Wertheim,  AnnaleH  de  chim.  et  de  phyB.  III.  Serie.  Tome  XXIII 
Poggend.  Ann.  Bd.  LXXVII. 
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Die  offene  Orgelpfeiie  bb  liegt  horizontal  auf  den  Stutzen  a in  dem 
grolsen  gefüllten  Wasserbehälter  A.  Der  Fufs  der  Pfeife  ist  in  c ange- 
schraubt an  eino  in  der  Wand  befestigte  Mutter,  welche  der  Pumpe  gegen- 
Ubersitzt.  Eino  Ventilpumpe  Ti,  welche  durch  den  davor  betindlichen  Hobel 
getrieben  wird,  saugt  die  Flüssigkeit  durch  das  weite  Rohr  h aus  dem  Be- 
hälter und  pumpt  sie  in  das  davorstehende  Reservoir  C. 

Das  Innere  des  Reservoirs  C steht  durch  den  Hahn  m und  das  Rohr  v 
mit  grofsen  Gefäfsen  voll  komprimierter  Luft  in  Verbindung.  Durch  den 
Druck  dieser  Luft  bei  geöffnetem  Hahn  m wird  das  im  Behälter  C an- 
gesammelte Wasser  durch  den  Hahn  l und  das  Rohr  ss'  in  die  unter  Wasser 
befindliche  Pfeife  getrieben.  Mittels  des  Hahnes  t ist  man  imstande,  den 
Zuflufs  des  Wassers  beliebig  zu  regulieren. 

Auf  dem  Behälter  C befindet  sich  noch  ein  zweiter  Hahn  n,  der  ge- 
öffnet die  komprimierte  Luft  des  Behältefs  in  die  Atmosphäre  entweichen 
läfst,  und  auf  den  man  bei  r eine  Sirene  aufstellen  kann,  um  die  absolute 
Sehwingungszahl  des  in  der  Wasserpfeife  gehörten  Tones,  also  die  Tonhöhe, 
zu  bestimmen.  Aufseu'dem  dient  dieser  Hahn  dazu,  Versuche  mit  gewöhn- 
lichen Orgelpfeifen  in  Luft  anzustollen. 

Um  den  Druck  zu  messen,  unter  welchem  das  Wasser  in  die  Pfeifen 
eintritt,  kommuniciert  die  Röhre  ss  durch  den  Hahn  it  und  die  Röhren- 
leitung x mit  dem  Manometer  E und  aufserdem  die  Luft  im  GefUfse  C 
durch  den  Hahn  u und  die  Röhre  utr  mit  dem  Manometer  /). 

Ist  nun  der  Apparat  eingerichtet,  so  beginnt  man  die  Versueho  damit, 
dal's  man  bei  geschlossenen  Hähnen  m,  »,  i,  mittels  der  Pumpe  Ti  Wasser 
aus  dem  Behälter  A in  den  Behälter  C pumpt.  Ist  die  Wasserraasse  dort 
hinreichend,  so  setzt  man  den  Behälter  C durch  Öffnen  des  Hahnes  m mit 
den  mit  komprimierter  Luft  gelÜllten  Behältern  in  Verbindung.  Der  Druck 
dieser  Luft  ist  es  dann,  der  bei  geöffnetem  Hahne  t das  Wasser  in  die 
Orgelpfeife  treibt  und  ferneres  Pumpen  während  des  Versuches  dient  nur 
dazu,  das  Wasser  in  C auf  konstantem  Niveau  zu  erhalten. 

Damit  die  Versuche  gelingen,  mufs  auf  die  Konstruktion  der  Orgel- 
pfeife besondere  Aufmerksamkeit  verwandt  werden. 

Wertheim  wandte  dazu  die  aus  mehreren  Stücken  zusammengesetzte 
Pfeife  (Fig.  272)  an.  Das  erste  Stück  besteht  aus  der  Schraube  c,  passend 


Klg.  272. 


für  die  Mutter  bei  c im  Behälter  A (Fig.  271)  geschnitten,  in  deren  Innern 
ein  feines  Drahtnetz  angebracht  ist,  um  zu  verhindern,  dafs  allenfalls  feste 
im  Wasser  schwebende  Körperteilchen  in  die  Pfeife  eintreten  können,  ferner 
aus  dem  Mundstücke  d und  der  Röhre  b,  an  deren  Ende  sich  der  Schrauben- 
gang h befindet,  um  daran  die  folgenden  Röhronstücke  b oder  den  Deckel, 
anzuschrauben.  Die  beiden  Labien  des  Mundlochs  bestehen  aus  den  Platten 
d und  c,  welche  mit  den  Klammern  f befestigt  werden. 

Man  kann  die  Platten,  welche  die  Labien  bilden,  nicht  sogleich  durch 
Löten  unveränderlich  fest  mit  der  Pfeife  verbinden,  da  die  Stellung  der 
Labien  von  wesentlichem  Einflufs  auf  die  Leichtigkeit  ist,  mit  der  die  Pfeife 
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anspricht,  und  man  deshalb  durch  den  Versuch  erst  die  Lage  ermitteln 
mufs,  bei  der  die  Pfeife  in  den  Flüssigkeiten  tönt.  Für  Flüssigkeiten  mufs 
im  allgemeinen  der  Aufschnitt  weniger  breit  und  lang  sein  als  für  Luft, 
das  Licht,  die  Mündung  des  Fufses  in  der  Pfeife  gröfser  und  der  Strom 
etwas  mehr  gegen  das  Innere  der  Pfeife  gerichtet  sein. 

Mit  diesem  Apparate  ist  es  Wertheim  gelungen,  Orgelpfeifen  unter 
Wasser  mittels  eines  AVasserstromes  zum  Tönen  zu  bringen,  und  er  fand, 
wie  es  nach  § 147  zu  erwarten  ist,  daft  die  Töne  derselben  Reihe  folgen 
wie  bei  Pfeifen,  welcho  mit  Luft  angeblasen  werden.  Bei  offenen  Pfeifen, 
nur  diese  gaben  ein  gutes  Resultat,  waren  die  Töne 

c-t  e g c,  c,  gx  . . . 

1 2 3 15« 


Die  Sehwingungszahlen  allgemein 


N = n 


c 

•21  ’ 


wenn  l die  Länge  der  Pfeife  bedeutet.  Oder  vielmehr  genauer 


N 


e 

2(7+ * + ;/)  ’ 


das  heilst,  es  niufsten  dieselben  Berichtigungen  angebracht  werden, 
bei  den  in  Luft  angeblasenen  Pfeifen. 

Für  c erhielten  wir»  § 146 


c 


wie 


oder,  wenn  wir  E durch  die  von  Grassi  bestimmten  Kompressionskoefticien- 
ten  fi  ausdrüeken,  denen  der  Druck  einer  Atmosphäre  zu  Grunde  liegt, 


c 


Für  Wasser  ergab  sich  so  § 146 


c = 141  80Ücm  = 1418”. 


Die  Schwingungszahl  N des  Grundtones  einer  offenen  Pfeife  von  der 
Länge  l sollte  demnach  sein 


Die  Versuche  von  Wertheim  gaben  indes  einen  viel  kleinem  Wert, 
die  Töne  waren  tiefer,  als  sie  hiernach  sein  sollten  und  zwar  so,  dafs  die 
beobachtete  Schwingungszahl  N'  war 


N. 


AVir  werden  auf  diese  Abweichung  im  nächsten  Kapitel  zurückkommen, 
hier  genüge  die  Bemerkung,  dafs  nach  der  Ansicht  von  Wertheim  die 
Gröfse  c,  welche  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen 
Wellen  in  dem  Wasser  bedeutet,  hier  einen  andern  AVert  hat  als  den  von 
uns  berechneten,  dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eine  andere  ist  in 
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Flüssigkeitssäulen,  wie  in  Orgelpfeifen,  als  in  einer  unbegrenzten  Flüssig- 
keit und  zwar,  dafs  die  Geschwindigkeit  c in  FlUssigkoitssiiulen  gleich  ist 


--Vt 


Kig.  »73. 


Kig  *71. 


§ 164. 

Von  den  Zungenpfeifen.  Die  gewöhnlichen  Zungenpfeifen  unter- 
scheiden sich  von  den  Labialpfeifen  dadurch,  dafs  die  Schwingungen  nicht 
durch  einen  sich  teilenden  Luftstrom,  sondern  ähnlich  wie  bei  der  Sirene 
durch  einen  intermittierenden  Luftstrom  erregt  werden.  Dio  Zungenpfeife 
(Fig.  273  und  274)  besteht  aus  dem 
Mundstück  oder  Rohrwerk  abcd , welches 
in  dem  Fufse  der  Pfeife  F sich  befindet 
und  welches,  wie  Fig.  273  zeigt,  in  die 
Mündung  der  meist  kegelförmig  nach 
oben  sich  erweiternden  Röhre  R hinein- 
gesteckt ist. 

Das  Rohrwerk  besteht  aus  einem 
Halbcylinder  von  starkem  Messingblech, 
der  an  seiner  Basis  bei  a geschlossen, 
oben  jedoch  offen  ist  (Fig.  274).  Die 
Schnittfläche  des  Messinghalbcylinders 
ist  durch  eine  ebene  Metallplatte  bedeckt, 
welche  jedoch  nur  ungefähr  auf  ( der 
Länge  der  Röhre  fest  und  von  da  ab 
frei  beweglich  ist  und  als  schwingende 
Zunge  in  die  Höhlung  des  Cylinders 
hinein  und  heraus  treten  kann  wie 
Fig.  274,  oder  die  Öffnung  dos  Cylinders 
beim  Hin-  und  Herschwingen  öffnen  und 
verschliefson  kann  wie  Fig.  273.  Die 
Rohrwerko  der  erstem  Art  mit  durch- 
schlagender Zunge,  welche  einen  weniger 
rauhen  Ton  geben  als  die  Rohrwerke  der 
zweiten  Art  mit  aufschlagendor  Zunge, 
müssen  so  gearbeitet  sein,  dafs  die  Zunge 

beim  Eintreten  in  den  Messingcylinder  das  Rohr  vollkommen  verschliefst, 
ohne  die  Ränder  der  viereckigen  Öffnung  zu  berühren.  Im  ruhenden  Zu- 
stande ist  die  Zunge  so  gebogen,  dafs  sie  etwas  von  den  Rändern  der  Öffnung 
absteht,  so  dafs  die  Luft  des  Fufses  F mit  derjenigen  im  Innern  des 
Messingrohres  und  des  Schallbechors  der  Röhre  R koinmuniciert.  Dor  Ful's  F 
ist  rings,  aufser  an  der  Durchtrittsstelle  des  Rohres  r,  welches  den  Luft- 
strom aus  dem  Windkasten  eintreten  läfst,  geschlossen.  Die  Röhre  R ist 
oben  stets  offen,  damit  die  durch  das  Rohrwerk  eintretende  Luft  ent- 
weichen kann. 

Um  die  Zungenpfeife  zum  Tönen  zu  bringen,  setzt  man  das  Rohr  r 
auf  den  Kanal  einer  Windlade  und  läfst  Luft  einblasen.  Die  in  den  Fttfs 
der  Pfeife  eintretende  Luft  dringt  dann  zunächst  durch  die  von  der  Zungo 
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gelassene  Spalte  in  die  Pfeife  ein;  allein  da  nicht  schnell  genug  alle  Luft 
durch  diese  Spalte  dringen  kann,  verdichtet  sich  dieselbe  im  Fufs  und 
treibt  die  Zunge  in  die  Röhre  hinein,  so  dafs  auf  einen  Augenblick  die 
Röhre  ganz  geschlossen  ist  und  keine  Luft  aus  dem  Fufse  mehr  in  die  Röhre 
dringen  kann.  Durch  das  erste  Eindringen  der  Luft  in  die  Röhre  gerät 
die  Luft  in  derselben  in  Schwingung,  und  die  Zunge  dringt  dann  so  weit 
in  die  Röhre  ein,  bis  ihre  eigene  Klasticität  und  der  von  der  schwingen- 
den Uowegung  der  Luft  in  der  Röhre  sie  treffende  Impuls  sie  zurttektreibt, 
so  dafs  sie  die  Öffnung  von  neuem  frei  läfst.  Darauf  wird  dann  neuerdings 
dio  Zunge  an  oder  in  die  Röhro  und  wioder  zurtlckgetrieben  und  das  Spiel 
wiederholt  sich  so  lange  als  der  Luftstrom  anhält. 

Durch  diese  Vorrichtungen  entstehen  also  Schwingungen  der  Luft  in 
der  Röhre,  Schwingungen  der  Zunge  und  ebenso  ein  intermittierender  Luft- 
strom gerade  wie  bei  der  Sirene,  indem  bei  jeder  Öffnung  des  Rohres  ein 
Luftstrom  in  die  Pfeife  dringt,  bei  jedem  Schlüsse  desselben  der  Strom 
unterbrochen  wird. 

Nach  den  Versuchen  von  Wilhelm  Weber1)  sind  es  nun  weder  die 
Schwingungen  der  Platte,  welche  den  lauten  und  starken  Ton  der  Zungen- 
pfeife geben,  noch  die  Schwingungen  der  Luftsäule,  sondern  die  Stöfse  des 
intermittierenden  Luftstromes  wie  bei  der  Sirene,  der  bei  jeder  Öffnung  der 
Zunge  in  das  Rohr  eintritt,  bei  jedem  Verschliefsen  des  Rohres  durch  dio 
Zunge  unterbrochen  wird.  Dio  Zahl  der  Luftstöfse  und  somit  dio  Tonhöhe 
aber  hängt  in  der  Pfeife  nur  von  den  Schwingungen  der  Zunge  ab,  wie  in 
der  Sirene  von  der  Geschwindigkeit  der  Scheibe,  indem  die  Schwingungen 
der  Zunge  es  sind,  welche  das  Rohr  abwechselnd  öffnen  und  schliefsen. 

Die  Schwingungen  der  Platte  worden  aber  aufser  durch  die  Klasticität 
derselben  wesentlich  mit  bestimmt  durch  die  stehenden  Schwingungen  der 
» Luftsäule  in  der  Pfeife  Jt,  durch  den  abwechselnd  zu-  und  abnehmenden 
Druck  der  dort  schwingenden  Luft. 

Dafs  diese  Anschauung  von  der  Tonbildung  in  der  Zungenpfeifo  die 
richtige  ist,  begründet  Weber  durch  folgende  Versuche.  Würde  der  Ton 
in  der  Zungenpfeife  nicht  von  den  Stöfsen  der  Luft,  sondern  von  den 
Schwingungen  der  Luftsäule  in  der  Pfeife  oder  den  vereinten  Schwingungen 
der  Luft  und  der  Zunge  erzeugt,  so  müfsto  der  Ton  aufhören,  wenn  man 
die  Röhre  K fortnähme;  man  weils  aber,  dafs  das  nicht  der  Fall  ist.  Bläst 
man  das  Rohrwerk  allein  an,  wie  es  z.  B.  in  der  Mundharmonika  immer 
geschieht,  so  ist  der  Ton  der  Höhe  nach  fast  ganz  derselbe,  seinem  Klange 
nach  völlig  derselbe,  als  wenn  eine  kurze  Luftsäule  mit  schwingt. 

Dafs  der  Ton  nicht  von  den  Schwingungen  der  Platte  herrührt,  ergab 
sich  daraus,  dafs  wenn  die  Platte  mit  dem  Violinbogen  gestrichen  wurde, 
also  ohne  dio  Luftstöfse  in  Schwingungen  versetzt  wurde,  ein  nur  ganz 
schwacher  und  in  unmittelbarer  Nähe  hörbarer  Ton  entstand,  der  keinen- 
falls  mit  dem  vollen  und  starken  Tone  der  Znngonpfeife  vergleichbar  war. 
Selbst  als  er  die  Zunge  vor  einer  Röhre  in  Schwingung  versetzte,  in  der 
die  stehenden  Schwingungen  der  Luft  denselben  Ton  gaben  wie  die  Zunge, 
fand  Weber  den  Ton  nur  matt  und  viel  schwächer. 

Also  nur  durch  don  intermittierenden  Luftstrom,  durch  die  von  diesem 
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wie  bei  der  Sirene  erzeugten  und  durch  die  umgebende  Luft  fortgepH&nzten 
Stöfse  entsteht  jener  lauto  und  vollo  Ton,  welchor  bei  dem  Anblasen  der 
Zungenpfeife  gehört  wird. 

Da  indes  ein  Stofs  nur  beim  Offnen  des  Rohres  entsteht,  so  sind  die 
Stöfse  mit  den  Schwingungen  der  Zunge  gleichzeitig  und  man  kann  aus  der 
Höhe  des  gehörten  Tones  auf  die  Schwingungszahl  der  Zunge  schlielsen 
und  diese  mit  den  Schwingungen  vergleichen,  welche  die  fUr  sich  schwingende 
Platte  vollfUhren  würde.  Eine  solche  Vergleichung  beweist  dann  den  zwei- 
ten Satz  von  Weber,  dafs  die  Schwingungen  der  Zungo  bedingt  worden 
durch  die  eigene  Elasticitilt  der  Zunge  und  durch  die  in  der  Röhre  auf- 
tretenden  stehenden  Schwingungen  der  Luftsäule.  Die  Tonhöhe  und  somit 
die  8chwingungszahl  der  Platte  wird  nämlich  eine  andere,  wenn  verschieden 
lange  Röhren  mit  der  Zunge  zur  Pfeife  verbunden  sind. 

Um  dio  Änderungen  der  Tonhöhe  zu  erkennen,  ist  es  notwendig  zu 
beachten,  dafs  die  Pfeife  auf  doppelte  Weise  zum  Tünon  gebracht  werden 
kann,  durch  Blasen  von  unten,  so  dafs  also  in  dem  Ful's  F der  Pfeife  die 
Luft  dichter  ist  als  im  Innern  der  Pfeife  und  durch  Saugen  von  unten  oder 
Blasen  von  oben,  so  dafs  die  Luft  aufserhalb  der  Röhre  im  Fufse  F der 
Pfeife  dünner  ist  als  innerhalb. 

Der  Vergleich  der  Töne  der  Zungenpfeife  mit  dem  Tone  der  isoliert 
schwingenden  Zunge  ergibt  nun  folgendes. 

l)  Ist  die  Pfeife  so  lang,  dafs  die  in  ihr  erregten  stehondon  Schwingungen 
genau  don  Ton  der  isoliert  schwingenden  Zunge  geben,  so  wird  durch  den 
Ansatz  der  Pfeife  an  das  Rohrwerk  der  Ton  seiner  Höhe  nach  nicht  wesent- 
lich anders  als  der  Ton  der  isoliert  schwingenden  Zunge.  Es  ist  das  sowohl 
der  Fall,  wenn  der  Grundton  der  Röhre,  als  wenn  einer  ihrer  harmonischen 
Obertöne  mit  dem  Tone  der  Zunge  übereinstimmt.  Ist  also  l die  Länge  der 
Itöhre,  deren  Grundton  mit  dem  Tone  der  Zunge  gleicho  Höhe  hat,  so  hat 
es  der  zweite  Ton  der  Röhre  2/,  der  dritte  derjenigen  von  der  Länge 
31  u.  s.  f.  Alle  diese  Röhren,  deren  Länge  l oder  irgend  ein  Vielfaches 
von  l ist,  ändern  mit  dem  Rohrwerke  zur  Zungenpfeife  verbunden  die  Höhe 
des  Tones,  den  die  Zunge  für  sich  geben  würde,  nicht  ab,  dio  Schwingungen 
der  Zunge  erfolgen  also  unter  vereinigter  Wirkung  der  Elasticität  der  Zunge 
und  der  wechselnden  Drucke  der  Luft  gerade  so,  als  bewegte  sie'  sich  nur 
infolge  ihrer  eigenen  Elasticität.  Das  ist  sowohl  der  Fall,  wenn  die  Pfeife 
durch  Blasen,  als  wenn  sie  durch  Saugen  zum  Tönen  gebracht  wird. 

Hat  die  Röhre  aber  irgend  eine  andere  Länge  als  /,  21,  31  ...  so  wird 
die  Tonhöhe  der  Zunge  geändert,  sie  wird  tiefer,  die  Schwingungszahl 
kleiner,  die  Schwingungsdauer  gröfser,  wenn  die  Pfeife  durch  Blasen  zum 
Tönen  gebracht  wird,  sie  wird  höher,  die  Schwingungszahl  gröfser,  die 
Dauer  kleiner,  wenn  die  Röhre  durch  Saugen  zum  Ansprechen  gebracht  wird. 

Setzt  man  eine  kurze  Röhre  an  die  Zunge,  so  wird  beim  Anblasen  von 
unten  der  Ton  nur  unmerklich  tiefer,  wenn  man  dio  Röhre  bis  zu  {1  ver- 
längert, bei  weitem  Verlängern  wird  er  merklich  tiefer,  bis  die  Länge  der 
Röhre  ist,  bei  noch  weitem  Verlängern  sinkt  der  Ton  immer  rascher 
bis  jfl,  fast  ebenso  rasch  als  dio  Länge  der  Itöhre  zunimmt,  und  zwischen 
und  l sinkt  dio  Tonhöhe  der  Verlängerung  proportional.  Ist  die  Länge 
der  Röhre  nahe  l,  so  ist  der  Ton  fast  eine  Uktave  tiefer  als  der  Ton  der 
für  sich  schwingenden  Zunge. 
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So  fand  Weber  bei  einer  Zunge,  welche  denselben  Ton  gab  als  eine 
Pfeife  von  195,3  Pariser  Linien  oder  44,1  Centimeter,  nämlich  das  ein- 
gestrichene g,  folgende  Tonreihe,  als  die  Zunge  mit  Höhren  von  den  daneben 
angegebenen  Längen  zur  Pfeife  Verbunden  angeblasen  wurde: 


Länge  der  Röhre 

Ton 

Länge  de 

r Röhre 

Ton 

1" 

ffi 

9"  4"' 

> 1* 

d , 

2"  1"' 

ffi 

10"  9'" 

1t 

cl 

3"  5'"  „ 

ffi 

1 2"  3'" 

> 

ais 

4"  9'"  > 1 l 

fi» | 

13"  8’" 

11 

ffis 

6"  11'"  „ 

fi 

14"  7'" 

11 

ff 

7"  10'"  „ 

ei 

Bei  weiterer  Verlängerung  sprang  der  Ton  zum  eingestrichenen  ff  zu- 
rtlck,  so  dai's  bei  der  Länge  l der  Ton  der  Pfeife  wieder  das  eingestrichene 
ff,  war. 

Wurde  das  Rohr  über  l hinaus  verlängert,  so  war  zwischen  l und  2f 
der  (lang  des  Tones  derselbe,  nur  reichte  die  Vertiefung  viel  weniger  weit. 
Die  gröfste  Vertiefung  nahe  bei  21  betnig  eine  Quarte.  Die  von  Weber 
beobachteten  Töne  waren  folgende: 


Länge  der  Röhre 

Ton 

Länge  der  Röhre 

Ton 

16"  2'" 

= l 

ffi 

27"  > f l 

c, 

19"  4'" 

>K\l 

ffi 

28"  10"'  > ] l 

dis, 

21"  4'" 

>*< 

fis. 

30"  9"'  > j l 

d, 

24" 

>ii 

fi 

32"  >}* 

d,. 

Bei  einer  Länge  von  etwas  über  21  wurde  zuweilen  noch  vis , erhalten, 
sonst  sprang  der  Ton  bei  21  wieder  zu  ff,  zurück.  Wurde  die  Röhre  von  21 
auf  31  verlängert,  so  sank  der  Ton  wieder  anfangs  langsamer,  dann  rascher 
bis  zur  tiefem  Terz,  in  den  Weberschen  Vorsuchen  bis  zum  eingestrichenen 
Man  erkennt  darin  ein  bestimmtes  Gesetz,  nach  welchem  die  Tonhöhe 
durch  den  Ansatz  der  Röhren  sich  ändert.  Jedesmal,  nachdem  die  Röhre 
um  l verlängert  ist,  springt  der  Ton  zurück,  vor  dem  ersten  Sprunge  war 
er  um  eine  Oktave,  vor  dem  zweiten  tim  eino  Quart,  vor  dem  dritten  um 
eine  Terz  vertieft,  so  dais  also  das  Schwingungsverhältnis  vor  und  nach 
dem  Sprunge  sich  verhielt 


beim  ersten  Sprunge  wie  1 : 2 
„ zweiten  „ „3:4 

„ dritten  „ „5:6, 


vor  den  folgenden  Sprüngen  würde  er  demnach  so  verlieft  sein,  dafs  die 
Töne  vor  und  mich  dem  Sprunge  sich  verhielten  wie  7:8,  dann  wie  9 : 10 
und  so  weiter.  Für  einige  weitere  Sprünge  bestätigen  die  Versuche  von 
Weber  das  Gesotz. 

Weber  folgert  aus  diesen  Erscheinungen,  dafs  wirklich  die  Luft  iu 
den  Zungenpfeifen  in  stehende  Schwingungen  gerät.  Denn  zunächst  tritt 
es  hervor,  dafs  jedesmal  dann,  wenn  die  Röhre  die  Länge  l oder  ein  Viel- 
faches von  l besitzt,  die  Schwingungen  der  Röhre  also  mit  denen  der  Zunge 
zusammenfallen,  der  Ton  wieder  seine  ursprüngliche  Höhe  erhält.  Ähn- 
liches ist  auch  bei  den  übrigen  Tönen  der  Fall,  auch  dort  bilden  sich  in 
der  Röhre  schwingende  Abteilungen  und  jedesmal,  wenn  die  Röhre  um  eine 
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schwingende  Abteilung  gröfser  geworden  ist,  wird  der  Ton  der  Zungen- 
p feile  auch  wieder  derselbe,  und  zwar  ist  die  Länge  dieser  schwingenden 
Abteilungen  gleich  der  Länge  der  in  stehenden  Schwingungen  befindlichen 
Luftsäule,  welche  dieselbe  Schwingungszahl  haben  würde. 

Setzen  wir  nämlich  in  Pariser  Pulsen  die  Oröfse  c des  § 162,  welche 
uns  durch 


die  Schwingungszahl  der  Luftsäule  einer  offenen  Pfeife  von  der  Länge  l gibt, 

c = 1052, 

so  erhalten  wir  als  Länge  der  Röhre,  welche  den  Ton  gibt,  den  Weber 
zu  388  Schwingungen  in  der  Seknnde  bestimmte, 

l = = 1,356  Fui's  = 193,3  Linien. 

Für  die  tiefem  Töne  bestimmte  Weber  nun  ebenfalls  die  Schwingungs- 
zahlen und  zugehörigen  Röhrenlängen  und  verglich  dann  die  Längen  der 
Zungenpfeifen,  bei  denen  diese  Töne  jedesmal  auftraten.  So  fand  er  z.  11., 
dals  ein  Ton  auftrat  von  365  Schwingungen  bei  der  Länge  der  Röhre 
87,3  Linien,  dann  bei  293,0  und  504, 0 Linien,  also  jedesmal,  wenn  die 
Länge  der  Röhre  um  205,7  und  um  416,7  Linien  zugenommen  hatte.  Be- 
rechnen wir  nun  aber  die  Länge  l der  diesen  Ton  gebenden  offonen  Röhre, 
so  wird 

l = “ = 1,441  Fufs  — 207,5  Linien. 

Die  beobachteten  Längenzunahmen  weichen  von  diesem  berechneten  l 
und  2 1 nur  um  1,9  und  1,5  Linien  ab,  erstere  ist  um  so  viel  zu  klein, 
letztere  zu  grofs. 

Man  sieht  also,  wie  die  Luftsäule  der  Röhre  in  gleichzeitige  Schwingungen 
mit  denen  der  Zunge  versetzt  wird,  indem  jedesmal,  wonn  die  Länge  der 
Röhre  um  die  Länge  einer  mit  dem  Tone  gleichen  stehenden  Welle  ver- 
gröfsert  wird,  derselbe  Ton  wiederkehrt. 

Der  Vorgang  der  Bewegungen  in  den  Zungenpfeifen  wird  durch  diese 
Erfahrungen  so  festgestellt,  wie  wir  ihn  vorhin  aussprachon.  Der  Ton  rührt 
her  von  dem  intermittierenden  Luftstrome,  der  durch  das  abwechselnde 
Offnen  und  Schliefsen  der  Zunge  hervorgebracht  wird.  Die  Schwingungen 
der  Zunge  werden  aber  bedingt  durch  die  Elasticität  der  Zunge  und  die  mit 
den  Schwingungen  der  Zunge  isochronen  und  synchronen  Schwingungen  der 
Luftsäule  in  den  Pfeifen.  Diese  ändern  die  Schwingungsdauer  der  Zunge 
ab  und  bewirken,  dafs  dieselbe  entweder  langsamer  schwingt,  wonn  die 
Pfeife  angeblasen  wird,  oder  rascher  als  dio  Zunge  allein,  wenn  sie  durch 
Saugen  zum  Tönen  gebracht  wird. 

U m diese  W echsel  Wirkung  der  sch  w Lügenden  Luftsäule  und  der  sch  w ingen- 
den  Platte  zu  verstehen,  denken  wir  uns  mit  W.  Weber1)  eine  Zungenpfeife, 
wo  die.  Zunge  in  einer  zur  Längsaxe  der  Röhre  senkrechten  Platte  besteht. 
Sei  ad  (Fig.  275)  eine  an  beiden  Seiten  offene  Röhre,  deren  Luftsäule 

')  1K.  I Peter,  Poggendorffs  Annalen.  Bd.  XVII. 


Digitized  by  Google 


764 


Zungenpfeifeo. 


§ 164. 


in  stehend«  Schwingungen  versetzt  ist,  so  dafs  bei  a,  ß,  y Schwingungs- 
knoten und  bei  a , 6,  c,  d Schwingungsmaxima  sich  befinden;  bei  m sei  in 
derselben  eine  Zunge,  welche,  wie  in  den  Zangenpfeifen,  genau  dieselben 
Bewegungen  besitzt,  wie  eine  an  dieser  Stelle  befindliche  Luftschicht,  wenn 
wir  eine  einfache  offene  Röhre  hätten.  Eine  solche  Platte  wird  die  Schwingungen 
dor  Luft  durchaus  nicht  stören,  wenn  sie  unserer  Annahme  gemilfs  wegen 
ihrer  eigenen  Elasticität  und  wegen  des,  sie  gerade  so  wie  eine  dort  be- 
findliche Luftschicht  treffenden,  Druckes  der  mitschwingenden  Luft  genau 
dieselbe  Bewegung  besitzt,  als  eine  dort  befindliche  Luftschicht.  Wenn 


Kg.  275. 


aber  eine  solche  Platte  sich  in  m befindet,  so  kann  die  Luft  sowohl  in  dem 
Röhrenstücke  nid  gerade  so  schwingen  als  vorher,  wenn  das  Röhrenstück 
mu  ganz  fortgenommen  ist  und  die  Platte  tu  die  Rolle  einer  Zunge  in  der 
Zungonpfoife  spielt,  als  auch  in  der  Röhre  ma,  wenn  das  Stück  nid  ganz 
fortgenommen  wird.  Diese  beiden  Zimgenpfeifen  worden  dann  genau  den- 
selben Ton  geben,  da  die  Schwingungen  in  beiden  gleich  sind,  obwohl  sie 
verschiedene  Längen  haben;  die  Pfeife  wa  aber  nur,  wenn  sie  von  innen, 
die  Pfeife  nid,  wenn  sie  von  aufsen  angeblasen  wird. 

In  den  Schwingungsknoten  der  stehenden  Schwingungen  ist  die  Luft 
immerfort  in  Ruhe,  in  den  Längen  aß  . . hat  die  Luft  eine  hin  und  her 
gehende  Bewegung,  so  dafs  sie  z.  B.  zugleich  von  « und  y sich  nach  ß und 
in  der  folgenden  Zeit  von  ß nach  a und  y hin  bewegt.  Dabei  haben  dann 
die  Teilchen  o,  b , c,  d die  schüellste  Bewegung  und  die  gröfsten  Exkur- 
sionen, in  a,  ß und  y dagegen  treten  abwechselnd  Verdichtungen  und  Ver- 
dünnungen der  Luft  ein. 

Wenn  wir  statt  der  ganzen  Röhre  ad  nur  das  mit  dor  Zunge  tn 
verschlossene  Stück  md  nehmen,  so  mufs,  wenn  die  Bewegung  genau  so 
bleiben  soll  wie  vorher,  durch  Anbringen  der  Zunge  also  keine  Änderung 
stattfinden  soll,  die  Zunge  m nach  aufsen  schwingen,  wenn  die  Luftfeilchen 
zwischen  tu  und  y nach  aufsen  schwingen,  wenn  also  bei  nicht  vorhandener 
Zunge  bei  ß eine  Verdichtung  einträte:  dagegen  nach  innen,  das  heilst  sie 
mufs  die  Röhre  verschliefsen,  wenn  die  Luft  zwischen  m und  y nach  innen 
schwingt,  also  bei  y eine  Verdichtung  eintreten  würde. \ 

Wenn  wir  dagegen  das  mH  der  Zunge  m verschlossene  RöhrenstUck  ma 
nehmen,  so  bewegt  sich  dort  die  Zunge  nach  aufsen,  das  heilst  sie  öffnet 
die  Röhre,  wenn  bei  ß und  auf  der  Strecke  ßc  oine  Verdünnung  eintritt, 
indem  auch  dann  die  Schwingungen  der  Platte  mit  denen  dor  durch  sie  er- 
setzten Luftschicht  gleich  sein  müssen.  Im  ersten  Falle  öffnet  sich  daher 
die  Zunge,  wenn  vor  ihr  bei  ß und  in  ihrer  ganzen  Umgebung,  da  auch  die 
Strecke  cß  dann  verdichtet  wird,  eine  Verdichtung  eintritt;  im  zweiten 
Falle  aber,  wenn  die  Luftschwingungen  verdünnend  sind,  wenn  bei  m eine 
Verdünnung  der  Luft  eintritt. 

Wenn  wir  eine  Zungenpfeife  anblason,  das  heilst  die  Luft  in  dem 
Behälter  des  Fufses  F verdichten,  so  folgt  aus  dem  Vorigen,  dafs  die  Peife 
sich  verhalten  mufs  wie  die  Röhre  md,  dafs  die  Röhre  sich  öffnen  mufs, 
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wenn  die  Schwingungen  der  Luft  in  der  Nähe  der  Platte  verdichtende  sind; 
denn  wenn  die  Schwingungen  in  der  Pfeife  md  ganz  dieselben  sein  sollen 
wie  in  der  offenen  Pfeife  ad,  so  mufs  die  die  Zunge  umgebende  Luft  sich 
gerade  so  verhalten,  wie  die  an  ihrer  Stello  befindliche  Luft  in  der  offenen 
Pfeife. 

11  lasen  wir  aber  die  Pfeife  von  innen  an  oder  bringen  wir  sie  durch 
Saugen  zum  Tonen,  das  heilst  machen  wir  die  Luft  im  Behälter  des  Pulses 
dtlnner  als  im  Innom  der  Pfeife,  so  mufs  die  Öffnung  der  Pfeife  mit  einer 
verdünnenden  Schwingung  der  Luftsäule  zusammenfallen,  die  Luft  mufs, 
wie  bei  dem  mit  der  Zunge  verbundenen  Köhrenstücke  ma,  in  der  Umgebung 
der  Zunge  dünner  werden,  sie  mufs  sich  von  dem  Schwingungsknoten  ß 
fortbewegen,  wenn  die  Zunge  die  Röhre  öffnet.  Denn  auch  hier  wieder 
mufs  die  Luft  in  der  Umgebung  der  Zunge  sich  gerade  so  verhalten,  wie 
in  unserer  Pfeife  ad,  wenn  die  Zunge  m die  Pfeife  ma  abschliefsen  und 
die  Bewegung  doch  die  frühere  bleiben  soll. 

Es  folgt  also  daraus,  dafs,  wenn  eine  Zungenpfeife  durch  Blasen  zum 
Ansprechen  gebracht  wird,  im  Innern  der  Pfeife  der  Zunge  oin  Schwingungs- 
maximum zunächst  liegt,  wenn  aber  durch  Saugen,  ein  Schwingungsknoten 
der  Zunge  zunächst  liegt. 

Diese  Folgerung  hat  Weber  durch  folgende  beiden  Erfahrungssätze 
bestätigt. 

1)  Bei  einer  angeblasenen  Pfeife  besteht  die  Luftsäule  der  Pfeife  aus 
einer  beliebigen  Anzahl  stehender  Wellen  plus  einem  Reste,  der  gröfser  als 
Null,  aber  kleiner  als  eine  halbe  stehende  Welle  ist. 

2)  Bei  einer  durch  Saugen  zum  Tönen  gebrachten  Zungenpfeife  besteht 
die  schwingende  Luftsäule  aus  einer  beliebigen  Anzahl  ganzer  stehender 
Wellen  plus  einem  Reste,  der  gröfser  als  eine  halbe,  aber  kleiner  als  eine 
ganze  stehende  Wolle  ist. 

Da  nun  immer  an  dem  obem  offenen  Ende  der  Pfeife  hei  a oder  d ein 
Sehwingungsmaximum  sich  befindet,  so  folgt. aus  diesen  beiden  Sätzen  die 
vorige  Folgerung,  bei  einer  angeblasenen  Pfeife  befindet  sich  zunächst  bei 
der  Zunge  oin  Sehwingungsmaximum,  bei  einer  durch  Saugen  zum  Tönen 
gebrachten  ein  Schwingungsknoten. 

Einen  Zahlenbeleg  für  den  ersten  Erfahrungssatz  haben  wir  bereits 
oben  mitgeteilt 

Die  Zungenpfoife  gab  heim  Anblasen  einen  Ton  von  3G5  Schwingungen 
bei  einer  Pfeifenlänge 

i ==  87,3  Linien  = 0 • 207,5  + 87,3 
l «=  293  „ = 1 • 207,5  -f  85,5 

l = 504  „ *=  2 • 207,5  + 89. 

Jodesmal  bleibt  ein  Rest,  der  kleiner  ist  als  103,75  der  Länge  einer 
halben  stehenden  Welle. 

Aus  dieser  Art,  wie  die  Schwingungen  der  Luft  mit  denen  der  Platte 
zusaiiunentreffon , folgt  nun  auch,  dafs  die  Schwingungen  der  Zunge  beim 
Anblasen  langsamer,  der  Ton  also  tiefer,  heim  Ansaugen  aber  rascher,  der 
Ton  der  Pfeife  also  höher  werden  mufs. 

Beim  Anblasen  ist  nämlich,  wenn  die  Zunge  gegen  das  Innere  der 
Pfeife  schwingt.,  die  Endabteilung  der  schwingenden  Luft  in  jenem  Rest 
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verdünnt;  sie  beschleunigt  daher  die  Zunge  nach  dem  Innern  der  Pfeife, 
während  die  eigene  Elasticität  der  Zunge  derselben,  da  sie  nach  innen  zu 
von  ihrer  Gleichgewichtslage  sich  entfernt  hat,  eine  Beschleunigung  nach 
aufsen  erteilt.  Die  Verdünnung  der  Luft  in  der  Rühre  hält  folglich  einem 
Teile  der  Elasticität  der  Zunge  das  Gleichgewicht.  Während  die  Zunge 
nach  aufsen  schwingt,  ist  die  Endabteilung  der  Luft  verdichtet,  sie  be- 
schleunigt daher  die  Zunge  nach  aufsen,  während  die  Elasticität  der  Zunge 
die  Platte  wieder  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  beschleunigt;  also 
aucli  hier  wieder  wirkt  der  Luftdruck  der  Elasticität  der  Platte  entgegen. 

Da  also  der  EinHufs  der  schwingenden  Luftsäule  der  Elasticität  dor 
Platte  entgegenwirkt,  so  schwingt  die  Platte  langsamer,  gerade  so,  als 
wenn  ihre  Elasticität  vermindert  wäre.  Der  Ton  der  Zungenpfeife  ist  daher 
stets  tiefer  als  der  der  isoliert  schwingenden  Zunge  und  kann  höchstens, 
wenn  die  Zunge  sich  gerade  an  der  Stelle  des  Schwingungsmaximums  be- 
findet, wo  die  Luft  eine  hin  und  her  gehende  Bewegung  ohne  Verdichtung 
oder  Verdünnung  besitzt,  die  Tonhöhe  der  isoliert  schwingenden  Platte  er- 
halten. 

Wird  die  Pfeife  durch  Saugen  zum  Ansprechen  gebracht,  so  ist  die 
Endabteilung  der  schwingenden  Luftsäule,  wenn  die  Zunge  nach  innen  sich 
von  ihrer  Gleichgewichtslage  entfernt  hat,  verdichtet,  und  zwar  am  meisten, 
wenn  die  Zunge  gerade  ihre  äufserste  Stellung  nach  innen  erreicht  hat. 
Zugleich  treiben  sie  also  der  Druck  der  verdichteten  Luft  und  ihre  eigene 
Elasticität  nach  aufsen  hin;  die  Wirkung  der  Luft,  kommt  also  mit  dor 
einer  Vermehrung  der  Elasticität  der  Zunge  überein.  Dasselbe  ist  bei  der 
Abweichung  der  Zunge  von  ihrer  Gleichgewichtslage  nach  aufsen  der  Pall. 
Die  Luft  ist  dann  in  der  Endabteilung  verdünnt,  und  zwar  am  meisten, 
wenn  die  Platte  ihre  äufserste  Lage  nach  aufsen  erreicht  hat  Auch  dort 
treibt  dann  sowohl  der  Druck  der  Luft  als  die  Elasticität  der  Zunge  dieselbe 
zurück;  der  Druck  der  Luft  wirkt  also  wieder  wie  eine  Vermehrung  der 
Elasticität  der  Zunge. 

Die  Schwingungen  der  Zunge  müssen  also  in  diesem  Falle  rascher, 
der  Ton  höher  sein  als  der  der  isoliert  schwingenden  Zunge.  Die  Grenze 
ist  wieder  die  Tonhöhe  der  Zunge,  wenn  sie  gerade  an  der  Stelle  eines 
Schwingungsmaximums  sich  befindet. 

Je  näher  die  Zunge  einem  Schwingungsknoten  rückt,  um  so  gröfser 
ist  der  Einflufs  der  Luft,  da  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  an  der 
Platte  immer  gröfser  werden.  Wenn  man  nun  die  Länge  der  Röhre  ver- 
gröfsert,  so  rückt  dadurch  in  beiden  Fällen  die  Platte  dem  Schwingungs- 
knoten näher,  der  Ton  mufs  sich  beim  Anblasen  von  unten  daher  vertiefen, 
bis  die  Pfeife  sich  soweit  verlängert  hat,  dafs  sie  wieder  ein  Vielfaches  der 
Wellenlänge  des  ursprünglichen  Tones  ist;  dann  teilt  sie  sich  wieder  in 
schwingende  dem  Tone  der  Zunge  entsprechende  Abteilungen  und  an  der 
Zunge  bildet  sich  wieder  ein  Schwingungsmaximum. 

Wir  müssen  uns  begnügen,  soweit  die  Änderung  der  Tonhöhe  nach- 
gewiesen  zu  haben;  die  Gröfse  derselben,  wie  sie  sich  aus  Webers  Ver- 
suchen ergibt,  läfst  sich  ohne  die  vollständige  Theorie  von  Weber,  die  uns 
hier  zu  weit  führen  würde,  nicht  ableiten. 

Während  bei  den  bisher  besprochenen  Zungen  durch  den  EinHufs  der 
in  der  Röhre  schwingonden  Luftsäule  der  Ton  der  freien  Zunge  nur  mehr 
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oder  weniger  modificiert  wird,  hängt  bei  einer  andern  Gattung  von  Zungen 
der  Ton  lediglich  von  den  Schwingungen  der  mit  Hülfe  der  Zungen  be- 
wegten Luftsäule  ab,  bei  den  sogenannten  weichen  Zungen.  Weiche  Zungen 
sind  die  aus  elastischen  Rohrplatten  geschnitzten'  Zungen  der  Holzblas- 
instrumente, Klarinette,  Uboe  und  Fagott,  sowie  die  zur  Tonerzeugung  der 
Riechblasinstrumente  benutzten  menschlichen  Lippen.  Die  Klarinette  hat 
eine  breite  Zunge,  welche  im  Mundstücke  derselben  ähnlich  befestigt  ist 
wie  die  Zungen  in  den  Kohrwerken  der  Zungenpfeifen;  Oboe  und  Fagott 
haben  zwei  Zungen,  welche  am  Ende  des  Mundstückes  einander  gegenüber 
gestellt  und  nur  durch  einen  schmalen  Spalt  von  einander  getrennt  sind. 
Bläst  man  hinein,  so  wird  der  Spalt  durch  den  Druck  der  im  Munde  zn- 
sammengeprefsten  Luft  abwechselnd  geschlossen,  abwechselnd  durch  die 
Elasticität  der  Zungen  geöffnet,  und  dieser  intermittierende  Luftstrom  er- 
zeugt die  Schwingungen  in  den  mit  den  Zungen  verbundenen  Röhren,  die 
wir  dann  als  Ton  wahmehmen. 

Bei  den  Blechblasinstrumenten  wird  die  schwingende  Bewegung  der 
Luft,  an  dem  Mundstücke  durch  rasch  folgendes  abwechselndes  Scbliefsen 
und  Offnen  der  Lippen  erzeugt.  Das  Mundstück  hat  dort  eine  trichter- 
förmige Gestalt  (Fig.  276).  Die  Lippen  des  Bläsers  liegen  in  der  obern 
Höhlung  und  sind  im  Ruhezustände  geschlossen.  Durch 
den  Druck  der  in  der  Mundhöhle  angesammelten  Luft 
werden  sie  geöffnet,  und  der  Luftstrom  dringt,  in 
das  Instrument.  Ist  eine  geringe  Menge  Luft  aus  dem 
Mundo  entwichen,  so  schliefsen  sich  die  Lippen  wieder, 
da  die  Spannung  der  Luft  kleiner  geworden  ist.  Da  dann  die  Luft  keinen 
Ausweg  hat,  öffnet  ihr  Druck  die  Lippen  wieder,  und  so  erneuert  sich 
das  Spiel  der  Lippen  immerfort.  Der  intermittierende  Luftstrom  erzeugt 
in  dem  Rohre  stehende  Schwingungen,  und  diese  sind  es,  die  wir  als  Ton 
wahrnehmen. 

Damit  nun  aber  diese  stehenden  Schwingungen  existieren  können,  müssen 
die  Stöfse  bei  den  Holz-  und  Blechblasinstrumenten  in  derselben  Periode 
erfolgen,  es  müssen  also  die  Zungen  mit  denselben  isochron  schwingen.  Die 
Schwingungen  der  weichen  Zungen  hängen  nun  nach  der  von  Helinholtz ') 
entwickelten  Theorie  derselben  nicht  weserttlich  von  der  Elasticität  der 
Zungen  ab,  sondern  von  der  in  der  Röhre  schwingenden  Luft,  sie  schwingen 
mit  der  Luftsäule  isochron,  wenn  der  durch  die  in  dor  Tiefe  des  Rohres 
vorhandenen  Luftwellen  bewirkte  Wechsel  des  Luftdruckes  hinreichend  ist, 
um  die  Zungen  in  eine  schwingende  Bewegung  zu  versetzen.  In  einer 
schwingenden  Luftsäule  ist  aber  der  Druckwechsel  am  gröfsten  in  den 
Schwingungsknoten,  wie  an  dem  geschlossenen  Ende  einer  gedeckten  Pfeife; 
deshalb  gibt  eine  solche  mit  einer  weichen  Zunge  versehene  Röhre  diejenigen 
Töne,  welche  die  Röhre  geben  würde,  wenn  sie  an  der  Stelle  der  Zunge 
geschlossen  und  unten  angeblasen  würde. 

Befindet  sich  deshalb  die  Zunge,  wie  bei  der  Klarinette,  an  dem  einen 
Ende  eines  cylindrischen  engen  Rohres,  so  sind  die  Töne  der  Grundton  der 
Röhre,  die  Quint  seiner  Oktave,  die  Terz  der  folgenden  Oktave  u.  s.  f.,  wie 

l)  UflmhoU:,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXIV. 
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bei  einer  gedeckten  Pfeife  derselben  Länge.  Man  kann  alle  die  Töne  er- 
zeugen, indem  man  das  Rohr  in  verschiedener  Stärke  anbläst. 

Ist  das  Rohr  kegelförmig,  so  ist  die  Reihe  der  Töne  eine  andere.  Für 
an  beiden  Seiten  offene  konische  Röhren,  oder  für  solche,  welche  vollständige 
Kegol  und  an  der  Spitze  geschlossen  sind,  ergibt  sich  sowohl  aus  den  Ver- 
suchen Zamininers1)  als  aus  der  Theorie  von  Helmhol tzs),  dafs  die  in  ihnen 
möglichen  Töne  genau  Uboreinstimmen  mit  denen  einer  ihnen  an  Länge 
genau  gleichen  offenen  cylindrischen  Röhre.  Ist  dagegen  das  Rohr  ein  ab- 
gestumpfter Kegel,  und  die  schmalere  Fläche  verschlossen,  so  stimmt  die 
Reihe  der  Töne  weder  mit  der  einer  offenen  noch  mit  der  einer  gedeckten 
Pfeife  überein,  sie  nähert  sich  derjenigen  einer  offenen  Pfeife  indes  um  so 
mehr,  je  kleiner  das  Stück  ist,  welches  an  einem  vollständigen  Kogel  fehlt. 
l>ie  Tonreihe  läfst  sich  dann  nur  durch  eine  transcendente  Gleichung  be- 
rechnen. Ganz  ebenso  verhält  es  sich  mit  den  kegelförmigen  Röhren , die 
mit  Zungen  versehen  sind,  also  mit  Oboe  und  den  Hlecbblasinstrumenten. 
Setzt  man  die  Länge  des  Rohres  l und  die  an  derselben  anzubringende 
Korrektion  für  das  untere  offene  Ende  a,  so  erhält  man  die  Schwingungs- 
zahlen n aus  der  Gleichung 

2 n ir  (1  4 - a)  'in  n r 

tang c — . 

worin  r der  Abstand  der  Zunge  von  der  ideellen  Spitze  des  Kegels  und  c 
die  Geschwindigkeit  des  Schalles  bedeutet3).  Um  dio  entstehenden  Töne 
zu  übersehen,  geben  wir  im  Folgenden  die  Reihenfolge,  welche  Helmboltz 
für  eine  konische  Röhre  von  Zink  beobachtet  und  berechnet  hat,  deren 
Länge  122,7  oder  mit  der  Korrektion  124,77°"'  war,  deren  untere  Öffnung 
5,5,  deren  obere  0,7°m  war,  für  welche  also  r,  der  Abstand  des  obem 
Endes  von  der  ideellen  Spitze  des  Kegels  180,n,2  war. 

c 

Die  Tabelle  gibt  die  Wellenlängen,  also  die  Werte  — und  daneben 

die  Länge  der  offenen  oder  gedeckten  Pfeife,  in  welchen  der  betreffende 
Ton  als  Grund-  oder  Oberton  bestehen  kann. 


Ton 

Wellenlänge 

Länge  der  entsprechenden 
Yeifc 

offen  gedeckt 

1 

H- 

. . . . 1 283,61 

141,80 

70,90 

2 

/.- 

...  139,83 

139,84 

104,88 

3 

fi*i 

...  91,81 

137,71 

114,76 

4 

K + 

...  67,94 

135,88 

118,89 

5 

dist 

...  53,76 

134,39 

120,95 

6 

ft 

...  44,40 

133,21 

122,11 

7 

l>* 

...  37,79 

132,26 

122,82 

8 

cs  ......  . 

...  32,87 

131,50 

123,28 

9 

dis, 

...  1 29,22 

131,47 

124,17 

*)  Xamminer , l’oggcnd.  Ann.  lld.  XCVII. 

*)  Hehnholtz , I’oggend.  Ann.  Bd . CX1V.  Toncmpfindungcn  p.  580. 
•')  Udmhollz,  I’oggend.  Ann.  Bd.  CXIV.  p.  32«. 
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Die  in  den  beiden  letzten  Spalten  gemachten  Angaben  sind  so  zu  ver- 
stehen, dafs  die  in  einer  Horizontalreihe  angegebene  Pfeifenlänge  den  in 
derselben  Reihe  angegebenen  Ton  als  den  sovielten  Oberton  hat,  als  dieser 
Ton  der  Oberton  in  der  Zungenpfeife  ist.  Eine  offene  Pfeife  z.  B.,  deren 
Länge  134“", 39  ist,  gibt  als  fünften  Ton  dasselbe  dist,  welches  als  fünfter 
Ton  in  der  Znngenpfeife  entsteht,  und  ebenso  würde  es  der  fünfte  Ton 
einer  gedeckten  Pfeife  von  120cm,95  Länge  sein,  also  neunmal  soviel 
Schwingungen  haben,  wie  der  Grundton  einer  solchen  Pfeife. 

Wie  man  sieht,  würden  bei  dieser  Röhre  die  ersten  Töne,  wenn  man 
die  Reihe  als  diejenige  einer  offenen  Pfeife  betrachten  wollte,  gegen  die 
spätem  viel  zu  tief  sein,  erst  die  letzten  würde  man  als  einer  offenen  Pfeife 
angehörig  betrachten  können,  deren  Länge  dann  aber  gröfser  ist  als  die 
der  konischen  Röhre  und  kleiner  als  die  Länge  des  ganzen  Kegels.  Anderer- 
seits kann  man  die  letzten  Töne  als  jene  einer  gedeckten  Pfeife  auffassen, 
deren  Länge  gleich  jener  der  konischen  Röhre  ist. 

Je  kleiner  übrigens  der  Wert  von  r ist,  das  beifst,  je  näher  die  Zunge 
sich  der  Spitze  des  Kegels  befindet,  um  so  näher  rückt  die  Reihe  der  Töne 
denen  einer  offenen  Pfeife,  welche  sie  auch  nach  der  Gleichung  für  r = 0 
erreicht,  denn  die  Werto,  für  welche 


sind 


fang 


2 nn  (f  -(-  a) 


— - =o, 


2« 


(*  + «)-  1,  2-  3 


P, 


also  die  Reihe  der  natürlichen  Zahlen.  Ist  r klein,  so  kann  man  die  Ton- 
reihe als  jene  einer  offenen  Pfeife  betrachten,  deren  erste  Töne  gegen  die 
folgenden  etwas  zu  tief  sind. 


§ 165. 

Die  Blasinstrumente.  Die  sämtlichen  Blasinstrumente  lassen  sich 
als  Anwendungen  der  Labialpfeifen  und  Zungenpfeifen  betrachten.  Die 
Orgelpfeifen  sind  geradezu  solche  Apparate,  das  Flageolet  und  die  Flöten 
sind  Labialpfeifen,  die  Harmonika  und  das  Aeolodicon  Zungen  ohne  Pfeifen, 
dio  Klarinetten,  Bassethömer,  Oboen,  Fagotte  sind  Zungenpfeifen  mit 
weichen  Zungen,  Klarinetten  und  Bassethom  mit  cylindriscbem,  Oboe  und 
Fagott  mit  kegelförmigem  Ansatzrohr,  bei  denen  die  Zunge  der  Spitze  des 
Kegels  sehr  nahe  liegt;  die  Erzeugung  des  Tones  ist  daher  bei  allen  diesen 
Instrumenten  nach  dem  Vorigen  klar. 

Wir  haben  nur  einiges  hinzuzusetzen,  um  die  Mittel  zu  erklären,  durch 
welche  man  auf  diesen  Instrumenten  anstatt  des  Grundtones  und  der  harmo- 
nischen Töne  eine  ausgedehnte  Reibe  von  Tönen  erzeugt. 

Wenn  man  in  die  Wand  einer  Pfeife  (Fig.  277)  an  irgend  einer  Stelle 
ein  Loch  einbohrt,  so  kann  an  dieser  Stelle  die  Luft  auch  nach  andern 
Richtungen  als  nach  der  Längenaxe  der  Röhre  bei  einer  ankoinmenden  Be- 
wegung entweichen,  es  tritt  demnach  auch  dort  eine  Reflexion  ein  wie  an 
dem  Ende  einer  offenen  Pfeife;  es  mufs  bei  stehenden  Schwingungen  dort 
WOLbNBR,  Physik.  I.  4.  Aufl  49 
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sich  ein  Schwingungsmaximum  bilden.  Blasen  wir  eine  offene  Pfeife  so  an, 
dafs  sie  ihren  zweiten  Ton  gibt,  also  mit  zwei  Knoten,  jeder  J vom  Ende 
der  Röhren  und  einem  Schwingungsmaximum  in  der  Mitte,  so  wird  es  dem- 
nach keine  Änderung  in  dem  Tone  der  Pfeife  machen,  wenn  wir  in  der 
Mitte  der  Wand  eine  Öffnung  berstellen,  da  sich  dort  schon  ein  Schwingungs- 
maximum  befindet.  Durch  die  Öffnung  in  der  Wand  wird  die 
Pfeife  gewissermafsen  halbiert  und  der  Ton  wird  der  Grundton 
dieser  halb  so  langen  Pfeife.  Öffnen  wir  dagegen  die  Pfeife  bei  a 
oder  an  der  Stelle  des  untern  Schwingungsknotens  bei  e Fig.  277, 
so  mufs  jetzt  an  diesen  Stollen  ein  Schwingungsmaximum  ent- 
stehen und  der  Ton  springt  in  die  höhere  Oktave  über,  die 
Luftsäule  zerlegt  sich  in  sechs  schwingende  Abteilungen,  deren 
Knoten  ^ , | , J ‘ der  Länge  der  Röhre  von  dem  Boden  der 
Pfeife  entfernt  sind. 

Ebenso  wtlrde  eine  Änderung  des  Tones  entstehen  müssen, 
wenn  wir  an.  irgend  einer  andern  Stelle  der  Wand  aufsor  bei  b 
eine  Öffnung  anbringen,  da  stets  an  dieser  Stelle  ein  Schwingungs- 
maximum  eintreten  mufs,  die  Länge  der  schwingenden  Abteilungen 
also  geändert  wird,  de  nach  der  Stello  der  Öffnung  wird  dann 
der  Ton  ein  anderer. 

Ganz  dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  wir  durch  verändertes  An- 
blasen einen  der  andern  Töne  der  Pfeife  hervorbringen;  anch  dann 
wird  eine  angebrachte  Öffnung  im  allgemeinen  den  Ton  ändern 
und  durch  eine  Öffnung  an  einer  bestimmten  Stelle  können  wir 
einen  bestimmten  Ton  hervorrufen.  Diesen  Kunstgriff  wendet 
man  bei  den  meisten  Blasinstrumenten  an,  um  eine  bestimmte 
Tonreihe  zu  erhalten,  sowohl  bei  den  Flöten  als  den  Zungen- 
instrumenten, den  Klarinetten  etc. 

Haben  wir  zum  Beispiel  eine  Flöte,  deren  Rohr  als  Grnndton  den  Ton  rl, 
angibt  und  versehen  wir  dieselbe  in  passenden  Abständen  mit  sechs  Öffnungen 
von  ihrem  Ende  zur  Mundöffnung  hin,  so  wird  die  Flöte  beim  Verschlüsse 
aller  der  Löcher  den  Ton  rf,  geben;  öffnen  wir  sie  nun  nach  und  nach,  so 
werden  wir  dadurch  die  Reihe  der  Töne  c, , g, , u, , A,,  rä  erhalten 
können. 

Um  z.  B.  den  Ton  o,  zu  erhalten,  bedarf  es  nicht  einmal  einer  Öffnung 
der  weiter  von  dem  Mundloch  entfernten  Löcher,  bleiben  die  drei  letzten 
Löcher  geschlossen  und  wir  öffnen  nur  das  dritte  Loch,  von  der  Mundöffnung 
an  gerechnet,  so  mufs  schon  der  Ton  a,  entstehen. 

Durch  verstärktes  Anblasen  erhalten  wir  dann  bei  geschlossenen  Löchern 
den  zweiten  Ton  der  Röhre  di , und  bei  reihenweiser  Öffnung  erhalten  wir 
dann  die  Oktaven  der  vorigen  Töne  es,  ft  n.  s.  w.  Werden  dann  noch 
weitere  Öffnungen  oder  Klappen  zwischen  den  vorigen  angebracht  , um  die 
erhöhten  oder  vertieften  Töne  dis,  fis  ■ ■ zu  erzeugen,  so  sind  wir  imstande, 
mit  diesem  Instrumente  die  Töne  der  chromatischen  Tonleiter  durch  die 
zwei  Oktaven  d,  bis  d3  und  andere  höhere  Töne  zu  erzeugen. 

Bei  den  Blechblasinstrumenten,  Trompete,  Horn,  Posaune  hat  man 
diese  Hülfsmittel  der  Tonerhöhung  nicht,  sie  sind  deshalb  auf  ihre  natür- 
lichen Töne  beschränkt.  Da  diese  Instrumente  aus  langen  kegelförmigen 
Röhren  bestehen,  bei  welchem  das  Mundstück  der  Spitze  des  Kegels  ziem- 


ig.  277 
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lieh  nahe  liegt,  so  ist  die  Tonreihe  dieser  Instrunionte  sehr  nahe  derjenigen 
einer  offenen  Pfeife  gleich.  Um  die  verschiedenen  hohen  Töne  liervorzu- 
bringen,  hat  der  Bläser  hier  nur  das  Mittel,  die  Stärke  des  Luftstromes 
und  damit  die  Schnelligkeit,  mit  denen  die  Öffnungen  des  Mundes  sich 
folgon,  zu  ändern.  Je  stärker  der  Luftdruck  ist,  um  so  rascher  folgen  sich 
die  einzelnen  Stöfse,  ein  um  so  höherer  Ton  tritt  aus  dem  Instrumente 
hervor.  Die  Kunst  des  Bläsers  ist  es,  die  betreffenden  Drucke  fllr  dio  ein- 
zelnen Töne  im  Gefühl  zu  haben  und  hervorzubringen. 

Um  eine  grofse  Anzahl  von  Tönen  auf  diesen  Instrumenten  zu  haben, 
macht  man  sie  sehr  lang  und  gibt  ihnen  nur  eine  kleine  Weite,  da  die  Er- 
fahrung gelehrt  hat,  dafs  die  engen  Röhren  leichter  ansprechen.  Das  Horn 
hat  nach  Zamminer  eine  Länge  von  27  Fufs,  sein  Grandton  ist  daher  es_j, 
und  die  Reihe  der  Töne  ist 


1 CS—J 

9 ft 

17  rt 

2 es—t 

10  «r. 

18  ft 

3 

11  os,  -j- 

19  + 

4 es 

12  6, 

20  g. 

5 g 

13  h,  + 

21  gist  + 

G b 

14  ca  -f- 

22  as2  + 

7 des,  — 

15  <L 

23  a,  + 

8 es, 

16  cs2 

24  bt 

Die  ersten  beiden  Töne  werden  nicht  gebraucht,  in  den  höhorn  Lagen 
sieht  man,  liegen  die  Töne  ziemlich  nabe  beisammen,  sie  sind  indes  zum 
Teil  höher  als  die  hingeschriebenen.  Um  diese  Töne  brauchbar  zu  machen, 
wendet  man  dieselbe  Art  des  Stimmens  an,  wie  bei  den  offenen  Pfeifen, 
man  macht  die  Instrumente  zu  teilweis  gedeckten,  indem  der  Spieler  die 
geballte  Faust  in  die  trichterförmige  Erweiterung  bringt.  Bei  den  Posaunen 
helfen  die  Auszüge  des  Rohres  nach,  die  gleichzeitig  den  Zweck  haben,  die 
Instrumente  in  verschiedenen  Tonarten  brauchen  zu  können.  Bei  den 
Hörnern  erreicht  man  letzteres  durch  Einschieben  von  Röhrenstücken  in 
die  Windungen. 

In  neuerer  Zeit  hat  man  auch  an  den  Blechinstrumenten  Klappen  zur 
Veränderung  der  Tonhöhe  angebracht,  der  Klang  solcher  Instrumente  hat 
indes  eine  viel  geringere  Fülle. 

Die  Klänge  der  Zungeninstrumente  sind  viel  schärfer  als  jene  der 
Labialpfeifen  und  Streichinstrumente,  da  in  ihnen  wegen  der  scharfen  Dis- 
kontinuität bei  der  Tonerzeugung,  der  einzelnen  durch  den  Schlufs  der 
Zungen  unterbrochenen  Stöfse,  viel  mehr  und  höhere  Obertöne  vorhanden 
sind.  Die  schärfsten  Klänge  haben  die  Blechblasinstrumente,  da  in  diesen 
die  schnellem  Schwingungen  der  hohen  Töne  nicht  so  rasch  vernichtet 
werden.  Darin  beruht  im  wesentlichen  die  Klangverschiedenheit  zwischen 
den  Blechinstrumenten  und  den  theoretisch  ähnlich  gebauten  Holzblas- 
instrumenten wie  Oboe  und  Fagott.  Der  Unterschied  letzterer  gegen  die 
Klarinette  beruht  in  der  Verschiedenheit  der  Obertöno,  die  Klarinette 
hat  nur  die  ungeradzahligen,  Oboe  und  Fagott  haben  auch  die  gerad- 
zahligen. 

49* 
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§ 160- 

Die  menschliche  Stimme.  Das  menschliche  Stimmorgan  ist  nach 
den  Untersuchungen  von  Johannes  Müller ')  als  eine  Zungen[>feife  anzusehen, 
da  der  Vorgang,  mittels  dessen  wir  die  Töne  erzeugen,  sowie  die  Mittel, 
um  ihre  Höhe  zu  ändern,  wesentlich  mit  denen  der  Zungenpfeifen  überein  - 
stiminen. 

Das  Stimmorgan  des  Menschen  befindet  sich  im  Kehlkopf  k an  dem 
obem  Ende  des  die  Lungen  mit  der  Mund-  und  Nasenhöhle  M und  N in 
Verbindung  setzenden  Luftweges,  der  Luftröhre  L (Fig.  278  und  Fig.  273). 


Flg.  »7». 


Fig  »79. 


Der  Kehlkopf  ist  aus  einer  Anzahl  fester  Knorpel  gebildet,  zwischen 
denen  die  Stimmbänder  ausgespannt  sind.  Die  feste  Basis  des  Kehlkopfes 
ist  der  Kingknorpel,  cartilago  cricoides,  ein  fester  King,  der  das  obere 
Ende  der  Luftröhre  umschliefst,  a Fig,  278  im  Durchschnitt,  und  Fig.  279 
von  der  Seite  gesehen,  und  welcher  hinten  höher  ist  als  vom.  Anf  diesem 
ruht  als  gröfsere,  aber  nach  hinten  offene  Umhüllung  des  Kehlkopfes  der 
Scbildknorpel,  cartilago  thyreoides,  b Fig.  278  und  Fig.  279,  bestehend 
aus  zwei  Platten,  die  mit  ihren  vorderen  Bändern  in  einer  nach  vom  am 


*)  Johannes  Müller,  Handbuch  der  Physiologie  des  Menschen,  bd.  II.  p.  179  ff. 
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Halse*  hervorspringenden  Kante  fest  verwachsen  zusammenstofsen , wie 
Fig.  278  bei  b im  Durchschnitt,  279  bei  b von  der  Seite  und  Fig.  280 
von  oben  gesehen  zeigt. 

Der  Schildknorpel  ist  um  eine  Axe  drehbar,  d Fig.  279  und  280,  die 
sich  an  einem  Fortsatze  befindet,  welcher  von  der  untern  Ecke  des  hintern 
freien  Randes  der  Schildknorpelplatte  an  jeder  Seite  ausgeht,  und  welcher 
andererseits  im  Kingknorpel  befestigt  ist.  Die  Richtung  der  Axe,  um  welche 
sich  der  Schildknorpel  drehen  kann,  ist  Fig.  280  durch  die  Linie  ee  an- 
gedeutet; die'  Bewegung,  welche  er  also  annehmen  kann,  ist  nach  vorn  und 
herab  gerichtet  und  nach  hinten  und  hinauf.  Der  Kante  des  Schildknorpels, 
in  welcher  die  beiden  Platten  zusammenstofsen,  gegenüber,  stehen  auf  dem 
erhöhten  hintern  Rande  des  Ringknorpels  dicht  neben  einander,  die  beiden 
Giefsbeckenknorpel,  cartilagines  arytaenoides,  c Fig.  279  von  der  Seite 
und  280  von  oben  gesehen.  Ihre  Basis  steht  mit  dem  Ringknorpel  durch 
ein  Gelenk  in  Verbindung,  das  ihnen  gestattet,  sich  erstens  vor-  und  rück- 
wärts zu  bewegen,  also  sich  dem  Schildknorpel  zu  nähern  und  von  ihm  zu 
entfernen,  zweitens  nach  rechts  oder  links  zu  bewegen,  also  einander  zu 
nähern  oder  von  einander  zu  entfernen. 

Von  der  Basis  jedes  der  Giefsbeckenknorpel  springt  eine  Ecke  nach 
vorn  vor,  der  processus  vocalis.  Zwischen  diesen  beiden  Ecken  und  der 
einspringenden  Kante,  in  welcher  die  beiden  Platten  des  Schildknorpels  zu- 
sammenstofsen, sind  die  Stimmbänder  l (Fig.  278,  280,  281)  ausgespannt. 


Fi*.  280.  Fig  281. 


Dieselben  sperren  die  Luftröhre  bis  auf  eine  schmale  Ritze,  die  Stimmritze, 
welche  in  der  Ansicht  von  oben  (Fig.  280)  dunkol  gehalten  ist,  ab.  Nur 
noch  eine  kleine  Öffnung  befindet  sich  als  Verlängerung  der  Stimmritze 
zwischen  den  Rändern  der  Giefsbeckenknorpel,  die  sogenannte  Athemritze. 
Für  gewöhnlich  sind  wahrscheinlich  die  Stimmbänder  ganz  zusammengelogt, 
und  die  Stimmritze  geschlossen,  so  dafs  der  Luftweg  nur  durch  die  Athem- 
ritze geöflbet  ist. 

Die  Stimmbänder  sind  die  Zungen  des  mit  der  Zungenpfeife  zu  ver- 
gleichenden Stimmapparates,  Uber  ihnen  befindet  sich  nun  als  Ansatzröhre 
die  Fortsetzung  des  Luftweges.  Zunächst  Uber  den  Stimmbändern  befindet 
sich  eine  nach  oben  von  zwei  parallel  mit  den  Stimmbändern  verlaufenden 
Schleimhautfalten,  den  falschen  Stimmbändern  m (Fig.  281)  verschlossene 
Höhlung,  der  ventriculus  Morgagni  n (Fig.  278  und  Fig.  281).  Die  falschen 
Stimmbänder  verbinden  die  Giefsbeckenknorpel  mit  dem  Kehldeckel,  der 
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epiglottis;  und  Uber  ihnen  endet  sich  der  Luftweg  in  den  Schlund,  der  in 
der  Mundhöhle  und  Nasenhöhle  ausläuft. 

Das  Stinunorgan  vervollstilndigen  die  Muskeln,  welche  durch  Bewegung 
des  Schildknorpels  und  der  Giefsbeckenknoqtel  die  Stimmbänder  schliefsen 
oder  öffnen,  spannen  oder  erschlaffen.  Die  Stimmbänder  werden  gespannt 
durch  den  musculns  cricothyreoideus  f (Fig.  279),  welcher  den  Schild- 
knorpel nach  vorn,  und  den  crieoarytaenoideus  posterior  g (Fig.  279  und 
Fig.  280),  der  den  Giefsbeckenknorpel  nach  hinten  herunter  zieht.  Die 
Stimmbänder  werden  erschlafft  durch  den  musculus  thyreoarytaenoideus  i 
(Fig.  280),  welcher  den  Schildknorpel  und  Giefsbeckenknorpel  gegen  ein- 
ander und  den  musculus  crieoarytaenoideus  anterior  h (Fig.  280),  welcher 
den  Giefsbeckenknorpel  nach  vom  zieht. 

Die  Stimmritze  wird  geschlossen  durch  die  musculi  arytaenoidei  k 
(Fig.  280),  welche  an  beiden  Giefsbeckenknorpeln  inserieren  und  dieselben 
gegen  einander  ziehen,  sie  wird  geöffnet  durch  die  beiden  musculi  cricoary- 
taenoidei  g und  h (Fig.  280),  welche,  indem  sie  Zusammenwirken,  die 
Giefsbeckenknorpel  seitwärts  herabziehen. 

Durch  Versuche  an  aufgeschnittenen  Kehlköpfen  sowohl,  als  an  lebenden 
Menschen,  welche  eine  Luftröhrentistel  besä  Isen  und  durch  Beobachtungen 
mit  dem  Kehlkopfspiegel  ist  es  nun  erwiesen,  dafs  zur  Tonbildung  die 
Athemritze  vollständig  geschlossen  und  ebenso  die  Ränder  der  Stimmbänder 
fast  vollständig  an  uinander  gelegt  werden.  Zugleich  müssen  die  Stimm- 
bänder durch  die  betreffenden  Muskeln  in  einem  gewissen  Grade  gespannt  sein. 

Der  aus  den  Lungen  dringende  kräftige  Luftstrom  öffnet  die  Stimm- 
ritze, deren  Bänder  dann  gerade  so  wie  die  Zunge  der  Zungenpfeife  in 
Schwingungen  geraten.  Diese  Schwingungen  sieht  Johannes  Müller  als 
das  Tongebende  an,  nicht  die  durch  das  abwechselnde  Schliefsen  oder 
mehr  oder  weniger  Offnen  derselben  entstehenden  Luftstöfse.  Die  Gründe, 
welche  ihn  bestimmen,  von  der  Weberschen  Ansicht  der  Tonbildung  bei 
den  Zungenpfeifen  abzugehen1),  sind  indes  nach  Seebecks  Kritik  derselben“) 
nicht  beweisend. 

Was  indes  als  das  eigentlich  Tonbildende  anzusehen  sei,  ist  im  Effekt 
ziemlich  einerlei,  da  so  wie  so  die  Tonhöhe  nach  beiden  Ansichten  von  der 
Schwingungszahl  der  Bänder  abhängt,  indem  jeder  ganzen  Schwingung  der- 
selben auch  ein  Stofs  der  austretenden  Luft  entspricht. 

Bei  der  menschlichen  Stimme  habon  wir  einen  doppelten  Apparat 
zu  unterscheiden,  den  tongebenden,  der  die  Höhe  der  Töne  bestimmt,  und 
den  Sprechapparat,  der  sie  zu  artikulierten  Lauten  macht. 

Die  höheren  Teile  der  Luftwege,  der  vontriculus  Morgagni  und  der 
Schlund  dienen  in  Bezug  auf  die  Töne  der  menschlichen  Stimme  nur  wie 
ein  Schallbecber  bei  der  Zungenpfeife,  sie  dienen,  indem  die  in  ihnen  ent- 
haltene Luftsäule  und  die  umgebenden  Weichteile  mitschwingen , nur  zur 
Verstärkung  des  Tones.  Müller  zeigte  das  an  ausgeschnittenen  Kehlköpfen. 
Beim  Anblasen  von  unten  gaben  die  unteren  Stimmbänder  bei  enger  Stimm- 
ritze einen  vollen  nnd  reinen  Ton,  der  den  Tönen  der  menschlichen  Stimme 
nahe  kam.  und  die  sich  von  den  Tönen,  welche  man  bei  Anwesenheit  des 

')  J.  Müller  a.  a.  0.  p.  175. 

’)  A.  Stcbeck , in  Doves  Repertorium.  Bd.  VI. 
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ventriculus  Morgagni,  der  oberen  Stimmbänder  und  der  epiglottis  erhielt, 
nur  durch  geringere  Stärke  unterscheiden. 

Die  Tonhöhe  hängt  nur  von  der  Spannung  der  Stimmbänder  ab  und 
von  ihrer  Länge,  nicht  aber  davon,  ob  die  Stimmritze  etwas  mehr  oder 
weniger  geöffnet  ist,  jedoch  spricht  der  Ton  leichter  an  bei  enger  Stimmritze. 

Die  menschliche  Stimme  hat  überhaupt  einen  Umfang  von  nicht  ganz 
vier  Oktaven,  die  sich  aber  niemals  in  einem  Individuum  vereinigt  finden, 
sio  reicht  vom  sogenannten  grofsen  E,  also  dem  Tone  e_i  bis  zum  drei- 
gestrichenen  C.  Man  unterscheidet  Männer-  und  Frauenstimmen,  und  bei 
erstem  Hafs  und  Tenor,  bei  letztem  Alt  und  Sopran. 

Der  Umfang  der  Stimmen  ist  in  der  Regel 


Bars  .... 

. . . e-i 

— fi 

Tenor  . . . 

. . . c 

— Ä,  oder  c, 

Alt  .... 

...f 

-ft 

Sopran  . . 

. . . c, 

C3 

Die  Stimmapparate  unterscheiden  sich  bei  diesen  Stimmen  durch  die 
Länge  der  Stimmbänder.  Bei  den  Männern  springt  die  Kante  des  Schild- 
knorpels  viel  weiter  vor  als  bei  den  Frauen,  und  von  den  Männern  be- 
sitzen die  Bassisten  die  gröfsten  Kehlköpfe.  Einige  wenige  Messungen  von 
Johannes  Müller  haben  als  mittlere  Länge  der  männlichen  Stimmbänder 
18  und  der  weiblichen  Stimmbänder  etwas  Uber  12  Millimeter,  also  ein 
Verhältnis  von  3 : 2 ergeben. 

An  einem  und  demselben  Individuum  werden  die  verschiedenen  Töne 
durch  verschiedene  Spannung  der  Stimmbänder  hervorgobracht.  An  aus- 
geschnittenen Kehlköpfen  hat  Müller  durch  Steigerung  der  Spannung  von 
etwa  8 bis  zu  560  Gramm  den  Ton  um  mehr  als  zwei  Oktaven  erhöht, 
nämlich  bei  einem  männlichen  Kehlkopf  von  ais  bis  dis3.  Die  verstärkte 
Spannung,  die  wir  bei  den  hohen  Tönen  durch  die  rasche  Ermüdung  der 
Stimme  fühlen,  ist  indes  nicht  das  Einzige,  welches  die  Höhe  des  Tones  be- 
stimmt. Versucho  von  Müller  und  die  bekannte  Erfahrung,  dafs  wir  die 
höchsten  Töne  nur  im  Forte,  die  tiefsten  nur  im  Piano  singen  können, 
beweisen,  dafs  die  Tonhöhe  auch  durch  die  Stärke  des  Luftstromes  ver- 
ändert wird. 

Beobachtungen  von  Garcia  mit  dem  Kehlkopfspiegel  haben  ferner  ge- 
zeigt, dafs  bei  verschieden  hohen  Tönen  auch  die  Länge  der  schwingenden 
Teile  sich  ändert.  Bei  einem  Tenoristen  fand  er,  dafs  bei  d,  e,  f die  Band- 
und  Knorpelränder  der  glottis  ihrer  ganzen  Länge  nach  schwingen,  bei 
c, , dt  beginnen  die  hintern  Enden  der  processus  vocales  sich  an  einander 
zu  legen  und  bei  fx  und  <7,  haben  sich  die  proc.  voc.  ihrer  ganzen  Länge 
nach  an  einander  golegt,  es  schwingen  nur  noch  die  Bänder  allein1). 

Man  sieht,  alle  diese  Erfahrungssätze  über  die  verschiedene  Tonhöhe 
stimmen  mit  den  Schwingungsgesetzen  elastischer  Streifen  überein,  ver- 
stärkte Spannung  und  Verkürzung  der  schwingenden  Teile  vergröfsem  ihre 
Schwingungszahl  und  somit  die  Tonhöhe,  die  Tonbildung  des  mensch- 

')  I. willig,  Lehrbuch  der  Physiologie  des  Menschen.  Bd.  I.  p.  572.  In 
Müller»  Handbuch  sind  dessen  sämtliche  Versuche  und  filtere  Erfahrungen,  in 
Ludwigs  Lehrbuch  auch  die  neuem  Ober  die  menschliche  Stimme  zusammen- 
gestellt. 
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liehen  Stimmorgans  stimmt  demnach  mit  derjenigen  der  Zungenpfeifen 
überein. 

Wegen  der  weiteren  Erfahrungen  über  die  menschliche  Stimme,  be- 
sonders über  die  verschiedenen  Register,  die  Brust-  und  Fistelstimme  müssen 
wir  auf  die  Lehrbücher  der  Physiologie  verweisen,  da  sie  in  physikalisch- 
akustischer Beziehung  nichts  Neues  darbieten. 

§ 167. 

Die  menschliche  Sprache.  Wenn  die  Endigungen  des  Luftweges, 
der  Schlund  und  die  Mundhöhle,  auf  die  Tonhöhe  keinen  Einflufs  haben, 
so  sind  sie  das  allein  Bedingende  bei  der  Artikulation,  bei  der  Modifikation 
der  Töne  zu  Lauten;  es  ist  die  Aufgabe  der  Physik,  das  Wesen  der 
Laute  akustisch  zu  definieren,  und  die  der  Physiologie  zu  zeigen,  wie  durch 
geänderte  Stellung  der  Sprachwerkzeuge  diese  Klangverschiedenheiten  zu- 
stande kommen. 

Dafs  die  verschiedenen  Vokaltöne  nichts  sind  als  Klangverschieden- 
heiten, und  dafs  sie  somit  den  verschiedenen  den  Grundton  begleitenden 
Obertönen  zuzuschreiben  sind,  hat  zuerst  Wheatstone ')  behauptet,  der  volle 
Nachweis  ist  indes  erst  Helmholtz*)  gelungen,  indem  er  einmal  mit  Hülfe 
der  Resonatoren  die  die  verschiedenen  Vokalklänge  zusammensetzenden 
Partialtöne  bestimmte,  und  ganz  besonders,  indem  es  ihm  gelungen  ist,  mit 
Hülfe  einfacher  Töne  die  Vokalklänge  zusammenzusetzen. 

Das  Mittel,  um  die  einfachen  Töne  zu  erzeugen,  lieferten  ihm  Stimm- 
gabeln, welche  in  der  Weise  wie  Fig.  282  es  zeigt,  vor  Resonanzröhren 
aufgestellt  waren.  Die  Stimmgabel  o (Fig.  282)  ist  mit  ihrem  Stiel  in  das 
Fufsbrett  dd  eingeschraubt,  welches  auf  nntergeklebten  Stücken  von  Gummi- 
schläuchen ruht,  damit  die  Schwingungen  der  Gabel  nicht  direkt  auf  den 
Tisch  übertragen  werden.  Die  oberen  Enden  der  Stimmgabelzinken  befinden 
sich  zwischen  den  Schenkeln  des  Elektromagnetes  bb,  gerade  den  Polflächen 
desselben  gegenüber  gestellt  Die  Schwingungen  der  Gabel  werden  durch 
intermittierende  elektrische  Ströme  erregt,  welche  den  Elektromagnet  während 
jeder  Schwingung  der  Gabel  und  zwar  in  dem  Momente,  in  welchem  die 
Zinken  der  Gabel  sich  von  einander  zu  entfernen  beginnen,  magnetisch 
machen.  Dm  den  elektrischen  Strom  genau  in  dieser  Weise  zu  unterbrechen, 
wandte  Helmholtz  als  Stromunterbrecher  ebenfalls  eine  Stimmgabel  an,  in 
der  Weiso  wio  Fig.  283  angeordnet.  Der  von  dor  galvanischen  Batterie 
gelieferte  Strom  tritt  in  die  Messingsäule  i,  welche  oben  ein  zur  Hälfte  mit 
Quecksilber,  zur  Hälfte  mit  Alkohol  gefülltes  Näpfchen  d enthält.  In  das 
Quecksilber  dieses  Näpfchens  taucht  ein  Platindraht  c,  der  an  der  obern 
Zinke  der  Stimmgabel  befestigt  ist,  so  eben  hinein,  so  dafs  der  Strom  aus 
dem  Quecksilber  in  die  Stimmgabol  tritt  und  durch  diese  bis  zur  Klemme 
e geleitet  wird.  Von  der  Klemme  e tritt  der  Strom  dann  in  die  den  Elektro- 
magnet umgebenden  Drähte  und  von  diesen  aus  weiter  in  die  Drahtleitung, 
welche  die  Elektromagnete  der  tönenden  Stimmgabeln  enthält.  Dadurch, 

')  Wheatstone  in  seiner  Kritik  über  Versuche  von  Willis,  der  zuerst  mit 
Zungenpfeifen  die  Vokale  künstlich  zu  bilden  versuchte  (Poggend.  Ann.  Bd.  XXIV), 
London  and  Wcstminster  Review  1837  October. 

’)  Helmholtz,  Tonempfindungen,  p.  163  ff.  und  p.  184  ff. 
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dafs  der  Strom  den  Draht  des  Elektromagnet.«  bb  (Kig.  283)  durchltiuft, 
wird  der  Magnet  erregt,  und  mit  ihm  alle  Magnete  der  tönenden  Stimm- 
gabel. Der  Magnet  bb  zieht  dann  die  Zinken  der  Stimmgabel  an,  damit 


Kig.  282. 


Flg.  283. 


den  Draht  c aus  dem  Quecksilber  empor  und  unterbricht  an  dieser  Stelle 
den  Stromkreis  und  damit  den  Strom.  Sofort  aber  verlieren  auch  die 
Magnete  ihren  Magnetismus,  und  die  Zinken  der  Gabel  schwingen  mit  der 
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durch  ihre  Dimensionen  bedingten  Geschwindigkeit  gegen  ihre  Gleichgewichts- 
lage hin  und  darüber  hinaus.  Der  Draht  c taucht  infolge  dessen  wieder  in 
das  Quecksilber,  der  Strom  wird  neuerdings  geschlossen  und  das  Spiel 
wiederholt  sich  in  der  angegebenen  Weise. 

Ist  die  Unterbrechungsgabel  mit  der  Gabel  (Fig.  282)  genau  isochron, 
so  wird  die  Gabel  a jedesmal,  wenn  die  Zinken  durch  die  Gleichgewichts- 
lage nach  aufsen  sich  bewegen,  eine  kurze  Zeit  vom  Magnete  angezogen, 
sie  erhiilt  also  bei  jeder  Schwingung  einen  neuen  Antrieb,  und  ihre  Be- 
wegung dauert  ungeschwächt  fort,  so  lange  der  Unterbrechungsapparat  in 
Thätigkeit  bleibt.  Dasselbe  ist  aber  auch  der  Fall,  wenn  die  Gabel  « 
(Fig.  282)  genau  2,  3 • n mal  öfter  schwingt  als  die  Unterbrechungsgabel, 
nur  daß  diese  Gabeln  dann  erst  nach  je  2,  3 ...  » Schwingungen  einen 
neuen  Anstofs  erhalten. 

Um  diesen  genauen  Isochronismus  der  Gaboln  herzustellen,  ist  auf  der 
Gabel  a (Fig.  283)  ein  kleiner  Schieber  h angebracht,  durch  dessen  Stellung 
man  die  Schwingungsdauer  der  Gabel  etwas  verändern  kann;  wird  der 
Schieber  dem  Ende  der  Gabel  näher  gebracht,  so  wird  dadurch  das  Träg- 
heitsmoment der  schwingenden  Masse  etwas  vergrößert,  und  die  Schwingungen 
werden  langsamer. 

Die  auf  diese  Weise  erregten  Schwingungen  der  Gabel  a (Fig.  282) 
geben  keinen  hörbaren  Ton,  wie  ja  überhaupt  eine  in  freier  Luft  schwingende 
Gabel  nur  gehört  werden  kann,  wenn  man  sie  unmittelbar  vor  das  Ohr 
hält.  Um  den  Ton  hörbar  zu  machen,  ist  vor  der  Gabel  eine  Resonanz- 
röhre angebracht,  eine  gedeckte  Pfeife,  welche  in  der  Mitte  des  der  Gabel 
zugewandten  Hodens  eine  kreisförmige  in  der  Höhe  der  Zinkenenden  be- 
findliche, mit  dem  Deckel  / verschließbare  Öffnung  hat.  Befindet  sich  die 
Röhre  mit  geöffnetem  Deckel  nahe  vor  der  Gabel,  so  wird  sio,  wenn  ihr 
Grundton  mit  dem  der  Gabel  übereinstimmt,  wie  eine  Pleifo  zum  Tönen 
gebracht,  und  der  Ton  der  Gabel  tritt  ohne  Oberton  deutlich  hervor.  Um 
die  Röhre  passend  zu  stimmen,  sind  die  Dimensionen  derselben  und  der 
Öffnung  nach  den  Sätzen  des*  § 162  passend  zu  wählen.  Um  den  Ton  der 
Ga!*el  stärker  und  schwächer  machen  zu  können,  ist  die  Röhre  auf  einem 
Schlitten  k befestigt,  so  daß  man  die  Röhre  der  Gabel  näher  oder  entfernter 
stellen  kann.  Andererseits  kann  man  den  Ton  auch  dadurch  schwächen, 
daß  man  durch  teilweise  Bedeckung  der  Öffnung  die  Röhre  etwas  ver- 
stimmt, wodurch  der  Ton  der  Röhre  beträchtlich  geschwächt  wird. 

Zu  seinen  ersten  Versuchen  wandte  Helmboltz  acht  Gabeln  der  be- 
schriebenen Art  an,  die  tiefste  gab  den  Ton  b—  i,  die  übrigen  gaben  die 
sieben  ersten  Obertöno,  b,  /, , blf  dt,  f3,  ast  und  bt,  später  ließ  er  zu 
diesen  noch  d 5,  f3,  a.i3  und  bt  hinzutroten  und  bonutzte  dann  als  Grundton 
den  der  zweiten  Gabel,  b. 

Ist  der  Apparat  in  Gang  gebracht  mit  geschlossenen  Resonanzröhren, 
so  hört  man  zunächst  nur  ein  leises  Summen.  Öffnet  man  dann  die  Röhre 
mit  dem  Ton  ö— i,  so  hört  man  ein  dumpfes  U,  viel  dumpfer  als  das  U 
der  menschlichen  Sprache.  Der  Klang  wird  dem  gesungenen  U ähnlicher, 
wenn  man  schwach  den  zweiten  und  dritten  Ton  b und  f\  mittönen  läßt. 

Der  Vokal  0 entstand,  wenn  bei  etwas  gedämpftem  6_i  der  erste 
Oberton  b sehr  stark  und  schwächer  6,,  /j  und  d3  angegeben  wurden. 
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Ein  nach  0 gezogenes  A , das  schwedische  A entstand,  als  die  Töne 
rfj,  ft,  osä  und  &2,  also  die  Töne  5 — 8 möglichst  stark  genommen  wurden, 
die  tieferen  dagegen  geschwächt  waren. 

A,  Ä und  E gelang  es  Helmholtz  mit  den  zwölf  Gabeln  vom  b an 
herzustellen.  Dann  gibt  b allein  U,  dasselbe  stark  von  6,,  schwächer  von 
/"j  begleitet  O.  A erhält  man,  wenn  man  zu  b zunächst  6,  und  mäfsig 
stark,  dagegen  &2  und  (i.,  als  charakteristische  Töne  kräftig  tönen  läfst. 
Um  A in  A überzuführen , mufs  man  6,  und  /j,  die  Nachbarn  des  tiefem 
charakteristischen  Tones  dt  etwas  verstärken,  fc2  dämpfen,  dagegen  d3  und 
fa  möglichst  stark  hervortreten  lassen.  Für  E mufs  man  die  beiden  tiefsten 
Töne  der  Reihe  b und  6,  mäfsig  stark  halten  als  Nachbarn  des  tiefem  Vor- 
stärkungstones ft,  und  die  höchsten  f3,  af>3,  b3  möglichst  heraustreten  lassen. 

/ und  Ü herzustellen,  gelang  nicht,  da  die  diese  Vokale  charakterisie- 
renden sehr  hohen  Obertöne  sich  nicht  mit  Gabeln  hersteilen  liefsen. 

Dafs  die  zur  künstlichen  Darstellung  benutzten  Bestandteile  der  Vokale 
mit  Hülfe  der  Resonatoren  in  den  gesungenen  odor  gesprochenen  Vokalen 
beobachtet  wurden,  ja  dals  man  gerade  durch  derartige  Beobachtungen  die 
Bestandteile  kennen  lernte,  braucht  wohl  nicht  besonders  hervorgehoben 
zu  werden.  Es  mag  nur  in  Bezug  auf  die  Analyse  der  Vokale  bemerkt 
werden,  dafs  die  in  § 160  beschriebenen  Flammenapparate  von  König  für 
dieselbe  vorzugsweise  geeignet  sind.  Eine  interessante  Anwendung  hat 
König  von  dem  Fig.  262  angegebenen  Apparate  gemacht.  Da  die  verschie- 
denen Vokale  durch  Kombination  der  verschiedenen  Partialtöne  charakteri- 
siert sind,  so  liefert  natürlich  jeder  Vokal  ein  eigentümliches  Flammenbild, 
welches  bei  der  geringsten  Änderung  des  Vokalklanges  sich  ebenfalls  ändert. 
König  hat  nun  durch  solche  Flammenbilder  nicht  nur  die  einzelnen  Vokale, 
sondern  auch  die  verschiedenen  Nüancen  derselben  gezeichnet,  wenn  man 
die  Vokale  in  verschiedener  Tonlage  singt,  so  dafs  man  mit  Hülfe  der 
Bilder  genauer  als  auf  irgend  einem  andern  Wege  jede  Vokalnüance  be- 
zeichnen kann1).  Fig.  284  und  Fig.  285  zeigen  die  Bilder  für  die  Vokalo 
U und  0,  wie  ich  sie  erhielt,  jeden  auf  c gesungen  und  mit  möglichster 
Sorgfalt  im  reinen  Vokalklang  gehalten;  besonders  bei  0 gibt  die  geringste 
Nüancionmg  ein  anderes  Bild. 

Ehe  wir  zur  Besprechung  der  Bildung  der  Vokale  in  der  menschlichen 
Sprache  übergehen,  wird  es  gut  sein,  darauf  hinzu  weisen,  dafs  gerade  mit 
Hülfe  dieses  Stimmgabelapparates  von  Helmholtz  der  bereits  § 160  erwähnte 
Nachweis  geliefert  wurde,  dafs  die  Phase  der  komponierenden  Teiltöne  auf 
den  Klang  ohne  Einflufs  ist.  Wir  erwähnten  soeben,  dafs  man  die  Schwächung 
eines  Stimmgabeltones  durch  weitere  Entfernung  der  Resonanzröhre  oder 
durch  teilweises  Schliefsen  des  Deckels  erhalten  kann;  letzteres  Mittel  be- 
wirkt eine  kleine  Verstimmung  des  Tones  und  bewirkt  dadurch,  dafs  die 


*)  König,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXLVI.  Tafel  III  des  Bandes  gibt  die 
Flammenbilder  der  5 Vokale  U,  O,  A,  E,  I,  für  jeden  Ton  der  beiden,  der 
Uafsb'timme  entsprechenden  Oktaven  c— , bis  c,.  Für  E und  I sind  die  Bilder, 
wie  das  König  auch  hervorhebt,  wenig  charakteristisch.  Die  Bilder  sind  indes 
nur  individuelle,  tiei  einer  andern  Stimme  fallen  sie  anders  aus,  da  nicht  bei 
allen  Individuen  die  verschiedenen  Obertöne  in  derselben  Weise  verstärkt  wer- 
den (Helmholtz,  Ton  empfind  ungen  III.  Ausgabe  p.  163).  So  entsprechen  die  oben 
gezeichneten  Bilder  wenig  der  Königschen  Zeichnung. 
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Schwingungen  etwas  rascher  oder  langsamer  werden,  somit  dal's  die  Stöfse 
einer  verstimmten  Gabel  mit  den  andern  nach  und  nach  in  immer  anderer 
Periode  Zusammentreffen.  Wurde  nun  ein  Vokalklang  deutlich  erhalten, 
dadurch  dafs  der  Ton  einer  Gabel  durch  Verschiebung  der  Kesonanzröhre 
geschwächt  wurde,  so  erhielt  man  genau  denselben  Klang,  wenn  der  Ton 
durch  Schliefsung  des  Deckels  geschwächt  wurde;  da  aber  im  letzten  Falle 
die  Phase  der  komponierenden  Töne  eine  relativ  immer  andere  wurde,  so 
folgt  aus  diesem  Versuche,  dafs  die  Phase  auf  die  Klangfarbe  von  keinem 
Einflüsse  ist. 


Fi«.  284. 


Fl*.  28T.. 


Die  Möglichkeit  einer  so  reichhaltigen  Klangbildung  durch  die  mensch- 
liche Stimme  ist  durch  die  Form  unseres  Sprachorganes  gegeben.  Wir 
haben  vorhin  unser  Sprachorgan  als  eine  Zungonpfoife  mit  woichen  Zungen 
bezeichnet.  Von  den  gewöhnlichen  Zungenpfeifen  dieser  Art  unterscheidet 
es  sich  aber  wesentlich  dadurch,  dafs  die  Pfeife,  das  Schallrohr  nicht  eine 
unveränderliche  Gestalt  hat,  sondern  durch  unsern  Willen  willkürlich  ge- 
ändert worden  kann.  Das  Schallrohr  der  menschlichen  Stimme  sind  die 
höheren  Teile  der  Luftwege  Uber  dem  Kehlkopf  und  ganz  besonders  die 
Rachonhöhle  und  Mundhöhle.  Durch  die  Beweglichkeit  der  weichen  Teile 
in  den  Umgebungen  dieser  Höhlen,  den  weichen  Gaumen,  die  Zunge  und 
die  Lippen  können  wir  diesen  Höhlen  die  verschiedensten  Gestalten  geben, 
und  es  ist  nach  den  Bemerkungen  Uber  die  Tonbildung  boi  den  weichen 
Zungen  klar,  dafs  es  wesentlich  von  der  Form  der  Rachen-  und  Mundhöhle 
abhängig  ist,  welche  von  den  harmonischen  Obertönen  eines  von  der  Stimme 
gebildeten  Grundtones  verstärkt  werden,  welche  nicht.  Denn  wie  wir  am 
Schlufs  des  §105  erwähnten,  sind  in  jedem  durch  Zungen  gebildeten 
Klange  die  Obertöne  in  grofser  Zahl  vorhanden,  alle,  die  deshalb  bei  einer 
bestimmten  Stellung  der  Mundhöhle  infolge  der  Resonanz  verstärkt  werden, 
finden  sich  in  dem  Klange,  welcher  dieser  Stellung  der  Mundhöhle  ent- 
spricht. Es  sind  das  vorzugsweise  die  Töne,  welche  dio  Mundhöhle  in  der 
bestimmten  Form  als  einfache  Pfeife  angeblasen  geben  würde.  Welche 
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Töne  das  sind,  bestimmte  Helmholtz1)  im  allgemeinen  dadurch,  dafs  er  vor 
die  Mundöffnung  Stimmgabeln  hielt,  und  den  Ton  aufsuchte,  der  bei  einer 
bestimmten  Vokalstellung  des  Mundes  die  stärkste  Resonanz  gab. 

Dafs  in  der  That,  die  der  Mundhöhle  gegebene  Form  für  die  Bildung 
der  Vokale  von  wesentlichem  Einflufs  ist,  hat  man  schon  früher  erkannt®), 
indem  schon  der  ältere  Du  Bois  Reymond  die  Vokale  in  drei  Reihen  ordnete, 
je  nach  der  Stellung  des  Mundes.  Die  drei  Reihen  sind 

e — -.  i 

ö ü 

o u 

Der  Vokal  A ist  der  gemeinsame  Ausgangspunkt  für  alle  drei  Reihen. 
Bei  soiner  Bildung  nimmt  die  Mundhöhle  eine  ziemlich  gleichförmig  trichter- 
artig erweiterte  Gestalt  an.  Bei  0 und  U wird  die  Mundhöhle  vom  mit 
den  Lippen  verengert,  so  dafs  sie  bei  U am  engsten  ist,  während  sie  in 
der  Mitte  durch  Herabziehen  der  Zunge  erweitert  wird.  Sie  nimmt  also 
die  Gestalt  einer  Flasche  ohne  Hals  an,  deren  Öffnung  vom  der  Mund  ist. 
Der  Ton  einer  solchen  Flasche  ist  um  so  tiefer,  je  enger  die  Öffnung  ist, 
und  dem  entsprechend  fand  Helmholtz,  dafs  bei  der  Z7-Stellung  des  Mundes 
der  Eigenton  der  Mundhöhle  f ist3),  und  zwar  ziemlich  gleichmäfsig  bei 
männlichen  und  weiblichen  Mundhöhlen,  bei  welch  letzteren  das,  was  dor 
Höhlung  an  Geräumigkeit  abgeht,  durch  engem  Verschluls  ersetzt  wird. 
Der  Eigenton  der  Mundhöhle  bei  0 ist  bt.  Geht  man  vom  0 allmählich 
durch  Oa  und  Ao  zum  A,  so  wird  der  Mund  offener,  und  der  Ton  der 
Mundhöhle  steigt  um  eine  Oktave  bis  b3*). 

Beim  Übergang  vom  A durch  Ae  in  E und  I wird  die  Gestalt  der 
Mundhöhle  eine  ganz  andere.  Die  Lippen  werden  dabei  zurückgezogen  und 
geöffnet,  die  Zunge  gehoben,  so  dafs  zwischen  Zungo  und  hartem  Gaumen 
nur  ein  enger  Kanal  bleibt,  während  der  Ranm  unmittelbar  Uber  dem  Kehl- 
kopf durch  Herabdrückon  der  Zungenwurzel  erweitert  wird.  Die  Mundhöhle 
bekommt  also  die  Gestalt  einer  Flasche  mit  engem  Halse,  den  Bauch  der 
Flasche  bildet  der  Schlund,  den  Hals  der  enge  Kanal  zwischen  Zunge  und 
Gaumen,  der  Hals  ist  am  engsten  bei  /,  seine  Länge  von  dem  hintern  Rande 
der  Flasche  bis  zum  hintern  Rande  des  Gaumes  fand  Helmholtz  gleich 
6 Centimeter. 

Derartige  Flaschen  haben  zwei  Grundtöne,  den  des  Bauches  für  sich 
und  den  des  Halses,  den  man,  besonders  wenn  er  gegen  den  Bauch  sehr 
enge  ist,  als  eine  beiderseits  offene  Röhre  ansehcn  kann.  Dom  entsprechend 

*)  Helmholtz , Tonempfindungen  p.  166  ff. 

*)  Du  Bois  Reymond , Norddeutsche  Zeitschrift  von  De  la  Motte  Fouquii 
1817.  Jlelinholtz  a.  a.  0.  p.  167. 

3)  Donders  gibt  die  höhere  üktavo  ft , welche  auch  Auerbach,  Wiedemann 
Ann.  6d.  111  durch  Perkussion  der  Mundhöhle  findet.  Wie  mir  vor  einigen 
Jahren  Weinhold  zeigte,  kann  man  die  Mundhöhle  durch  einen  kräftigen  Luft- 
Htrom,  den  man  an  dem  in  der  U - Stellung  befindlichen  Munde  wie  am  Mund- 
loch einer  Flöte  vorüber  führt,  tönend  anblaaen,  man  erhält  dann  bei  richtiger 
Stellung  stets  einen  nahe  dem  f,  liegenden  Ton. 

*)  Auerbach  a.  a.  O.  gibt 
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hat  die  Mundhöhle  bei  Ae,  E und  / zwei  Eigentöne,  bei  Ae  die  Töne  <2, 
und  g3  bis  as3,  bei  E die  Töne  /j1)  und  b3  und  hei  I als  tiefsten  Ton  etwa 
/j,  wie  bei  U und  als  Ton  des  Halses  <lt. 

Die  Vokale  Ö und  Ü unterscheiden  sich  von  E und  1 dadurch,  dafs 
bei  ihnen  auch  dio  Lippen  röhrenähnlich  geformt  werden,  so  dafs  dieso  eine 
Fortsetzung  des  engen  Kanales  bei  E und  I bilden.  Für  diese  Vokale  ändert 
sich  deshalb  nur  der  Ton  des  Halses,  er  wird  tiefer  als  bei  E und  I,  er 
wird  cis3  und  g3  bis  as3  wie  bei  Ae.  Die  tiefem  Eigentöne  bleiben  und  /"*). 

Wie  eben  erwähnt  wurde,  sind  es  nun  gerade  die  Obortöne  des  Klanges, 
welche  mit  den  Eigentönen  des  Mundes  zusammenfallen  oder  doch  ihnen 
nahe  genug  sind,  welche  vorzugsweise  verstärkt  werden,  während  die  andern 
gedämpft  werden,  und  eine  Vergleichung  der  zulotzt  gemachten  Angaben 
mit  den  bei  der  künstlichen  Bildung  der  Vokale  angegebenen  charakteristischen 
Tönen  der  einzelnen  Vokale  wird  die  Übereinstimmung  beider  und  damit 
erkennen  lassen,  dafs  das  Wesen  der  Vokalbildung  in  dem  durch  die  Form 
der  Mundhöhle  bewirkten  Auftreten  der  verschiedenen  Obertöne  bedingt  ist. 
Es  wird  eben  jedesmal,  auf  welchen  Grundton  wir  einen  Vokal  auch  bilden, 
immer  derjenige  Oberton  des  Grundtones  am  meisten  verstärkt,  der  dem 
Eigentone  der  Mundhöhle  am  nächsten  kommt.  Die  Vokalklänge  unter- 
scheiden sich  von  den  Klängen  der  übrigen  musikalischen  Instrumente  gerade 
dadurch,  dafs  die  Stärke  ihrer  Obertöne  nicht  von  der  Ordnungszahl  der- 
selben, sondern  von  deren  absoluter  Tonhöhe  abhängt.  Wird  z.  B.  der  Vokal 
A\  dessen  charakteristischer  Ton  b3  ist,  auf  die  Note  es_i  gesungen,  so 
ist  der  verstärkte  Ton  der  12.  Ton  des  Klanges,  wird  derselbe  Vokal  auf 
6,  gesungen,  so  ist  der  verstärkte  Ton  der  zweite  des  Klanges.  Daher  rührt 
es  denn  auch,  dafs  der  reine  Vokalklang,  besonders  für  die  Vokale,  deren 
charakteristischer  Ton  tiefer  liegt,  am  besten  bei  gewissen  Tonhöhen  heraus- 
kommt,  bei  denen  nämlich,  bei  welchen  ein  Oberton  genau  mit  dem  cha- 
rakteristischen Ton  zusammenfällt3). 

Zur  Bildung  der  menschlichen  Sprache  gehört  aufser  jener  der  Vokale 
auch  die  der  Konsonanten;  diese  sind  keine  Selbstlauter,  es  sind  nur  Ton- 
hemmungen oder  Verzögerungen,  welche  durch  das  Anfängen  oder  Ab- 
schliefsen  eines  Vokallautes  oder  höchstens  als  Geräusche  wahrnehmbar  sind. 

Nach  Brücke4)  teilt  man  die  Konsonanten  jo  nach  dom  Orte  des  Ver- 
schlusses im  Munde  in  drei  Gruppen,  an  deren  Spitze  die  drei  mutae  p , /,  k 
stehen.  „ 

Dio  erste  Gruppe  bilden  p,  6,  f,  t>,  »»;  den  Verschlufs  bilden  ont- 

*)  Nach  Auerbach  gt  bis  o,. 

’)  Nach  Auerbach  a,  und  fx. 

*)  Wie  es  möglich  ist,  dafs  die  Eigentöne  der  Mnndhöhle  auch  durch 
solche  Töne  verstärkt  werden  können,  zu  deren  harmonischer  Reihe  der  Eigen- 
ton nicht  gehört,  werden  wir  im  § 173  zeigen,  wodurch  der  hauptsächlichste 
Einwand  von  tjuantens  gegen  die  Helmboltzsche  Voknltkeorie  (Poggend.  Ann.  CLI V) 
widerlegt  wird.  Genaueres  über  die  Zusammensetzung  der  Vokale,  die  Intensi- 
tätevcrhältnisse  der  Partialtöne  und  die  Abhängigkeit  derselben  von  der  Tonhöhe, 
auf  welcher  die  Vokale  angegeben  werden,  sehe  man  in  der  interessanten  Ab- 
handlung von  F.  Auerbach,  Poggend.  Ann.  Ergbd.  VIII  und  neue  Folge  Bd.  III, 
bd.  IV,  an  welch  letzterer  Stelle  Auerbach  auch  die  von  der  Helmholtzschen 
abweichende  Vokaltheorie  Grafsmanns,  Poggend.  Ann.  neue  Folge  (Wiedcm.  Ann.) 
Bd.  I bespricht. 

4)  Ludwig,  Lehrbuch  der  Physiologie.  S.  &89. 
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weder  die  beiden  Lippen  oder  eine  der  Zahnreihen  mit  den  Lippen.  P ent- 
steht durch  ein  plötzliches  Offnen  der  vorher  fest  verschlossenen  Lippen, 
wahrend  ein  Luftstrom  aus  dem  Kehlkopf  gegen  die  Mundöffnung  dringt, 
b entsteht  gerade  so,  nur  sind  die  Lippen  etwas  weniger  gespannt  und  das 
Öffnen  geschieht  etwas  weniger  energisch.  F wird  gebildet,  indem  wir 
die  untere  Lippe  an  die  oberen  Schneidezahne  legen  und  einen  Luftstrom 
hindurchsenden,  desgleichen  v,  ein  mildes  f , und  «?,  bei  dem  zugleich  oine 
Hemmung  des  Luftstromes,  ein  dichterer  Verschlufs  stattfindet,  welcher 
das  ic  dem  b nähert. 

Das  m entsteht  schliefslich,  indem  man  die  Lippen  wie  zu  b stellt  und 
die  Luft  mit  tönender  Stimme  zur  Nase  hinausströmen  läfst. 

Die  zweite  Gruppe  umfafst  t,  d,  die  verschiedenen  s,  l und  «.  Für 
diese  bildet  die  Zunge  den  Verschlufs,  indem  sie  sich  entweder  an  die  obem 
Schneidezahne  oder  an  den  vordem  Teil  des  harten  Gaumens  anlegt.  T 
wird  gebildet  durch  Anstemmen  der  Zunge  an  die  Schneidezahne'  und  plötz- 
liche Fortnahme  derselben,  d verhalt  sich  zum  t,  wie  b zum  p. 

Das  harte  s,  si,  ss  bildet  sich,  wenn  bei  der  dem  t zugehörigen  Zungen- 
stellung eine  kleine  Spalte  geöffnet  und  durch  diese  Luft  ausgestofsen  wird, 
durch  schwächeres  Anstemmen  entsteht  das  weiche  s.  Das  l entsteht,  wenn 
man  den  Verschlufs  der  Zunge  vom  wie  bei  d läfst,  dagegen  hinten  neben 
den  Backzähnen  beiderseitig  eine  kleine  Öffnung  läfst,  durch  welche  die 
Luft  hindurchstreicht.  *Wird  ferner  die  Zunge  wie  bei  l gestellt  und  läfst 
man  die  Luft  durch  die  Nase  entweichen,  so  entsteht  n. 

In  die  dritte  Gruppe  gehören  die  Gaumenlaute  k,  g,  ch,  j und  das 
Gaumen-»  (vor  g in  ng).  K entsteht  wie  t und  p , nur  dafs  der  Verschlufs 
hier  von  dem  hintern  Teile  der  Zunge  und  dem  Gaumen  gebildet  wird. 
£?  entsteht  aus  k wie  b und  d aus  p und  /,  ch  wie  s und  /,  nur  dafs  auch 
hier  zwischen  dem  tiefem  Teile  der  Zunge  und  dem  Gaumen  die  enge 
Öffnung  bleibt,  zwischen  der  der  Luftstrom  hindurchgeht. 

J bildet  sich,  indem  die  Zunge  mehr  nach  der  Mitte  hin  sanft  gegen 
den  Gaumen  angelegt  und  Luft  durchgehaucht  wird,  und  schliefslich  das 
Gaumen-»,  indem  die  Zunge  wie  beim  ch  nur  fester  gegen  den  Gaumen 
gelegt  wird  und  die  Luft  bei  tönender  Stimmritze  durch  die  Nase  entweicht. 

Der  noch  übrig  bleibende  Konsonant  r kann  labial,  lingual  und  guttural 
sein;  er  entsteht,  indem  wir  einen  der  leichtschwingenden  Mundteile  mittels 
des  Luftstromes  in  schwingende  Bewegung  versetzen,  deren  einzelne  Stöfse 
so  langsam  auf  einander  folgen,  dafs  wir  die  einzelnen  Stöfse  gesondert 
wahmehmen;  diese  Schwingungen  können  die  Lippen,  die  Zungenspitze, 
wenn  sie  wie  zum  t gestellt  ist,  und  das  Zäpfchen  vollfuhren. 

Zweites  Kapitel. 

Von  der  Ausbreitung  und  Wahrnehmung  des  Schalles. 

§ 168. 

Ausbreitung  des  Schalles  ln  der  Luft.  Wir  sahen  in  § 152,  dafs 
Os  zur  Wahrnehmung  des  Schalles  erforderlich  sei,  dafs  die  Schwingungen 
des  festen  Körpers  oder  die  andern  tonerzeugendon  Schwingungen  auf  ein 
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elastisches  Medium  übertragen  und  zu  unserem  Ohre  fortgepflanzt  werden. 
Da  in  einem  jeden  solchen  Mittel  die  Schallschwingungen  longitudinale 
werden,  wie  alle  unsere  Entwicklungen  Uber  den  Schall  zeigen,  oder  da  es 
die  longitudinalen  Schwingungen  der  elastischen  Medien  sind,  welche  wir 
durch  die  gegen  unser  Gehörorgan  ausgeübten  Stöfse  als  Schall  wahr- 
nehmen, so  müssen  die  Gesetze  der  Ausbreitung  des  Schalles  mit  den  Ge- 
setzen der  Verbreitung  longitudinaler  Wellen  Ubereinstinnnen , welche  wir 
im  vorigen  Abschnitte  entwickelt  haben. 

Zunächst  folgt  aus  dem  Frühem,  dafs  der  Schall  sich  von  einem  er- 
regenden Mittelpunkte  aus  in  kugelförmigen  Wellen  nach  allen  Richtungen 
ausbreiten  mufs. 

Mit  dem  Abstande  von  der  Quelle  des  Schalles  mufs  dann  die  Inten- 
sität desselben  abnehmen;  und  zwar  nach  einem  bestimmten  Gesetze.  Die 
schwingende  Bewegung,  welche  von  einem  Mittelpunkte  ausgelft,  teilt  sich 
immer  gröfsem  und  gröfsem  Kugelwellen  mit,  und  nach  der  Zeit  t sind 
alle  Lnfttoilchen  auf  einer  Kugelschale  in  Bewegung,  deren  Radius  r 
gleich  ct  ist.  Das  Maxiraum  der  Geschwindigkeit,  welches  diese  Teilchen 
beim  Verlassen  ihrer  Gleichgewichtslage  besitzen,  sei  gleich  v.  Die  Mafse 
der  zugleich  bewegten  Teilchen  ist  proportional  der  Gröfse  der  Fläche, 
auf  der  alle  Teilchen  zugleich  bewegt  werden  oder  proportional  der  Ober- 
fläche der  Kugel  4 nr s. 

Nach  der  Zeit  ( werden  ebenso  alle  Teilched  auf  einer  Kugelfläche 
vom  Radius  r — c(  eine  Geschwindigkeit  v erhalten  und  die  Masse  der 
zugleich  bewegten  Teilchen  ist  4 nr"1. 

Nach  einem  Satze  der  analytischen  Mechanik  ist  die  lebendige  Kraft 
eines  bewegten  Systems  konstant,  wenn  die  Bewegung  nur  Folgo  ist  von 
innem  zwischen  den  einzelnen  Punkten  des  Systems  thätigen  Kräften. 
Die  schwingende  Bewegung  ist  nun  eine  solche,  bei  welcher  die  Bewegung 
der  einzelnen  Punkte  nur  Folge  der  Elasticitätskräfte  ist,  demnach  ist  hier 
jener  Satz  anwendbar,  oder  es  mufs  die  Gleichung  bestehen 

4 itf*  • f*  = 4 nr*  ■ v* 

oder 

r3  • v*  = r*  ■ v'1 
v : v = r : r. 

Die  Geschwindigkeit,  welche  den  einzelnen  schwingenden  Teilchen  in 
verschiedenen  Abständen  vom  Mittelpunkte  der  Schwingung  erteilt  wird, 
ist  dem  Abstande  der  Teilchen  vom  Mittelpunkte  der  Schwingung  umgekehrt 
proportional.  Nennen  wir  demnach  die  Geschwindigkeit  im  Abstande  I,  v, 

so  ist  sie  im  Abstande  r vom  Mittelpunkte  ^ • 

Wir  haben  bereits  bemerkt,  dafs  wir  die  Intensität  des  Schalles 
der  Stärke  dos  Stofses  gleichsetzen,  welchen  unser  Gehörorgan  von  den 
schwingenden  Lnfttoilchen  erhält.  Die  Stärke  dos  Stofses  ist  aber  der 
lobendigen  Kraft  der  stofsonden  Teile  proportional , da  dieselbe  durch  die 
Gröfse  dos  Weges  gemessen  wird,  durch  welchen  der  widerstehende  Körper 
wirken  mufs,  um  die  Geschwindigkeit  des  stofsenden  zu  vernichten.  Da 
nun  die  Geschwindigkeit  der  schwingenden  Teile  abnimmt  in  demselben 
Verhältnis,  wie  sie  weiter  vom  erregenden  Mittelpunkte  entfernt  sind,  und 
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da  wir  den  Schall  bei  der  konstanten  Gröfse  unseres  Gehörorgans  immer 
durch  den  Stofs  einer  gleichen  Menge  Lnftteilehen  vornehmen,  so  folgt,  dafs 
die  Intensität  des  Schalles  abnimmt,  wie  die  Quadrate  der  Entfernung  von 
der  Quelle  des  Schalles  wachsen. 

Dafs  der  Schall  schwächer  wird,  wenn  wir  uns  von  der  Quelle  des- 
selben entfernen,  ist  eine  bekannte  Thatsacho,  auch  dafs  er  rascher  schwächer 
wird,  als  die  Entfernungen  wachsen,  ist  bekannt. 

Genaue  Messungen  über  die  Abnahme  der  Schallstärke  mit  der  Ent- 
fernung, wie  überhaupt  über  die  Stärke  des  Schalles  gibt  es  nicht,  da  es 
für  den  Schall  keinen  exakten  Messapparat  gibt  und  die  vorhandenen  Sono- 
meter nur  dazu  dienen  können,  ein  Mehr  oder  Minden  der  Schallstärke  zu 
zeigen,  nicht  aber  genaue  Messungen  anzustellen.  Es  liegt  das  im  Wesen 
des  Schalles,  der  eigentlich  nur  in  einer  Empfindung  besteht,  da  er  nur  eine 
besondere  Wahrnehmung  einer  bestimmten  Bewegungsart  ist,  und  nur  in- 
sofern Schall  ist,  als  wir  diese  Bewegunghart  mit  unserem  Ohre  wahrnehmen; 
wir  können  denselben  daher  nur  nach  seinem  Eindrücke  auf  das  Ohr  be- 
urteilen. Auch  beim  Licht  ist  das  zwar  der  Fall,  dafs  wir  es  nur  durch 
die  Eindrücke  auf  das  Auge  beurteilen  können,  dort  können  wir  aber  mehrere 
Lichtwirkungen  gleichzeitig  beurteilen,  wir  können  sie  kompensieren,  indem 
wir  Flächen  zugleich"  von  entgegengesetzten  Seiten  beleuchten  und  auf 
manche  andere  Weise  vergleichen.  Schalle  gleicher  Qualität  können  wir 
aber  nur,  wenn  sie  nach  einander  wirken,  mit  einander  vergleichen,  und 
dadurch  ist  jede  Messung  ausgeschlossen. 

Da  der  Schall  eine  Wellenbewegung  ist,  so  mufs  die  Geschwindigkeit 
seiner  Verbreitung  mit  derjenigen  der  Wellenbewegung  Übereinkommen. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung  -ist  in  einem 
und  demselben  Mittel  konstant,  sie  hängt  nur  ab  von  der  Dichtigkeit  und 
Elasticität  des  Mittols  nach  der  Gleichung 

c*=cVi> 

also  nicht  von  der  Oscillationsdauer  der  schwingenden  Bewegung  oder  ihrer 
Wellenlänge,  bei  transversalen  Wellen  vorausgesetzt,  dafs  die  Länge  der 
Wellen  gegen  den  Abstand  der  Moleküle  sehr  grofs  ist.  Für  die  Töne  der 
Musik,  deren  Wellenlänge  kaum  unter  vier  Centimeter  herabgeht,  wird  man 
letzteres  annehmen  dürfen,  alle  Töne  müssen  sich  daher  in  einem  und  dem- 
selben Mittel  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  fortpflanzen.  Es  ist  das 
auch  eine  bekannte  Erfahrung,  auf  der  allein  die  Möglichkeit  einer  harmo- 
nischen Musik  beruht.  Selbst  in  der  gröfsten  Entfernung  wird  die  Harmonio 
derselben  nicht  gestört,  ein  Beweis,  dafs  die  höchsten  wie  die  tiefsten  Töne 
sich  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fortpflanzen. 

Ganz  vollkommen  gleich  scheint  indes  nach  den  neuorn  Versuchen  von 
Regnault  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  tiefen  und  hohen  Töne 
nicht  zu  sein.  Bei  den  gleich  näher  zu  besprechenden  Versuchen  Uber  die 
Fortpflanzung  des  Schalles  liefs  Regnault  an  dem  einen  Ende  des  auf  denr 
Boulevard  St.  Michel  zu  Paris  befindlichen  Wasserleitungsrohres,  welches 
einen  Durchmesser  von  ln‘,l  und  eine  Länge  von  1417m,95  hatte,  eine 
Zungenpfeife  tönen,  deren  Grundton  c3  war,  und  welche  ein  kegelförmiges 
Ansatzrohr  besafs.  In  dem  andern  Ende  des  Rohres  waren  acht  Helm- 
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holtzsche  Resonatoren,  die  ct  und  seinen  harmonischen  Obertönen  ent- 
sprachen, angebracht,  welche  durch  Kautschukröhren  mit  einem  gröfsem 
Kasten  von  Holz  verbunden  waren,  an  dessen  Öffnung  man  das  Ohr  an- 
legen  konnte.  Die  den  Resonatoren  entsprechenden  Töne  wurden  deut- 
lich und  klar  gehört.  Man  hörte  hei  diesen  Versuchen  konstant  zuerst 
den  Grundton  c4,  auf  diesen  folgte  erst  die  Oktave,  die  Quint  derselben 
und  dann  erst  die  höhem  Partial  töne,  so  dafs  stets  die  tiefem  vor  den 
höhern  Tönen  gehört  wurden.  Die  tiefem  Töne  haben  demnach  eine  etwas 
gröfsere  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  als  die  höhem,  und  ein  Klang  ver- 
ändert deshalb  in  grofser  Entfernung  einigermafsen  seine  Farbe.  Der 
Unterschied  in  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  war  indes  so  klein,  dafs 
er  sich  nicht  weiter  messen  liefs. 

Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen  in 
der  Luft  wurde  unser  Ausdruck 


somit,  wenn  wir  g und  II  in  Metern  angeben, 


c 


y,808  • 0,7(1  13,59 

0,00  1 293 


1,405  (1  + at)  = 331“, 8 • V \ + at. 


Dio  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft  mufs  daher 
bei  0°  gleich  331m,8  sein,  oder  allgemein,  da  a,  wie  wir  in  der  Wärme- 
lehre nachweisen  werden,  gleich  0,003  665  ist, 

c = 331m,8  Y 1 + 0,003665  7. 


Die  Versuche,  welche  man  angestellt  hat,  um  die  Geschwindigkeit  des 
Schälles  direkt  zu  messen,  geben  ein  mit  der  Theorie  vollkommen  überein- 
stimmendes Resultat.  Die  ersten  genauem  Versuche  waren  die  berühmten 
Versuche  der  Mitglieder  der  Pariser  Akademie,  Cassini,  Maraldi  imd  La 
Caille  im  Jahre  1738').  Als  Stationen  waren  das  Observatorium  zu  Paris, 
der  Montmartre,  Fontenay-aux-Roses  und  Monthlery  gewählt.  Die  Beobach- 
tungen wurden  des  Nacht9  angestellt  und  begannen  auf  ein  vom  Observa- 
torium gegebenes  Signal. 

Man  löste  von  10  zu  10  Minuten  auf  einer  der  Stationen  eine  Kanone 
und  beobachtete  auf  allen  andern  die  Zeit,  welche  verflofs  zwischen  der 
Wahrnehmung  des  Lichtblitzes  beim  Abfeuem  der  Kanone  und  der  Ankunft 
des  Schalles.  Da  der  Abstand  der  einzelnen  Stationen  vorher  genau  ge- 
messen war,  so  erhielt  man  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles 
durch  Division  des  Abstandes  durch  die  beobachtete  Zeit. 

Diese  Beobachtungen  wurden  längere  Zeit  unter  sehr  verschiedenen 
atmosphärischen  Verhältnissen  fortgesetzt,  und  man  fand  der  Theorie  gemäfs: 

1.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist  unabhängig  von  dem  Drucke 
der  Luft. 

2.  Sie  wächst  mit  der  Temperatur  der  Luft. 

3.  Sie  ist  dieselbe  in  jeder  Entfernung  von  der  Schallquelle,  das  heifst, 
der  Schall  pflanzt  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  fort. 


’)  Memoires  de  l'Acad.  de  Paris  1738  und  1739. 
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4.  Mit  dem  Winde  pflanzt  sich  der  Schall  rascher  fort  als  gegen  den 
Wind,  und  zwar  ist  sie  im  ersten  Falle  die  Summe,  im  zweiten  Fallfl  die 
Differenz  der  Geschwindigkeiten  des  Schalles  und  des  Windes. 

5.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  ist  in  ruhiger  trockner 
Luft  bei  0°  1038  pariser  Fufs  oder  337  Meter,  oder  nach  der  Berechnung 
dieser  Versuche  von  Le  Roux1)  gleich  332m. 

Da  durch  den  Einflufs  des  Windes  die  Geschwindigkeit  des  Schalles 
geändert  wird,  so  ist  zur  Erzielung  genauerer  Resultate  erforderlich,  dafs 
man  an  beiden  Enden  einer  Standlinie  den  Schall  errege  und  beobachte;  in 
der  einen  Richtung  wird  dann  der  Schall  so  viel  beschleunigt,  als  er  in 
der  andern  verzögert  wird,  und  das  Mittel  aus  beiden  Resultaten  ergibt 
die  vom  Einflufs  des  Windes  befreite  Zahl  für  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit des  Schalles  in  ruhiger  Luft. 

Mit  dieser  Vorsicht  wurde  im  Jahre  1822  bei  Paris  zwischen  Month- 
lery  und  Villejuif  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  aufs  neue 
bestimmt*).  Es  wurden  an  beiden  Orten  von  10  zu  10  Minuten  Kanonen 
gelöst,  die  so  gestellt  waren,  dafs  von  jedem  Orte  die  Explosion  der  andern 
Kanone  gesehen  wurde.  Man  war  übereingekommen,  dafs  die  Kanonen- 
schüsse zu  Monthlery  5 Minuten  früher  anfangen  sollten,  als  zu  Villejuif. 
Die  Beobachter  waren  zu  Monthlery  Humboldt,  Gay-Lussac  und  Bouvard, 
zu  Villejuif  Arago,  Mathieu  und  Prony.  Die  Kanonenschüsse  von  Monthlery 
wurden  zu  Villejuif  alle  gut  gehört,  zu  Monthlery  wurden  von  den  12,  die 
gelöst  wurden,  nur  7 wahrgenommen.  Dieser  unaufgeklärte  Umstand  ge- 
stattete die  Korrektur  wegen  Bewegung  der  Luft  nicht  so  vollständig,  als 
man  wünschte;  indes  ergaben  die  beiderseitigen  Beobachtungen  nahezu 
übereinstimmende  Resultate.  Die  Beobachtungen  zu  Villejuif  nahmen  im 
Mittel  54,84  Sekunden  nach  dem  Lichtblitze  den  Schall  wahr,  diejenigen  zu 
Monthlery  nach  54,43  Sekunden.  Das  Mittel  aus  beiden  Zahlen  ist  54,63. 

Die  Distanz  beider  Stationen  bestimmte  Arago  zu  18622,27  Meter,  die 
Geschwindigkeit  des  Schalles  ist  darnach 


c 


18622,27 

54,63 


- = 340,8  Meter. 


Die  Temperatur  der  Luft  bei  diesen  Beobachtungen  war  16°  C.,  die 
Geschwindigkeit  bei  0°  wird  daher 


f = — 340'8  = 331  2 

" V 1 + 0,003  665  ■ 16 


Kurz  nachher  wurde  mit  noch  gröfserer  Vorsicht  von  den  holländischen 
Physikern  Moll,  van  Beek  und  Kuytenbrouwer3)  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  bei  Amsterdam  nochmals  bestimmt  und  diese  erhielten  als  Resultat 
für  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  ruhiger  und  trockner  Luft  bei  0°  C. 

c0  — 332,26  Meter 


')  Le  Roux,  Ann.  de  chim.  et  de  nliys.  IV.  StSrie  T.  XII. 

*)  Annales  de  chim.  et  de  phys.  XX,  210.  Poggend.  Ann.  Bd.  V.  p.  477. 
a)  Poggend.  Ann.  Bd.  V.  p 351.  469.  In  einem  Anhänge  zu  dieser  Abhand- 
lung sind  auch  die  sonstigen  auf  gröfsere  Genauigkeit  Anspruch  machenden  Ver- 
suche zusammengestellt. 

50* 
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oder  nach  einer  neuen  Berechnung  von  Schröder  van  der  Kolk') 

r#  = 332,77. 

Nach  der  Theorie  mufs  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft, 
da  sie  nur  von  dem  Quotienten  der  einander  proportionalen  Gröfse  ^ ab- 

lilingt,  unabhängig  sein  von  der  Dichtigkeit  der  Luft,  also  dieselbe  sein, 
wenn  sich  der  Schall  aufwärts  in  dünner  Luft  oder  abwärts  in  dichtere 
Luft  fortpflanzt.  Dies  ist  durch  die  Versuche  von  Bravais  und  Martins  bei 
einem  bedeutenden  Höhenunterschiede  am  Faulborn  bestätigt  worden*). 
Die  eine  Station  war  am  Faulhorn,  die  andere  am  Brienzer  See,  ihre  schiefe 
Entfernung  betrug  9560  Meter,  der  Höhenunterschied  2079  Meter,  so  dafs 
die  Noigung  der  vom  Schall  durchlaufenen  Linio  12°  26'  betrug.  Es  wurde 
mit  Anwendung  wechselseitiger  Schüsse  auf  dem  Berge  von  A.  Bravais  und 
Martins,  am  See  von  C.  Bravais  beobachtet,  die  beiden  erstem  hörten  18, 
der  letztere  14  Schüsse  im  ganzen  an  drei  Tagen.  Die  direkt  beobachtete 
Geschwindigkeit  dos  Schalles  war  aufwärts  337“, 92,  und  abwärts  338ln,10, 
also  im  Mittel  338“, 01.  Auf  0“  und  trockne  Luft  reduciert,  wird  daraus 

e0  = 332,37, 

eine  Zahl , die  fast  vollkommen  mit  der  von  Moll  und  van  Beek  erhaltenen 
übereinstimmt. 

Gegen  die  mitgeteilte  Beobachtungsmethodo  hat  Regnault3)  den  Ein- 
wurf erhoben,  dafs  dieselbe  keine  absolut  genauen  Resultate  liefern  könne, 
da  es  bei  derselben  dem  Beobachter  unmöglich  sei,  den  Moment  der  Schall- 
erzeugung  und  den  der  Wahrnehmung  mit  absoluter  Genauigkeit  zu  be- 
stimmen. Der  Beobachter  werde  stets  durch  den  aufflackernden  Lichtblitz, 
wie  durch  den  ankommenden  Schlag  überrascht,  und  ebenso  sei  es  keines- 
wegs sicher,  dafs  bei  dem  Markieren  des  Sekundenzählers  zwischen  der 
Wahrnehmung  und  der  dadurch  hervorgebrachten  Willensäußerung  eine 
durchaus  unmefsbare  Zeit  liege.  Deshalb  sei  dieses  Verfahren  nur  statt- 
haft bei  sehr  großen  Standlinien  und  deshalb  sehr  intensiven  Schallen. 
Bei  sehr  intensiven  Schallen  sind  aber,  wie  schon  Schröder  van  der  Kolk*) 
hervorgehoben  hatte,  die  Voraussetzungen  der  Theorie,  welche  als  Maß  der 
Elasticität  den  augenblicklichen  Luftdruck  setzt,  nicht  mehr  gestattet,  da 
dann  in  den  Verdiclitungswellefi  eine  merkliche  Verdichtung  stattfindet,  bei 
welcher  die  Gase  dem  Mariotteschen  Gesetze  nicht  mehr  folgen.  Bei 
großen  Standlinien  und  im  freien  Raume  ist  allerdings  nach  den  Be- 
merkungen von  Schröder  dieser  Einfluß  unmerkbar,  indes  bleibt  immer 
dio  erste  Unsicherheit  beatehon.  Die  nahe  Übereinstimmung  der  gefundenen 
Werte  untgr  einander  und  mit  der  Theorie  beweist  deren  Richtigkeit  auch 
nicht,  da  der  Wert  von  k sich  nicht  direkt  mit  Sicherheit  bestimmen  läßt, 
vielmehr,  wie  wir  im  dritten  Teile  sehen  werden,  am  besten  ans  der  Schall- 
geschwindigkeit abgeleitet  wird.  Wir  haben  oben  für  k den  aus  Versuchen 
von  Masson,  Hirn  und  Weifsbach  abgeleitoten  Wert  für  k eingesetzt,  welche 
unter  sich  zwischen  1,419  und  1,3845  schwanken. 

’)  Schröder  van  der  Kolk,  Poggend.  Aun.  Bd.  CXXIV. 

*)  Bravais  und  Martins,  Annales  de  chim.  et  de  pbys.  III.  Serie.  T.  XIII. 
Poggend.  Ann.  Bd.  I,XVI.  p.  861. 

“i  Ilegnault,  Memoiren  de  l’Acad.  de  France.  T.  XXXVII. 

*)  Schröder  ran  der  Kolk,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXIV. 
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Regnault  hat  deshalb  neuerdings  eine  ausgedehnte  Untersuchung  über 
die  Fortpflanzung  des  Schalles  durchgeführt  und  dabei  die  Wusserleitungs- 
l'ühren  benutzt,  welche  in  den  Jahren  1862  und  1863  in  Paris  neu  gelegt 
wurden;  gleichzeitig  suchte  er  auch  die  Fortpflanzung  des  Schalles  in  freier 
Luft  durch  Kanonenschüsse  zu  bestimmen. 

Der  wesentliche  Unterschied  der  Regnaultschen  Methode  von  den  frühem 
ist  der,  dafs  er  den  Moment  der  Erzeugung  des  Schalles  und  den  der  An- 
kunft am  Orte  der  Beobachtung  nicht  durch  den  Beobachter  selbst  be- 
stimmen, sondern  ihn  an  einem  selbstthlitigen  Kegistriorupparate  sieh  auf- 
zeichnen liefs.  Er  benutzte  dazu  die  elektrische  Telegraphie,  in  einer  Weise, 
wie  sie  das  Schema  Fig.  286  deutlich  macht.  Der  Schall  wurdo  erzeugt 
bei  den  Röhren  durch  den  Schul's  einer  Pistole,  in  freier  Luft  durch  den 
einer  Kanone.  Von  dem  Orte  A,  wo  sich  die  Pistole  befand  (Fig.  286), 
war  eine  Telegraphenleitung  zur  Station  JJ,  wo  beobachtet  wurde,  geführt. 


*ig.  2S6. 


Von  der  Leitung  ging  bei  B ein  Draht  zu  dem  Elektromagnet  M und  von 
diesem  zu  dem  einen  Pol  der  Batterie  P.  Der  andere  Pol  der  Batterie 
war  durch  die  Platte  Jv,  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung.  Wurdo 
noch  ein  anderer  Punkt  der  Leitung  mit  der  Erde  in  leitende  Verbindung 
gebracht,  so  wurde  der  Strom  geschlossen,  der  Magnet  magnetisch,  und 
der  Anker  a angezogen;  wurdo  dio  Loitung  wieder  unterbrochen,  so  wurdo 
der  Anker  wieder  von  dom  Magneto  entfomt.  War  der  Anker  angezogen, 
so  schrieb  der  Stift  .?  auf  einem  geschwärzten  Cylinder,  der  ebenso  wie  bei 
den  Phonautographen  mit  gleichmilfsiger  Geschwindigkeit  gedreht  wurde. 

Eine  solche  Verbindung  der  Leitung  TT  mit  der  Erde  wurde  boi 
dem  Beginne  der  Versuche  bei  A hergostellt,  indem  in  der  Lücke  ff  der 
Leitung,  die  T mit  Ka  verband,  unmittelbar  vor  der  Mündung  der  Feuer- 
waffe ein  feiner  Metalldraht  ausgespannt  wurdo.  Diese  Verbindung  wurde 
dann  in  dem  Moment  unterbrochen,  in  welchem  das  Geschütz  abgefeuert 
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wurde,  indem  ein  fester  auf  die  Ladung  gesetzter  Filzpfropf  den  Draht  ff 
zerrifs.  Die  Unterbrechung  des  Stromes  entfernte  den  Stift  s von  der  ge- 
schwärzten Walze,  so  dars  das  Aufhören  des  von  s geschriebenen  Striches  den 
Moment  der  Schallerzeugung  angab.  In  dem  Augenblicke  nun,  in  welchem 
der  Schall  in  11  ankam,  wurde  der  Strom  wieder  geschlossen,  so  dafs  durch 
einen  neuen  von  dem  Stift  » auf  der  Walze  gezogenen  Strich  dieser  Moment 
markiert  wurde.  Zu  dem  Ende  war  hei  11  in  passender  Weise  eine  sehr 
feino  Membran  m ausgespannt,  welche  durch  die  ankommende  Schallwelle 
in  Schwingungen  versetzt  wurde.  Die  Membran  trug  in  ihrer  Mitte  ein 
kleines  Platinplättchen,  welches  durch  einen  feinen  äufserst  biegsamen  Draht 
mit  der  in  die  Erde  versenkten  Platte  Et  in  Verbindung  stand.  Unmittelbar 
vor  der  Platte  befand  sich  ein  Stift  p,  welcher  mit  der  Leitung  T durch 
plB  in  metallischer  Verbindung  war.  Die  bei  m ankommende  Welle  gab 
der  Membran  einen  Stofs  und  bewirkte  dadurch,  dafs  der  Stift  p mit  dem 
Platinplättchcn  in  Kontakt  kam  und  damit,  dafs  der  Strom  geschlossen  und 
der  Stift  s wieder  gegen  die  geschwärzte  Walze  gedrückt  und  ein  Strich 
gezogen  wurde.  Der  Abstand  der  beiden  Striche  gab  dann  die  zwischen 
Abgabe  und  Ankunft  des  Schalles  verstrichene  Zeit,  wenn  man  die  Zeit 
bestimmte,  welche  die  Walze  zu  der  beobachteten  Drehung  gebraucht  hatte. 
Zu  dem  Ende  wurden  auf  der  Walze  durch  ein  schwingendes  Pendel  die 
einzelnen  Sekunden  markiert,  und  gleichzeitig  von  einer  schwingenden  Stimm- 
gabel eine  Wellenlinie  gezogen.  Diese  drei  Linien,  die  des  Pendels,  der 
Stimmgabel  und  die  von  dem  Stifte  s gezogenen,  waren  immittelbar  unter 
einander.  Man  hatte  deshalb  nur  die  Wellen  vom  ersten  Aufhören  des  von 
$ gezogenen  Strichs  bis  znm  ersten  folgenden  Sekundenzeichen,  und  von 
dem  letzten  Sekundenzeichen  vor  dem  zweiten  von  s gezogenen  Strich  bis 
zu  diesem  Strich  selbst  zu  zählen,  um  in  selbst  tausendstel  Sekunden  die 
Zeit  zu  erhalten,  welche  der  Schall  gebraucht,  um  von  A bis  B sich  fort- 
zupflanzen. Eine  genaue  Messung  des  Abstandes  A B gab  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles. 

In  Bezug  auf  die  Einzelnheiten  der  Ausführung  und  der  Versuche  selbst 
müssen  wir  auf  die  Abhandlung  Regnaults  verweisen,  wir  begnügen  uns 
hier,  die  erbaltenon  Resultate  mitzuteilen. 

Zunächst  schlofs  Regnault  aus  den  Versuchen  in  den  Wasserleitungs- 
röhren, dafs  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  der  That 
mit  der  Intensität  des  Schalles  abnehme.  Bei  diesen  Versuchen  wurde  die 
Pistole  bei  A in  das  eine  Ende  der  Wasserleitungsröbro  hineingesteckt, 
welches  im  übrigen  ganz  verschlossen  war  und  das  andere  Ende  bei  B 
ebenfalls  ganz  geschlossen.  Die  Schallwelle  kam  dann  zunächst  direkt  von 
A nach  11,  wurde  bei  B reflektiert  und.  kehrte  dann  nach  einer  zweiten 
Reflexion  bei  A wieder  nach  11  zurück,  nachdem  sie  das  Rohr  dreimal  durch- 
laufen hatte  u.  s.  f.  Dabei  zeigte  sich,  dafs  trotzdem  sich  der  Schall  in 
cylindrischen  Röhren  ausbreitete,  seine  Intensität  sehr  rasch  abnahm,  und 
zwar  um  so  rascher,  jo  enger  die  Röhre  war,  in  welcher  der  Schall  sich 
ausbreitete.  So  wurde  der  von  einer  mit  1 Gramm  Pulver  geladenen  Pistole 
erzeugte  Schall  nicht  mehr  gehört,  als  er  in  einer  Röhre  vom 
Durchmesser  0m,108  durchlaufen  hatte  1150™. 

„ 0m,300  „ „ 3810m 

„ lm,100  „ „ 9540“. 
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Durch  die  Bewegung  der  Membran  m konnte  man  indes  die  Rückkehr 
der  Welle  viel  länger  beobachten,  man  erkannte  sie  in  den  drei  eben  ge- 
nannten Röhren  und  unter  den  angegebenen  Umständen  noch,  nachdem  sie 
resp.  4056“,  11430“  und  19851“  durchlaufen  hatte. 

Entsprechend  der  Abnahme  der  Intensität  zeigte  sich  auch  eine  Ab- 
nahme der  Geschwindigkeit  des  Schalles,  wie  folgende  Zahlen  zeigen: 

Röhre  von  0m,108  Durchmesser  Röhre  von  0'",300  Durchmesser 


durchlauf.  Weg 

Gcachw. 

durchlauf.  Weg 

Geachw. 

566“, 74 

330,99 

3810“, 3 

332,18 

1700“, 22 

328,21 

7 620“, 6 

330,43 

2833“, 70 

327,52 

1 1430“,0 

329,64 

4055“,90 

326,66 

15240“, 9 

328,96 

Röhre  von 

lro,10  Durchmesser 

durchlauf.  Weg  Geschw. 


749“, 1 334,16 

1417“, 9 332,50 

5671“, 8 331,24 

11 34  3”, 6 330,68 

19851“, 3 330,52 

Die  Zahlen  zeigen  somit  eine  beträchtliche  Abnahme  der  Schallge- 
schwindigkeit mit  der  Intensität,  gleichzeitig  ergeben  sie  aber  auch,  dafs  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in  Röhren  verschiedener  Weite 
eine  sehr  verschiedene  ist.  Sehr  deutlich  tritt  dieser  Unterschied  bei  der 
Vergleichung  der  drei  in  jeder  Reihe  letzten  Werte  hervor,  welche  die 
mittlere  Geschwindigkeit  des  Schalles  geben  von  dem  Momente  seiner  Er- 
zeugung bis  zum  M'omente,  in  welchem  der  Schall  nicht  mehr  wahrnehm- 
bar ist 

Aus  diesen  Erfahrungen  ergibt  sich,  dafs  die  Wände  der  Röhren,  in 
welchen  die  den  Schall  fortpflanzende  Luft  eingeschlossen  ist,  auf  die  Elasti- 
cität  der  Luft  vermindernd  oinwirken  müssen,  ohne  die  Dichtigkeit  zu  ver- 
mindern, oder  dafs  die  Dichtigkeit  vermehrt  wird,  ohne  dafs  gleichzeitig 
die  Elasticität  vergröfsert  wird.  Dafs  zwischen  der  schwingenden  Luft  und 
den  Wänden  eine  Wechselwirkung  besteht,  das  ergibt  sich  schon  aus  der 
raschen  Abnahme  der  Schallintensität  beim  Fortptlanzen  des  Schalles  durch 
die  Röhren.  Denn  da  hier  die  fortschreitende  Welle  immer  wieder  dieselbe 
Luftmasse  in  Bewegung  versetzt,  -so  kann  die  Abnahme  der  Schallstärke 
nur  von  einer  Abgabe  der  Bewegung  an  die  Röhrenwände  herrübren,  eine 
Abgabe,  die  auch  dadurch  konstatiert  wurde,  dafs  man  neben  der  Röhre 
auf  ihrer  ganzen  Länge  den  Schall  zu  hören  imstande  war. 

Um  den  Einflufs  der  Röhrenwände  ganz  zu  eliminieren,  müfste  man 
Röhren  von  unendlich  grofsem  Durchmesser  anwenden.  Regnault  glaubt 
indessen,  dafs  bei  der  Röhre,  deren  Durchmesser  gleich  1,1“  ist,  der  Ein- 
fluß der  Wände  schon  ganz  immerklich  gewesen  sei,  dafs  man  deshalb  die 
aus  der  letzten  Versuchsreihe  sich  ergebende  Zahl  330“, 6 als  die  mittlere 
Geschwindigkeit  des  durch  einen  Pistolenschufs  erzeugten  Schalles  von  dem 
Entstehungsmomente  bis  zu  dem,  in  welchem  er  verschwindet,  ansehen 
könne. 

Die  unserer  Gleichung  entsprechende  Geschwindigkeit  würde  das  noch 
nicht  genau  sein,  da  unsere  Gleichung  voraussetzt,  dafs  die  Dichtigkcits- 
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iinderung  der  Luft  unendlich  klein  ist,  somit  strenge  genommen  fllr  den  Sehall 
eine  unendlich  kleine  Intensität  voraus  setzt.  Man  erhält  dieselbe  hei  diesen 
Versuchen  aus  den  Zwischenräumen,  welche  bei  den  letzten  unmittelbar  vor 
dem  Verschwinden  des  Schalles  gemachten  Beobachtungen  zwischen  einer 
imd  der  folgenden  Rückkehr  des  Schalles  verstreichen.  Regnault  erhält 
hierfür  die  nur  wenig  kleinere  Zahl 

c0  = 330,30. 

In  freier  Luft  erhielt  Regnault  für  die  Geschwindigkeit  eines  durch 
Kanonenschüsse  erzeugten  Schalles  in  der  That  fast  genau  die  in  der  wei- 
testen Röhre  gefundene  Zahl,  nämlich  als  mittlere  Geschwindigkeit 
c0  = 330,70  Meter, 

eine  Zahl,  welche  nur  um  0,4  von  der  in  der  Röhre  gefundenen  sich  unter- 
scheidet. 

Gegen  die  Deutung,  welche  Regnault  seinen  Versuchen  in  Bezug  auf 
die  Abhängigkeit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  der  Intensität  des 
Schalles  gegeben,  hat  später  Rink1)  sehr  berechtigte  Einwände  erhoben, 
und  gezeigt,  dafs  Regnaults  Versuche  eine  solche  Abhängigkeit  keineswegs 
erkennen  lassen,  wenn  man  aus  den  Berechnungen  der  Versuche  das  erste 
und  zweite  Durchlaufen  der  Röhren  ausschliefse.  Für  diese  und  besonders 
für  das  erste  kann  man  die  Gesetze  der  Schallausbreitung  gar  nicht,  an- 
wenden. Durch  den  I’istolenschurs  wird  nämlich  die  Luft  selbst  in  der  Axe 
der  Röhren  mit  grofser  Geschwindigkeit  fortgeschleudert,  so  dafs  also  zu- 
nächst sich  nicht  nur  die  Schwingungen  in  der  Röhre  fortpflanzen,  sondern 
auch  der  Träger  derselben,  die  Luft.  Die  Beobachtung  des  ersten  Durch- 
laufens der  Röhre  mufs  also  gerade  so  eine  zu  grofso  Geschwindigkeit  des 
Schalles  geben,  wie  Versuche  in  freier  Luft,  bei  welchen  man  die  Fort- 
pflanzung des  Schalles  mit  der  Richtung  des  Windes  beobachtet.  Möglich 
ist  cs,  dals  auch  bei  der  ersten  Rückkehr  des  Schalles  die  Luft  noch  eine 
von  der  schwingenden  Bewegung  unabhängige  fortschreitende  Bewegung 
hat,  und  deshalb  schlofs  Rink  aus  seiner  Berechnung  der  Regnaultsehen 
Versuche  auch  diese  Beobachtung  aus. 

Ein  weiterer  Beweis  gegen  dio  Abhängigkeit  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit des  Schalles  von  der  Intensität  desselben  ergibt  sich  daraus, 
dafs  bei  stärkeren  Pulverladungen  der  Pistole  die  Geschwindigkeiten  sich 
keineswegs  gröfser  ergeben,  während  doch  die  mit  stärkeren  Pulverladungen 
abgegebenen  Schüsse  einen  Schall  von  erheblich  gröfserer  Intensität  geben. 

In  folgender  Tabelle  sind  zum  Beweise  der  Richtigkeit  der  Einwürfe 
von  Rink  dio  berechneten  Werte  der  Geschwindigkeit  für  einige  Beobach- 
tungsreihen zusammengestellt,  die  in  dem  1,10“  weiten  Rohre  erhalten  sind. 
Die  erste  Kolumne  enthält  die  Nummer  der  Versuchsreihe,  wie  Regnault 
sie  bezeichnet  hat,  die  zweite  die  Pulverladung  in  Grammen,  die  folgenden 
die  Schallgeschwindigkeiten,  wenn  der  Schall  dio  Röhre  die  über  jeder 
Kolumne  gegebene  Anzahl  mal  durchlaufen  hatte,  berechnet  aus  den  be- 
obachteten Zeiten  mit  Ausnahme  des  ersten  Hin-  und  Herganges  des  Schalles; 
die  Kolumne  3 L gibt  also  dio  Geschwindigkeit  berechnet  aus  dem  dritten; 
4 L aus  dem  dritten  und  vierten  Durchlaufen  der  Röhre  etc. 


*)  Hink,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXL1X. 
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Nr. 

Ladung 

3L  , 

4 L 

5 L j 

6 L 

7 L 

8 L 

i 

0,5 

330,02 

330,29 

330,15 

330,21 

330,11 

330.13 

2 1 

1 

330,36 

330,59 

330,57 

330,61 

330,44 

330,42 

3 

1,5 

330,29 

330,57 

330,54 

330,60 

330,47 

330,53 

4 

2 

330,60 

330,51 

330,84 

330,39 

330,44 

330,30 

5 

1 

330,04 

330,26 

330,26 

330,23 

330,15 

330,22 

6 

i 1 

330,36 

330,37 

330,50  , 

330,67 

330,55 

330,50 

Wie  man  sieht  sprechen  diese  Zahlen  auf  das  evidenteste  gegen  die 
Abhängigkeit  der  Schallgeschwindigkeit  von  der  Intensität,  so  dafs  also 
selbst  ftlr  diese,  jedenfalls  anfangs  noch  sehr  kräftigen  Schalle,  die  Be- 
merkung Schröder  van  der  Kolks  noch  keine  Gültigkeit  hätte. 

Als  Mittel  der  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  1,1  Meter  weiten 
Röhre  berechnet  Rink  in  dieser  Weise 

c = 330,5, 

welche  der  von  Rcgnault  in  freier  Luft  erhaltenen  bis  auf  0,2  gleich  ist. 

Einen  fast  gleichen  Wert  fand  Le  Roux ')  Ihr  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles  in  einer  7cm  weiten  Röhre  nach  einer  der 
Kegnaultschen  ähnlichen  Methode,  nämlich  330, 66m. 

Rcgnault  hat  gleichzeitig  bei  seinen  Versuchen  die  Frage  einer  erneuten 
Prüfung  unterzogen,  ob  denn  in  der  That  die  Schallgeschwindigkeit  bei 
allen  Drucken  dieselbe  sei,  ein  Satz,  der  strenge  nur  so  weit  gültig  sein 
kann,  als  die  Gase  dom  Mariotteschen  Gesetze  folgen.  Es  gelang  ihm  nicht, 
einen  mefsbaren  Unterschied  in  der  Schallgeschwindigkeit  zu  erhalten,  trotz- 
dem er  den  Druck  der  in  einer  Röhre  eingeschlossenen  Luft  von  247m“ 
bis  1267mm,  also  bis  zum  Fünffachen  des  Anfangsdruckes  steigerte. 

Schliefslich  hat  Regnault  auch  in  den  Röhren  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  in  einigen  anderen  Gasen  als  in  der  Luft  gemessen,  nämlich  in 
Wasserstoff,  Kohlensäure,  Stickoxydul  und  Ammoniak.  Nach  der  Theorie 
ist  die  Geschwindigkeit  des  Schalles 

i7(r+«ö, 

in  welcher  Gleichung  s die  Dichtigkeit  des  Gases  bei  der  Temperatur  0° 
bedeutet.  Für  das  Verhältnis  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  zwei 
verschiedenen  Gasen  ergibt  sich  daraus 

“s-Vr’V't ' 

oder, «wenn  wir  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Lnft  c,  = 1 und 
die  Dichte  der  Luft  s,  = 1 setzen, 


Der  Wert  von  c hängt  also  nur  ab  von  dem  Verhältnis  der  Werte  k 
des  Gases  und  der  Luft,  sowie  von  der  Dichto  des  betreffenden  Gases.  Die 

‘)  Le  lioux,  Ann.  de  chirn.  et  de  pliys.  IV.  Serie.  T.  XII. 
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von  Regnault  erhaltenen  Werte  von  c fllr  q — 1 und  die  daraus  mit  der 
bekannten  Dichte  der  Gase  fllr  die  einzelnen  Gase  nach  der  Gleichung 


sich  ergebenden  Werte  von  k sind  in  folgender  Tabelle  zusammongestellt. 


c 

V- 

k 

c, 

r s 

Luft 

1 

i 

1,395 

Wasserstoff  . 

3,801 

3,799 

1,396 

Kohlensäure  . 

0,8009 

0,8087 

1,368 

Stickoxydul  . 

0,8007 

0,8100 

1,361 

Ammoniak  . . 

1,2279 

1,3025 

1,239. 

Die  für  diese  Gase  gefundenen  Werte  der  Schallgeschwindigkeit  und 
damit  die  Werte  von  k können  nur  angenäherte  sein,  da  es  sehr  schwierig 
ist,  so  ausgedehnte  Höhrenleitungen  mit  vollständig  reinen  Gasen  zu  füllen. 
Wir  werden  im  nächsten  Paragraphen  genauere  Werte  mit  Hülfe  der  in- 
direkten Methode  der  Messimg  der  Schallgeschwindigkeit  erhalten. 

Aus  den  Regnaultschen  Messungen  ergibt  sich  somit  die  Schallge- 
schwindigkeit nicht  imerheblich  kleiner  als  aus  den  früheren  Versuchen, 
nämlich  zu  330,7  anstatt  zu  332,7  nach  den  Messungen  der  holländischen 
Physiker  oder  332,4  nach  denen  von  Bravais  und  Martin,  während  sie  der 
von  den  französischen  Akademikern  gefundenen  Zahl  331,2  näher  kommt. 
Nehmen  wir  die  von  diesen  Beobachtern  gefundenen  Werte  sämtlich  als 
gleich  wahrscheinlich  an,  wozu  wir  berechtigt  sind,  da  man  dem  von 
Ilegnault  hervorgehobenen  psychologischen  Momente  bei  der  Beobachtung 
der  zwischen  Wahrnehmung  des  Lichtes  und  des  Schalles  verfliefsenden  Zeit 
wohl  nicht  den  Einflufs  zuschreiben  kann,  dafs  diese  Zeit  immer  zu  klein 
genommen  wird,  so  ergibt  sich  als  Mittel  aus  diesen  vier  jedenfalls  besten 
direkten  Messimgen  der  Schallgeschwindigkeit  in  der  Luft  der  Wert 

c = 331,76. 

Betreffs  dieser  Zahl  ist  jedoch  zu  bemerken,  dafs  alle  Beobachtungen 
nicht  bei  der  Temperatur  0”  gemacht  worden  sind,  sondern  bei  höheren 
Temperaturen,  und  dafs  dann  die  Reduktion  auf  0°  dadurch  bewerk- 
stelligt ist,  dafs  man  den  bei  einer  Temperatur  t beobachteten  Wert  mit 
|/l  -J-  0,003  665  t dividiert,  also  vorausgesetzt  hat,  dafs  der  Wert  des 
Koofficienten  k von  der  Temperatur  unabhängig  ist.  Wir  werden  sehen, 
dafs  das  auch  für  Luft  nicht  ganz  der  Fall  ist,  dafs  k mit  steigender  Tem- 
peratur etwas  abnimmt  , und  dafs  somit  der  oben  angegebene  Wert  von  c 
etwas  zu  klein  ist.  Die  Änderung  von  k ist  eine  solche,  dafs  der  Koeffieient 
von  t anstatt  0,003  665  gleich  0,003  646  zu  setzen  ist,  wodurch  z.  B.  der 
aus  den  pariser  Beobachtungen  abgeleitete  Wert  anstatt  331,2  gleich 
331,43  wird. 

Die  Bedeutung  der  Veränderlichkeit  dieses  Koefficienten  k wird  in  der 
Wärmelehre  hervortreten,  wo  wir  auch  die  Gleichung  für  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles  ergänzen  werden,  indem  wir  zeigen,  wie  dieser 
Koeffieient  infolge  der  Erwärmung  durch  Kompression  in  die  Gleichung 
ein  tritt. 
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§ 169. 

Indirekte  Messung  der  Schallgeschwindigkeit.  Wir  haben  im 
vorigen  Kapitel  nachgewiesen,  dafs  jede  Säule  irgend  eines  Körpers,  wenn 
sie  in  longitudinale  Schwingungen  versetzt  wird,  eine  Reihe  von  Tönen  gibt. 
Für  Luftsäulen  in  Pfeifen  eingeschlossen  erhielten  wir  als  Ausdruck  für  die 
Schwingungszahl  dieser  Töne 

v==  »i  — 1)  c 

l (I  + *) 

für  gedeckte  Pfeifen,  und 

V=  w<! 

2(1+*  + */) 

für  offene  Pfeifen;  worin  l die  Länge  der  Pfeifen,  x die  Korrektion  wegen 
der  Mundöffnung  und  y die  Korrektion  bei  den  offenen  Pfeifen  wegen  des 
Hervorragens  der  schwingenden  Luftsäule  aus  der  obem  Öffnung  der  Pfeife 
bedeutet. 

Nach  den  Entwicklungen  des  vorigen  Abschnittes  ist  die  Gröfse  c in 
diesem  Ausdruck  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung 
oder  des  Schalles  in  dieser  Luftsäule,  indem  N der  reciproke  Wert  der 
Schwingungsdauer  der  stehenden  Welle  von  der  Länge  2 (1  + r),  resp. 
(/  + x + y)  ist.  Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  erhielten  wir  aber 
früher  den  Quotienten  aus  der  doppelten  Länge  der  stehenden  Welle  und 
der  Schwingungsdauer  der  Bewegung,  oder  • 

2 Jj 

e = ~ «=  2 LN. 

Die  Schwingungszahlen  von  Tönen  können  wir  mittels  des  Mono- 
chordes oder  der  Sirene  auf  das  genaueste  erhalten.  Da  wir  nun  die 
Länge  l der  Röhre  direkt  messen  und  die  Gröfscn  x und  y entweder  nach 
der  Dulongschon  Methode  beobachten  oder  nach  der  Wertheimschen  be- 
rechnen können,  so  können  wir  aus  den  beobachteten  Tönen  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Schalles  sofort  erhalten.  Bei  Anwendung 
gedeckter  Pfeifen  erhalten  wir,  wenn  A7,  die  entweder  direkt  erhaltene  oder 
aus  einem  der  harmonischen  Töne  bestimmte  Schwingungszahl  des  Grund- 
tones ist,  für  welchen  n = 1, 

c = 4 (l  + *)  Nt 

und  für  offene  Pfeifen 

c = 2 (l  + x + y)Nt. 

Dulongs  Versuche1)  führten  für  Luft  auf  die  Zahl  333“  für  Ou  als  Mittel 
aus  einer  sehr  grofsen  Zahl  von  Versuchen;  indes  glaubte  Dulong  doch,  dafs 
sich  die  absolute  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  freier  Luft  durch  die  Töne 
der  Pfeifen  nicht  mit  Sicherheit  bestimmen  lasse,  und  die  Zahlen,  welche 
er  mitteilt,  zeigen  auch  besonders  mit  dem  richtigen  Werte  von  a in  der 
Korrektion  für  die  Temperatur  berechnet  Abweichungen  bis  zum  Werte  von 
10  Meter. 


‘)  Dulong , Untersuchungen  über  die  spccifnäche  Wärme  der  elastischen 
Flüssigkeiten.  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  Tome  XLI.  Poggend.  Ann.  Bd.  XVI. 
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Wertheim1)  indes  hat  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  Luft  mittels 
der  Pfeifentöne  fast  genau  mit  der  Theorie  in  Übereinstimmung  gefunden. 
•Seine  Versuche  sind  bei  sehr  verschiedenen  Temperaturen  angestellt,  die 
verschiedenen  von  ihm  erhaltenen  Werte  sind  die  folgenden: 


Geschwindigkeit  des 

Geschwindigkeit  bei  0' 

Temperatur 

Schalles  bei  der 

c, 

t 

Temperatur  t 
e, 

y 1 -f-  O.'lO.'l  6651 

L Reihe. 

0°.5  C. 

331.98 

331,70 

2,0 

332,74 

331,53 

4.5 

332.73 

330,04 

8^) 

335,43 

330.62 

8,5 

338,05 

332.91 

0.0 

338,01 

332.54 

12.0 

339,46 

343,01 

332,23 

12,3 

335,53 

16.0 

338,68 

329.17 

26.6 

347.82 

332,01 

o o 

■Zf* 

16,0 


II.  Reihe. 
338,85 
337.20 


21,0 

III.  Reihe. 
341.15 

329,12 

Sh3 

• 

IV.  Reihe. 

334,65 

329.09 

11,5 

336.50 

329.61 

17,0 

342.3 

332.1 1 

Mittel  aller 

Versuche  331,33. 

Die  von  Wertheim  erhaltene  Zahl  ist  somit  um  Om,7  oder  0,002  des 
von  Regnault  gefundenen  Wertes  gröfser  als  der  letztere,  trotzdem  die  von 
Wortheim  angewandten  Pfeifen  im  Maximum  einen  Durchmesser  von  40“™ 
hatten,  also  nur  etwa  0,3.'!  der  von  Regnault  benutzten  engsten  Röhre. 
Ks  scheint  indes  auch  bei  Wertheim  der  Einflufs  der  Pfeifenweite  unver- 
kennbar. Die  Versuche  sind  mit  vier  verschiedenen  Pfeifen  angestellt,  deren 
Durchmesser  waren  10,  20,  20,  40™'",  drei  waren  von  Messing,  die  vierte, 
deren  Durchmesser  20mlw  betrug,  von  Glas.  Nimmt  man  anstatt  aus  allen 
Versuchen  nur  aus  den  zu  jeder  Pfeife  gehörigen  Zahlen  das  Mittel,  so  er- 
hält man 

Messingpfeife  von  40““  Durchmesser  . . . 332,10  aus  Reihe  1 
„ „ 20™™  „,  • • • 330,11  „ „II 

Glaspfeife  „ 20““  „ ...  330,23  „ „ IV 

Messingpfeife  „ 10mm  „ ...  320,12  „ „ III. 

Wie  man  sieht  nimmt  die  aus  der  Schwingungszahl  und  den  Pfeifen- 
liingen  berechnete  Geschwindigkeit  erheblich  ab  mit  dom  Durchmesser  der 
Pfeifen,  während  die  beiden  Pfeifen  gleichen  Durchmessers  auch  dieselbe 
Zahl  ergeben. 

l)  Wtrtheim,  Über  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  Flüssigkeiten.  Ann. 
de  chim.  et  de  phys.  III.  Serie.  T.  XX111.  Poggend.  Ann.  Bd.  LXXVI1. 
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Die  Methode  der  Geschwindigkeitsmessung  durch  Pfeifentöne  beruht 
eigentlich  auf  Messung  der  Wellenlängen,  welche,  wie  wir  schon  mehrfach 
hervorhoben,  keineswegs  vollkommen  sicher  ist;  eine  Beobachtung  hat  nun 
vor  kurzem  Kundt1)  in  den  Stand  gesetzt,  die  Länge  dor  Wellen  in  den 
Gasen  direkt  zu  messen  und  so  eine  sehr  bequome  Methode  zur  Vergleichung 
der  Schallgeschwindigkeiten  zu  geben. 

Wenn  man  eine  an  beiden  Seiten  offene  Röhre  in  longitudinale  Schwin- 
gungen versetzt,  so  gerät  die  in  der  Röhre  vorhandene  Luft  nicht  mit  in 
Schwingungen;  bringt  man  deshalb  in  eine  solche  Röhre  Lycopodium  öder 
Kieselsäure,  so  bewegt  sich  dies  zu  den  in  den  Röhrenwänden  sich  bilden- 
den Savartschen  Knotenlinien  (§  145).  Anders  dagegen,  wenn  man  die 
Röhren  an  den  Enden  verschliefst,  sei  es,  dafs  man  sie  zustöpselt  oder  zu- 
schmilzt. Da  die  freien  Enden  eines  den  tiefsten  Longitudinalton  gebenden 
Rohres  stets  ein  Schwingungsmaximum  haben,  so  stofsen  die  Endflächen 
des  Rohres  ganz  periodisch  auf  die  eingeschlosssene  Luft,  und  versetzen  die- 
selbe in  Schwingungen,  welche  mit  denen  der  Röhre  isochron  sind.  Da 
nun  diese  Schwingungen  von  beiden  Enden  der  Röhre  gegen  einander  sich 
fortpflanzen,  so  müssen  sieh  stehende  Wellen  bilden,  an  deren  Knoten- 
punkten das  Lycopodium  oder  die  Kiesolsäure  sich  ansammelt  Die  Länge 
dieser  stehenden  Wellen  hängt  lediglich  von  dor  Höhe  des  erzeugenden 
Tones  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  in  dem  die  Röhre 
erfüllenden  Gase  ab,  oder  wenn  wir  nach  ynd  nach  dieselbe  Röhre  mit 
verschiedenen  Gasen  füllen,  so  ist  die  Länge  der  Wellen  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit in  den  verschiedenen  Gasen  direkt  proportional. 

Eine  ganz  eben  solche  Bildung  von  stehenden  Wollen  in  der  in  einer 
Röhre  eingeschlossenen  Luftsäule  tritt  ein,  wenn  man  die  Röhre  an  einem 
Ende  schliefst  und  durch  das  andere  offene  Ende,  wie  Fig.  287  zeigt,  in 


Fig.  i#7. 


dieselbe  den  tönenden  Stab  einfübrt.  Klemmt  man  die  Röhre  bei  I)  ein 
und  bringt  den  Stab,  der  bis  zu  seiner  Mitte  in  die  Röhre  eingeführt  ist, 
durch  Streichen  in  der  Richtung  von  D nach  A zum  Schwingen,  so  sind  es 
die  StÖfso  des  freien  Endes  B gegen  die  eingeschlossene  Luft,  welche  die 
Luft  in  Schwingung  versetzen;  die  Schwingungen  worden  bei  C reflektiert, 
so  dafs  auch  hier  stehende  WeJJen  sich  ausbildcn,  in  deren  Knoten  der 
Staub  sich  ansammelt.  Bei  dieser  Art  der  Erzeugung  der  Luftschwingungen 
werden  die  Knotenlinien  durch  nichts  alteriert,  was  bei  der  ersten  Art  der 
Erregung,  bei  der  die  Röhre  selbst  schwingt,  immerhin  durch  die  Savart- 
schen Linien  noch  möglich  ist.  Man  kann  deshalb  bei  dieser  Art  der  Er- 
regung die  Länge  der  stehenden  Wellen  leicht  messen  und  so  die  Geschwindig- 
keit des  Schalles  in  Röhren  verschiedenen  Durchmessers  und  bei  verschiedenen 
Gasen  mit  einander  vergleichen,  oder  auch,  wenn  man  die  Schwingungszahl 
des  Stabtones  bestimmt,  ihrem  absoluten  Werte  nach  erhalten. 

Kundt,  Poggeml.  Ann.  Bd.  CXXVII.  und  lid.  CXXXV. 


Digitized  by  Google 


798  Abhängigkeit  der  Schallgeschwindigkeit  von  der  Röhrenweite.  § 169. 

Auf  die  Einzelnheiten  des  Verfahrens  einzugehen,  würde  uns  hier  zu 
weit  führen,  wir  verweisen  deswegen  auf  die  Arbeiten  von  Kundt1). 

Kundts  Versuche  bestätigen  nun  zunächst  das  vorhin  aus  denen  von 
Wertheim  gezogene  Resultat,  dafs  die  Geschwindigkeit  auch  hoher  Töne 
von  dem  Durchmesser  der  Röhre  abhängig  ist,  und  liefern  gleichzeitig  die 
Erklärung,  weshalb  Regnault  in  Röhren  von  0,108  Durchmesser  noch  eine 
so  bedeutende  Verzögerung  des  Schalles  fand,  während  wir  aus  den  Zahlen 
Wertheims  schon  für  Pfeifen  von  0,04  M.  Durchmesser  die  volle  Geschwindig- 
keit erhielten.  Kundt  fand  nämlich,  wie  folgende  kleine  Tabelle  zeigt,  dafs 
die  Verzögerung  der  Geschwindigkeit  mit  der  Wellenlänge  des  Tones  zu- 
nimmt; die  Geschwindigkeit  in  einer  Röhro  von  13mm  Durchmesser  ist  stets 
gleich  1 gesetzt. 


Durchmesser 
der  Röhren 

Geschwindigkeit  des  Schalles  für  Töne  mit 
Wellenlängen  von 

180mm  | go™"1  | 60mm 

mm 

" 

55,0 

1,01010 

1,00885 

1,00584 

2G,0 

1,00908 

1,00842 

1,00781 

13,0 

1,00000 

1,00000 

1,00000 

6,5 

0,98031 

0,99170 

0,99176 

3,5 

0, 9$628 

0,96666 

— 

Für  den  tiefsten  Ton,  der  nahezu  dem  ais3  entspricht,  nimmt  also  die 
Geschwindigkeit  des  Schalles  bis  zu  dem  Rohrdurchmesser  0,055  so  merk- 
lich zu,  dafs  die  Grenze  der  Zunahme  wohl  noch  nicht  erreicht  ist,  während 
für  den  eine  Oktave  höhern  Ton  die  Grenze  der  Röhrenweite,  bis  zu 
welcher  die  Geschwindigkeit  wächst,  schon  bei  26mm  liegt.  Der  Pistolen- 
schufs  Regnaults  gab  nach  Versuchen  von  König  einen  Ton,  dessen  Wellen- 
länge etwa  3,6“*),  dessen  Höhe  somit  fast  g war;  da  somit  die  Länge  der 
Welle  20mal  gröfser  ist,  kann  es  nicht  auffallend  erscheinen,  dafs  der 
Einflufs  der  Röhrenwände  erst  bei  so  viel  gröfserem  Durchmesser  unmerk- 
bar wurde. 

Gleichzeitig  fand  Kundt,  dafs  die  Beschaffenheit  der  innem  Röhren- 
wand auf  dio  Geschwindigkeit  des  Schalles  von  Einflufs  war,  bei  rauhen 
Wänden  ist  die  Geschwindigkeit  kleiner;  einen  Einflufs  der  Intensität  ver- 
mochte Kundt  dagegen  nicht  zu  erkennen. 

Dafs  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  engen  Rühren. sich  beträcht- 
lich vermindert,  liegt  einmal  an  der  Reibung  der  schwingenden  Gasteilo 
an  den  Röhrenwänden,  durch  welche  die  Beweglichkeit  der  schwingenden 
Teile  vermindert  wird,  dann  aber  wesentlich  in  der  Verminderung  des 
Koefficionten  k,  der,  wie  erwähnt  wurde,  in  die  Gleichung  für  die  Fort- 
pflanzung von  Wellen  in  Gasen  eingeht,  weil  an  den  verdichteten  Stellen 
eine  Erwärmung,  an  den  Stellen  der  Verdünnung  eine  Abkühlung  eintritt. 
Diese  Erwärmung  und  Abkühlung  wird  in  Röhren  kleiner,  weil  an  den 
verdichteten  Stellen  Wärme  an  dio  Röhren  wand  abgegeben,  an  den  ver- 

’)  Ausführlich  sind  dieselben  dargelegt  in  Poggend.  Aon.  Bd.  CXXXV. 

*)  Regnault.  Memoires  de  l'Acad.  T.  XXXVII.  p.  437. 
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dünnten  Wärme  von  der  Röhrenwand  anfgenommen  wird.  Man  erkennt 
deshalb  leicht,  dafs  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  in  engem  Röhren 
und  ftlr  Töne  gröfserer  Schwingungsdauer  die  grüfsere  sein  nrnfs.  Denn  je 
enger  die  Röhre  ist,  um  so  gröfser  ist  im  Verhältnis  zur  schwingenden  Luft- 
säule die  Wandfläche,  welche  ihren  Einflufs  ausübt,  da  die  Menge  der 
schwingenden  Luft  mit  dem  Quadrate  des  Röbrendurchmessers,  die  be- 
rührende Wandfläche  dagegen  mit  der  ersten  Potenz  desselben  abnimmt. 
Je  langsamer  ferner  die  Schwingungen  sind,  um  so  gröfser  ist  der  Wärme- 
austausch mit  den  Röhrenwänden,  da  die  Verdichtungen  und  Verdünnungen 
dann  um  so  länger  dauern. 

Helmholtz1)  und  Kirchhoff4)  haben  diese  Frage  einer  genauem  theo- 
retischen Behandlung  unterzogen,  ersterer  unter  Berücksichtigung  der  Rei- 
bung allein,  letzterer  unter  Mitberücksichtigung  des  Wärmeaustausches; 
beide  gelangen  zu  Gleichungen  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Schalles  in  Röhren,  welche  sich  nur  durch  die  Bedeutung  einer  in  der 
Gleichung  auftretenden  Konstanten  unterscheiden.  Ist  C die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles  im  freien  Raum,  so  ist  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit c in  einer  Röhre  vom  Radius  r für  einen  Ton,  dessen 
Schwingungszahl  n ist, 


1 + 


C 

r 

2 r/n- 


worin  die  Konstante  y bei  Helmholtz  die  Reibungskonstante  der  Luft  ist, 
während  sie  nach  Kirchhoff  von  der  Reibung  und  dem  Wärmeaustausch  der 
Luft  und  der  Röhrenwand  abhängt.  Es  soll  also  nach  dieser  Gleichung  die 
Abnahme  der  Geschwindigkeit  in  Röhren,  die  Differenz  C — c dem  Durch- 
messer der  Röhre  und  der  Quadratwurzel  aus  der  Schwingungszahl  um- 
gekehrt proportional  sein. 

Da  weder  die  Versuche  von  Regnault  noch  von  Kundt  ausreichend 
waren,  um  die  theoretische  Beziehung  experimentell  zu  prüfen,  haben 
Schneebeli3)  und  Adolph  Seebeck4)  neue  Versuche  Uber  diese  Frage  an- 
gestellt, indem  sie,  wie  Kundt,  aber  nach  einer  andom  Methode,  die  Wellen- 
länge von  Tönen  verschiedener  Höhe  in  Röhren  von  verschiedenem  Durch- 
messer mafsen.  Beide  Experimentatoren  versetzten  in  einem  einerseits  ge- 
schlossenen Rohre  die  Luft  durch  hineingesandte  Töne  in  stehendo  Schwingungen 
und  bestimmten  direkt  mit  dem  Ohre  den  Abstand  der  Schwingungsmaxima 
von  dem  geschlossenen  Ende  des  Rohres.  Die  von  Seebeck  gewählte  An- 
ordnung zeigt  Fig.  288.  In  dem  Rohre  AB,  an  welchem  bei  C ein  kleines 
Rohr  senkrecht  zur  Längsaxe  von  AB  angeschmolzen  ist,  kann  ein  dicht 
schliefsender  Stempel  hin  und  her  bewegt  werden.  An  dem  Rohr  isl  eine 
Skala  angebracht,  deren  Nullpunkt  hei  C liegt.  Von  dem  kleinen  Rohr  CD 
geht  ein  Kautschukschlauch  aus,  dessen  Ende  in  das  eine  Ohr  gesteckt  wird, 
während  das  andern  Ohr  durch  einen  Siegellackpfropfen  geschlossen  wird. 


')  Helmholtz,  Verhandlungen  des  naturhistorisch-medicinischen  Vereins  zu 
Heidelberg  Bd.  III.  p.  IG. 

’)  Kirchhoff,  Loggend.  Ami.  Bd.  CXXXIV. 

3)  Schneeheli,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXXVI. 

*)  Ad.  Stcbcck,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXXX1X. 
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Erzeugt  man  nun  in  dem  Rohre  stehende  Wellen,  so  nimmt  das  Ohr  kaum 
einen  Ton  wahr,  wenn  bei  c ein  Schwingungsmaximum  ist,  da  dann  die 
Luft  dort  nur  eine  hin-  und  hergehende  Bewegung  besitzt,  ohne  dal'?  Ver- 
dichtungen und  Verdünnungen  eintreten.  Es  können  deshalb  in  dem  abge- 
zweigten Rohre  keine  longitudinalen  Schwingungen  entstehen  und  zum  Ohr 
fortgepflanzt  werden.  Sendet  man  deshalb  durch  eine  tönende  Stimmgabel, 
welche  sich  umnittelbar  vor  dem  Ende  A befindet,  Schwingungen  in  das 
Rohr  AJ)  und  verschiebt  dann  den  Stempel  s so  lange,  bis  das  Ohr,  in 
welchem  das  Kautschukrohr  mündet,  keinen  Ton  mehr  wahrnimmt,  so  be- 
findet sich  bei  c ein  Schwingungsmaximum,  und  da  an  dem  Stempel  s sich 
immer  ein  Schwingungsknoten  befindet,  so  ist  der  Abstand  der  Stempelfläche 
von  c eine  viertel  Wellenlänge  des  Tones  im  Innern  des  Rohres.  Das  Vier- 
fache des  Abstandes  multipliciert  mit  der  Schwingungszahl  des  Tones  gibt 
somit  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen  im  Rohre. 

Fig.  aas. 


■A  H .» 


Wie  Seebeck  anführt,  ist  die  auf  diese  Weise  zu  erreichende  Genauig- 
keit sehr  beträchtlich,  bei  Wellenlängen  von  200mm  bis  300mIn  weichen  die 
einzelnen  Messungen  nur  um  1 — 3m“  von  einander  ab,  die  Abweichungen 
vom  Mittel  erreichten  im  allgemeinen  kaum  lmm. 

Aus  den"  Versuchen  von  Seeheck  sowohl  wie  von  Schneebeli  ergibt 
sich,  däfs  in  der  That  bei  engen  Röhren  die  Verzögerung  der  Schallge- 
schwindigkeit, so  lange  die  Röhren  hinreichend  enge  sind,  so  dafs  man  die 
ganze  Luftsäule  als  gleichförmig  schwingend  annehmen  darf,  dem  Durch- 
messer der  Röhre  umgokehrt  proportional  ist.  So  erhielt  z.  B.  Seebeck  unter 
Annahme  der  Geschwindigkeit  des  Schalles  im  freien  Raum  C — 332,77 
folgende  Werte  der  Verzögerung  C — c 


Ton  c,;  n = 612 


Durchmesser 

C*-  c 

Ton  g, ; 

n = 381 

Ton  e, ; 

n — 320 

der  Röhre 

beob. 

berechn. 

C 

— c 

C 

— c 

mm 

m 

m 

beob. 

berechn. 

beob. 

berechn. 

3,4 

9,79 

9,79 

13,91 

13,91 

15,51 

15,51 

9,0 

4,33 

3,70 

5,09 

5,25 

4,75 

5,06 

.17,5 

1,85 

1,90  | 

2,91 

2,70  1 

3,53 

3,01 

Die  als  berechnet  angegebenen  Werte  sind  jedesmal  aus  dem  für  die 
engste  Röhre  gefundenen  für  die  weitern  Röhren  unter  Voraussetzung  der 
Richtigkeit  des  Gesetzes  abgeleitet,  und  man  sieht,  wie  Beobachtung  und 
Rechnung  auch  genügend  Ubereinstimmen. 

Kombiniert  man  die  an  verschiedenen  Röhren  unter  Anwendung  des- 
selben Tones  gemachten  Beobachtungen,  so  läfst  sich  ans  denselben  die 
Geschwindigkeit  des  Schalles  im  freien  Raume  abloiton,  nach  der  Gleichung 

C = c»  fi  ~ r» 
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wenn  c,  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Röhre  vom  Radius  r,  und 
Cj  jene  in  der  Röhre  vom  Radius  r2  bedeutet.  Indem  Schneeheli  allo  seine 
Versuche  zu  je  zwei  in  der  Art  kombinierte,  welche  in  verschiedenen  Röhren, 
deren  Durchmesser  zwischen  14mm  und  90mm  waren,  ausgeführt  waren,  fand 
er  im  Mittel 

C=  332,06“, 

ein  Wert,  der  nur  um  0,3m  von  dem  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen 
gezogenen  Mittel  abweicht;  die  extremsten  Abweichungen  von  diesem  Mittel 
waren  2m,  also  nur  0,66  Procent  des  berechneten  Wertes. 

Während  so  die  Versuche  übereinstimmend  die  Verzögerung  der  Schall- 
geschwindigkeit in  ihrer  Abhängigkeit  von  dem  Durchmesser  der  Röhren 
der  Helinholtz-Kirchhoffschen  Theorie  gemül's  finden,  kommen  beide  Experi- 
mentatoren in  Bezug  auf  die  Abhängigkeit  von  der  Schwingungszahl  zu 
andern  Resultaten.  Nach  der  Theorie  soll  die  Verzögerung  in  Röhren 
gleichen  Durchmessers  der  Quadratwurzel  aus  der  Schwingungszahl  um- 
gekehrt proportional  sein,  nach  den  Versuchen  nimmt  aber  die  Verzögerung 
rascher  ab,  wie  die  Quadratwurzel  aus  der  Schwingungszahl  wächst,  und 
Seebeck  schliefst  aus  seinen  Versuchen,  dafs  die  Abnahme  der  Geschwindig- 
keit der  Quadratwurzel  aus  der  dritten  Potenz  der  Schwingungszahl  pro- 
portional ist.  In  der  That  multipliciert  man  die  in  obiger  Tabelle  mit- 
geteilten Werte  mit  so  findet  man  die  in  jeder  Horizontalreiho  sich 
ergebenden  Produkte  annähernd  konstant;  indes  scheint,  wenn  man  sich  an 
die  direkten  Beobachtungen  hält,  die  Verzögerung  ebenso  gut  den  Schwingungs- 
zahlen selbst  umgekehrt  proportional  gesetzt  werden  zu  können,  so  dafs  sich 
aus  den  Versuchen  Seebecks  kein  bestimmtes  Gesotz  Uber  die  Abhängigkeit 
der  Verzögerung  von  der  Schwingungszahl  ableiten  läfst. 

Später  hat  Kaiser1)  die  Methode  der  Staubfiguren  zu  einer  erneuten 
Prüfung  der  Helmholtz-Kirchhoffschen  Theorie  benutzt;  er  wandte  drei  Töne 
an,  deren  Schwingungszahlen  2357  — 3895  — 5232  Schwingungen  waren, 
und  brachto  die  Staubfiguren  in  5 Röhren,  deren  Durchmesser 

25,8mm  33,3”"“  44,nm  51,7ram  82mm 

betrugen,  hervor.  Er  schlofs  aus  seinen  Versuchen,  dafs  sowohl  die  Ab- 
hängigkeit der  Verzögerung  von  dem  Durchmesser  der  Röhre,  als  von  der 
Schwingungszahl  der  Theorie  entsprechen,  dafs  man  indes  für  die  Konstante 
y der  theoretischen  Gleichung  nicht  den  aus  der  Theorie  sich  ergebenden 
Wert  0,005  88,  sondern  einen  etwa  viermal  gröfsem  Wert  0,023  5 einsetzen 
müsse.  In  der  That  geben  die  auf  diese  Weise  aus  den  Beobachtungen  be- 
rechneten Werte  für  die  Schallgeschwindigkeiten  eine  recht  gute  Überein- 
stimmung, indes  tritt  eine  deutliche  Abnahme  der  Werte  mit  der  Röhren- 
weite ein.  Die  Werte  werden  nämlich  für  die  Röhren 


I 

' II 

III 

IV 

V 

332,67 

332,86 

332,34 

332,16 

332,5 

332,87 

332,69 

332,82 

332,80 

332,80 

332,7  4 

332,8 1 

332,57 

332,48 

')  Kaiter,  Wledem.  Ann.  Bd.  II. 
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Aufserdem  ergibt  sich  aus  diesen  Versuchen  für  die  weiteste  Röhre  in 
dieser  Weise  berechnet  eine  auffallend  grofse  Korrektion,  nämlich  noch 
fast  ein  Meter,  während  die  Versuche  Kundts  für  eine  erheblich  grüfsere 
Wellenlänge  schon  bei  26mm  Durchmesser  der  Röhre  die  volle  Schall- 
geschwindigkeit ergab.  Berechnet  man  in  der  oben  angegebenen  Weise  mit 
Elimination  des  Korrektionsgliedes  die  Geschwindigkeit  aus  den  Versuchen 
mit  gleichen  Tönen  in  den  verschiedenen  Köhren,  so  erhält  man  erheblich 
verschiedene  Werte,  je  nachdem  man  den  tiefsten  der  drei  Töne  oder  den. 
mittlem  anwendet.  Für  den  tiefsten  Ton  liegen  die  Werte  zwischen  333,4 
und  330,91,  das  Mittel  wird  331,76,  für  den  mittlem  Ton  liegen  die  Werte 
zwischen  332,75  und  334,17,  das  Mittel  ist  332,33;  gerade  die  Rech- 
nungen, in  denen  die  weiteste  Röhre  eingeht,  liefern  bei  der  letztem 
Berechnung  die  kleinsten  Werte.  Trotz  der  Sorgfalt,  mit  welcher  Kaiser 
seine  Versuche  anstellte,  scheinen  dieselben  deshalb  doch  nicht  geeignet, 
die  Frage  abzuschliefsen,  und  ebenso  wenig  wird  man  den  von  Kaiser  aus 
seinen  Versuchen  abgeleiteten  Wert  der  Schallgeschwindigkeit  332,5,  dem 
am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gezogenen  Mittelwert  vorziehen. 

Wenn  nach  alledem  die  indirekte  Methode  der  Messung  der  Schallge- 
schwindigkeit für  Luft  noch  keine  zuverlässigem  Werte  ergeben  hat,  als  die 
direkte,  so  ist  die  Methode  doch  vorzüglich  geeignet,  die  Geschwindigkeit 
des  Schalles  in  verschiedenen  Gasen  und  in  verschiedenen  Temperaturen 
zu  vergleichen. 

Dulong1)  benutzte  zu  dem  Zwecke  die  Töne  von  Orgelpfeifen;  er  legte 
die  Pfeifen  horizontal*in  einen  grofsen,  von  innen  und  aufsen  mit  Blei  be- 
schlagenen Holzkasten,  der  ganz  vollständig  mit  dem  wohl  ausgetrockneten 
zu  untersuchenden  Gase  gefüllt  war.  Ein  Gasometer,  mit  demselben  Gase 
angefüllt,  stand  mit  dem  Fufse  der  Pfeife  in  Verbindung,  und  trieb  das  Gas 
unter  konstantem  Drucke  in  die  Pfeife  hinein.  Sobald  der  Strom  anfing, 
wurde  in  einer  Wand  des  Kastens  ein  Loch  geöffnet,  um  das  eindringende 
Gas  wieder  abströmen  zu  lassen. 

War  nun  bei  einer  und  derselben  Pfeife  iV  die  Schwingungszahl  des 
Tones  in  einem  Gase,  A"  diejenige  in  einem  andern  Gase,  so  ist  bei  An- 
wendung einer  gedeckten  Pfeife 

c = 4 (/  -}-  x)  N 
c'  *=  4 (I  + x)  N', 

also 

c _ N 
c W ' 

Das  Verhältnis  der  beiden  Schallgeschwindigkeiten  erhalten  wir  also 
selbst  ohne  Kenntnis  der  anzubringenden  Korrektion  x,  und  somit,  wenn 
wir  die  Geschwindigkeit  c in  der  Luft  als  anderweitig  bostimmt  annehmen, 
auch  die  Geschwindigkeit  c des  Schalles  in  den  andern  Gasen. 

Ich  habe  zur  Vergleichung  der  Schallgeschwindigkeit  in  den  verschiedenen 
Gasen  und  bei  verschiedenen  Temperaturen  die  Methode  der  Staubfiguren 
angewandt*).  Das  benutzte  Rohr  hatte  einen  Durchmesser  von  nicht  ganz 

’)  Dulong,  Ann.  de  chim.  et  de  phye.  T.  X p.  41.  l’oggend  Anu.  Bd.  XVI. 

’)  Wüllner , über  die  Abhängigkeit  der  speci fischen  Wärme  der  Gase  etc. 
Wiedem.  Ann.  Bd.  IV. 
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30mm,  der  Ton,  es  war  der  Longitudinalton  einer  Glasröhre  von  1 m Länge, 
hatte  2539  Schwingungen.  Der  tönende  Stab  trug  auf  soinor  Mitte  einen 
Kautscbukstopfen,  mit  dem  er  luftdicht  in  das  eine  Ende  des  Wollenrohros 
eingesetzt  wurde.  An  dem  Ende  des  tönenden  Stabes  war  eine  leichte  Platte 
von  Ebonit  aufgesetzt,  deren  Durchmesser  sehr  nahe  dem  des  Wellenrohres 
gleich  war,  und  welche  die  Schwingungen  an  das  im  Wellenrohr  einge- 
schlossene Gas  übertrug.  Das  andere  Ende  des  Wellenrohres  war  ebenfalls 
luftdicht  geschlossen,  in  einer  Stopfbüchse  liefs  sich  indes  ein  Stab  ver- 
schieben, der  im  Innern  des  Wellenrohres  ebenfalls  eine  Ebonitscheibe  trug, 
deren  Durchmesser  dem  des  Wellenrohres  gleich  war,  um  so  zu  bewirken, 
dafs  sich  zwischen  dem  Ende  des  tönenden  Stabes  und  dieser  Scheibe  immer 
eine  ganze  Zahl  stehender  Wellen  befanden.  An  den  beiden  Enden  des 
Wellenrohres  waren  mit  Glashähnen  verschliefsbare  Röhren  angesetzt,  durch 
welche  man  das  Rohr,  nachdem  es  mit  der  Quecksilberpumpe  luftleer  ge- 
pumpt war,  mit  beliebigen  ganz  trocknen  Ga3en  füllen  konnte. 

Bei  den  Versuchen  wurde  der  mittlere  Teil  des  Wellenrohres  auf 
eine  Strecke  von  l,lm  in  schmelzendes  Eis  oder  in  die  Dämpfe  des  sieden- 
den Wassers  gelegt. 

Das  Korrektionsgliod  zur  Reduktion  der  in  den  Röhren  beobachteten 
Schallgeschwindigkeit  auf  den  freien  Raum  ist  zwar  nach  der  Theorie  von 
Helmholtz  und  Kirchhoff  nicht  imabhängig  von  der  Natur  des  Gases.  Indes 
bei  den  von  mir  gewählten  Dimensionen  der  Röhre  und  der  Schwingungs- 
zahl des  Tones  ist  die  Korrektion  nur  so  unbedeutend,  dafs  sie  überhaupt 
vernachlässigt  werden  kann.  Es  ergab  sich  das  auch  aus  der  Messung  der 
Schallgeschwindigkeit  in  der  Luft  bei  der  Temperatur  0“,  für  welche  ich 
im  Mittel  aus  6 Versuchsreihen  erhielt 

c0  = 331,898. 

Der  Ausdruck  für  die  Schallgeschwindigkeit  bei  irgend  einer  Tem- 
peratur t ist 

c_]/otiii7r+Tö, 

Ist  k ebenfalls  von  der  Temperatur  abhängig,  so  dafs  wir  es 

*-*0(i  + PO 

setzen  können,  so  können  wir  schreiben 

* = Gi  /(I  +00  (1  + “0 

oder  mit  hinreichender  Annäherung 

c = c0Y  1 + y t, 
worin  y •=  a -f-  ß gesetzt  ist. 

Nachfolgende  Tabelle  enthält  in  Kolumne  I die  Namen  der  Gase,  in 
II  die  Dichtigkeit  derselben,  in  III,  IV,  V die  Geschwindigkeit  der  Gase 
bei  0°  nach  Dulong,  Regnault  und  meinen  Beobachtungen,  bezogen  auf  Luft 
gleich  1,  in  VI  die  von  mir  bestimmten  Werte  der  Geschwindigkeiten  in 
Meter  bei  0°,  in  VII  die  von  mir  bestimmten  Werte  von  y. 
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i 


Dichtig- 

Geschwindigkeit  des  Schalles 

Name  der  Gase 

nach 

co 

y 

keit 

Dulong 

Regnanlt 

Wiillner 

M iillner 

Luft 

1 

1 

1 

1 

331,898 

0,003646 

Sauerstoff 

1,1056 

0,9524 

— 

— 

-r- 

— 

Wasserstoff 

0,06926 

3,8123 

3,801 

— 

— 

Kohlenoxyd 

0,9678 

1,0132 

— 

1,0158 

337,129 

0,003588 

Kohlensäure 

1,5290 

0,7856 

0,8009 

0,7812 

259,383 

0,003401 

Stickoxvdul 

1,527 

0,7865 

0,8007 

0,7823 

259,636 

0,003307 

Ammoniak 

0,5967 

— 

1,2279 

1,2534 

415,990 

0,003436 

Äthylen 

0,9784 

— 

0,9518 

315,90 

0,003060 

Die  Werte  von  y sind  silmtlich  kleiner  als  die  Werte  er,  welche  die  Ab- 
nahme der  Dichtigkeiten  darstellen,  es  folgt  somit,  dafs  ß einen  negativen 
Wert  hat,  oder  dafs  die  Werte  des  Koefficienten  k mit  steigender  Tempe- 
ratur kleiner  werden.  Die  sich  hiernach  ergebenden  Werte  von  k,  und  die 
Bedeutung  deren  Veränderlichkeit  werden  wir  bei  Gelegenheit  der  Behand- 
lung der  specifischen  Wärme  der  Gase  besprechen. 

§ 170. 

Geschwindigkeit  des  Schalles  in  festen  Körpern.  Die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Schalles  in  festen  Körpern  mufs  nach  dem 
Früheren  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  longitudinalen  Wellen 
übereinstimmen.  Für  Stäbe  erhielten  wir  dieselbe  im  vorigen  Kapitel  durch 
die  Gleichung 


worin  E den  Elasticitätskoefficienten  und  s das  specifische  Gewicht  des 
Stabes  bedeutet. 

Direkte  Messungen  dieser  Geschwindigkeit  sind  nur  für  Gufseisen  von 
Biot1)  vorhanden,  welcher  sie  an  einer  Verbindung  von  376  Köhren,  die 
zusammen  eine  Länge  von  951,25  Meter  hatten,  ausführte.  In  eine  der 
Mündungen  dieses  Röhrenkanals  ward  oin  Eisenring,  der  mit  derselben 
gleichen  Durchmesser  hatte,  angefügt  und  in  seiner  Mitte  durch  Stäbe  von 
Eisen  eine  Glocke  und  ein  von  einer  Stahlfeder  gehaltener  Hammer  be- 
festigt, vermöge  deren  man  den  letztem  nach  Belieben  an  die  Glocke  an- 
schlagen lassen  konnte.  Dann  pflanzte  sich  der  Schall  der  Glocke  zur  Röhre 
durch  die  Stäbe  und  Ringe  von  Eisen  fort,  und  stellte  man  sich  an  das 
andere  Ende  der  Röhrenleitung,  so  mufste  man  einen  doppelten  Schall 
hören,  einen,  der  durch  das  Metall  der  Röhre  in  der  Zeit  x hindurchge- 
gangen war,  den  andern,  der  durch  die  Luft  hindurch  sich  fortgepflanzt 
hatte.  Man  nahm  in  der  That  sehr  deutlich  zwei  bestimmte  Schläge  wahr, 
zwischen  denen  eine  Zeit  von  2,5  Sekunden  lag.  Hieraus  bercchuet  man 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c des  Schalles  im  Eisen  aus  derjenigen 
in  der  Luft  wie  folgt.  Die  Zeit,  welche  der  Schall  brauchte,  um  in  der 

Luft  sich  fortzuptlanzen,  war  die  Zoit  x,  die  er  im  Eisen  brauchte, 

')  Biot,  Experimentalphysik,  übers,  von  Fechner.  Leipzig  1823.  Bd.  II.  p.  15. 
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, die  Differenz  beider 


951,25  951,26 


= 2,5, 


und  daraus 


, 951,25  ■ c 

C 951,25  — 8,6  ■ c = 10,5  C “=  3475)5rn) 


so  dafs  also  der  Schall  im  Eisen  in  einor  Sekunde  nahe  an  3500  Meter 
zurlicklegt,  wenn  wir  die  Geschwindigkeit  in  der  Luft  in  runder  Zahl  gleich 
331ra  setzen. 

Man  kann  übrigens  die  Schallgeschwindigkeit  in  festen  Körpern  sehr 
leicht  durch  indirekte  Beobachtungen  gerade  so  erhalten,  wio  bei  der  Luft 
und  den  Gasen,  durch  Beobachtung  der  Longitudinaltüne  eines  Stabes. 
Wenn  man  einen  an  beiden  Enden  freien  Stab  in  longitudinale  Schwingungen 
versetzt,  so  ist  die  Schwingungszahl  des  entstehenden  Grund tones: 


und  daraus 


N 


c 

21  ’ 


c=  2 1 ■ JV, 


worin  l die  Länge  des  Stabes  bedeutet. 

Mit  Hülfe  dieser  Methode  ist  von  Wertheim1)  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles  für  eine  grofse  Reihe  von  Metallen  bestimmt 
worden.  Ein  Vergleich  der  experimentell  erhaltenen  Werte  mit  don  theo- 
retisch berechneten  bestätigt  die  Richtigkeit  der  Theorie  auf  das  voll- 
ständigste. 


Name  des  Metalles 

Geschwindigkeit 
in  Luft  =**  1 

CS* 

8 

Vf 

Blei  ausgezogen 

-1,257 

1769.108 

11,16 

3,787 

Zinn  „ 

7,480 

— 

— 

— 

Gold  „ 

6,424 

7977.10* 

18,51 

6,247' 

Silber  „ 

8,057 

7218.108 

10,36 

7,940 

Zink  destilliert,  gegossen 

9,683 

„ gewöhnl.  ausgez. 

11,007 

8568.10* 

7,008 

10,524 

Kupfer  ausgezogen 

11,167 

12213.10* 

8,93 

11,128 

Platindraht  mittl.  Dicke 

8.467 

16720.10* 

21.27 

8,437 

Eisen  (Berry)  ausgez. 

15,108 

20470.10» 

7,74 

15,472 

Gufsstahl  ausgezogen 

15,108 

19180.10* 

7,71 

15,003 

Stahldraht  engl,  ausgez. 

14,961 

18450.10* 

7,71 

14,716 

Sehr  bequem  zur  Vorgleichung  der  Schallgeschwindigkeit  in  festen 
Körpern  mit  derjenigen  in  der  Luft  ist  die  Methode  von  Kundt.  die  wir  im 
vorigen  Paragraphen  besprachen*).  Wendet  man  in  der  Fig.  287  gegebenen 


*)  Wertheim,  Annalcs  de  chiin.  et  de  pliys.  III.  Ser.  T.  XII.  Foggend. 
Ann.  Ergänzungsband  II. 

Kundt , Poggeud.  Ann.  Bd.  CXXVII. 
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§ 170. 


Anordnung  irgend  einen  tönenden  Stab  an,  so  entspricht  die  Länge  des 
Stabes  der  Länge  einer  stehenden  Welle,  während  uns  die  Länge  der  in 
dom  mit  Staub  versehenen  Rohr  vorhandenen  Welle  die  Länge  der  stehen- 
den Welle  von  genau  derselben  Schwingungsdauer  in  der  Luft  gibt.  Ist 
nun  c die  Geschwindigkeit  des  Schalles  im  Stabe,  l die  Länge  des  Stabes, 
N seine  Schwingungszahl,  so  ist 

c — 21  • N.  . 

Ist  e,  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft,  /,  die  Länge  der 
in  dem  Glasrobr  gemessenen  Wellen,  so  ist 

t,  = 2 I,  • N, 

somit 


c 2 


Das  Verhältnis  der  Schallgeschwindigkeiten  ist  gleich  dem  der  Stab- 
länge  und  der  in  dem  Glasrohre  gemessenen  Wellen. 

Drei  Versuche,  bei  denen  ein  Messingstab  von  941  “"“,5  Länge  an- 
gewendet wurde,  gaben  für  die  Länge  der  Wellen  in  dem  Rohre  /,  = 43,30; 
43,29;  43,35.  Daraus  folgt  c = 10,87;  10,87;  10,86. 

Für  drei  Stahlstäbo  aus  demselben  Stahl  erhielt  Kundt 

c = 15,345;  15,334;  15,343. 

Für  einen  Glasstab  erhielt  Kundt  c — 15,24,  und  für  einen  Kupfer- 
draht c = 11,960,  ich  erhielt  für  Glas  c = 15,29. 

Die  Zahlen  stimmen  mit  denen  von  Wertheim  und  den  fiir  dieselben 
Substanzen  theoretisch  berechneten  so  vortrefflich,  dal's  die  Genauigkeit  der 
Methode  dadurch  unzweifelhaft  bewiesen  wird. 

In  etwas  anderer  Weise  haben  Stefan1)  und  Warburg8)  die  Geschwin- 
digkeit des  Schalles  in  festen  Körpern  untersucht,  auf  welche  sie  auch 
imstande  waren  die  Geschwindigkeit  in  solchen  Körpern  zu  bestimmen,  welche 
nicht  durch  Anstreichen  zum  Tönen  gebracht  werden  können,  wie  Kaut- 
schuk, Wachs  und  dergleichen. 

Das  Princip  der  Methode  von  Stefan  ist  folgendes.  Man  formt  den 
Körper,  der  selbst  nicht  zum  Tönen  gebracht  werden  kann,  wie  Wachs,  in 
Form  eines  kurzen  Stabes,  und  verbindet  ihn  fest  mit  einem  Stabe  von  Glas 
oder  Holz,  welcher  durch  Reiben  in  tönende  Schwingungen  versetzt  werden 
kann,  so  dafs  der  Wacbsstab-  eine  Verlängerung  des  Holzstabes  bildet.  Das 
System  diesen  beiden  so  verbundenen  Stäbe  liefert,  wenn  man  den  Glasstab 
reibt,  einen  gut  charakterisierten  Longitudinalton,  dessen  Tonhöhe  sich  be- 
stimmen läfst.  Aus  der  Tonhöhe  des  isoliert  schwingenden  Glasstabes  und 
der  Änderung  der  Tonhöhe,  wenn  an  den  Glasstab  der  Wachsstab  angesetzt 
ist,  sowie  aus  der  bekannten  Länge  und  dem  Gewichte  des  Wacbsstabes 
läfst  sich  dann  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  dom  Wachsstabe  be- 
rechnen. Die  Berechnung  dieser  Versuche  ist  zu  kompliciert,  als  dal's  wir 
hier  darauf  eingehen  könnten. 

So  erhielt  Stefan  bei  Wachs  für  die  Temperatur  17°  die  Geschwindig- 

')  Stefan,  Wiener  Berichte  Bd.  LV1I.  p.  697. 

’)  Warburg,  Poggeud.  Aen.  Bd.  CXXXVI. 
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keit  gleich  880"'  und  fand,  dafs  mit  steigender  Temperatur  für  jeden  Grad 
die  Geschwindigkeit  um  40m  abnahm. 

Die  Methode  von  Warburg  beruht  darauf,  dafs  man  cinon  Stab  des 
zu  untersuchenden  Materials  durch  einen  andern,  für  welchen  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit bekannt  ist,  in  isochrone  transversale  Schwingungen 
versetzt,  dafs  man  auf  beiden  Staben  dann  die  Knotenpunkte  aufsucht 
und  die  Lange  der  schwingenden  Abteilungen  beider  Stabe  vergleicht. 
Man  legt  zu  dem  Ende  einen  Stab,  etwa  einen  Spiegelglasstreifen,  auf,  so 
dafs  er  in  zwei  Knotenlinien  unterstützt  ist.  In  einem  Schwingungsmaximuni, 
etwa  dem  mittelsten,  klebt  man  mit  Siegellack  einen  leichten  hölzernen 
Steg,  und  klebt  mit  etwas  Kleb  wachs  auf  diesen  den  zu  untersuchenden 
Stab,  so  dafs  derselbe  dem  Spiegelglasstreifen  parallel  ist.  Versetzt  man 
den  Spiegelglasstreifen  in  transversale  Schwingungen,  so  teilen  sich  diese 
dem  zu  untersuchenden  Stabe  mit,  und  man  kann  auf  beiden  Stäben 
durch  aufgestreuten  Sand  die  Knotenlinien  sichtbar  machen.'  Mifst  man 
auf  beiden  Stäben  dio  Länge  der.  ersten,  zweiten,  nten  schwingenden 
Abteilungen,  dieselben  von  den  freien  Enden  aus  gerechnet,  so  gibt  die 
Theorie  für  das  Verhältnis  der  Schallgeschwindigkeiten  in  beiden  Stäben 

c j!L 

7*  “ r*  ’ h > 

worin  c die  Schallgeschwindigkeit  in  dem  zu  untersuchenden  Körper,  ln  die 
Länge  der,  vom  freien  Ende  ab,  fiten  schwingenden  Abteilung  auf  dem- 
selben und  h die  Dicke  des  Stabes  bedeutet,  während  c\  l'„,  ti  dieselbe  Be- 
deutung für  den  schwingenden  Glasstreifen  haben.  Um  die  Methode  zu 
prüfen,  verglich  Warburg  zunächst  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in 
Messing  und  Glas.  Er  erhielt  in  zwei  Versuchen 

=0,676  und  0,645, 

im  Mittel  also  0,660,  während  er  nach  der  Methode  von  Kundt  den  Wert 
0,668  für  dasselbe  Verhältnis  fand,  zwei  Werte,  die  nur  um  etwas  mehr 
als  1 ®/0  von  einander  abweichen.  Für  die  Schallgeschwindigkeit  im  Glase 
lieferte  ihm  die  Kundtscho  Methode  den  Wert  15,65,  für  jene  im  Messing 
10,46,  die  Geschwindigkeit  in  Luft  gleich  1 gesetzt. 

Die  von  Warburg  nach  dieser  Methode  erhaltenen  Resultate  zeigt 
folgende  Tabelle. 


Material 

c jene  im 
Glase  gleich  1 

Specif.  Gew. 

‘ Elasticitätskoefficient  bez 
auf  Glas  = 1 

Glas 

i 

2,390 

1 

Stearin 

0,265 

0,974 

Paraffin 

0,251 

0,908 

Wachs 

0,166 

0,971 

& 

Talg 

0,075 

0,917 

t4t 

Die  Zahlen  gelten  für  15°— 17°C. 
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Setzt  man  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  Luft  von  16°  C.  gleich 
340m,  in  Glas  bezogen  auf  Luft  gleich  eins  gleich  15,65,  so  ergibt  sich 
für  Wachs  883m,  eine  Zahl,  welche  mit  der  Stefanschen  gut  Ubereinstimmt. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles,  wie  wir  sie  soeben 
bestimmten,  gilt  nur  für  stabformige  feste  Körper,  für  nach  allen  Rich- 
tungen des  Raumes  ausgedehnte  mufs  sie  nach  Wertheim  gröfser  sein1). 

Der  Grund  dieser  Erscheinung  liegt  in  dem  § 49  betrachteten  Zu- 
sammenhänge zwischen  dem  Elasticitütskoefficienten  E und  der  beim  Zuge 
eintretenden  Volumänderung.  Wir  erhielten  damals  für  das  Gewicht  p, 
welches  einen  Stab  vom  Querschnitte  und  der  Lange  1,  der  an  dem  einen 
Ende  aufgehüngt  ist,  am  andern  das  Gewicht  trägt,  um  die  Länge  <5  aus- 
dehnt, 

p = Ei. 

Andererseits  erwähnten  wir,  dafs  nach  der  Theorie  von  Cauehy  für 
dasselbe  Gewicht  die  Beziehung  besteht 

p = kö  -(-  Ko  ....  (o), 

worin  v die  Veränderung  der  Volumeinheit  des  Stabes  bei  jenem  Zuge  be- 
deutet. Die  Änderung  der  Volumeinheit  bei  der  Verlängerung  i setzt 
Wertheim  gleich  <5;  daraus  ergab  sich  gemäfs  der  Gleichung 

* . 

v~  2 X+  * ' J> 

dafs  k = K und  schliefslich 

Für  den  Elasticitütskoefficienten,  jenes  Gewicht,  welches  die  Ver- 
längerung i gleich  1 macht,  erhält  man  dann 

Diese  Gröfse  E wandten  wir  bisher  als  Mafs  der  Elastieitüt  an.  Nehmen 
wir  aber  jetzt  einen  Stab  an,  der  nicht  nur  an  seinem  Ende  fest  ist,  sondern 
auf  dessen  Oberfläche  nach  allen  Seiten  Kräfte  wirken,  welche  eine  Änderung 
des  Querschnittes  hindern,  so  wird  jetzt  die  Verlängerung  6 durch  ein  an- 
deres Gewicht  p bewirkt  werden,  für  welches,  da  auch  jetzt  noch  die  Ver- 
längerung der  Gröfse  des  Gewichtes  proportional  sein  mufs, 

p=  E'i 

und  auch  jetzt  mufs  für  p die  Beziehung  bestehen 

y- *(*  + «)...  09, 

da  die  Gleichung  (o)  für  jeden  Zug  oder  Druck  besteht,  welchen  man  auf 
einen  Körper  wirken  läfst,  und  da  weiter  k und  K zwoi  nur  von  der  Sub- 
stanz der  Körper  abhängige  Konstanten  sind,  somit  die  für  einen  bestimm- 
ten Fall  zwischen  ihnen  bestehende  Gleichheit  bestehen  mufs,  wie  auch  die 
Kräfte  auf  den  Körper  wirken  mögen.  Wenn  nun  aber  der  Stab  sich  um  6 
verlängert,  nimmt,  da  jetzt  eine  Änderung  des  Querschnittes  nicht  eintreten 

')  Weitheim,  Annales  de  cbiin.  et  de  pbys.  III.  Ser.  T.  XXIII. 
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kann,  auch  sein  Volumen  um  d zu,  oder  es  wird 

t'  “=  d ; p «=  2 ki 
und  daraus  für  den  Koefficienten  E' 


Diosor  Koeflicient  ist  aber  als  das  Mafs  der  elastischen  Kraft  in  diesem 
Falle  zu  betrachten,  da  uns  das  Produkt  E'd  die  Kraft  gibt,  welche  wir  zu 
einer  Ausdehnung  <5  aufwenden  müssen,  also  auch  die  Kraft,  mit  welcher 
die  um  ö von  einander  entfernten  Schichten  sich  wieder  einander  anziehen. 

Aus  dem  Obigen  folgt 

V:  E'  = $k  -,‘2k, 

E'  = iE. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  also  die  Kraft,  mit  welyher  sich  die 
von  einander  entfernten  Schichten  anziehen.  die  elastische  Kraft  des  Kör- 
pers, das  Anderthalbfache  von  derjenigen,  welche  bei  Verlängerung  um  die 
gleiche  Gröfse  eines  nur  an  seinen  Endon  festen  Stabes  auftritt. 

Wenn  wir  in  einer  ausgedehnten  Masse  des  festen  Körpers  einen 
Cylinder  dieser  Masse  verlängern  oder  verkürzen  wollten,  so  würde  in  dem 
Falle,  da  die  Wand  dieses  Cylinders  rings  von  der  gleichen  Masse  dos  um- 
gebenden Körpers  festgehalten  und  angezogen  wird,  das  Mafs  der  Elasti- 
citüt  durch  die  Gröfse  E'  gogeben  sein. 

Das  ist  der  Fall,  wenn  sich  in  einer  ausgedehnten  Masse  eines  festen 
Körpers  der  Schall  ausbroitet.  In  der  Richtung  jedes  Radius  einer  um 
die  Quelle  des  Schalles  golegten  Kugel  pflanzen  sich  longitudinale  Wellen 
fort,  in  jedem  Radius  treten  also  Verdichtungen  und  Verdünnungen  ein. 
Da  aber  hier  jeder  dieser  Radien  von  der  gleichen  Masse  umgeben  ist, 
können  bei  diesen  Ausdehnungen  und  Zusammendrückungen  der  Länge  nach 
keine  Kontraktionen  oder  Dilatationen  des  Querschnittes  stattfinden;  das 
Mafs  der  Elasticität  ist  also  E'  und  nicht  JE. 

Da  wir  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  haben 


so  wird  dieselbe  in  einer  ausgedehnten  Masse  eines  festen  Körpers 


—Vt-Vt-t-' 

oder  uennen  wir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  einem  Stabe  dieses 
Körpers  c 

c = c'Vy- 


Für  diejenigen  Körper  also,  für  welche  die  Wertheimsche  Annahme 
richtig  ist,  verhält  sich  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  des  Schalles  in 
einer  Kugel  oder  in  einer  unbegrenzten  Masse  zu  derjenigen  in  einom  Stabe 


zu  1. 


Ist  die  Volumverändorung  nicht  | der  Verlängerung  bei  einem  auf 
einen  Stab  des  Körpers  ausgeübten  Zuge,  sondern  folgen  wir  der  allge- 
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meinem  Annahme,  dafs  die  Querkontraktion  fUr  die  verschiedenen  Körper 
verschieden  ist,  so  ist  nach  § 50 


Ist  der  Koefiicient  der  Querkontraktion  gleich  p,  so  erhielten  wir  weiter 
K 

**  — 2K+k 

K = k ■ £ = *(l  + p). 

Ist  der  Stab  verhindert  sich  in  der  Quere  zusammen  zu  ziehen,  so 
ist  immer  S — v,  somit  wird 

oder 


und  daraus 

E'  = l— 

E ~~  (t  + p)(l-2p)  ' 

Daraus  folgt  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  ausgedehnten 
Massen 

_l/ 1 — f* E = r'  l/ 1 ~ »* 

1 r (i  + p)(i  — 2 fi)  ' 8 ‘ r (i  + fi)(i— 2p) ' 

Wenn  also  p von  Null  verschieden  ist,  also  bei  der  Lüngsausdehnung 
überhaupt  eine  Querkontraktion  eintritt,  ist  c > c. 

Diese  Ausführungen  lassen  sich  nicht  leicht  durch  Versuche  prüfen, 
da  man  nicht  leicht  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  durch 
ausgedehnte  Massen  beobachten  kann;  sonst  wäre  das  eine  sichere  Methode 
zur  llestimmung  von  p. 

§ 171. 

Geschwindigkeit  des  Schalles  in  flüssigen  Körpern.  Die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Schalles  in  Flüssigkeiten  mufs  nach  dem 
Frühem  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Longitndinalwellen  in 
den  Flüssigkeiten  überoinstimmcn.  Bedeutet  II  den  Druck  der  Atmosphäre 
in  Centimetcr  Quecksilbordruck,  ff  das  specifische  Gewicht  des  Quecksilbers, 
jf  die  Dichtigkeit  und  u die  Kompressibilität  der  betreffenden  Flüssigkeit, 
für  eine  Atmosphäre,  so  erhielten  wir  für  e in  § 146 

V I US 

Für  Wasser,  für  welches  p = 0,000  049  9,  s = 1 bei  4°C.  ist,  wird 
dieser  Ausdruck 

c = 1418  Meter. 

Dieses  Resultat  ist  durch  direkte  Versuche  von  Colladon  und  Sturm 
im  Jahre  1827  auf  dem  Genfersee  bestätigt  worden  Zwei  Schiffe  wnr- 

')  Colladon  und  Sturm,  Poggcnd.  Ann.  Bd.  XII. 
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den  in  einer  bestimmten,  gemessenen  Entfernung  festgelegt.  Das  erstere 
trug  eine  in  das  Wasser  getauchte  Glocke,  welche  mittels  eines  an  einem 
Hebel  befestigten  Hammers  angeschlagen  werden  konnte.  An  dem  andern 
Ende  des  Hebels  befand  sich  eine  brennende  Lunte,  welche  in  demselben 
Augenblicke,  in  welchem  der  Hammer  die  Glocke  schlug,  eine  Quantität 
Pulver  entzündete.  Von  dem  andern  Schiffe  reichte  ein  Hörrohr  in  das 
Wasser,  an  dessen  aus  dem  Wasser  hervorragenden  Endo  der  Beobachter 
sein  Ohr  anlegte,  um  den  im  Wasser  fortgeptlanzten  Schall  wahrzunehmen. 
Aus  der  gemessenen  Distanz  der  SchifTe  und  der  beobachteten  Zeit,  welche 
zwischen  der  Wahrnehmung  der  Flamme  und  des  Schalles  verflossen  war, 
ergab  sich  bei  einer  Temperatur  von  8°,l  Celsius 

c = 1435  Meter. 

Setzen  wir  bei  8°  C.  nach  den  Beobachtungen  von  Grassi  ft  — 0,000  049 
und  nach  Kopp  s = 0,999  775,  so  wird 

c = 1437  Meter, 

so  dafs  das  experimentelle  Resultat  mit  dem  theoretischen  fast  identisch  ist.  ' 

Andere  direkte  Beobachtungen  Uber  die  Geschwindigkeit  des  Schalles 
in  Flüssigkeiten  sind  nicht  vorhanden.  Dagegen  hat  Wertheim ')  auch  hier 
die  Töne  der  offenen  Pfeifen  benutzt,  um  die  Geschwindigkeit  dos  Schalles 
in  Flüssigkeiten  zu  bestimmen.  Das  Verfahren,  welches  er  anwandte,  um 
die  Töne  hervorzubringen,  sowie  die  notwendigen  Berichtigungen  zu  er- 
halten, hab^n  wir  an  den  betreffenden  Stellen  beschrieben.  Berechnete 
Wertheim  indes  aus  seinen  Versuchen  nach  der  für  offene  Pfeifen  gültigen 
Gleichung  ans  den  beobachteten  Schwingungszablen  N die  Schallgeschwin- 
digkeit c 

c = 2 IN, 

so  ergab  sich  eine  weit  kleinere  Geschwindigkeit  als  die  Versuche  von 
Colladon  und  Sturm  und  die  Theorie  ergeben,  nitmlich  bei  15°C.  als  Mittel 
aus  sehr  vielen  Versuchen 

c — 1173,4  Meter. 

Um  dieses  Resultat  mit  der  Theorie  in  Einklang  zu  bringen,  nimmt 
Wortheim  an,  dals  sich  in  Flüssigkeiten  nicht,  wie  man  gewöhnlich  an- 
nimmt, der  Druck  momentan  nach  allen  Richtungen  gleichmilfsig  überträgt, 
dafs  also  nicht  für  einen  momentanen  Druck  auf  die  eine  Endfläche  eines 
in  einer  vollkommen  ausdehnsamen  Wand  eingeschlossenen  Flüssigkeits- 
cylinders  die  Querdilatation  gleich  sei  der  durch  den  Druck  hervorgebrach- 
ten Verkürzung,  das  heifst,  dafs  das  Volum  ungoändert  dasselbe  sei,  son- 
dern dafs  auch  dort  eine  Volumänderung  eintrete  und  zwar  gerade  so,  wie 
bei  den  festen  Körpern.  Ist  diese  Annahme  gestattet,  so  mufs  die  Ver- 
breitung des  Schalles  in  einer  Flüssigkcitssäule  sich  zu  derjenigen  in  einer 
unbegrenzten  Flüssigkeit  verhalten  wie  diejenige  in  einem  Stabe  zu  der 
Geschwindigkeit  in  einer  unbegrenzten  Masse.  Wertheim  beobachtete  nun 
die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  einer  Flüssigkeitssäule.  Die  Versuche 
von  Colladon  und  Sturm  sowie  die  Theorie  gaben  die  Geschwindigkeit  in 

‘)  Wertheim,  AnnaleB  de  chim.  et  de  phys.  III.  Ser.  T.  XXIII.  Poggend. 
Aun.  Bd.  LXXVU. 
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einer  unbegrenzten  Flüssigkeit.  Die  Wertheimsche  Zahl  mit 

pliciort,  mufs  dann  mit  den  früheren  Zahlen  übereinstimmen. 
In  der  That  ist 

1173,4  • l/y  = 1437,1  Meter, 


multi- 


so  dafs  die  Koincidenz  der  auf  diese  Weise  von  Wertheim  berechneten 
Zahl  dafür  spricht,  dafs  das  von  ihm  für  feste  Körper  theoretisch  abgeleitete 
Gesetz  auch  für  Flüssigkeiten  gültig  ist,  dafs  demnach  die  Gleichheit  des 
Druckes  in  allen  Richtungen  nicht  bei  den  Schallschwingungen  stattfindet, 
vielmehr  eine  flüssige  Säule , welche  longitudinal  vibriert,  denselben  Ton 
gibt  wie  ein  starrer  Körper,  dessen  Materie  dieselbe  kubische  Kompressibili- 
tät besitzt  wie  die  Flüssigkeit. 

Daraus  folgt,  dafs  die  Gesetze  des  Gleichgewichts  starrer  Körper  auch 
für  Flüssigkeiten  gelten,  während  eines  sehr  kurzen  Zeitabschnittes  nach 
Anlegung  äufserer  Kräfte. 

Ist  dieses  Verhältnis  zwischen  den  beiden  Geschwindigkeiten  einmal 
festgestellt,  so  können  wir  für  alle  übrige  Flüssigkeiten  aus  der  Schall- 
geschwindigkeit in  einer  Säule  die  Geschwindigkeiten  in  einer  unbegrenzten 
Masse  und  die  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  berechnen.  Diese  letztere 
ist  für  eine  grofse  Menge  von  Flüssigkeiten  bereits  direkt  bestimmt;  der 
Vergleich  der  nach  beiden  Methoden  erhaltenen  Werte  der  Kompressibilität 
würde  also  ein  neues  Mittel  sein,  die  Wertheimschen  Voraussetzungen  und 
die  theoretische  Bestimmung  der  Schallgeschwindigkeit  zu  bestätigen. 

Wertheim  hat  für  eine  Reihe  von  Flüssigkeiten  die  Schallgeschwindig- 
keiten bestimmt  und  daraus  die  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  be- 
rechnet. Seine  Resultate,  mit  denen  von  Grassi  (§  62)  zusammengestellt, 
gibt  folgende  Tabelle: 


Flüssigkeit 

Tempe- 

ratur 

Dichte 

Schallgeschwindigkeit 
in  der 

1 unbegrenzten 
8Ätt"  1 Flüssigkeit 

Kompressibilität 

nach 

Wertheim  j Grass  i 

Seinewasser 

16°,0 

0,9996 

Mptcr 

1173,4 

Meter 

1437,1 

0,0000491  — 

do. 

30,0 

0,9963 

1250,9 

1528.5 

0,0000433  — 

do. 

40,0 

0,9931 

1324,8 

1 622,5 

0,0000388  — 

do. 

60,0 

0,9901 

1408,2 

1724,7 

0.0000346  — 

Meerwasser 

20,0 

1,0264 

1187,0 

1453,8 

0,0000167,0,0000445 

| Lösung  v.  Kochsalz 

36,90  •/, 

18,0 

1,1920 

1275,0 

1561,6 

0,000034  9 0,000  0321 

Lösung  v.  schwcfels. 
Natron  18,36  °L 

20,0 

1,1089 

1245,2 

1625,1 

0,0000393|  — 

„ 20,27  % 

18,8 

1,1602 

1292,9 

1583,5 

0,000  034  8j  — 

Lösung  v.  kohlens. 

| Natron  20,7  °/0 

22,2 

1,1 

1301,8 

1594,4 

0,000038  7 0,0000808 

Lösung  v.  Salpeters. 

Natron  .37,5  % 

20,9 

1,2066 

1363,5 

1669,9 

0,0000301  0,0000306 

1 Lösung  von  Chlor- 
| calcium  76,6  % 

22,6 

1,4322 

1616,3 

1979,6 

0,000018  1 0, 000  020  9 

[ Alkohol  36"  B. 

20,0 

0,8362 

1049,9 

1285,9 

0,0000783  — 

| Alkohol  absol. 

28,0 

0,7960 

947,0 

1159,8 

0,000094  7 0,0000991 

' Terpentinöl 

24,0 

0,8622 

989.8 

1212,3 

0,0000800  — 

| Scbwefeläther 

0,0 

0,7529 

946,3 

1259,0 

0,0001002  0,000111 
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Trotz  der  sich  hiernach  ergebenden  sehr  guten  Übereinstimmung 
zwischen  der  von  Wertheim  und  Grassi  gegebenen  Kompressionskoefficienton 
hat  schon  Helmholtz1)  darauf  hingewiesen,  dafs  die  von  Wertheim  gegebene 
Deutung  seiner  Versuche  nicht  richtig  sein  kann.  Der  Unterschied  der 
Schallgeschwindigkeit  in  einem  Stabe  und  einer  ausgedehnten  Masse  eines 
festen  Körpers  rührt  daher,  dafs  der  Stab  sich  in  seinen  Querdimensionen 
frei  ändern  kann,  in  der  ausgedehnten  Masse  dagegen  nicht.  Eine  solche 
freie  Änderung  der  Querdimension  findet  in  einer  Elüssigkeitspfeife  nicht 
statt.  Allerdings  ist  gegen  die  Schwingungen  der  Flüssigkeit  eine  Pfeifen- 
wand von  Messing  nicht  absolut  fest,  es  mufs  deshalb  eine  Verlangsamung 
der  Schwingungen  in  ähnlicher  Weise  eintreten,  wie  bei  einer  Orgelpfeife 
mit  weichen  Wänden.  Die  Verlangsamung  mufs  deshalb  von  dem  Durch- 
messer der  Röhre,  der  Dicke  ihrer  Wandung  und  dem  Elasticitütskoefficienten 
des  Materials  der  Wandung  abhängen;  je  gröfser  die  beiden  letztem  sind, 
um  so  geringer  mufs  die  Verzögerung  sein. 

In  der  That  haben  Kundt  und  Lehmann*)  sowie  Dvorak*)  gezeigt, 
dafs  die  Einwürfe  Helmholtz's  richtig  sind.  Kundt  gelang  es  nämlich,  in 
Flüssigkeiten  ganz  eben  solche  und  nach  derselben  Methode  Staubfiguren 
hervorzurufen  wie  in  Gasen,  wenn  er  dafür  sorgte,  dafs  die  Flüssigkeiten 
absolut  luftfrei  waren.  Als  Pulver  benutzte  er  sehr  fein  gepulvertes  Eisen, 
das  sogenannte  ferrum  limatum.  Die  Messung  der  Länge  der  Wellen  ergab 
dann  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  im  Wasser  gerade  wie  in  Luft.  Die 
Resultate,  die  Kundt  und  Lehmann  erhielten,  entsprachen  ganz  den  Be- 
merkungen von  Helmholtz,  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  nahm  zu,  wenn 
der  Durchmesser  der  Flüssigkeitssäule  abnahm  und  die  Wandstärko  der  bei 
den  Versuchen  benutzten  Glasröhren  zunahm,  wie  folgende  kleine  Tabelle 
zeigt,  die  unter  d die  Wandstärke,  unter  D den  lichten  Durchmesser  der 
Röhre,  unter  V die  aus  den  gemessenen  Wellenlängen  sich  ergebende  Ge- 
schwindigkeit des  Schalles  und  unter  t die  Temperatur  enthält,  für  welche 
der  beobachtete  Wert  der  Geschwindigkeit  gilt: 


d 

D 

r 

t 

O i>mm 

28,7mm 

1040,4ra 

18,°4 

ß'o 

34,0 

1227,7 

17,0 

3,0 

23,5 

1262,2 

18,0 

3,5 

21,0 

1357,6 

18,5 

5,0 

16,5 

1360,2 

18,5 

5,0 

14,0 

1383,2 

22,2 

Es  nähert  sich  somit  die  Geschwindigkeit  erheblich  der  theoretischen. 

Ähnliche  Resultate  erhielt  Dvorak  ebenfalls  durch  Beobachtung  von 
Staubfiguren,  die  er  indes  in  anderer  Weise  erzeugte  wie  Kundt.  Eine 
horizontale,  etwa  zwei  Meter  lange  Röhre,  die  an  ihrem  einen  Ende  ge- 
schlossen war,  wurde  an  beiden  Enden  vertikal  umgebogon,  das  offene  Ende 
etwa  1 Decimeter,  das  geschlossene  Ende  nur  kurz.  Die  Röhre  wurde  dann 
mit  Wasser  geftillt  und  an  das  geschlossene  Ende  eine  grofse  Luftblase  ge- 

')  Helmholtz,  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1848.  Herausgegeben  von 
der  Berliner  physikalischen  Gesellschaft  p.  111. 

’)  Kundt  und  Lehmann.  Poggend.  Ann.  Bd.  CL1I1. 

s)  Dvorak,  Poggend.  Ann.  Bd.  OLIV. 
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bracht,  so  dafs  die  Wassersäule  dort  durch  Luft  begrenzt  war.  Das  auf- 
steigende offene  Ende  enthielt  nur  wenig  Wasser.  Dieses  Ende  wurde  dann 
als  Orgelpfeife  angeblasen,  indem  man  kräftig  über  die  Röhre  wegblies. 
Die  Schwingungen  dieser  Luftsäule  teilten  sich  dem  Wasser  mit,  und  in 
demselben  liefsen  sich  die  Knotenlinien,  hergestellt  durch  von  Salpeter  be- 
freites Schiefspulver,  sehr  gut  messen.  Der  Vorteil  dieses  Verfahrens, 
gegenüber  dem  Kundtschen  ist  der,  dafs  das  Wasser  nicht  luftfrei  zu  sein 
braucht.  Folgende  Tabelle  enthält  oinige  Beobachtungen 


d 

1) 

V 

0,8  2 “m 

17,  y,nra 

9!)8m 

0,03 

11,7 

1046 

0,52 

8,46 

1164 

2 

15 

1213 

2 

11 

1281. 

Wie  man  sieht,  stimmen  diese  Zahlen  sehr  gut  mit  denen  von  Kundt 
und  Lehmann  überein. 

§ 172. 

Reflexion  des  Schalles.  Wenn  eine  schwingende  Bewegung  sich  in 
einer  unbegrenzten  Punktreihe  oder  einem  Punktsystem  fortpflanzt,  so  kehrt 
sie  nicht  zurück,  indem  jeder  Punkt  an  den  folgenden  seine  ganze  Bewegung 
überträgt;  wenn  aber  die  Bewegung  an  einer  Grenze  ankommt,  wo  die 
Elasticität  oder  die  Dichtigkeit  des  Punktsystems  sich  ändert,  so  tritt  an 
dieser  Stelle  eine  Teilung  der  Bewegung  ein,  ein  Teil  geht  in  das  zweite 
Mittel  über,  ein  Teil  kehrt  als  reflektierte  Bewegung  in  dem  ersten  Mittel 
zurück.  Die  Gesetze  dieser  Reflexion  haben  wir  § 134  kennen  gelernt  und 
gesehen,  dafs  eine  kugelförmige  Welle  von  einer  obenen  Grenzfläche  so 
zurückgoworfen  wird,  als  käme  sie  von  einem  Punkte,  der  ebensoweit  hinter 
der  Fläche  liegt,  als  der  Mittelpunkt  der  Bewegung  vor  der  Fläche  liegt. 
Jeder  Radius  der  zurückgeworfenen  Kugel  bildet  daher  mit  der  Grenzfläche 
denselben  Winkel  als  der  die  Fläche  an  derselben  Stelle  treffende  Radius 
der  einfallenden  Kugel,  oder  der  Winkel,  welchen  der  einfallende  Wellen- 
strahl mit  der  Normale  der  reflektierenden  Fläche,  mit  dem  Einfallslote 
bildet,  ist  gleich  dem  Winkel,  welchen  der  reflektierte  Wellenstrahl  mit 
derselben  Richtung  bildet. 

Da  der  Schall  eine  Wellenbewegung  eines  elastischen  Mittels  ist, 
so  mufs  das  Reflexionsgesetz  des  Schalles  ganz  mit  dem  der  Wellen  iden- 
tisch sein.  Ein  an  einer  festen  Wand  in  der  Luft  ankommender  Schall 
wird  so  zurückgeworfen,  dafs  der  zurückgeworfone  Schallstrahl  mit  dem 
Einfallslote  denselben  Winkel  bildet  als  der  ankommende  Schallstrahl. 

Trifft  demnach  ein  Schallstrahl  senkrecht  gegen  eine  feste  Wand,  so 
wird  er  genau  in  derselben  Richtung  zurückgeworfen.  Es  ist  bekannt,  dafs 
man  im  Echo  den  zurückgeworfenen  Schall  wahrnebmen  kann.  Steht  man 
in  einiger  Entfernung  vor  einer  festen  Wand  und  ruft  man  gegen  dieselbe, 
so  hört  man  nach  einiger  Zeit  denselben  Ton  von  der  Wand  zurückkehren. 
Damit  man  aber  den  zurückgeworfenen  Ton  unterschieden  von  dem  direkten 
Tone  wahmimmt,  ist  eine  gewisse  Zeit  notwendig.  Die  Erfahrung  zeigt, 
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dafs  man  in  einer  Sekunde  10  Töne  nach  einander  wahrnehmen  kann, 
oder  vielmehr  deutlich  unterscheiden  kann,  dafs  aber,  wenn  mehr  Töne 
unser  Ohr  treffen,  der  Eindruck  ein  verworrener  wird. 

Es  mufs  daher  zwischen  dem  direkten  und  reflektierten  Schalle  0,1  Se- 
kunde liegen,  wenn  wir  das  Echo  deutlich  von  dem  primär  erzeugten  Tone 
unterscheiden  sollen.  Der  Schall  durchläuft  nun  in  1 Sekunde  331  Meter 
in  der  Luft,  in  0,1  Sekunde  also  33,1  Meter;  befinden  wir  uns  also  17  Meter 
von  einer  festen  Wand,  so  wird  der  Ton,  um  zur  Wand  und  wieder  zu  uns 
zurück  zu  gelangen,  0,1  Sekunde  brauchen,  wir  hören  also  das  Echo;  rücken 
wir  näher,  so  füllt  es  zum  Teil  mit  dem  direkten  Tone  zusammen,  wir 
hören  daher  nur  ein  Verhallen  des  direkten  Tones,  entfernen  wir  uns  von 
der  Wand,  so  verfliefst  eine  gröfsere  Zeit,  in  einer  Entfernung  von  34  Meter 
0,2  Sekunden  und  so  fort.  In  der  Entfernung  von  34  Meter  können  wir 
daher  auf  den  ersten  Ton  noch  einen  zweiten  folgen  lassen,  der  0,1  Sekunde 
dauert  und  erst  0,1  Sekunde  später  wird  der  erste  zurückgeworfene  Ton, 
also  noch  deutlich  unterscheidbar,  zu  uns  gelangen.  In  der  Entfernung  von 
34  Meter  von  der  festen  Wand  wird  also  das  Echo  ein  sogenanntes  zwei- 
silbiges, in  noch  gröfserer  Entfernung  ein  drei-  und  mehrsilbiges. 

Ein  mehrfaches  Echo,  das  heifst  die  mehrmalige  Wiederkehr  desselben 
Tones  tritt  dann  auf,  wenn  eine  Anzahl  reflektierender  Flächen  vorhanden 
ist,  welche  alle  von  den  in  einem  bestimmten  Punkte  erzeugten  Schall- 
wellen senkrecht  getroffen  werden.  Wie  die  Flächen  dazu  gegen  einander 
stehen  müssen,  und  dafs  im  allgemeinen  nur  ein  bestimmter  Ort  das  mehr- 
malige Echo  hört,  ist  ohne  weiteres  klar. 

Was  früher  von  der  Reflexion  der  Wellen  an  krummen  Flächen  gesagt 
wurde,  gilt  auch  von  der  des  Schalles,  das  Reflexionsgesetz  bleibt  dasselbe. 
Daraus  erklärt  sich  die  bekannte  Erscheinung,  dafs  in  einem  elliptischen 
Gewölbe  der  an  einem  Brennpunkte  erregte  Schall  in  dem  andern  Brenn- 
punkte mit  fast  ungeänderter  Stärke  vernommen  wird. 

Eine  Folge  der  Reflexion  des  Schalles  ist  das  Verhallen  der  Töne  in 
einem  rings  begrenzten  grofsen  Raume  und  die  daraus  hervorgehende  Un- 
deutlichkeit einer  geordneten  Reihe  von  Tönen,  z.  B.  einer  Rede.  Das  ge- 
sprochene Wort'  wird  von  den  entfernten  Wänden  so  zurückgeworfen,  dafs 
der  reflektierte  Schall  zum  Teil  noch  mit  dem  direkten,  zum  Teil,  wenn 
nicht  sehr  langsam  gesprochen  wird,  mit  dem  des  folgenden  Wortes  zu- 
sammenfüllt, und  besonders  das  letztere  undeutlich  macht.  Alles  was  den 
reflektierten  Schall  stört,  wird  daher  die  Deutlichkeit  des  Hörens  in  solchen 
Räumen  vermehren.  Ist  der  Raum  mit  Menschen  gefüllt,  so  hört  man  deut- 
licher, da  dann  die  reflektierten  Wellen  selbst  wieder  vielfach  reflektiert 
werden,  und  so  ihre  Regelmäfsigkeit  gestört  wird.  Je  kleiner  ferner  der 
Dichtigkeitsunterschied  zwischen  der  Luft  und  den  Wänden  des  Raumes  ist, 
um  so  schwächer  sind  die  reflektierten  Wellen.  Eine  Bekleidung  der  Wände 
mit  weichen,  wenig  dichten  Stoffen  schwächt  daher  die  reflektierten  Wellen 
und  vermehrt  die  Deutlichkeit  des  Hörens.  Indes  wird  dadurch  auch  die 
Stärke  des  Schalles  durch  den  Mangel  der  sofort  zu  betrachtenden  Resonanz 
geschwächt,  deshalb  ist  das  Mittel  in  Räumen,  in  welchen  der  Schall  zu- 
gleich kräftig  und  deutlich  sein  soll,  wie  in  Konzertsälen,  Theatern,  nicht 
anzuwenden. 

Verhindert  man,  dafs  die  von  den  verschiedenen  Wänden  reflektierten 


Digitized  by  Goggl 


81G 


Sprachrohr. 


§ 172. 


Schallwellen  hach  der  gleichen  Richtung  zurückgeworfen  werden,  so  können 
sich  dieselben  nicht  verstärken,  sie  werden  daher  in  dem  Falle  möglichst 
wenig  stören.  Das  erreicht  man,  indem  man  dem  Raume  einen  rechteckigen 
Grundris  erteilt  und  nur  gerade  Wände  gibt.  Von  geraden  Wanden  werden 
die  von  einem  Punkto  ausgehenden  Schallwellen  alle  divergierend  zurück- 
goworfen.  Es  ist  indes  ein  noch  ungelöstes  Problem,  welches  die  Form 
eines  Raumes  ist,  in  welchem  eine  Reihe  erzeugter  Töne  am  besten  und 
deutlichsten  klingt 


Eine  vielfach  gebrauchte  Anwendung  der  Reflexionsgesetze  ist  das 
Sprachrohr.  Dasselbe  hat  den  Zweck,  Rufe  in  Entfernungen  noch  deutlich 
hörbar  zu  machen,  in  denen  sie  bei  ungehinderter  Verbreitung  des  Schalles 
zu  schwach  werden.  Die  einfachste  Form  eines  solchen  Apparates  ist  ein 
konisches  Rohr  von  Pappo  oder  Metall,  die  Materie  ist  ohne  Einflufs.  Man 
legt  die  Lippen  in  ein  Mundstück  (Fig.  289),  welches  sich  an  der  Spitze 

des  Kegels  befindet,  und 
Fi®-  *89-  man  spricht  in  das  Rohr 

hinein , indem  man  es 
nach  der  Seite  hinrichtet, 
nach  welcher  hin  man 
den  Schall  werfen  will. 
Sei  z.  B.  der  Ton  in  dem 
Mittelpunkte  C des  Mund- 
stückes erzeugt,  so  wird 
sich  der  Teil  CA  B der 
Schallwelle,  welcher  durch 
den  Kegel  begrenzt  ist, 
dessen  Mittelpunkt  C und 
dessen  Basis  der  Umfang  A B des  konischen  Rohres  ist,  ungehindert 
ausbreiten.  Derjenige  Teil  der  Welle  aber,  welcher  in  dem  Winkel  DCA 
liegt,  wird  an  den  verschiedenen  Punkten  der  Wand  AfA  reflektiert  und 
pflanzt  sich  fort,  als  käme  er  von  dem  Punkte  C als  Strahlenkegel  CAB. 
Auch  diese  Schallstrahlen  werden  somit  innerhalb  des  Kegels  CAB 
sich  fortpflanzen  und  den  Schall  nach  der  Richtung  der  Axe  des 
Rohres  verstärken.  Gleiches  gilt  von  dem  Strahlenkegel  BCD\  und 
man  sieht,  dafs  scliliefslieh  der  ganze  zwischen  £>ClJ'  liegende  Teil  der 
Welle  in  einem  kleinen  Kegel  kondensiert  ist,  dafs  dieser  Teil  der  Schall- 
welle, anstatt  sich  im  Kaum  HCT)'  auszubreiten,  den  Schall  in  der  Axe  des 
Kegels  verstärken  wird.  Diejenigen  Schallstrahlen,  welche  die  Wand  noch 
näher  bei  M trefl'en  als  der  Strahl  CD,  können  durch  mehrmalige  Reflexion 
zunächst  an  der  Wand  MA,  dann  an  der  Wand  MB  und  wieder  an  der 
Wand  MA  nach  derselben  Richtung  geworfen  werden,  und  so  ebenfalls  zur 
Verstärkung  des  Schalles  beitragen. 

Lambert1)  hat  den  Vorschlag  gemacht,  das  konische  Sprachrohr  durch 
ein  anderes  zu  ersetzen,  das  aus  zwei  krummen  Flächen,  einem  Ellipsoid 
und  einem  Paraboloid  zusammengesetzt  ist.  Das  Mundstück  ist  so  einge- 
richtet (Fig.  290),  dafs  der  Mund  des  Rufenden  sich  in  dem  einen  Brenn- 
punkte F des  Ellipsoides  befindet,  die  sämtlichen  Schallstrahlen  werden 


1)  Lambert,  Memoiren  der  Berliner  Akademie  1763. 
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dann  in  dem  andern  Brennpunkte  des  Ellipsoides  F"  vereinigt  und  schreiten 
von  diesem  fort  auf  die  Wand  des  paraboloidischen  Stückes  des  Sprachrohrs. 
Der  Brennpunkt  F1  ist  zugleich  der  Brennpunkt  der  Parabel,  und  da  die 

sämtlichen  Leitstrahlen,  welche 
man  von  F'  an  die  verschiedenen 
Punkte  des  Paraboloides  zieht, 
mit  den  an  eben  diesen  Punkten 
gezogenen  Normalen  der  Fläche 
dieselben  Winkel  bilden,  welche 
durch  diese  Punkte  parallel  mit 
der  Axe  gezogene  Linien  mit  der 
Normale  einschliefsen,  so  werden 
alle  von  F'  ausgehenden,  das  Paraboloid  treffenden  Schallstrahlen  parallel  der 
Axe  reflektiert.  Der  Schall  wird  also  ohne  grofse  Schwächung  nach  der 
Kichtung  der  Parabelaxe  sich  fortpflanzen. 


§ 173. 

Übergang  dos  Schalles  in  andere  Mittel;  Besonanz.  Wenn  eine 
schwingende  Bewegung  an  der  Grenze  zweier  Mittel  ankommt,  so  geht,  wie 
wir  früher  sahen,  die  schwingende  Bewegung  nicht  nur  im  ersten  Mittel 
als  reflektiert  zurück,  sondern  sie  geht  auch  in  das  zweite  Mittel  hinüber 
und  pflanzt  sich  dort  mit  der  für  dieses  Mittel  gehörigen  Geschwindigkeit 
weiter  fort.  Kommt  die  Welle,  welche  wir  als  eben  voraussetzen  wollen, 
in  einer  gegen  die  Grenzfläche  geneigten  Stellung  an,  so  ist  die  Wellon- 
obeno  im  zweiten  Mittel  nicht  derjenigen  im  ersten  Mittel  parallel,  sondern 
dagegen  geneigt.  Der  Wollenstrahl  wird  also  gebrochen,  das  Gesetz,  nach 
welchem  das  geschieht,  war  folgendes: 

1 ) Der  gebrochene  Wellenstrahl  liegt  mit  dem  einfallenden  in  der- 
selben Ebene. 

2)  Der  Sinus  des  Winkels  i,  den  der  einfallende  Wellenstrahl  mit  dem 
Einfallslote  bildet,  verhält  sich  zum  Sinus  des  Brechungswinkels  t wie  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Bewegung  Im  ersten  Mittel  c zu  der  im 
zweiten  Mittel  c,  oder 

sin  t c 

sin  r c 

Dafs  der  Schall  nach  diesem  Gesetze  gebrochen  wird,  hat  durch  aus- 
gedehnte Versuchsreihen  Hajech1)  nachgewiesen.  Hajech  führte  eine  Röhre 
von  77  Millimeter  Weito  und  veränderlicher  Länge  durch  die  Seheidowand 
zweier  benachbarter  Säle.  Die  beiden  Enden  dieser  Röhre  wurden  durch 
Membranen  geschlossen.  Eine  zweite  Röhre,  deren  Axe  in  der  Verlängerung 
der  ersten  lag,  auf  wolche  sie  eingestellt  war,  endigte  in  einer  Büchse,  in 
welcher  das  tönende  Instrument,  Glocken  verschiedener  Gröfse,  eingeschlossen 
wurde.  Der  ^Beobachter  hielt-  sich  in  dem  zweiten  Saale  auf,  auf  dessen 
Parketboden  ein  Kreisbogen  gezogen  und  graduiert  war,  dessen  Mittelpunkt 

')  Hajech , Nnovo  Cimento  März  1857.  Poggendorffä  Annalen  Bd.  C1I1. 
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sich  vertikal  unter  dem  Ende  der  Röhre  befand.  Bei  einer  ersten  Reihe 
von  Versuchen  wurden  die  Membranen  senkrecht  zur  Axe  der  Röhre  gestellt, 
welehe  sie  verschlossen  und  die  Röhre  mit  Luft  oder  andern  Gasen  gefüllt. 
Der  Schall  wurde  nicht  abgelenkt,  sondern  am  stärksten  in  der  Verlängerung 
der  Ilöhrenaxe  wahrgenommen.  Da  der  Schall  in  der  Axe  der  Röhre  sich 
bewegte,  so  traf  er  senkrecht  auf  beide  Grenzflächen  der  Röhre;  nach  dem 
Brechungsgesetz  darf  keine  Ablenkung  eintreten. 

Darauf  wurde  die  Membran  in  dem  dem  Beobachter  zugewandten  Ende 
der  Röhre  gegen  die  Axe  geneigt,  an  der  andern  Seite  blieb  sie  senkrecht. 
Dort  traf  also  der  in  der  Axe  ankommende  Schallstrahl  wieder  senkrecht 
auf  die  Grenzfläche,  der  Einfallswinkel  war  Null,  also  auch  der  Brechungs- 
winkel; der  Schall  bewegte  sich  einfach  in  der  Axe  der  Röhre  weiter,  mit 
welcher  Substanz  dieselbe  auch  gefüllt  war.  Der  Strahl  traf  dann  die  zweite 
Fläche  unter  demselben  Winkel,  den  die  Membran  mit  der  Axe  bildete; 
der  Einfallswinkel  war  also  der  Winkel,  der  diesen  zu  90“  ergänzte,  -er 
wurde  einfach  durch  eine  Messung  des  ersten  Winkels  erhalten. 

Wurde  die  Röhre  mit  Luft  gefüllt,  so  trat  auch  dann  keine  Ab- 
lenkung ein,  da  innerhalb  und  aufserhalb  der  Röhre  dasselbe  Mittel  war, 
der  Schall  sich  also  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  fortbewegte.  Wurde 
aber  das  Rohr  mit  einem  andern  Gase  oder  einer  Flüssigkeit  gefüllt,  so 
trat  eine  Ablenkung  ein.  Dieselbe  wurde  beobachtet  dadurch,  dafs  der 
Beobachter  sein  Obr  in  gleicher  Höhe  mit  dem  Ende  der  Röhre  hielt  und 
auf  dem  Kreisbogen  so  lange  seine  Stelle  veränderte,  bis  er  den  Schall  am 
stärksten  wahrnahm,  dann  von  seinem  Ohre  ein  Lot  auf  den  Kreisbogen 
herabliefs  und  den  Winkel  bestimmte,  den  der  zu  dem  getroffenen  Punkte 
gehörige  Radius  des  Kreises  mit  dem  Einfallslote  bildete.  Da  dieser 
Radius  dio  Richtung  des  austretenden  Schalles  angab,  so  bestimmte  dieser 
Winkel  don  Brechungswinkel. 

Hajecb  erhielt  auf  diese  Weise  folgende  zugehörige  Einfalls-  und 
Brechungswinkel;  dio  letzte  Kolumne,  welche  die  nach  der  Formel 

. e'  . . 

sin  r <==  • sm  i 

c 

aus  den  gegebenen  Winkeln  i berechneten  r enthält,  zeigt  die  Überein- 
stimmung der  Resultate  mit  dem  Brechungsgesetz: 


Substanzen  in  der 

Einfalls- 

Brechungswinkel 

Röhre 

winkel 

beobachtet 

berechnet 

Wasserstoff 

. 35°  50' 

8° 

8“  50' 

. 25° 

7° 

6°  22' 

Ammoniakgas 

. 41° 

29°  20' 

30°  22' 

. 35°  50' 

25° 

26°  50' 

Leuchtgas 

. 35°  50' 

25°  40' 

— 

Kohlensäure 

. 35°  50' 

49“  50' 

48°  19' 

. 25° 

33°  20' 

32°  33' 

Brunnenwasser  . . . . 

. 35°  50' 

7°  40' 

.7°  58' 

. 25° 

5°  40' 

5°  37' 

Gesätt.  Kochsalzlösung  35°  50' 

C°  15' 

1» 

25° 

5°  10' 

Digitized  by  Google 


§ 173. 


Resonanz. 


819 


Man  sieht,  wie  die  Beobachtung  das  Gesetz  bestätigt,  welches  sich  aus 
der  Theorie  der  Wellenbewegung  ergeben  bat1). 

Wenn  eine  schwingende  Bewegung  in  eino  diinne  Schiebt  eines  zweiten 
Mittels  übergeht  und  sich  in  derselben  bis  an  die  Grenze  fortgepflanzt  hat, 
so  tritt  beim  Austritt  in  das  erste  Mittel  aus  der  zweiten  Grenze  eine  teil- 
weise Reflexion  der  Bewegung  ein  und  die  reflektierte  Welle  kehrt  in  der 
Schieht  zur  ersten  Grenze  wieder  zurück;  wenn  nun  durch  die  erste  Grenze 
immer  neue  und  neue  Bewegungen  in  das  zweite  Mittel  übergehen,  so 
können  sich  dieso  mit  den  in  dem  Mittel  reflektierten  zusammensetzen  und 
stehende  Wellen  derselben  Periode  als  die  ankommende  Welle  erzeugen, 
gerade  so  wie  in  einem  longitudinal  schwingenden  Stabe  solche  stehende 
Wellen  durch  Interferenz  dor  direkt  erregten  Wollen  und  der  an  der  einen 
Grenze  reflektierten  entstehen. 

Man  kann  sich  davon  durch  eine  ganze  Reihe  von  Versuchen  über- 
zeugen. Spannt  man  auf  einem  Monochord  zwei  Saiten  vollständig  im  Ein- 
klang auf  und  setzt  dann  unter  die  eino  einen  Steg,  so  dafs  man  }■  der 
Saite  absondert  und  stroicht  dann  dieses  } mit  dem  Bogen  an,  so  erhalten 
wir  die  zweite  Oktave  des  Tones  dor  ganzen  Saite,  indem  dadurch  sich  die 
ganze  Saite  in  vier  gleicho  schwingondo  Teile  zerlegt.  Sofort  zeigt  sich 
dann,  dafs  auch  die  zweite  nicht  abgoteilto  Saite  mit  der  ersten  isochron 
schwingt,  denn  hält  man  die  erste  rasch  fest,  so  hört  man  noch  eine  Zeit 
lang  genau  denselben  Ton  auf  der  zweiten  Saite,  und  bringt  man  auf  die 
zweite  Saite  kleine  Papier  - Reiterchen , so  werden  dieselben  abgeworfen, 
aufser  an  den  Stellen  der  Schwingungsknoten. 

Wenn  man  in  einem  Raume  ein  Klavier  oder  eine  Violine  oder  irgend 
ein  Saiteninstrument  aufstellt  und  bringt  mm  in  deren  Nähe  einen  Ton 
hervor,  der  ein  harmonischer  Ton  einer  der  Saiten  dieser  Instrumente  ist, 
so  hört  man  sie  anf  das  deutlichste  mitklingen.  Bei  Anwendung  eines 
Klavieres  bekommt  man  bei  gehobenem  Dämpfer  auf  jeden  hineingesungenen 
Ton  einen  Nachhall,  der  nicht  nur  diesen  Ton,  sondern  auch  die  harmoni- 
schen Obertöne  deutlich  enthält. 

Ebenso  geben  Pfeifen  und  Gläser,  überhaupt  uingeschlossene  Luft- 
säulen, Töne  an,  wenn  man  einen  ihrer  harmonischen  Töne  in  der  Nähe 
erzeugt. 

Wenn  sich  auf  diese  Weise  durch  den  Einflufs  einer  schwingenden 
Bewegung  in  benachbarten  Körpern  stehende  Schwingungen  erzeugen,  so 
ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs  an  jeder  Grenzstelle  die  Erscheinungen 
sehr  kompliziert  werden,  und  dafs  sich  deshalb  nicht  leicht  eine  Theorie 
geben  läfst  Uber  die  Form  der  Schwingungen  in  den  mitschwingenden 
Körpern.  Das  aber  läfst  sich  leicht  erkennen,  dafs  kräftiges  Mitschwingen 
eines  Körpers,  also  kräftiges  Mittönen,  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  die 
in  dem  mitschwingenden  Körper  eintretenden  Schwingungen  dort  stehende 
Wellen  geben  können,  wenn  also  der  ankommende  Ton  einer  dor  Eigentöne 
des  mitschwingeuden  Körpers  ist.  In  der  Beziehung  besteht  ein  grol'ser 

')  Betreffs  der  Brechung  des  Schalles  sehe  man  indes  Mach  und  Fischer 
Poggcnd.  Ann.  Bd.  CXL1X,  welche  zeigen,  dafs  man  nur  unter  besondern  Um- 
ständen eine  Brechung  des  Schalles  mit  Sicherheit  nachweisen  kann,  da  im  all- 
gemeinen die  Wellenlängen  gegen  die  brechenden  Flächen  zu  grofs  sihd,  uiu 
ohne  weiteres  die  Hnyghenssche  Konstruktion  anwenden  zu  können. 
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Unterschied  in  der  Stiirko  des  Mittönens,  jo  nachdem  der  initschwingende 
Körper  die  durch  einen  einmaligen  Anstofs  erteilten  Schwingungen  lange 
beibehält  oder  schnell  wieder  verliert.  Ein  schwingender  Körper,  der  seine 
Bewegung  lange  beibehalt,  wie  eine  Stimmgabel,  oder  alle  starren  elasti- 
schen Körper,  wird  nur  merklich  mittönen,  wenn  der  ankommende  Ton  ein 
Eigenton  des  schwingenden  Körpers  ist,  denn  bei  einer  sehr  kleinen  Ver- 
stimmung des  ankommenden  Tones  müssen  sich  die  Eigenschwingungen  des 
Körpors  und  die  ankommenden  Schwingungen  stören,  da  sie  verschiedener 
Phase  werden.  Wenn  dagegen  die  Schwingungen  des  mitschwingenden 
Körpers,  wie  etwa  bei  wenig  gespannten,  sehr  feinen  Membranen,  sehr 
rasch  an  Intensität  abnehmen,  so  kann  ein  solcher  Körper  auch  in  merk- 
liche Schwingungen  versetzt  werden,  wenn  der  ankommende  Ton  auch  von 
dem  Eigenton  desselben  verschieden  ist.  Denn  wenn  ein  Körper  die  in- 
folge eines  ersten  Anstofses  entstehende  Bewegung  schon  nach  wenigen 
Schwingungen  verliert,  so  wird  jeder  neue  Anstofs  ihm  Bewegung  erteilen, 
wenn  auch  die  ankommende  Bewegung  in  etwas  anderer  Phase  ist  als  jene 
infolge  des  vorhergehenden  Anstofses,  somit  als  der  geringe  Rest  der  noch 
in  dem  Körper  vorhandenen  schwingenden  Bewegung. 

Man  kann  diese  Schlüsse  leicht  experimentell  bestätigen;  das  Extrem 
nach  der  einen  Richtung  bildet  etwa  eine  Stimmgabel,  welche  durch  den 
Ton  einer  andern  Stimmgabel  kaum  mehr  zum  Tönen  gebracht  wird,  wenn 
derselbe  nur  um  oin  oder  zwei  Schwingungen  anders  ist.  Man  nehme  zwei 
Stimmgabeln,  die  den  Ton  Cg,  also  512  Schwingungen  in  der  Sekunde  geben, 
beide  auf  Resonanzkasten  stehend,  so  wird,  wenn  die  Stimmung  beider 
genau  die  gleiche  ist,  die  andoro  kräftig  mittönen,  wenn  man  die  eine  an- 
streicht. Dann  verstimme  man  die  eine  durch  Aufkleben  von  Wachs,  so 
dafs  sie  nur  ein  oder  zwei  Schwingungen  weniger  macht,  was  man  an  den 
in  einem  der  nächsten  Paragraphen  zu  besprechenden  Stöfsen  leicht  er- 
kennen kann,  man  wird  dann  kaum  noch  ein  Mittönen  erhalten.  Das  Extrem 
nach  der  andern  Seite  bilden  die  Membranen  in  den  Königschen  Elammen- 
kapseln,  bei  denen  kaum  Eigenschwingungen  Vorkommen,  bei  denen  jeder 
Anstofs  nur  eine  Schwingung  bewirkt,  eine  solche  Membran  nimmt  dahor 
jede  Schwingung  auf,  welche  sie  trifft. 

Helmboltz1)  hat  die  Beziehung  zwischen  der  Dauer  des  Nachklingens 
eines  einmal  in  Schwingung  versetzten  Körpers  und  der  Intensität  des  Mit- 
tönens genauer  untersucht.  Er  gelangt  dabei  zu  folgenden  Resultaten. 

Wenn  wir  die  Intensität  des  Tones,  der  in  einem  mitschwingenden 
Körper  durch  genauen  Einklang  erzeugt  wird,  als  Einheit  setzen,  so  wird 
durch  einen  Ton,  der  um  £ tiefer  oder  höher  ist,  die  Tonstärke  des  mit- 
tönenden Körpers  gleich  0,1,  wenn  der  mittönende  Körper  nach  38  Schwin- 
gungen nur  mehr  0,1  der  Tonstärke  besitzt,  die  ihm  durch  einen  ein- 
maligen Anstofs  gegeben  ist.  Nimmt  die  Intensität  der  Eigenschwingungen 
so  rasch  ab,  dafs  die  Stärke  des  Tones,  wenn  der  mittönende  Körper  für 
sich  erregt  wird,  schon  nach  19  Schwingungen  auf  0,1  herabsinkt,  so  be- 
wirkt ein  Ton,  der  { Ton  höher  oder  tiefer  ist,  in  dem  mittönenden  Körper 

')  tJelmholtz,  Tonempfindungen  III.  Ausgabe  p.  220  und  Beilage  X.  Diese 
Sätze  über  Resonanz  lassen  gleichzeitig  erkennen,  weshalb  in  der  Mundhöhle  die 
Kigentöne  mitklingen  können,  selbst  wenn  sie  nicht  gerade  Obertöne  des  ge- 
sungenen oder  gesprochenen  Klanges  sind. 
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einen  Ton,  der  0,1  der  Stärke  des  durch  gonauen  Gleichklang  erzeugten 
Tones  besitzt.  Die  gleiche  Tonstärke  des  Mitschwingens  tritt  ein  durch 
Töne,  welche  verschieden  sind  um 


^ Ton,  wenn  die  Intensität  des  Eigentonos  nach  9,5  Schwingungen 


I 

1 * 

ft 

kleipe  Terz, 
i Ton, 
grol'se  Terz, 


6,33 

4,75 

3,80 

3,17 

2,71 

2,37 


auf  0,1  der  durch  einen  Anstofs  erregten  ursprünglichen  Tonstärke  herab- 
gesunken ist.  Man  sieht  also,  dafs  nur  solche  Körper,  in  denen  die  einmal 
erregten  Schwingungen  sehr  rasch  an  Stärke  abnehmen  durch  Töne,  welche 
von  ihren  Eigentönen  verschieden  sind,  in  merkliche  Mitschwingungen  ver- 
setzt werden,  dafs  also  starr  elastische  Körper  nur  dann  merklich  mit- 
tönen, wenn  einer  ihrer  Eigentöne  erklingt.  In  solchen  mitschwingonden 
Körpern  ist  also  die  Tonhöhe  gleich  derjenigen  des  erregenden  Tones. 

Ferner  ergibt  sich  aus  den  Versuchen  von  Savart ')  der  wie  es  scheint 
allgemeine  Satz,  dafs  die  mitgeteilten  Schwingungen  stets  parallel  sind 
den  ankommenden.  Von  den  vielen  Versuchen  Savarts  führen  wir  nur 
folgenden  an.  Ein  feiner  Streifen  von  Holz  wird  an  seinem  einen  Ende  an 
einem  auf  einem  Boden  aufgesetzten  Holzstück  befestigt  (Fig.  291),  an 

Fig.  ssi. 

J M'  

seinem  andern  Ende  ist  eine  gespannte  Saite  befestigt  Wenn  man  der 
gespannten  Saite  mittels  eines  Violinbogens  eine  schwingende  Bewegung 
erteilt,  senkrecht  zur  Ebene  des  Streifens,  so  gerät  der  Streifen  in  trans- 
versale Schwingungen,  wie  man  aus  der  hüpfenden  Bewegung  des  Sandes 
auf  dem  Streifen  ersieht.  Wenn  man  aber  die  Saite  in  einer  mit  der  Ebene 
des  Streifens  parallelen  Richtung  in  Schwingung  versetzt,  so  schwingen  die 
Teile  des  Streifens  in  der  Ebene  desselben  hin  und  her.  Sand  auf  den 
Streifen  gestreut,  erhält  keine  hupfende,  sondern  nur  eine  gleitende  Be- 
wegung. 

Da  die  Tonhöhe  durch  die  an  starr  elastische  Körper  übertragenen 
Mitschwingungen,  wie  wir  oben  ableiteten,  nicht  geändert  wird,  so  benutzt 
man  in  der  Musik  diese  Erscheinung,  um  schwachen  Klängen  durch  Reso- 
nanz eine  bedeutende  Stärko  zu  verleihen.  Eine  Saito  einfach  in  Schraub- 
stöcke von  Blei  eingespannt,  gibt  nur  einen  schwachen,  kaum  hörbaren  Ton. 
Wenn  man  sie  dagegen  auf  einer  Platte  elastischen  Holzes  ausspannt, 
mittels  elastischer  Halter  daran  befestigt  und  mittels  Stegen  von  elastischem 
Holze  damit  in  Verbindung  setzt,  so  wird  durch  die  Resonanz  der  Platte 
der  Ton  sehr  bedeutend  verstärkt. 


')  Savart,  Annalea  de  chim.  et  de  pbyB.  XIX. 
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Der  Klang  einer  Geige  verdankt  seine  Kraft  nur  der  Resonanz  des 
Hodens,  auf  welchem  die  Saiten  ausgespannt  sind;  ebenso  ist  beim  Klavier 
die  Stücke  des  Tones  wesentlich  abhängig  von  der  Güte  des  mitschwingon- 
den  Resonanzbodens,  mit  welchem  die  Saiten  durch  den  Steg,  durch  welchen 
sie  gezogen  sind,  in  Verbindung  stehen.  Ebenso  gibt  eine  Stimmgabel 
einfach  in  der  Luft  gehalten  einen  äul'serst  schwachen  kaum  hörbaren  Ton, 
derselbe  wird  aber  sehr  kräftig,  wenn  man  die  Gabel  wie  in  Fig.  258  auf 
einen  Resonanzkasten  stellt,  einen  Kasten  von  elastischem  Holze,  dessen 
Luftsäule  den  Ton  der  Gabel  gibt,  oder  wenn  man  sie  auf  den  Resonanz- 
kasten einer  Geige  oder  überhaupt  auf  eine  elastische  Platte  stellt. 

Diese  ton  verstärkende  Wirkung  der  mitschwingenden  Platte  erklärt 
sich  unmittelbar  aus  den  Gesetzen  der  Mechanik.  So  lange  Saiten  oder 
transversal  schwingende  Stäbe  von  kleiner  Ausdehnung  allein  in  der  Luft, 
schwingen,  setzen  sie  nur  kleine  Luftmengen  in  Bewegung,  wenn  sie  aber 
mit  ausgedehnten  elastischen  Flächen  in  Verbindung,  diese  in  isochrone  Mit- 
schwingungen versetzen,  wird  durch  diese  Schwingungen  eine  viel  gröfsere 
Luftmenge  in  Bewegung  versetzt,  und  mit  der  Masse  der  schwingenden 
Teilchen  wächst  die  Intensität  des  Tones. 

Was  aber  an  Intensität  des  Tones  gewonnen  wird,  das  gebt  an  Dauer 
verloren;  eine  Stimmgabel  oder  eine  gespannte  Saite  behalten,  wenn  sie  für 
sich  schwingen,  ihre  Bewegung  lange  bei,  mit  einem  Resonanzboden  ver- 
bunden, verlieren  sie  ihren  Ton  sehr  rasch. 

Nach  dem  Vorigen  sieht  man  nun  auch,  welche  Instrumente,  um 
klingend  zu  werden,  mit  einem  Resonanzboden  verbunden  werden  müssen, 
welche  nicht;  alle  diejenigen,  welche  den  Ton  durch  Schwingungen  von 
elastischen  Streifen  oder  gespannten  Saiten  hervorbringen,  brauchen  einen 
Resonanzkasten  oder  Resonanzboden,  diejenigen  aber,  bei  denen  die  Luft 
direkt  in  Bewegung  gesetzt  wird,  wie  bei  den  Blasinstrumenten,  bedürfen 
eines  tonverstürkonden  Mittels  nicht. 

Dio  Resonanz  verändert  die  Höhe  eines  erregten  Tones  nicht,  wohl 
aber  hat  sie  wesentlichen  Einfiufs  auf  den  Klang,  da  die  in  einem  Klange 
vorhandenen  Partialtöne  durch  Resonanz  nicht  in  demselben  Verhältnis 
verstärkt  werden.  Der  Klang  einer  Geige  ist  deshalb  ein  ganz  anderer  als 
der  einer  freien  mit  dem  Bogen  gestrichenen  Saite.  Ja  der  Klang  der  Geige 
wird  ganz  wesentlich  von  der  Güte  des  Resonanzkastens  bedingt,  indem 
nur  ein  sehr  elastischer  gut  gearbeiteter  Kasten  die  höheren  Partialtöno 
ebenso  verstärkt  als  die  tiefem.  - - 

Eine  äufserst  interessante  Anwendung  der  Resonanz,  welche  zugleich  zeigt, 
wie  vollständig  und  genau  die  mitschwingenden  Körper  die  Schwingungen 
reproducieren,  ist  neuerlichst  in  dem  von  Bell  konstruierten  Telephon  und 
dem  von  Edison  konstruierten  Phonographen  gemacht  worden.  Das  Tele- 
phon werden  wir  im  vierten  Bande  besprechen.  Beide  Apparate  zeigen,  dafs 
nicht  nur  feine  Gummimembranen,  sondern  auch  starre  Platten  alle  an  sie 
ankommenden  Schwingungen  aufnehmen,  sie  verwenden  die  Schwingungen 
der  Platten  nur  in  etwas  verschiedener  Weise,  um  gegen  die  Platte  gesandte 
Töne  oder  Klänge  oder  auch  die  menschliche  Sprache,  das  Telephon  an 
einem  entfernten  Ort,  der  Phonograph  am  Orte  der  Erzeugung  des  Klanges 
zu  reproducieren. 
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Der  wesentliche  Teil  des  Phonographen,  von  dem  Fig.  292  eine  Ab- 
bildung zeigt  in  der  Form,  welche  ihm  von  der  Maschinenfabrik  Osen- 
brtlck  & Co.  zu  Hemelingen  bei  Bremen  gegeben  ist,  ist  dio  etwa  0,25mm 
dicke  Eisenblechplatte,  welche  mit  ihrem  Rando  in  der  kroisfürmigen 
Fassung  a befestigt  ist  und  den  Boden  des  Schallbechcrs  S bildet.  Eine 
an  der  Fassung  a der  Platte  befestigte  Stahlfeder,  welche  bis  genau  unter 
die  Mitte  der  Platte  reicht,  drückt  auf  der  vom  Sprachrohr  abgewandten 
Seite  ein  kurzos  Stück  dicken  Kautschukrohres  gegen  die  Mitte  der  Platte. 
Diese  Stahlfeder  trügt  an  ihrem  Ende  einen  feinen  vorn  nicht  zu  spitzen, 
vielmehr  etwas  abgerundeten  Stift  senkrecht  zur  Ebene  der  Platte.  Sendet* 
man  nun  einen  Klang  in  das  Sprachrohr,  so  nimmt  dio  Platte  alle  hin- 
gesandten Schwingungen  auf  und  übertrügt  sie  durch  das  Kautschukrohr  auf 
den  Stift,  welcher  dann  gorado  so  in  Bewegung  gerüt,  wie  dio  Flammen 
der  Königsohen  Flammenapparato  Fig.  264,  welche,  wie  wir  sahen,  jeden 
Partialton  des  in  den  Schalltrichter  gesandten  Klanges  wiedergeben.  Die 
Platte  mit  dem  Schalltrichter  wird  von  einem  festen  Rahmen  getragen,  der 
mit  der  unter  B sichtbaren  Schraube  der  Walze  IF  etwas  nliher  gebracht 
oder  von  ihr  entfernt  werden  kann. 

Die  Spitze  schreibt  Fig-  ***• 

ihre  Bewegungen  auf  die  ß 

Walze  IF,  welche,  wie  A 
die  Figur  zeigt,  auf  der 
Axe  A aufgesetzt  ist, 
dio  durch  dio  Kurbel 
des  Schwungrades  II  in 
Drehung  versetzt  wer- 
den kann,  und  bei  der 
Drehung  durch  die  in  die 
Mutter  Jf  eingreifende 
Schraube,  welche  in  das 
Ende  der  Axe  bei  A ein- 
geschnitten ist,  vor- 
wärts bewegt  wird,  ln 
die  Walze  IF  ist  der 
Schraube  bei  A ent- 
sprechend eine  Spiralfurche  eingeschnitten.  Die  Walze  IF  wird  mit  einem 
Blatte  dünner  Zinnfolie,  etwa  1 Quadratdcciraoter  1 Gramm  wiegend,  über- 
zogen. Der  die  Platte  mit  der  Spitze  tragondo  Rahmen  wird  dann  so 
gestellt,  dal's  die  Spitze  mit  sanftem  Drucke  auf  der  Zinnfolie  Uber  der 
Vertiefung  der  Spiralfurcho  aufsteht. 

Sendet  man  nun  in  den  Schalltrichter,  respektive  in  das  bei  dem 
llineinsenden  des  Tones  ihn  ersetzende  kleinere  Mundstück,  einen  Klang 
gegen  die  Platte  oder  spricht  man  mit  kräftiger  Stimme  dagegen,  wührend 
gleichzeitig  die  Walze  in  Rotation  versetzt  wird,  so  prägt  der  Stift,  indem  die 
Furche  unter  ihm  weiter  gleitet,  seine  Schwingungen  in  die  Metallfolie  ein. 
Die  Eindrücke  erscheinen  dem  freien  Auge  wio  kleine  eingedrückte  Punkte, 
mit  dem  Mikroskope  betrachtet  erkennt,  man  in  ihnen  indes  mehr  oder 
weniger  starke  Vertiefungen  jo  nach  der  Art  des  Klanges,  den  sie  dar- 
stellen. Ein  Durchschnitt  durch  die  Eindrücke  längs  der  Furche  gibt  eine 
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Kurve,  nur  nicht  mit  so  starken  Erhöhungen  und  Vertiefungen,  wie  sie  die 
Enden  der  Flammen  der  Königschen  Flammenbilder  zeigen. 

Man  bringt  dann,  wenn  die  in  den  Phonographen  zn  sendenden  Klänge 
oder  die  Rede  beendet  ist,  die  Walze  wieder  in  die  Anfangslage  zurück, 
während  man  den  Rahmen  mit  der  Spitze  etwas  zurückgezogen  hat.  Ist 
die  Walze  wieder  in  der  Anfangslage  angekommen,  so  bringt  man  die 
Spitze  wieder  in  die  Lage,  dafs  sie  an  dem  Staniol  anliegt,  wie  sie  es  bei 
dem  Niederschreiben  der  Schwingungen  that.  Man  ersetzt  dann  das  Mund- 
stück durch  den  Schalltrichter  S und  dreht  die  Walze  mit  derselben 
* Geschwindigkeit  wieder  vorwärts,  wie  vorher  bei  dem  Schreiben.  Da 
die  gegen  die  Zinnfolie  drückende  Spitze  genau  dieselben  Schwingungen, 
bei  ihrer  Bewegung  über  die  Vertiefungen  fort,  wieder  annimmt,  und  der 
Platte  mitteilt,  welche  sie  bei  dem  Hineinsonden  des  Klanges  oder  der  Rede 
angenommen  hatte,  so  kommen  jetzt  derselbe  Klang  oder  dieselbe  Rede 
wieder  aus  dem  Schalltrichter  hervor,  welche  man  vorher  hineingesandt  hat. 
Der  zurückkehrende  Klang  ist  nur  erheblich  schwächer,  und  der  Klang  der 
zurückkehrenden  Rede  ist  im  allgemeinen  etwas  näselnd,  wie  Auerbach  in 
den  Beiblättern  zu  Poggendorffs  Annalen  Bd.  11  ganz  richtig  bemerkt. 

Ist  die  Geschwindigkeit,  mit  der  man  bei  der  Reproduktion  des  Klanges 
die  Walze  dreht,  eine  andere  als  beim  Hineinsenden  desselben,  so  wird  die 
Tonhöhe  des  reproducierten  Klanges  eine  andere,  ist  die  Geschwindigkeit 
ungleichmäfsig,  so  werdon  hineingesungene  Klänge  unrein,  die  hinein- 
gesprochene Rede  bei  der  Reproduktion  imdeutlich.  Um  die  bei  der  Be- 
wegung mit  freier  Hand  schwierig  zu  erhaltende  Gleichmäfsigkeit  der  Be- 
wegung zu  erzeugen,  dient,  eben  das  schwere  Schwungrad  Ji.  Eine  noch 
gröfsere  Regelmäfsigkeit  ist  dadurch  zu  erreichen,  dafs  man  die  Axe  durch 
ein  Uhrwerk  von  konstanter  Geschwindigkeit  dreht. 

Die  Reproduktion  der  Klänge  und  der  menschlichen  Rede  durch  den 
Phonographen  ist  ein  vollgültiger  und  äufserst  interessanter  Beweis  für  die 
Richtigkeit  der  Hclmholtzschen  Theorie  des  Klanges  überhaupt  imd  der 
Vokalklänge  der  menschlichen  Stimme  insbesondere.  Hier  erhält  eben  die 
schwingende  Platte  bei  der  Reproduktion  des  Klanges  die  Schwingungen  in 
der  Zusammengesetztheit  zurück,  wie  sie  durch  die  einzelnen  Partialtöne 
des  hineingesandten  Klanges  bedingt  ist,  und  nichts  anderes.  Dafs  die 
Schwingungen  der  Platte  dann  wesentlich  denselben  Klang  reprodueieren, 
beweist  eben,  dafs  in  dieser  Zusammengesetzthoit  der  Schwingungen  die 
Wesenheit  des  Klanges  begründet  ist  und  in  nichts  andern. 

Eine  Untersuchung  der  Kurven,  die,  wie  vorhin  erwähnt,  ein  durch 
die  Vertiefungen  des  Staniols  geführter  Längsschnitt  liefert,  kann  eine  wei- 
tere Bestätigung  der  Klang-  und  Vokaltheorio  liefern.  In  dieser  Weise 
haben  Fleming  Jenkin  und  Ewing1)  den  Phonographen -benutzt,  indem  sie 
durch  eine  nicht  näher  zu  beschreibende  Vorrichtung  die  den  Vertiefungen 
entsprechenden  Kurven  in  vergröfsertem  Mai'sstabe  aufzeichnen  liefsen,  und 
dann  an  diesen  Kurven  die  Intensitäten  der  einzelnen  Partialtöne,  welche 
die  Vokalklänge  zusaiumensetzten,  bestimmten.  Auch  die  so  erhaltenen  Resul- 
tate stimmen  im  wesentlichen  mit  der  Ilelmholtzschen  Theorie  überein*). 

‘)  Fleming  Jenkin  und  J.  A.  Ewing.  Nature  Bd.  XV11I  p.  340.  394.  454. 

a)  Mau  sehe  das  Referat  über  diese  Arbeit  in  den  Beiblättern  zu  Poggen- 
dorffs Annalen  Bd.  11  p.  691  von  Auerbach. 
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Das  menschliche  Ohr.  Durch  die  Mitteilung  der  schwingenden  Be- 
wegung an  die  die  Gehörnerven  umgebenden  elastischen  Medien  und  da- 
durch an  den  Gehörnerven  selbst  nehmen  wir  den  Schall  wahr. 

Das  Gehörorgan  des  Menschen  umfafst  drei  Abteilungen  von  Hohl- 
räumen,  welche  zum  grösten  Teil  in  dein  festen  Knochen  des  Schläfen- 
beines eingeschlosson  sind,  das  ttufsere,  mittlere  und  innere  Ohr;  die  beiden 
erstem  sind  mit  Luft,  das  innere  Obr  ist  mit  Wasser  angefüllt. 

Zum  Uufsern  Ohr  gehört  die  Ohrmuschel  und  der  äufsere  Gehörgang, 
zum  mittlem  Ohr  die  Paukenhöhle  und  die  Ohrtrompete,  die  tuba  Eustachii. 

Der  üufsere  Gehörgang  a (Fig.  293)  ist  durch  das  Trommelfell  6, 
welches  in  seinem  ganzen  Umfange  an  Knochen  angeheftet  ist,  von  der 
Paukenhöhle  c getrennt,  diese  verengert  sich  weiterhin  zur  Ohrtrompete  d, 
welche  in  der  Nasenhöhle  mündet.  Die  Höhle  des  innera  Ohres,  von  der 
Fig.  294  einen  Abgufs  in  natürlicher  Gröfse  darstellt,  liegt  in  dem  Knochen, 
welcher  die  hintere  Wand  der  Paukenhöhle  bildet.  Zwischen  ihr  und  dem 
Trommelfell  liegt  in  der  Paukenhöhle  die  Reihe  der  Gehörknöchelchen. 


Kig.  293.  Kig.  291. 


Der  Hammer  (malleus)  e ist  mit  seinem  langen  Fortsatz  oder  Stiel  im 
Centrum  des  Trommelfells,  femor  in  einer  Linie  von  da  zum  obem  Ansatz- 
rande hinauf  und  nahe  dem  letztem  noch  einmal  mit  seinem  kurzen  Fort- 
satze am  Trommelfell  angeheftet.  Aufserdem  ist  er  noch  durch  einen 
kurzen  Fortsatz,  der  gerade  nach  vorn  über  dem  Rande  des  Trommelfells 
hin  liegt  (und  deshalb  in  der  Figur  abgeschnitten  ist),  an  der  Knoehen- 
wand  der  Paukenhöhle  angeheftet. 

Sein  Kopf,  der  den  obem  Rand  des  Paukenfelles  überragt,  steht  durch 
oin  Gelenk  mit  dem  zweiten  Knochen,  dem  Ambos  (incus)  f (Fig.  293)  in 
Verbindung.  Der  Ambos  ist  aufserdem  mit  einem  kurzen  (in  der  Figur 
hinter  dem  Hammer  liegenden)  Fortsatz  an  der  hintern  Wand  der  Pauken- 
höhle angestutzt. 

Vom  Ambos  geht  ein  langer  Fortsatz  parallel  dem  Stiele  des  Hammers 
nach  unten;  an  seinem  Ende  ist  der  dritte  Knochen,  der  Steigbügel  g 
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(Fig.  293)  befestigt,  der  horizontal  nach  hinten  liegt.  Die  Platte,  in  dor 
seine  beiden  Loisten  zusamrnenstofsen,  der  Fufstritt,  ist  an  ihrem  Rande 
herum  häutig  mit  dem  Rande  des  ovalen  Fensters  It  (Fig.  294)  verbunden, 
welches  in  der  Mitte  des  hintern  Teiles  der  Paukenhöhle  in  die  Höhle  des 
innem  Ohres  führt. 

Das  innere  Ohr  steht  durch  zwei  Öffnungen  mit  der  Paukenhöhle  in 
Verbindung  durch  das  ovale  Fenster  h,  welches  von  der  Platte  des  Steig- 
bügels bedeckt  ist,  und  das  unterhalb  demselben  liegende  runde  Fenster  i, 
welches  durch  eine  einfache  feine  Membran  geschlossen  ist.  Das  ovale 
Fenster  führt  zum  mittlern  Teile  des  innem  Ohres,  zum  Yorhof  (vestibulum) 
li  (Fig.  294),  in  welchem  dem  Fenster  und  somit  der  Platte  des  Steig- 
bügels gerade  gegenüber  ein  Zweig  des  Gehörnerves  einmündet.  Vom  Vor- 
hof geht  nach  der  einen  Seite  der  spiralig  gowundene  Gang  der  Schnocke 
(cochlea)  l (Fig.  294)  aus,  in  welchem  sich  ein  besonderer  Ast  der  Nerven 
von  der  Axo  aus  verteilt.  Zur  Schnecke  führt  aul'serdem  direkt  von  der 
Paukenhöhle  aus  das  runde  Fenster  i. 

Nach  der  andern  Seite  gehen  vom  Vorhofe  die  drei  halbzirkelförmigen 
Kanüle  »»,  in  drei  zu  einander  senkrechten  Ebenen  gebogen,  in  je  zwei 
Mündungen  aus.  Auch  diese  erhalten  durch  die  eine  etwas  erweiterte 
Mündung  Aste  des  Gehörnerven. 

Das  Trommelfell  ist  mit  seinem  Oentrum  ein  wenig  trichterförmig  in 
die  Paukenhöhle  hinein  vertieft  und  dadurch  gespamit.  Diese  Spannung 
kann  durch  eine  Drehung  des  Hammers  um  die  den  obem  Rand  des  Trommel- 
felles tangierende  (zur  Ebene  der  Figur  senkrechte)  Axe  des  Fortsatzes, 
mit  dem  er  an  die  Wand  der  Paukenhöhle  befestigt  ist,  etwas  vermehrt 
werden.  Dadurch  rückt  das  untere  Ende  seines  Stieles  dem  ovalen  Fenster 
nüher,  und  da  die  andern  Gehörknöchelchen  seiner  Bewegung  einigorinafsen 
folgen,  so  wird  dadurch  der  Fnfstritt  des  Steigbügels  etwas  in  das  ovale 
Fenster  hineingetrieben. 

Das  Wasser  des  La'bj’rinthes  kann  diesem  Drucke  nur  dadurch  aus- 
weichen,  dafs  es  die  das  runde  Fenster  verschlieisende  Membran  gegen  die 
Paukenhöhle  hinausdrüngt,  so  dafs  mit  der  stiirkem  Spannung  des  Trommel- 
felles auch  diejenige  dieser  Membran  wächst. 

Im  grolsen  und  ganzen  geht  aus  der  anatomischen  Beschreibung  des 
Gehörorgans  die  Art  der  Schallwahrnehmung  hinlänglich  deutlich  hervor. 
Die  Schwingungen  der  Luft  teilen  sich  zunächst  dem  Trommelfelle  mit, 
das  dadurch  entweder  in  longitudinale  Schwingungen,  wie  Johannes  Müller 
annimmt,  oder  in  transversale  Schwingungen,  bei  denen  die  Membran  als 
solche  schwingt,  wie  andere  wollon,  versetzt  wird.  Die  Schwingungen  des 
Trommelfells  pflanzen  sich  dann  durch  die  Reihe  der  Gehörknöchelchen  zum 
ovalen  Fenster  und  so  in  die  Flüssigkeit  des  Vorhofes,  und  durch  die  Lull 
der  Paukenhöhle  zum  runden  Fenster  und  in  die  Flüssigkeit  der  Schnecke 
fort.  In  beiden  Flüssigkeiten,  der  des  Vorhofes  sowohl,  dem  ovalen  Fenster 
gerade  gegenüber,  als  auch  jener  der  Schnecke  endigen  Teile  der  Gehör- 
nerven. 

Aber  auch  in  den  halbzirkelförmigen  Kanälen  endigen  Zweigo  des  Gehör- 
norves,  auch  diese  müssen  daher  zum  Hören  beitragen.  Es  ist  nun  eino 
wahrscheinliche  Hypothese,  dafs  die  durch  den  Ton  erregten  Schwingungen 
der  Kopfknochen  sich  der  Flüssigkeit  in  den  halbzirkelförraigen  Kanälen 


Digitized  by  Google 


§ 174. 


Mechanismus  des  Hörens. 


827 


mitteilen,  und  dafs  diese  dann  durch  die  in  denselben  mündenden  Nerven- 
endigungen percipiert  werden. 

Die  neuern  anatomischen  Entdeckungen  über  den  Bau  des  innem  Ohres, 
besonders  die  Art,  wie  die  Nerven  dort  endigen,  von  Max  Schul  tze  und 
dem  Marchese  Corti  haben  Helmholtz')  in  den  Stand  gesetzt,  die  Perception 
des  Schalles  genauer  zft  erkennen.  Es  würde  die  uns  in  diesem  Buche  ge- 
streckten Grenzen  weit  überschreiten,  wollten  wir  diese  Fragen  hier  aus- 
führlich besprechen;  nur  einen  Punkt  müssen  wir  etwas  genauer  hervor- 
heben, nilmlich  wodurch  nach  der  Hypothese  von  Helmholtz  das  mensch- 
liche Ohr  in  den  Stand  gesetzt  wird,  jeden  Klang  in  seine  einzelnen 
Partialtöne  zu  zerlegen.  Diese  Zerlegung  findet  wahrscheinlich  in  der 
Schnecke  statt  und  wird  ermöglicht  durch  die  eigentümlichen  Gebilde,  mit 
welchen  dort  die  Nervenendigungen  in  Verbindung  stehen.  Die  Schnecke 
ist  nilmlich  ihrer  ganzen  Litnge  nach  durch  eine  teils  knöcherne,  teils 
membranöse  Scheidewand  in  zwei  Hälften  geteilt,  eine  obere  und  eine 
untere,  die  eine  mündet  im  Vorhof,  die  andere  läuft  gegen  die  Paukenhöhle 
aus  und  ist  durch  die  Membran  des  runden  Fensters  geschlossen.  Der 
knöcherne  Teil  der  Scheidewand  befindet  sich  an  der  innem  Seite  der 
Windungen  und  durch  diesen  Teil  derselben  treten  die  Nervonfasem  in 
die  häutige  Membran  Uber,  und  dort  endigen  sie  an  den  Cortischen  Fasern, 
membranösen  Streifen,  welche  an  jener  häutigen  Membran,  der  membrana 
basilaris  angewachsen,  zwischen  derselben  und  einer  an  der  Schneckenwand 
befindlichen  Membran,  der  Cortischen  Membran  ausgespannt  sind.  Die 
Breite  der  membrana  basilaris  ist  in  ihrem  Beginn  eine  geringe,  sie  wächst, 
je  mehr  sie  sich  der  Kuppel  der  Schnecko  nähert  bis  mehr  als  zum  Zwölf- 
fachen. Die  Membran  selbst  besteht  aus  radialen,  sie  der  Breite  nach  durch- 
setzenden ziemlich  festen  Fasern,  welche  parallel,  in  der  angegebenen  Weise 
an  Länge  wachsend  neben  einander  gelagert  sind , und  welche  in  der  Längs- 
richtung der  Membran  viel  weniger  fest  mit  einander  verbunden  sind.  Durch 
diese  eigentümliche  Struktur,  .infolge  deren  die  Membran  in  der  Richtung 
ihrer  Breite  sehr  viel  stärker  gespannt  ist  als  in  der  Richtung  der  Länge, 
verhält  sich  die  membrana  basilaris  annähernd  so,  als  wären  ihre  Radial  - 
fasem  ein  System  von  gespannten  Saiten,  deren  membranöse  Verbindung 
nur  dazu  dient  die  schwingende  Flüssigkeit  der  Schnecke  an  dem  freien 
Durchtritt  zwischen  den  Saiten  zu  hindern,  und  so  zu  bewirken,  dafs  die 
Schwingungen  der  Flüssigkeit  sich  auf  die  Membran  übertragen.  Es  werden 
deshalb  die  Bewegungen  der  einzelnen  Fasern  der  Membran  dieselben  sein, 
als  wäre  jede  einzelne  unabhängig  von  den  andern  und  folgte  jede  für  sich 
den  Schwingungen  des  Wassers  in  der  Schnecke.  Für  diese  radialen  Fasern 
der  membrana  basilaris  mit  ihren  Anhängen,  den  Cortischen  Fasern  nimmt 
nun  Helmholtz  an,  dafs  jede  für  eine  bestimmte  Schwingungszahl  abge- 
stimmt ist.  Danach  wird  ein  in  das  Ohr  eindringender  Ton  namentlich 
diejenige  Stelle  der  Membran  in  Mitschwingungen  versetzen,  an  denen  der 
Eigenton  der  gespannten  und  mit  den  verschiedenen  Anhangsgebilden  be- 
lasteten Radialfasern  der  Membran  dem  erregenden  Ton  am  besten  ent- 
spricht, von  da  werden  sich  die  Schwingungen  in  schnell  abnehmender 
Stärke  auf  die  benachbarten  Teile  ausbreiten.  Dafs  die*  Fasern,  trotz  ihror 

')  Helmholtz,  Tonempfindungen  III.  Ausgabe  p.  198—232. 
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geringen  Länge  auf  die  tieferen  Töne  der  Tonskala  abgestimmt  sein  können, 
das  liegt  nach  der  Annahme  von  Helmholt 7.  eben  in  den  Anhangsgebilden, 
welche  die  Fasern  belasten. 

Durch  die  Schwingungen  der  Radialfasern  der  Membran  werden  also 
direkt  die  mit  denselben  verbundenen  Cortischen  Fasern  in  dieselben 
Schwingungen  versetzt,  und  damit  die  in  diesen  Fasern  befindlichen  Nerven- 
teile, welche  die  Empfindung  des  Tones  vermitteln.  Es  würde  demnach  für 
jeden  Ton  eino  bestimmte  oder  doch  eine  beschränkte  Zahl  von  Nervenfasern 
erregt,  so  dafs  die  verschiedenen  Töne  von  ganz  verschiedenen  Fasern 
empfunden  werden. 

Ans  dieser  Theorie  des  Hörens,  welche  dasselbe  als  einen  speciellen 
Fall  des  Mittönens  auffafst,  orklärt  sich  zunächst  die  grofse  Empfindlichkeit, 
welche  ein  geübtes  Ohr  für  geringe  Unterschiede  in  der  Tonhöhe  hat, 
welche  nach  Angabe  von  E.  H.  Weber  soweit  geht,  dafs  das  Ohr  Töne  als 
verschieden  erkennt,  deren  Schwingungsverhältnis  1000  : 1001  ist,  eino 
Angabe,  welche  Cornu  und  Mercadier l)  bestätigen.  Dieselben  geben  an,  dafs  ein 
geübtes  Ohr  bei  der  tönenden  Saite  eines  Monochordes,  welche  die  Länge  von 
einem  Meter  hat,  deutlich  die  Verschiebung  des  Steges  um  l""a  wahmehme. 

Nach  Kölliker  enthält  nämlich  das  Ohr  etwa  3000  Cortische  Fasern. 
Rechnet  man  mm  etwa  200  auf  die  Töne,  welche  aufserhalb  der  in  der 
Musik  gebrauchten  Grenzen  liegen,  so  würden  für  die  7 Oktaven,  deren 
Töne  in  der  Musik  benutzt  werden,  2800  Fasern  übrig  bleiben,  also  etwa 
400  für  jede  Oktave;  nach  der  Angabe  von  E.  H.  Weber  würde  ein  geübtes 
Ohr  etwa  700  Tonstufen  innerhalb  der  Oktave  zu  unterscheiden  imstande 
sein,  also  eine  noch  gröfsore  Zahl,  als  der  für  jede  Oktave  vorhandenen  An- 
zahl von  Cortischen  Fasern  entspricht.  Das  liegt  nach  Helmholtz  daran, 
dafs  wenn  ein  Ton  angegeben  wird,  dessen  Höhe  zwischen  dem  zweier  be- 
nachbarter Cortischer  Fasern  liegt,  dafs  dann  beide  in  Schwingungen  ver- 
setzt werden,  diejenige  aber  stärker,  deren  Eigenton  dem  angegebenen  näher 
liegt.  Die  Empfindlichkeit  des  Ohres  für  verschiedene  Tonhöhen  wird  also 
nur  von  der  Feinheit  abhängen,  mit  welcher  der  Unterschied  der  Erregungs- 
stärke der  beiden  Fasern  wahrgenommen  werden  kann.  Dieses  Einwirken 
eines  Tones  auf  mehrere  Fasern  erklärt  es  auch,  dafs  bei  kontinuierlich 
steigender  Tonhöhe  unsere  Empfindung  sieb  kontinuierlich  ändert  und  nicht 
stufenweise  springt,  wie  es  der  Fall  sein  müfste,  wenn  durch  jeden  Ton 
nur  eine  einzelne  Cortische  Faser  in  Schwingung  versetzt  würde. 

Aus  dieser  Theorie  des  Hörens  ergibt  sich  weiter,  dafs  wenn  ein  zu- 
sammengesetzter Klang  oder  Accord  dem  Ohre  zugeleitet  wird,  dafs  dann 
alle  diejenigen  Fasern  erregt  werden,  deren  Eigenton  in  der  Klangmasse 
vorhanden  ist.  Da  somit  die  Empfindungen  örtlich  getrennte  sind,  so  mufs 
bei  gehöriger  Aufmerksamkeit  und  Übung  das  Ohr  die  einzelnen  Töne  auch 
getrennt  auffassen  können. 

Unser  Ohr  mufs  demnach  die  zusammengesetzten  Klänge  gerade  so  in 
ihre  einfachen  Bestandteile  zerlegen,  wie  eine  Reihe  abgestimmter  Resona- 
toren oder  Membranen  durch  die  ihnen  entsprechenden  Töne  eines  zusammen- 
gesetzten Klanges  zum  Tönon  gebracht  werden.  Das  Hören  ist,  soweit  es 
physikalisch  oder  physiologisch  definierbar  ist,  ein  specieller  Fall  des  Mittönens. 


*)  Cornu  und  Mercadier,  Comptes  Kendus  T.  LXV111.  p.  301. 
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Einflufe  der  Bewegung  des  tönenden  Körpers  oder  des  Ohres 
auf  die  Höhe  des  wahrgenommenen  Tones.  Wenn  wir  den  durch  eine 
schwingende  Bewegung  der  Luft  bestehenden  Schall  durch  die  den  Nerven 
mitgeteilten  Schwingungen  empfinden  und  die  Anzahl  der  in  der  Zeiteinheit 
in  das  Ohr  eindringenden  Schwingungen  maßgebend  ist  fllr  die  Höhe  des 
empfundenen  Tones,  so  mufs  es  auf  die  letztere  von  Einflufs  sein,  ob  der 
Beobachter  und  das  tönende  Instrument  sich  von  einander  in  einer  konstanten 
Entfernung  befinden,  oder  ob  die  beiden  sich  einander  nähern  oder  von 
einander  entfernen. 

Doppler ')  hat  diesen  Satz  näher  verfolgt  und  kommt  zu  dem  Schlüsse, 
dafs  wenn  der  Beobachter  und  das  tönende  Instrument  sich  nähern,  der 
wahrgenommene  Ton  höher  worden  mufs,  da  dann  die  Eindrücke  auf  das 
Ohr  sich  rascher  folgen  als  im  Zustande  der  Ruhe.  Ebenso  mufs  dor  Ton 
tiefer  werden,  wenn  der  Beobachter  und  die  Tonquellen  sich  von  einander 
entfernen,  da  dann  die  Zahl  der  in  das  Ohr  eindringenden  Wellen  eine 
kleinere  wird. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  Wellen  mit  l,  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  in  der  Luft  mit  c,  diejenige,  mit  welcher  der  schwingende  Körper 
nach  einer  Richtung  hin  bewegt  wird,  mit  b,  so  wird  nach  dieser  Richtung 

hin  die  Länge  der  Wellen  um  c ■ l verkürzt,  nach  der  entgegengesetzten 

Seite  hin  aber  um  ebensoviel  verlängert.  Denn  hat  z.  B.  der  von  dem 
tönenden  Körper  ausgehende  Wellenberg  nm  die  Länge  einer  Welle  sich 
fortgepflanzt,  so  würde  bei  ruhendem  Instrumente  der  folgende  Wellenberg 
das  Instrument  verlassen,  und  da  er  von  derselben  Stelle  ausgeht,  gerade 
um  die  Lange  einer  Welle  von  dem  ersten  entfernt  sein.  Hat  sich  aber 
das  Instrument  während  dieser  Zeit  in  der  Richtung  der  vorschreitenden 
Welle  bewegt,  so  gebt  der  zweite  Wellenberg  nach  derselben  Zeit  wie  vor- 
hin von  einem  dem  ersten  Wellenberge  nähern  Orte  aus,  er  ist  also  von 
dom  ersten  um  weniger  als  die  Länge  der  Welle  bei  der  Ruhe  entfernt, 
oder  die  Welle  wird  kürzer.  Nach  der  andern  Seite  wird  sie  aber  um 
ebensoviel  länger. 

Ist  die  Länge  der  Welle  l,  so  ist  die  Zeit,  währond  welcher  der 
erste  Wellenberg  um  l sich  fortpflanzt,  gleich  dor  Schwingungsdauer  T, 
also,  da  l = c • T, 


und  da  wir  die  Geschwindigkeit  des  tönenden  Körpers  mit  b bezoichneten, 
so  hat  sich  derselbe  in  der  Zeit  T um  die  Strecke 

b- T-=  — • / 
c 

in  dor  Richtung  der  Welle  fortbewegt,  die  Länge  der  Wolle  wird  also 
dadurch 

<(■+-:-) 

')  Doppler , Cher  farbiges  Licht  der  Doppelsterne.  Prag  1842. 
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wenn  wir  mit  n die  Scbwingungszahl  oder  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl 
der  auf  die  Strecke  c kommenden  Wellen  bezeichnen,  wenn  das  Instru- 
ment ruht. 

Die  an  einem  ruhenden  Ort  ankommende  Schwingungsanzahl  ist  mm 
gleich  dem  Quotienten  aus  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nnd  der 
Wellenlänge , also  hier  gleich 


c c 


.wo  das  negative  Vorzeichen  für  die  Orte  gilt,  denen  sich  das  Instrument 
nähert,  und  das  positive  für  die,  von  denen  es  sich  entfernt. 

Wenn  andererseits  der  Beobachter  sich  gegen  das  ruhende  Instrument 
bewegt  mit  einer  Geschwindigkeit  a , so  werden  in  der  Zeiteinheit  nicht 
nur  die  Schwingungen  in  das  Ohr  kommen,  welche  den  ruhenden  Beobachter 
treffen,  sondern  auch  diejenigen,  welche  auf  der  Strecke  a liogen,  so  dafs 
dio  Zahl  der  wahrgenommenen  Schwingungen  wird 

„ = n + -t  , 

und  entfernt  sich  der  Beobachter 

, a ' 

» = « j-  . 

, , a c + a 

ti  =»+  , = n • — • 

— < c 

In  jedem  Falle  wird  also  die  Schwingungsmenge,  die  das  Ohr  erhält, 
heim  Annähern  von  Beobachter  und  Tonquello  gröfser,  beim  Entfernen 
kleiner;  findet  das  Erste  statt,  mufs  der  Ton  höher,  das  Zweite,  tiefer 
werden. 

Diese  Folgerung  ist  durch  die  Erfahrung  bestätigt. 

A.  Seebeck1)  gibt  an,  dafs  er  in  den  Papieren  seines  Vaters  eine  dahin 
gehörige  Angabe  gefunden  habe.  Ein  Schlitten,  wie  man  sie  im  Gebirge 
zum  jähen  Herabrutschen  an  Bergabhängen  gebraucht,  gab  dem  Beobachter 
Gelegenheit  zu  bemerken,  dafs  der  Ton  einer  Pfeife,  die  auf  dem  Schlitten 
geblasen  wurde,  beim  Vorüberfahren  plötzlich  tiefer  wurde. 

Iluys  Ballot*)  hat  eine  ausgedehnte  Beobachtungsreihe  über  diesen 
Punkt  angestellt.  Auf  der  Eisenbahn  zwischen  Utrecht  und  Maarson  waren 
möglichst  nahe  der  Bahn  mehrere  Musiker  aufgestellt,  welche  die  Tonhöhe 
eines  auf  einem  mit  der  Lokomotive  vorüberfahrenden  Signalhome  gegebenen 
Tones  schätzten;  ein  anderer  auf  der  Lokomotive  fahrender  Beobachter  ver- 
glich den  Ton  der  auf  den  Stationen  geblasenen  Hörner  bei  Annäherung 
und  Entfernung  der  Lokomotive  mit  dem  des  mitfahrenden  Hornes.  Die 
Geschwindigkeit  des  Wagens  wurde  bestimmt,  indem  nach  zwei  Chrono- 
metern dio  Zoit  aufgeschrieben  wurde,  welche  zum  Durchlaufen  von 
100  Metern  gebraucht  war. 


’)  Seebeck,  in  Doves  Repertorium  Bd.  VIII.  p.  87. 
*)  Suys  Iiallot , Poggendorffs  Annalen.  Bd.  LXVI. 
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Die  Beobachtungen  bestätigen  im  allgemeinen  die  Theorie,  indem  fast 
immer  Veränderungen  der  Tonhöhe  in  dem  von  der  Theorie  geforderten 
Sinne  eintraten;  eine  genaue  Übereinstimmung  der  berechneten  Tonänderungen 
mit  den  beobachteten  kann  bei  solchen  Versuchen  nicht  erwartet  werden, 
wo  nur  eine  Schätzung  des  Beobachters  die  Änderung  der  Tonhöhe  be- 
stimmt. 

Dagegen  ist  es  Vogel1)  gelungen  eine  volle  Bestätigung  der  Theorie 
zu  erhalten,  indem  er  den  Ton  der  Dampfpfeife  einer  Lokomotive  benntzte 
und  mit  Hülfe  eines  Musikers  genau  die  Tonhöhe  bestimmte,  wenn  die 
Lokomotive  mit  konstanter  Geschwindigkeit  sich  ihm  näherte  und  dann 
nach  dem  Vorüberfahren  sich  entfernte.  Die  Änderung  der  Tonhöhe  ent- 
sprach mit  einer  merkwürdigen  Genauigkeit  der  Dopplerschen  Theorie. 

Man  kann  die  Erscheinung  des  Mittönens  benutzen,  wie  zuerst 
A.  Mayer*)  gezeigt  hat,  um  zu  beweisen,  dafs  in  der  That  die  Änderung 
der  Tonhöhe  gerade  die  von  der  Theorie  verlangte  ist.  Man  nimmt  zwei 
genau  gleiche  Stimmgabeln  etwa  c2,  512  Schwingungen  gebend;  streicht 
man  die  eine  an,  so  tönt  die  andere  kräftig  mit.  Verstimmt  man  die 
eine,  etwa  durch  Überziehen  eines  leichten  straffen  Kautschukringes,  so 
dafs  sie  in  der  Sekunde  zwei  Schwingungen  weniger  macht,  so  tönt  die 
andere  Gabel  nicht  mehr  mit,  wenn  man  die  verstimmte  anstreicht.  Stellt 
man  sich  dann  aber  mit  der  verstimmten  Gabel  in  einiger  Entfernung  von 
der  nicht  verstimmten  auf,  bringt  erstere  zum  Tönen,  und  bewegt  sich  dann 
mit  der  verstimmten  tönenden  Gabel  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit 
von  etwa  1,2 .Meter  gegen  die  andere  hin,  so  kommt  diesolbe  wieder  zum 
Tönen.  Stellt  man  die  verstimmte  Gabel  auf,  so  mufs  man,  um  dieselbe  zum 
Mittönen  zu  bringen,  die  nicht  verstimmte  mit  derselben  Geschwindigkeit 
entfernen.  Wenn  man  dagegen  die  zweite  Gabel  nicht  verstimmt,  so  tönt 
die  erste  nicht,  wenn  man  mit  der  tönenden  Gabol  sich  mit  der  gleichen 
Geschwindigkeit  nähert  oder  entfernt.  Dafs  diese  Bewegungsgeschwindig- 
keit der  Dopplerschen  Theorie  entspricht,  ergibt  sieji  leicht.  Es  müsson 
von  der  verstimmten  Gabel  her  in  der  Sekunde  512  Schwingungen  zur 
nicht  verstimmten  Gabel  gelangen,  während  sie  selbst  in  der  Sekunde  510 
Schwingungen  macht.  Die  Geschwindigkeit  6,  mit  der  sie  der  nicht  ver- 
stimmten Gabel  genähert  werden  mufs,  ergibt  sich  somit  aus 

512  = 510-  - C - 

C — b 

Setzen  wir  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft  bei  gewöhn- 
licher Temperatur  rund  c = 340m,  so  wird 

ft— 1,81-, 


wie  es  vorhin  angegeben  wurde.  Man  kann  so  die  Richtigkeit  des  Doppler- 
schen Satzes  sogar  objektiv  sichtbar  machen,  wenn  man  die  Schwingungen 
der  Gabel  auf  die  eine  oder  andere  Weise  sichtbar  macht. 


’)  II.  C.  Vogel,  Poggend.  Ann.  Bd.  CLVII1. 

*)  A.  M.  Mayer,  Poggend.  Ann.  Bd.  CXLVI. 
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Interferenz  dea  Schalles.  Wenn  sich  nach  einer  und  derselben  Rich- 
tung zwei  Schallwellen  gleicher  Lange  fortpflanzen,  so  mufs  nach  der  Natur 
der  Wellenbewegung  die  Resultierende  aus  den  beiden  Schallwellen  abhangen 
von  der  Phasendifferenz,  mit  welcher  die  beiden  Wellen  Zusammentreffen. 

Treffen  zwei  Schallwellen  ohne  Phasendifferenz  zusammen,  so  müssen 
sie  sich  verstärken,  treffen  sie  dagegen  mit  einer  Phascndifforenz  von  einer 
halben  Wellenlänge  zusammen,  so  müssen  sie  sich  aufheben.  Dafs  letzteres 
in  der  That  der  Fall  ist,  davon  kann  man  sich  durch  einen  einfachen  Ver- 
such überzeugen.  Bringt  man  eine  Klangscheibe  zum  Tönen,  so  dafs  das 
diagonale  Kreuz  entsteht,  so  schwingen  die  neben  einander  liegenden  Qua- 
dranten gleichzeitig  nach  entgegengesetzten  Richtungen,  indem,  wie  wir 
sahen,  die  Knotenlinien  zwei  in  entgegengesetzter  Phase  befindliche  Teile 
der  Scheibe  trennen.  Führt  man  nun  eine  solche  tönende  Scheibe  am  Ohre 
vorüber,  so  verschwindet  der  Ton  jedesmal,  wenn  das  Ohr  sich  vor  einer 
Knotenlinio  befindet.  Von  dem  einen  Quadranten  wird  dann  ein  Wellenberg 
ins  Ohr  gesandt  und  zugleich  von  dem  andern  ein  Wellenthal,  die  Bewegung 
des  Trommelfelles  ist  daher  infolge  der  einen  Welle  die  entgegengesetzte 
derjenigen  der  andern  Welle,  die  Bewegung  und  somit  der  Schall  hört  auf. 

Diesen  Fall  der  Interferenz  von  Schallwellen  hat  Hopkins1)  auf  sehr 
einfache  Weise  sichtbar  gemacht.  Er  stellte  eine  Röhre  von  Pappe  oder 
Holz  her,  welche  unten  gabelförmig  in  zwei  Röhren  endigte,  und  deren 
oberes  Ende  mit  einer  feinen  Membran  überspannt  war.  Bestreut  man  die 
Membran  mit  etwas  trocknen»  Sand  und  hält  die  Röhre  so  Uber  eine 
tönende  Klangscheibe,  dafs  die  beiden  offenen  Enden  der  Gabel  sich  über 

zwei  neben  einander  liegenden  Quadranten 
der  Scheibe  befinden,  so  gerät  die  oben  über 
die  Röhre  gespannte  Membran  nicht  in 
schwingende  Bewegung,  der  Sand  bleibt 
ruhig,  hält  man  aber  die  offenen  Enden 
der  Gabel  über  gegenüberliegende  Quadran- 
ten , so  gerät  der  Sand  in  hüpfende  Bewegung. 
Im  ersten  Falle  gehen  von  den  beiden  Quadran- 
ten zugleich  entgegengesetzte  Bewegungen  in 
die  Röhre,  dieselben  heben  sich  a»if,  im 
letzten  Falle  aber  gleichgei'ichteto,  sie  ver- 
stärken sich. 

In  anderer  Weise  hat  Nörremberg5)  die 
Interferenz  der  Schallwellen  gezeigt.  Ein  verzweigtes  Rohr  von  der  Form 
Fig.  295  wurde  in  eine  Wand  eingomauert,  und  auf  der  einen  Seite  der 
Wand  ein  Ton  erzeugt,  der  nur  durch  die  Luft  des  Rohres  in  den  durch 
dio  Wand  abgetrennten  Raum  eindringen  komite.  Wurde  eine  der  beiden 
Röhren  verstopft,  so  drangen  alle  Töne  durch  das  Rohr  hindurch,  wurden 
aber  beide  geöffnet,  so  blieben  alle  Töne  aus,  für  welche  die  Differe»»z  der 
Röhrcnlüngen  ein  ungerades  Vielfaches  einer  halben  Wellenlänge  war. 

‘)  Hopkins,  Poggend.  Ann.  Bd.  XLIV. 

*)  Müller- Pouillet,  Lehrbuch  der  Physik,  ßrauuschw.  1860.  p.  382.  Diese 
Methode  ist  vorgeschlagen  von  J.  F.  W.  Hersehel,  I’hilosophical  Magazin,  8.  ser. 
T.  III.  1833.  Poggend.  Ann.  Bd.  XXXI. 
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Eine  sehr  bequeme  Form,  welche  zu  oiner  Reihe  verschiedener  Ver- 
. suche  brauchbar  ist,  hat  Quincke1)  dom  eben  besprochenen  Interferenz- 
apparat gegeben.  Fig.  29C  gibt  eine  dieser  Formen,  Fig.  297  eine  andere. 
Die  erste  in  den  gleich  anzugebonden  Dimensionen  löscht  den  Ton  ax  (440 
Schwingungen)  und  alle  seine  ungeraden  Vielfachen  aus.  Zwei  T- förmige 
Glasröhren  CACX  und  C B C\  sind  an  den  Enden  rechtwinklig  umgebogen 
und  bei  C durch  einen  kurzen,  bei  C\  durch  einen  langen  Kautschukscblauch 
verbunden.  Gibt  "man  dem  letztem  eine  Länge  von  etwa  390nuu,  so  ent- 
spricht er  einer  halben  Wellenlänge  des  Tones  n,  in  Luft.  Das  mit  einem 
kurzen  Kautschnkschlauch  versehene  Ende  A des  Apparates  setzt  man  in 
den  äulsem  Gehörgang  des  einen  Ohres,  verstopft  das  andero  mit  einem 
Siegellackpfropf  und  läfst  den  Klang  der  Stimmgabel  durch  den  langen 
Kautschukschlauch  B Bx  und  die  verzweigte  Röhrenleitung  ins  Ohr  gelangon, 


Fig.  29«. 


Fig.  S!»7- 


indem  man  die  Zinken  der  angeschlagenen  Gabel  vor  das  offene  Ende  Bx 
des  Schlauches  hält,  oder  auch  den  Stiel  der  Gabel  in  den  Schlauch  steckt 
und  die  Gabel  anschlägt.  Die  dem  Grundton  der  Gabel  entsprechenden 
Wellen  löschen  sieb  dann  bei  B aus,  und  man  nimmt  ihn  nicht  wahr. 
Drückt  man  aber  bei  C oder  C,  den  Kautschukschlauch  zu,  so  dafs  die 
Welle  nur  durch  ein  Rohr  dringen  kann,  so  tritt  der  Ton  kräftig  in  das 
Ohr  hinein. 

Der  Apparat  Fig.  297  unterscheidet  sich  von  dem  eben  besprochenen 
dadurch,  dafs  der  lange  Kautschukschlauch  durch  das  Glasrohr  PPX  Qx  Q er- 
setzt ist;  indem  man  eine  Reihe  solcher  Röhren  herstellt,  die  an  Stelle 
dieses  mit  dem  Stücke  BCA  verbunden  werden,  kann  man  die  Interferenz- 
röhre für  eine  ganze  Anzahl  von  Tönen  stimmen. 

Von  den  mannichfachen  Versuchen,  zu  welchen  diese  Röhren  dienen 
können,  erwähnen  wir  hier  nur  die  Beobachtung  der  Klangfarbe.  Eino 
solche  Röhre  löscht  nicht  nur  einen  bestimmten  Ton  aus,  sondern  auch  alle 
seine  ungeradzahligen  Obertöne;  deshalb  löscht  eine  solelio  Röhre  den  Klang 
einer  gedeckten  Orgelpfeife  ganz  aus,  es  bleibt  nur  das  Blasegeräusch  zurück, 
bei  einer  offenen  Orgelpfeife  dagegen  ändert  sie  nur  den  Klang,  da  die  ge- 
raden Partialtöno  des  Klanges  nicht  ausgelöscht  werden.  Man  kann  des- 
halb durch  eine  solche  Röhre  sofort  erkennen,  ob  in  einem  Klange  nur 
ungerade,  oder  ob  auch  gerade  Partialtöne  in  ihm  enthalten  sind. 

Eine  sehr  instruktive  Einrichtung  hat  König  diesen  Interferenzröhren 
gegeben,  indem  er  sie  mit  seinen  manometrischen  Flammen  in  Verbindung 
setzte.  An  die  Stelle  des  Ohres  bei  der  Quinckeseben  Einrichtung  treten 


’)  Quincke,  Poggend.  Anu.  lid.  CXXVIH. 

WCllmrk,  Physik  I.  4.  Aufl.  63 
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die  § 160  (Fig.  262)  erwähnten  kleinen  Kapseln  mit  den  Flammen.  Königs 
Interferenzröhre  ist  posaunenartig  eingerichtet.  Ist  die  Röhre  ganz  zu- 
sammengeschoben, so  sind  beide  dem  eindringenden  Tone  offene  Wege  ganz 
gleich,  er  dringt  in  die  Kapsel  ein  und  setzt  die  Flamme  in  Vibration; 
zieht  man  nun  die  eine  Hälfte  aus,  so  wird  der  eine  Weg  dos  Tones  länger, 
und  ist  er  gleich  J Wellenlänge,  so  heben  sich  die  Schwingungen  in  der 
Kapsel  auf,  und  die  Flamme  brennt  ruhig.  Indem  man  auf  diese  Weise 
die  Längo  der  Welle  eines  Tones  von  bekannter  Schwingungszahl  messen 
kann,  liefert  der  Apparat  sogar  ein  sehr  bequemes  Mittel,  die  Geschwindig- 
keit des  Schalles  zu  bestimmen. 

Interferenz  des  Schalles  durch  gleichzeitiges  Aussenden  entgegengesetzt 
gerichteter  Impulse  von  zwei  naheliegenden  Orten  hat  Seebeck  *)  mittels  der 
Sirene  sehr  deutlich  nachgewiesen.  Richtet  man  gegen  eine  Löcherreihe 
einer  Sirene  von  den  beiden  entgegengesetzten  Seiten  her  senkrecht  gegen 
die  Scheibe  zwei  Röhren  und  zwar  so,  dafs,  wenn  die  eine  sich  vor  einem 
Loche  befindet,  die  andere  sich  dem  nächsten  gegenüber  befindet,  so  erhält 
man  bei  gleichzeitigem  Anblasen  keinen  Ton,  sondern  hört  nur  das  Ge- 
räusch der  durchströmenden  Luft,  indem  sich  die  beiden  Stöfse  der  Luft 
nach  entgegengesetzter  Richtung  bei  ihrer  Fortpflanzung  zum  Ohre  des 
Beobachters  aufheben.  Schliefst  man  aber  eine  der  Röhren,  so  tritt  der 
der  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  Sirene  entsprechende  Ton  horvor.  Stellt 
man  die  Röhren  aber  so,  dafs  die  Stöfse  alternierend  erfolgen,  so  also,  dafs 
der  Abstand  der  Röhren  gleich  dom  halben  Abstande  der  Löcher  ist,  so 
hört  man  denselben  Ton,  nur  viel  stärker. 

Wenn  man  auf  oiner  Scheibe  konzentrisch  zwei  Löcherreihen  anbringt, 
von  denen  die  eine  doppelt  so  viel  Löcher  hat,  als  die  andere,  so  gibt  diese 
die  Oktave  von  dem  Tone  der  letztem,  und  man  hört,  wenn  beide  gleich- 
zeitig und  gleichseitig  angeblasen  werden,  in  der  Regel  beide  Töne  zugleich. 

Geschieht  jedoch  das  Anblasen  von  beiden  Seiten  her  und  zwar  so, 
dafs  jeder  Luftstrom  des  tiefem  Tones  mit  einem  Luftstrome  des  höhem 
Tones  zusammenfällt,  so  verschwindet  der  höhere  Ton  ganz  und  man  hört 
nur  den  tiefem. 

Es  werden  in  diesem  Falle  die  abwechselnden  Impulse  des  höhem 
Tones  durch  die  gleichzeitigen  des  tiefem  aufgehoben  und  die  Hälfte  der 
Impulse  des  höhern  Tones  erzeugt  den  tiefem  Ton. 

Eine  sehr  interessante  Interferenz  des  Schalles  ist  von  W.  Weber  bei 
transversalschwingenden  Stäben  und  Stimmgabeln  beobachtet*)  und  später 
von  Kiessling  genauer  untersucht3).  Gehen  von  zwei  Punkten  A und  B 
(Fig.  298),  deren  Abstand  in  Bezug  auf  die  Länge  der  Schallwellen  nicht 
verschwindend  klein  ist,  gleichzeitig  Verdichtungen  und  Verdünnungen  aus, 
so  werden  sich  diese  rings  um  A und  B und  zwar,  wenn  wir  nur  eine  durch 
A und  B gelegte  Horizontalebene  betrachten,  kreisförmig  ausbreiten.  Die 
gleichzeitig  von  A und  B ausgehenden  Kreise  werden  sich  dann  in  Punkten 


')  A.  Seebeck,  L>oves  Repertorium  Hd.  VI. 

*)  W.  Weber,  O.  C.  S.  Schweigger  und  Schwciggcr- Seidel  Jahrbuch  für 
Chemie  uud  Physik  Itd.  XLVIII  (18). 

*)  Kiessling,  Poggend.  Ami.  Bd.  CXXX. 
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C , C schneiden,  welche  in  einer  zu  AB  senkrechten,  in  der  Mitte  von  D 
errichteten  Linie  liegen.  Die  in  der  Nähe  dieser  Linie  liegenden  Luft- 
teilchen werden  dann  gleichzeitig  immer  von  einem  von  A ausgehenden 
Wellenberge  und  von  B ausgehenden  Wellenthale  getroffen,  sie  werden 
daher  immer  in  Ruhe  sein,  auf  der  ganzen  Linie  CB  mufs  der  Schall  ver- 
schwinden. 

Wie  Kiessling  durch  genaue  Messungen  konstatiert  hat,  tindet  eine  solche 
Interferenz  bei  jedem  parallelepipedischen  in  transversale  Schwingungen 
versetzten  Stabe  statt;  es  tritt  dort  die  Interferenz  in  einer  durch  die  Axe 
des  Stabes  gelegten  nahezu  zur  Schwingungsrichtung  senkrechten  Ebene 
auf.  Um  sie  zu  beobachten  nimmt  man  am  besten  einen  Stab  von  recht- 
eckigem Querschnitt,  dessen  Seiten  ziemlich  von- einander  verschieden  sind, 


Fig.  »9». 


damit  der  Stab  parallel  der  einen  Seite  schwingend  einen  wesentlich  andern 
Ton  gibt  als  parallel  der  andern  Seite  schwingend.  Ein  solcher  Stab  ist 
einem  nahezu  quadratischen  vorzuziehen,  weil,  wenn  man  don  Stab  parallel 
einer  Seite  in  Schwingungen  versetzt,  auch  immer  Schwingungen  parallel 
der  andern  Seite  auftreton.  Ist  nun  die  Dicke  des  Stabes  nach  beiden  .Rich- 
tungen nahe  dieselbe,  so  ist  der  Ton  für  beide  Schwingungsrichtungeu  auch  < 
nahe  gleich,  und  die  Beobachtung  wird  dann  durch  die  im  nächsten  Para- 
graphen zu  besprechenden  Stöfse  gestört  und  unsicher.  Man  hängt  den 
Stab  in  zwei  Knoten  auf  und  bringt  ihn  durch  Streichen  mit  dem  Bogen 
parallel  einer  Seite  zum  Schwingen.  Man  führt  dann  in  das  eine  Ohr, 
während  dar.  andere  fest  verschlossen  ist,  einen  Kautschukschlauch,  dessen 
anderes  Ende  gerade,  das  heilst  senkrecht  zur  Schlauchaxo  abgeschnitteu 
ist.  Führt  man  dieses  Ende  des  Schlauches  in  einiger  Entfernung  vom 
Stabe  in  einer  der  Schwingungsrichtung  parallelen  Richtung  an  dem 
Stabe  vorüber,  so  verschwindet  der  Ton  vollständig,  sobald  die  Mitte 
der  untern  Schlauchöffnung  sich  gerade  in  der  durch  CB  (Fig.  298)  und 
die  Stabaxe  gelegten  Ebene  befindet.  Wie  Kiessling  angibt,  läfst  sich 
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die  Lage  der  Interferenzebene  auf  diese  Weise  sehr  genau  feststellen,  da 
schon  eine  Verschiebung  des  Schlauchendes  um  0,lmra  genügt,  um  den  Ton 
wieder  hörbar  zu  machen. 


Flg.  *99. 


Am  leichtesten  lassen  sich  diese  Interferenzen  an  einer  Stimmgabel 
beobachten.  Dreht  man  eine  solche  sehr  rasch  vor  dem  Ohre  um  den  Stiel 
derselben  als  vertikale  Axe  herum,  so  hört  man  den  Ton  entsprechend  den 
4 Intorferenzttächen  Jl  «/„  Jt  (Fig.  299),  viermal  verschwinden.  Eine 
genauere  Untersuchung  der  Interferenzflächen  in  diesem  Falle  hat  Kiessling 
ergeben,  dafs  sie  hyperbolisch  gekrümmt  sind,  in- 
folge der  Reflexionen,  welche  die  von  den  inneren 
Seiten  der  Zinken  ausgehenden  Schwingungen  an 
der  andern  Zinke  erfahren,  und  weil  die  Bewegung 
der  Luft  an  der  einen  Zinke  auch  durch  jene  von 
der  andern  Zinke  erregten  beeinflufst  wird.  Umgibt 
man  die  eine  Zinke  mit  einer  möglichst  engen 
Glasröhre,  so  dafs  die  Bewegung  dieser  Zinke  sich 
»(_  der  umgebenden  Luft  nicht  mitteilt,  und  wegen  der 
starken  Krümmung  der  Glasröhre  keine  merkliche 
Reflexion  der  Wellen  zu  den  von  der  andern  Zinke 
erregten  Schwingungen  eintritt,  so  linden  die  Inter- 
ferenzen wieder  in  einer  Ebene  statt.  Bringt  man 
dann  aber  zwischen  den  beiden  Zinken  eine  ebene 
Glasplatte  an,  so  dafs  eine  Reflexion  der  von  der 
einen  Zinke  erregten  Welle  an  derselben  stattfindet, 
so  tritt  die  Krümmung  wieder  hervor,  ein  Beweis, 
dafs  die  Krümmung  der  Interferenzfläche  eine  Folge 
der  Durchkreuzung  teils  der  reflektierten  mit  den  direkt  erregten,  teils  der 
von  dor  andern  Zinke  herrührenden  mit  den  von  der  einen  Zinke  erregten 
Schwingungen  ist. 


§ 177. 

Interferenz  von  Wellen  ungleicher  Länge.  Stöfse.  In  dem  vorigen 
Paragraphen  haben  wir  das  Zusammentreffen  zweier  Wellenzügo  gleicher 
Periode  betrachtet  und  haben  gesehen,  wie  dadurch  die  den  einzelnen 
Wellenzügen  entsprechenden  Töne  verstärkt  oder  geschwächt,  oder  selbst 
unterdrückt  werden,  je  nach  der  Phasendifferenz,  mit  welcher  die  Wellen- 
züge gleichzeitig  in  unserem  Ohre  ankommen.  Die  Resultierende  dieser  Inter- 
ferenzen war  aber  eine  stetig  sich  gleich  bleibende,  die  Verstärkung  oder 
Schwächung  des  Tones  dauerte  in  ganz  gleicher  Weise  fort,  so  lange  die 
einzelnen  TOno  fortdauerten , da  die  Wellen  von  gleicher  Geschwindigkeit 
und  Länge  mit  konstanter  Phasendiffesenz  immer  an  einem  und  demselben 
Orte  ankommen. 

Wie  zwei  WellenzUge  gleicher  Länge,  so  können  auch  zwei  Wellen- 
züge  verschiedener  Länge  mit  einander  interferieren,  jedoch  ist  das  Resultat 
der  Interferenz  ein  wesentlich  anderes,  viel  komplioierteres  als  in  dem  vorigen 
Falle. 

Werden  nämlich  an  einem  und  demselben  Orte  zwei' Töne  mit  ver- 
schiedener Schwingungszahl  erregt,  so  tritt  in  diesen  nicht,  immer  zu- 
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gleich  Wellenborg  oder  Wellenthal  auf,  sondern  in  beiden  Tönen  zu  ver- 
schiedenen Zeiten,  da  sie  in  dem  einen  Tone  rascher  auf  einander  folgen 
als  in  dem  andern.  Gibt  der  höhere  Ton  in  der  Sekunde  z.  B.  eine 
Schwingung  mehr,  und  nehmen  wir  an,  dafs  beim  Beginne  die  Schwingungen 
beider  genau  gleichzeitig  waren,  so  werden  allmählich  die  Schwingungen 
des  tiefem  Tones  gegen  diejenigen  des  hohem  Zurückbleiben;  nach  einer 
halben  Sekunde  wird  der  tiefere  Ton  gerade  ein  Thal  aussenden,  wenn  dor 
höhere  einen  Wellenberg  aussendet.  Nach  einer  weitem  halben  Sekunde 
wird  der  tiefere  Ton  um  noch  eine  halbe  Schwingung  Zurückbleiben,  so 
dal's  am  Ende  der  ersten  Sekunde  wieder  Wellenberg  und  Wellenberg  Zu- 
sammentreffen. 

Zwei  derartige  Wellen  können  sich  daher  nicht  dauernd  schwächen 
oder  dauernd  stärken,  da  die  Schwingungen  nicht  gleichzeitig  gleich  oder 
entgegengesetzt  gerichtet  sind,  sondern  bald  gleichgerichtet,  bald  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind.  Das  Ohr  eines  Beobachters  wird  daher  abwechselnd, 
wenn  zugleich  die  Wellenberge  oder  die  Wellenthäler  das  Ohr  treffen,  die 
Summe  der  Impulse  der  einzelnen  Wellen  erhalten,  oder  wenn  ein  Wellen- 
bex'g  und  ein  Wellenthal  Zusammentreffen,  die  Differenz  der  Impulse. 
Während  demnach  das  Ohr  beide  Töne  wahmimmt,  wird  es  zugleich  von 
Zeit  zu  Zeit  Verstärkungen  und  Schwächungen  des  Tones  wahraehmen  müssen. 

Die  Erfahrung  bestätigt  diese  Schlüsse  vollkommen,  denn  läfst  man 
zugleich  zwei  Töne,  die  nahezu  gleich  gestimmt  sind,  ansprechen,  so  hört 
man  während  des  Tönens  von  Zeit  zu  Zeit  deutliche  Schläge,  indem  die 
Intensität  des  Tones  abwechselnd  gestärkt  und  geschwächt  wird. 

Diese  Schläge  nennt  man  Stöfse  oder  Schwebungen.  Beträgt  der 
Unterschied  der  Schwingungszahlen  in  der  Sekunde  eins,  so  fällt  am  An- 
fänge jeder  Sekunde  Wellenberg  und  Wellenberg  zusammen,  wir  werden 
daher  in  jeder  Sekunde  eine  Verstärkung  des  Tones,  einen  Stofs  wahmehmen. 
Ist  der  Unterschied  der  Schwingungszahlen  gleich  zwei,  so  wird  bei  gleich- 
zeitigem Anfang  beider  Töne  nach  der  ersten  Viertelsekunde  der  höhere  Ton 
dem  tiefem  um  nach  einer  halben  Sekunde  um  eine  ganze  Oscillation  vorgeeilt 
sein.  Schon  nach  einer  halben  Sekunde  werden  also  dann  wieder  zwei  Wellen- 
berge Zusammentreffen,  wir  werden  in  der  Sekunde  zwei  Stöfse  wahrnehmen. 

Dafs  die  Zahl  der  Stöfse  überhaupt  gleich  der  Differenz  der  Schwin- 
gungen derjenigen  Töne  sein  mufs,  aus  denen  sie  entstehen,  entwickelt 
Hüllström1)  in  folgender  WTeise.  Seien  r und  s die  Schwingungen  der 
angestimmten  Töne  in  der  Sekunde,  und  * die  Anzahl  der  Stöfse.  In  der 

Zeit  — entsteht  dann  ein  Stofs,  und  in  dieser  Zeit  macht  der  Ton  mit  der 

* r s . 

Schwingungszahl  r,  — , der  andere  Ton  — Schwingungen,  da  r und  s die 

Schwingungszahl  in  der  Zeit  1 ist. 

ln  derselben  Zeit  aber,  in  welcher  durch  das  Zusammenwirken  der 
Schwingungen  ein  Störs  entsteht,  mufs,  wie  wir  vorhin  erwähnton,  dor 
höhere  Ton  eine  Schwingung  mehr  volltühren,  oder  es  mufs 


s — r = x 


')  HäUttröm , l'oggeml.  Ann.  Bd.  XXiy. 
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oder  allgemein  die  Anzahl  der  Stöfse  in  einer  Sekunde  nmfs  gleich  der 
Differenz  der  Schwingungszahlen  beider  Töne  sein. 

Man  hat  vielfach  darüber  gestritten,  ob  die  Stöfse  nur  subjektiver 
Natur  seien,  das  heifst,  ob  sie  nur  im  Ohre  durch  Zusammentreffen  der 
einzelnen  Impulse  entstünden,  oder  ob  sie  objektiver  Natur  seien,  das  heifst, 
ob  wirklich  an  den  Interferenzstellen  eine  stärkere  Bewegung  der  Lnft- 
teilehon  vorhanden  sei.  Ein  einfacher  vorn  Orgelbauer  P.  Lange ')  in  Berlin 
konstruierter  Apparat  beweist  jedoch  die  objektive  Natur  der  Stöfse  auf 
das  entschiedenste.  Lange  brachte  in  den  Fufs  einer  Zungenpfeife  mit 
gläserner  Wand  zwei  Rohrwerke  und  setzte  auf  jedes  eine  Pfeife,  so  dafs 
er  zwei  Zungenpfeifen  erhielt,  die  durch  denselben  Luftstrom  angeblasen 
wurden.  Die  Pfeifen  werden  nahe  gleich  gestimmt,  so  dafs  die  Stöfse  sich 
sehr  langsam  folgen.  Bei  Betrachtung  der  Zungen  sieht  man  dann,  wie 
die  Exkursion  derselben  bei  jedem  Stöfse  um  vieles  bedeutender  ist  als 
sonst;  ein  direkter  Beweis,  dafs  die  den  Stofs  erzeugenden  Impulse  in  der 
Timt  sich  zu  gröfsern  Schwingungen  summieren,  dafs  die  Stöfse  nicht  sub- 
jektiver, sondern  objektiver  Natur  sind. 

König*),  der  in  einer  ausgedehnten  Untersuchung,  bei  welcher  er  zur 
Tonerzeugnng',  um  einfache  Töne  zu  erhalten,  nur  Stimmgabeln  benutzte, 
die  Zahl  der  von  zwei  Tönen  gegebenen  Stöfse  innerhalb  der  ganzen  Skala 
der  Tonleiter  bestimmte,  gelangt  in  Bezug  auf  die  Stöfse  zu  einem  etwas 
andern  Resultat,  er  glaubt,  dafs  nicht  nur  Stöfse  entstehen,  welche  gleich 
der  Differenz  der  Schwingungszahl  der  Töne  sind,  sondern  dafs,  wenn  man 
sich  einem  harmonischen  Intervall  nähert,  auch  Stöfse  auftreten,  gerade 
als  wenn  der  Grandton  von  dem  betreffenden  Obertone  begleitet  wäre. 
Gehen  wir  also  von  einem  Tone  ans,  der  etwa  64  Schwingungen  macht, 
C «=  c_ i,  und  nehmen  eine  zweite  Gabel,  deren  Töne  wir  durch  Laufge- 
wichte, die  an  den  Zinken  verschiebbar  sind,  allmählich  bis  zur  doppelten 
Schwingungszahl  erhöhen  können,  so  hört  man  zunächst  die  Stöfse  gleich 
der  Differenz  der  Schwingungszahl,  die  bis  zu  10,  entsprechend  74  Schwin- 
gungen der  zweiten  Gabel,  einzeln  hörbar  sind.  Bei  weiterer  Steigerung 
der  Tonhöhe  der  zweiten  Gabel  hört  man  die  Stöfse  als  Rollen.  Nähert 
sich  die  zweite  Gabel  der  Quint,  so  geht  nach  Königs  Bezeichnung  das 
Rollen  in  ein  verworrenes  Rasseln  über,  wie  wenn  zu  den  bisher  ge- 
hörten Stöfsen  anch  solche  mit  der  Oktave  des  Grundtones  hinzukämen. 
Geht  man  über  die  Quint  hinaus,  so  dauert  dieses  Rasseln  zunächst  fort, 
zwischen  dor  Sext  und  Septime  geht  dasselbe  wieder  in  Rollen  über,  und 
bei  der  Septime,  die  120  Schwingungen  entspricht,  hört  man  wieder  einzeln 
8 Stöfse,  also  die  Zahl  der  Stöfse,  welche  der  Differenz  der  Schwingungen 
mit  der  Oktave  des  andern  Stiinmgabeltones  entsprechen.  Nähert  sich  der 
Ton  der  Oktave,  so  nimmt  dem  entsprechend  die  Zahl  der  Stöfse  ab,  bis 
sie  bei  der  Oktave  verschwindon.  König  nimmt  somit  an,  dafs  nicht  nur 
zwei  dem  Einklänge  nahe  Töne  Stöfse  geben,  die  der  Differenz  ihrer 
Schwingungen  entsprechen,  sondern  auch  Töne,  die  nahe  im  Verhältnisse 
1:2,  ebenso  auch  1:3,  1:4  u.  s.  w.  stehen,  gerade  so,  wie  wenn  der 
tiefere  Ton  von  den  betreffenden  Obertönen  begleitet  wäre. 

‘)  Der  Apparat  wurde  mir  von  Herrn  Lunge  im  Jahre  1857  zu  Berlin  ge- 
zeigt; er  ist  in  manche  Kabinette  übergegangen. 

*)  König , Poggend.  Ann.  Bd.  CLVII. 
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Köllig  ist  auch  der  Ansicht,  dafs  sich  diese  Stöfse  aus  der  Zusammen- 
setzung der  Schwingungen  der  beiden  Töne  ableiten  lassen,  eine  Auffassung, 
der  ich  mich  jedoch  nicht  anschliefsen  kann. 

Helmholtz1)  sieht  diese  von  König  als  obere  bezeichneten  Stöl'se  als 
solche  an,  die  in  der  That  mit  den  betreffenden  Obertönen  des  Grundtones 
gebildet  werden,  indem  er  darauf  hinweist,  dafs  bei  den  kräftigen  von  König 
angewandten  Schwingungen  der  Gabeln  die  Obertöne  auftreten  müssen. 
Bei  einer  Gabel,  die  64  Schwingungen  in  der  Sekunde  machte,  konnte  er 
mit  geeigneten  Resonatoren  die  Obertöne  bis  zum  fünften  hören,  wenn  die 
Gabel  stark  angeschlagen  war;  die  Zinken  machten  dann  Schwingungen,  deren 
Amplitude  1 (Zentimeter  betrug.  Bei  so  grofser  Breite  der  Schwingungen 
eines  scharfkantigen  Körpers,  wie  es  die  Gabelzinken  sind,  müssen  in  der 
umgebenden  Luft  Wirbelbewegungen  entstehen,  die  erheblich  von  dem  Ge- 
setze der  einfachen  Schwingungen  abweichen,  und  deshalb  in  ähnlicher  Weise 
die  Obertöne  hervorrufen,  wie  es  die  schwingenden  Zungen  thun.  Dafs 
das  Auftreten  der  Obertöne  durch  derartige  Störungen  der  einfachen  Be- 
wegungen infolge  der  grofsen  Amplituden  bedingt  ist,  ergibt  sich  auch 
daraus,  dafs  sie  bei  dem  Austönen  der  Gabel  viel  früher  als  der  dbch  auch 
nur  sehr  schwach  hörbare  Grundton  der  Gabel  verschwinden,  da  bei  dem 
Austönen  der  Gabel  die  Schwingungen  kleiner  und  kleiner  werden  und  dann 
die  Luft  nur  mehr  nach  ihrer  eigenen  Periode  in  Bewegung  versetzen. 

Eine  sehr  wichtige  Anwendung  der  Stöfse  rührt  von  Scheibler*)  her, 
nämlich  ihre  Anwendung  zum  reinen  Stimmen  zweier  Töne  und  zur  Be- 
stimmung ihrer  absoluten  Schwingungszahl.  Wie  ersteres,  was  ein  mehr 
praktisches  Interesse  hat,  geschehen  kann,  sieht  man  leicht,  da  die  Stöfse 
sich  um  so  langsamer  folgen,  je  näher  die  Töne  gleich  gestimmt  sind,  je 
geringer  ihr  Schwingungsunterschied  ist.  Jedem  Ton  entspricht  ein  tiefer 
liegender  und  ein  höher  liegender,  der  mit  ihm  in  der  Sekunde  eine  genau 
bestimmte  Zahl  z.  B.  vier  Stöfse  gibt.  Dies  benutzte  Scheibler  folgender- 
inafsen.  Eine  Stimmgabel  gibt  z.  B.  a,  an,  er  stellt  dann  eine  Stimmgabel 
her,  die  einen  etwas  tiefem  Ton  hat  und  mit  der  a1-Gabel  genau  vier 
Stöfse  in  der  Sekunde  gibt.  Um  nun  die  Saite  eines  Monochords  genau  auf 
(i,  zu  stimmen,  wird  sie  mit  der  tiefem  Gabel  verglichen  und  so  gespannt, 
dafs  sie  mit  derselben  vier  Stöfse  gibt  Der  Ton  der  Saite  ist  dann  genau 
das  eingestrichene  av 

Um  die  absolute  Schwingungszahl  der  Töne  zu  bestimmen,  wandte 
Scheiblor  zwei  Methoden  an.  Die  erste  Methode  bestand  in  Folgendem. 

Auf  einem  Monochord  wurde  eine  Saite  aufgespannt,  welche  genau  den 
Ton  einer  «,-Gabel  angab  und  die  Länge  der  Saite  in  2000  Teile  geteilt. 
Der  eine  Steg  der  Saite  war  verschiebbar,  so  dafs  die  Saite  verlängert 
oder  verkürzt  worden  konnte.  In  boidon  Fällen  gab  der  Ton  der  Saite  mit 
dem  der  Gabel  Stöfse.  Scheibler  bestimmte  nun  mit  gröfstcr  Genauigkeit, 
um  wieviel  die  Saite  verlängert  oder  verkürzt  werdon  mufste,  damit  sie  mit 
der  Gabel  genau  vier  Stöfse  in  oiner  Sekunde  gab.  Die  Stellen,  wo  der 
Steg  sich  dann  befindet,  nannte  er  Nebenstellen. 

‘)  I lehnholt:,  Tonempfindungen,  IV.  Aufgabe  p.  263. 

. ’)  Höher  in  Doves  Repertorium.  Bd.  III.  l’oggend.  Ann.  Bd.  XXX11. 
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Da  die  Anzahl  der  Stöfse  gleich  ist  dem  Unterschiede  der  Schwingungs- 
zahlen der  beiden  Töne,  so  ist,  wenn  wir  die  Sehwingnngszahl  der  a,  -Saite 
mit  x bezeichnen,  die  Schwingungszahl  der  bis  znr  tiefem  Nebenstelle  ver- 
längerten Saite  x — 4,  der  bis  zur  hohem  Nebenstelle  verkürzten  x -f-  4. 
Ist  die  Saite  bis  zur  tiefem  Nebenstelle  tun  a länger,  bis  zur  hohem  um  b 
kürzer,  so  ist  nach  den  Schwingungsgesetzen  der  gespannten  Saiten 


und 

oder 

und 


x : x — 4 = 2000  + a : 2000 
x : * -f  4 = 2000  - b : 2000, 


x : 4 = 2000  -f-  a : a 
x : 4 = 2000  — b : b. 


Jede  der  beiden  Gleichungen  gibt  uns  x,  so  dal's  wir  durch  zwei  solche 
Versuche  eine  Kontrole  des  aus  einem  gefundenen  Wertes  haben. 

Bei  den  Versuchen  mit  seiner  Stimmgabel  fand  Seheibler  a = 18,2, 
und  daraus 

x — 443,56 

als  Schwingungszahl  seiner  <i,-Stimmgabel. 

Die  andere  Zählung  der  absoluten  Schwingungszahl  geschieht  nur  durch 
Beobachtung  der  Stöfse.  Ihr  Princip  ist  folgendes.  Die  Anzahl  der  Stöfse 
gibt  uns  den  Unterschied  der  Schwingungszahl  beider  Töne.  Kennen 
wir  das  Verhältnis  der  beiden  Schwingungszahlen , so  können  wir  aus 
beiden,  dem  Verhältnis  und  der  Differenz  der  Schwingungszahlen  beide 
berechnen. 

Nun  geben  zwei  mefsbar  verschiedene  Töne  jedoch  keine  Stöfse, 
sondern  Kombinationstöne.  Um  daher  den  Schwingungsunterschied  zweier 
Töne  zu  orhalten,  wandte  Seheibler  Zwischentöne  an.  Er  stellte  eine  Reihe 
von  Stimmgabeln  her,  deren  Töne  möglichst  genau  nach  der  gleichsch  webenden 
Temperatur  gestimmt,  die  chromatische  Tonleiter  von  a gaben.  Dann  ver- 
fertigte er  eine  Anzahl  sogenannter  Zwischengabeln,  deren  Töne  zwischen 
je  zweien  der  chromatischen  Tonleiter  lagen,  deren  jede  mit  der  nächst 
tiefem  und  der  nächst  hohem  eine  messbare  Anzahl  von  Stöfsen  gab.  So 
z.  B.  verfortigte  er  zwei  Gabeln,  deren  erste  einen  Ton  gab  etwas  höher 
als  a,  deren  zweite  einen  Ton  gab  etwas  tiefer  als  ais.  Die  erste  gab  mit 
a in  der  Minute  272,4  Stöfse,  die  zweite  mit  der  ersten  in  der  Minute  270,8 
Stöfse  und  mit  der  «is-Gabel  240  Stöfse. 

Ist  demnach  die  Schwingungszahl  von  « = x,  so  ist  die  Schwingungs- 
zahl der  ersten  Zwischengabel  x -j-  4,54,  die  der  zweiten,  wolche  mit  der 
ersten  in  der  Minute  270,8,  in  der  Sekunde  daher  4,52  Stölso  gab,  gleich 
x -f-  4,54  -f-  4,52  und  die  der  «ts-Gabel  x -)-  13,06. 

In  der  temperierten  Skala  ist  die  Schwingungszahl  von  ais 

x — x y 2 ■=  x • 1,059  46. 
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» 


Zur  Berechnung  von  * und  x haben  wir  daher 

X = 1,059  46, 
x ’ ’ 

x — x = 13,06, 


13,06  + * = 1,059  46  x, 
13,06  . 

X 3=1  0,05946  — 


Um  aber  noch  genauere  Resultate  zu  erhalten,  schritt  Scheibler  in 
dieser  Weise  durch  die  ganze  Tonleiter  fort  und  bestimmte  den  Schwingungs- 
unterschied zwischen  a und  Er  fand,  wenn  wir  die  Schwingungszahl 
des  Tones  mit  xl  bezeichnen, 


Nun  ist  aber  zugleich 
imd  demnach 


x ■=  219,666  7. 
z,  = 2x 


x = 219,666, 
= 439,333. 


Diese  Methode,  die  absolute  Schwingungszahl  der  Töne  zu  bestimmen, 
ist  zwar  etwas  mfihsam,  aber  in  den  Händen  eines  geschickten  Experimen- 
tators wohl  die  genaueste,  da  man  hier  keinerlei  störenden  Einflufs  zu  be- 
fürchten hat. 

§ 178. 

Kombinationstöne.  Wenn  man  zwei  musikalische  Töne  verschiedener 
Höhe  gleichzeitig  und  kräftig  tönen  läfst,  so  nimmt  man,  wenn  das  Inter- 
vall derselben  nicht  zu  klein  ist,  im  allgemeinen  keine  Schwebungen  wahr, 
es  tritt  dann  aber  eine  andere  Einwirkung  des  gleichzeitigen  Tönens,  ein 
neuer  Ton,  der  sogenannte  Kombinationston  hervor,  Töne,  welche  zuerst  von 
Sorge1)  beobachtet  und  später  von  Tartini  allgemeiner  bekannt  gemacht 
sind,  nach  welchem  sie  auch  wohl  den  Namen  Tartinischer  Töne  führen. 

Wie  die  Zahl  der  Schwebungen  gleich  der  Differenz  der  Schwingungs- 
zahl der  sie  bildenden  Töne  ist,  so  ist  auch  die  Schwingungszahl  dieser 
Kombinationstöno  gleich  der  Differenz  in  der  Schwingungszahl  der  Töne, 
aus  denen  sie  hervorgehen.  So  entsteht  z.  B.  aus  Grundton  und  Quinte  als 
Kombinationston  die  tieforo  Oktave  des  Grundtones;  da  die  beiden  Töne  dio 
Schwingungszahlen  2 und  3 haben,  so  ist  ihre  Differenz  gleich  1,  also  der 
halben  Schwingungszahl  des  Grundtones  oder  die  Schwingnngszahl  der  tiefem 
Oktave.  Aus  Grundton  und  Terz,  welchen  die  Schwingungszahlen  4 und  § 
entsprechen,  bildet  sich  der  Kombinationston  1,  also  die  zweittiefere  Oktave 
des  Grundtones,  aus  Grandton  und  Quarte,  welche  dem  Verhältnis  3 und  4 
entsprechen,  die  Unterquint  der  tiefem  Oktave,  oder  die  zweittiefere  Oktave 
dqr  Quarte. 

Läfst  man  anstatt  zweier  einfacher  Töne  zwei  zusammengesetzt«  Klänge 
gleichzeitig  ertönen,  so  liefern  nicht  nur  die  Grundtöne,  sondern  auch  dio 
harmonischen  Obertöne  mit  einander  und  mit  den  Grundtönen  Kombinations- 


')  Sorge.  Man  sehe  Helmlwltz,  Tonempfindungen,  p.  228. 


Digilized  by  Google 


842 


Koinbinittioiiktöne. 


§ 178. 


töne  nach  demselben  Gesetze.  Sind  die  Sehwingungszahlen  der  (i  rund  töne 
r und  s,  so  sind  die  harmonischen  Obortöne  2r,  3r  . . . 2s,  3s  . . . . und  das 
Schuma  der  sich  bildenden  Kombinationstöne  ist  folgendes: 


r 

und  s 

geben  s — r 

2r 

n S 

V 

2 r — 3 

2 8 

„ »• 

n 

2s  — r 

2 s 

« 

•2  s ■—  2r. 

So  geben  Grundton  und  Terz,  4 und  5,  mit  ihren  Obertönen  die  Kom- 
binationstöne 1,  3,  6,  2 etc.j  von  denen  der  Ton  3 oft  sohr  deutlich  zu 
hören  ist. 

Aber  auch  bei  einfachen  Tönen  können  solche  mehrfache  Kombina- 
tionstöne anftreten,  gerade  als  wenn  die  entstehenden  Kombinationstöne 
mit  einander  und  den  primären  Tönen  wieder  Kombinationstöne  lieferten. 
Folgendes  Schema  stellt  die  so  möglichen  Töne  dar. 

Ursprüngliche  Töne  Kombinationstöne 
r,  s s — r erster 

s — r,  r 2 r — s zweiter 

2r  — s,  s ' 2s  — 2r  dritter 

2r  — s,  s — r 3 r — 2s  vierter  u.  s.  f. 

s — r und  r sowie  2r  — s und  r geben  keine  neuen  Töno,  sondern  die 
schon  vorhandenen  r und  s — r. 

Die  Kombinationstöne  lassen  sich  am  besten  beobachten,  wenn  die 
komponierenden  Töne  ein  und  dieselbe  Luftmasse  in  heftige  Erschütterung 
versetzen,  deshalb  ganz  besonders,  wenn  man  eine  mit  mehreren  Löcher- 
reihen versehene  Sirene  auf  einen  Windkasten  setzt  und  gleichzeitig  zwei 
Löcherreihen  anbläst. 

Man  hört  nur  einen  Ton,  wenn  man  eine  Löcherreihe  anbläst;  sobald 
man  die  zweite,  wie  das  bei  der  mit  einem  Duraceord  versehenen  Doveschen 
Sirene  sehr  leicht  geht,  öffnet,  hört  man  auiser  dem  zweiten  Tone  noch 
eine  Heike  von  Kombinationstönen. 

Ebenso  erhiilt  man  die  Kombinationstönc  mit  der  l’hysharmonika  oder 
zwei  auf  derselben  Windlade  stehenden  Zungenpfeifen  sehr  deutlich;  auch 
mit  der  Geige  sind  sie  sehr  gut  zu  erhalten. 

Aufser  den  bisher  besprochenen  hat  Helmholtz ')  noch  eine  zweite 
Klasso  von  Kombinationstönen  entdeckt,  welche  er  Summationstönc  nennt, 
und  deren  Tonhöhe  dadurch  gegeben  ist,  dafs  die  Schwingungszahl  stets 
gleich  ist  der  Summe  der  Schwingungen  der  sie  bildenden  Töno.  Grundton 
und  Quint  liefern  so  die  Terz  der  folgenden  Oktave  2 -f-  3 = 5,  Grundton 
und  grofse  Terz  *1  — (-  5 = f»  die  Sekunde  der  hohem  Oktave,  Grundton 
und  Sexte  die  Quarte  der  hohem  Oktave.  Die  Dedingung,  dafs  man  die 
Summationstöne  kräftig  hört,  ist  dieselbe,  welche  die  erste  Art,  die  Helm- 
holtz Differenztöne  nennt,  kräftig  hören  litfst,  beide  Töne  müssen  dieselbe 
Luftmasse  in  Bewegung  setzen ; man  hört  sie  deshalb  mit  der  mehrstimmigen 
Sirene  oder  mit  Orgelpfeifen  am  besten,  immer  aber  sind  die  Siuninations- 
töne  schwächer'  als  die  Differenztöne.  Nichtsdestoweniger  ist  ihre  Wakr- 


')  Jlelmhultz,  l’oggend.  Ann.  Bd.  XCIX. 
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nohmung  nicht  schwer,  da  sie  7,u  den  sie  bildenden  Tönen  und  den  Differenz- 
tönen ini  allgemeinen  in  einem  unharmonischen  Verhältnisse  stehen. 

Die  Kombinationstöno  sah  man  früher  als  rein  subjektive  Töne  an, 
welche  aus  den  Schwebungen,  wenn  sie  hinreichende  Schnelligkeit  haben, 
im  Ohre  sich  bilden,  man  glaubte,  wenn  die  Stöfse  mit  hinreichender 
Schnelligkeit  erfolgen,  dafs  sie  dann  im  Ohro  als  Ton  empfunden  werden. 
Helmholtz  hat  jedoch  darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs  diese  Theorie  der 
Kombinationstöne  unrichtig  sei.  Zunächst  nämlich  existieren  die  Kombina- 
tionstöne zum  Teil  objektiv  anfser  dem  Ohr,  denn  man  kann  dieselben  bei 
der  Sirene  oder  den  Orgelpfeifen  durch  für  sie  abgestimmte  Resonatoren 
verstärken.  Wie  wir  aber  früher  hervorgehoben  haben,  wird  die  Luft  eines 
Resonators  nur  in  Schwingungen  versetzt,  wenn  dem  Eigenton  des  Resona- 
tors entsprechende  einfache  Schwingungen  in  denselben  eindringen.  Ebenso 
kann  man  mit  einer  Quinckeschen  Interferenzröhre  den  Nachweis  liefen), 
dafs  die  Kombinationstöne  von  Orgelpfeifen  oder  einer  Physharmonika 
objektive  Existenz  haben').  Stimmt  man  eine  solche  Röhre  auf  einen  der 
beiden  Töne  ab,  so  tritt  der  Kombinationston  auch  dann  deutlich  auf, 
obwohl  der  eine  der  beiden  Töne  gar  nicht  zum  Ohre  dringen  kann.  In 
andern  Fällen  bildet  sich  der  Kombinationston  allerdings  erst  im  Ohr,  z.  B. 
wenn  man  zwei  Stimmgabeln  als  Tonquellen  benutzt,  indes  auch  in  dem 
Falle  kann  man  sie  nicht  als  aus  der  Empfindung  der  Schwebungen  hervör- 
gehend  betrachten,  sondern  sie  bilden  sich  am  Trommelfell,  welches  den 
Kombinationstönen  entsprechend  schwingt4).  Denn  zunächst  würde  eine 
solche  Entstchungsweise  die  Summationstöne  unmöglich  machen,  da  diesen 
gar  keine  Schwebungen  entsprechen,  dann  aber  auch  widerspricht  diese 
Annahme  der  feststehenden  Erfahrung,  dafs  das  Ohr  jedes  Tongemisch  in 
seine  einfachen  Töne  zerlegt.  Würden  deshalb  aufserhalb  des  Ohres  die 
Schwingungen  nur  nach  der  Periode  der  komponierenden  Töne  erfolgen,  so 
würde  das  Ohr  niemals  aus  ihnen  einen  neuen  Ton  bilden. 

Helmholtz3)  hat  deshalb  eine  neue  Theorie  der  Kombinationstöne  ge-  ■ 
geben,  indem  er  annimmt,  dafs  bei  dem  Zusammenwirken  der  Schallwellen 
das  einfache  Interferenzgesetz  keine  Gültigkeit  mehr  hat.  Das  einfache 
Interferenzgosetz  sprachen  wir  dahin  aus  (§  128),  dafs  bei  dem  Zusammen- 
treffen mehrerer  Schwingungen  die  resultierende  Bewegung  einfach  gleich 
der  Summe  der  Teilbewegungen  sei.  Diesem  Gesetzo  liegt  aber  die  Voraus- 
setzung zu  Grunde,  dafs  auch  für  die  resultierende  Bewegung  der  Satz  soino 
Gültigkoit  bewahre,  dafs  in  jedem  Momente  dio  Kraft,  mit  welcher  das 
schwingende  Teilchen  gegen  dio  Gleichgewichtslage  zurückgetrieben  wird, 
dem  Alistande  des  Teilchens  von  der  Gleichgewichtslage  proportional  ist, 
dafs  also  die  Gleichung  auch  hier  besteht 

= — ky, 

')  Quincke,  Poggcnd.  Ami.  Bd.  CXXV1I1.  p.  186. 

’)  JKiinig  versucht  in  seiner  schon  im  vorigen  Paragraphen  erwähnten  Arbeit 
für  diese  Kombinationstöne  den  Nachweis  zu  liefert] , dafs  sie  aus  den  Stöfson 
entstehen,  und  nennt  sie  deshalb  Stofstöne,  er  übersieht  aber  bei  seinor  ganzen 
Deduktion,  dafs  diese  erst  im  Ohr  sich  bildenden  Töne  durch  die  Schwingungen 
des  Trommelfells  in  der  sofort  abzuleitendcn  Weise  durch  die  Obertönc  der 
StimmgabeltOne  entstehen. 

*)  Helmholt:,  Poggend.  Ann.  Bd  XCIX.  p.  632. 
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wenn  y den  Abstand  des  Teilchens  von  der  Gleichgewichtslage  bedeutet. 
Dieser  Satz  gilt  aber  nur  unter  der  Voraussetzung  sehr  kleiner  Amplituden. 
Werden  die  Amplituden  der  Schwingungen  grofs,  so  dürfen  wir  diese 
Voraussetzung  nicht  mehr  machen,  dann  biingt  der  Wert  von  <p  nicht  nur 
von  der  ersten,  sondern  auch  von  höhern  Potenzen  von  y ab.  Helmholtz 
nimmt  nun  an,  dafs  bei  dem  Zusammenwirken  zweier  Töne  die  Amplituden 
der  Schwingungen,  sei  es  der  Luft,  sei  es  nur  des  Trommelfells,  eine  solche 
Gröfse  erhalten,  dafs  auch  die  Quadrate  der  Verschiebungen  einen  merk- 
lichen Einflufs  auf  die  bewegenden  Kr  Ufte  erhalten,  und  weist  nach,  dafs 
dann  neue  Systeme  einfacher  Schwingungen  entstehen  müssen,  deren 
Schwingungsdauer  derjenigen  der  Kombinationstune,  und  zwar  sowohl  der 
Differenztöne  als  der  Summationstöne  entspricht. 

Bezeichnen  wir  die  Masse  eines  beweglichen  Punktes  mit  m,  so  wird 
die  Kraft,  wenn  er  sich  im  Abstande  y von  der  Gleichgewichtslage  befindet, 
die  ihn  gegen  dieselbe  zurückzieht,  durch 

— » Hip  = ay  -f-  by* 

(largestellt;  wirken  gleichzeitig  zwei  schwingende  Bewegungen  auf  den 
Punkt  ein,  welche  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

y = « • sin  2n  = « ■ sin  (pt) 


ij  = ß ■ sin  2«  ( y + r)  = ß ■ sin  (qt  + c), 

so  sind  die  Kritfte,  welche  infolge  dessen  auf  den  betrachteten  Punkt  zur 
Zeit  t wirken,  nach  § 126 

— mp*  « sin  (pt)  — tnq*  ß sin  (qt  -f-  c); 

wir  erhalten  demnach  ihr  die  den  Punkt  zur  Zeit  t gegen  die  Gleichgewichts- 
lage treibende  Kraft,  wenn  wir  seinen  Abstand  von  der  Gleichgewichtslage 
znr  Zeit  t mit  y bezeichnen, 

(l*V 

— '»*  rff,  =ay  + by*  + f-  sin  (pt)  -f  y ■ sin  (qt  -f  c), 

wenn  wir  wie  früher  fllr  q>  = ^ einsetzen  und  die  Koefficienten 

der  beiden  letzten  Glieder  mit  f und  g bezeichnen. 

Die  Integralrechnung  leitet  hieraus  folgende  Beziehung  zwischen  y 
und  l ab. 

y =■  A ■ sin  (t  ■ VI  +»)+«  • sin  (pt)  -f-  v • sin  (qt  -f-  e)  -j-  tc  • cos  (2pt) 


+ i • cos  2 (qt  -|-  c)  -\-  k cos  \(p  — q)  t — c]  -f-  l • cos  [(p  -f-  q)  t + ej  • • 


und  jedes  dieser  Glieder  gibt  für  sich  eine  eigene  schwingende  Bewegung, 
deren  Amplituden  A , u,  v,  tc,  i , k,  l in  bestimmter  Weise  von  den  Grölsen 
a,  b,  f,  g,  p,  q abhängig  sind.  Das  erste  Glied  gibt  diejenige  Bewegung, 
welche  der  Punkt  annimmt,  wenn  er  einmal  aus  der  Gleichgewichtslage 
gebracht  sich  selbst  überlassen  wird;  seine  Schwingungsdauer  ist  gegeben 
(§  126)  durch 


2ir  1 1 l/° 

J'  "\  T “■  Ti'  ‘ V m ’ 
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das  zweite  und  dritte  Glied  die  ursprüngliche  Bewegung,  das  vierte  und 
fünfte  Bewegungen  von  doppelter  Schnelligkeit,  also  die  Oktaven  der  ur- 
sprünglichen Töne,  das  sechste  den  Differenzton  und  das  siebente  den 
Summationston.  Denn  die  Schwingungszahl  des  vorletzten  Gliedes  ist,  da 

p — 2 = 2 ft  ( y-  — = 2n(N  — Wj), 

gleich  der  Differenz  der  Schwingungen  der  ursprünglichen  Töne.  Ebenso 
ist  die  Schwingungszahl  des  letzten  Gliedes  gleich  Ar  -j-  Ar,. 

Aufser  den  hingeschriebenen  Gliedern  liefert  die  ursprüngliche  Gleichung 
noch  weitere,  deren  Schwingungszahlen  höheren  harmonischen  Tönen  und 
dem  zweiten,  dritten  etc.  Kombinationstone  entsprechen.  Es  genüge  indes, 
soweit  die  Resultate  der  Helmholtzschen  Rechnung  angedeutet  zu  haben, 
deren  Entwicklung  die  uns  hier  gestatteten  mathematischen  HUlfsmittel 
weit  überschreiten  würde. 

Die  Theorie  von  Helmholtz  erklilrt  auch  unmittelbar,  weshalb  die 
Kombinationstöne  bei  der  Sirene  so  stark  werden,  da  dort,  wenn  die  Luft 
gleichzeitig  durch  zwei  Löcherreihen  entweicht,  die  Schwingungsamplitudo 
wegen  des  Herausstürzens  einer  grofsen  Luftmasse  ins  Freie  eine  sehr 
grofse  werden  mufs.  Werden  die  Töne  anders,  etwa  durch  Stimmgabeln 
erzeugt,  so  bilden  sich  diese  Schwingungen  erst  am  Trommelfell,  in  welchem 
sich  dann  Schwingungen  finden,  welche  der  Periode  der  Kombinationstöne 
entsprechen. 

§ 179. 

Ursachen  der  Konsonanz  und  Dissonanz.  Im  § 155  haben  wir 
das  ans  der  Erfahrung  abgeleitete  Gesetz  mitgeteilt,  dafs  in  der  Musik  die 
Intervalle,  welche  durch  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6 gegeben  sind,  kon- 
sonierend  seien,  dafs  zwei  von  diesen  Tönen  gleichzeitig  angegeben  auf  das 
Ohr  einen  wohlthuenden  Eindruck  machen,  während  andere  Töne,  wie  8,  9 
oder  15,  16  oder  1 und  '85  u.  s.  f.  zusammen  angegeben  dissonant  sind. 
Über  den  Grund  der  Konsonanz  gerade  jener  Intervalle  und  der  Dissonanz 
der  übrigen  konnten  wir  damals  keine  andere  Angabe  machen.  Erst  die 
Theorie  von  Helmholtz  über  die  musikalischen  Klänge  in  Verbindung  mit 
den  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  gemachten  Erfahrungen  über  die 
Schwebungen  und  Kombinationstöne  macht  es  möglich  zu  erkennen,  weshalb 
jene  einfachen  Intervalle  Konsonanzen  liefern,  während  die  übrigen  Inter- 
valle dissonant  sind '). 

Die  Grundlage  der  Helmholtzschen  Theorie  der  Konsonanz  und  Disso- 
nanz ist  der  Satz,  dafs  eine  Klangraasse  nur  dann  auf  unser  Ohr  einen  an- 
gpnehmen  Eindruck  machen  kann,  wenn  sie  gleichmäfsig  abfliefst,  wenn 
die  Töne  neben  einander  bestehen  ohne  sich  zu  stören-,  dafs  dagegen  eine 
Klangmasse  einen  unangenehmen  Eindruck  auf  das  Ohr  macht,  dafs  sie 
dissonant  ist,  wenn  dieselbe  aus  einzelnen  Stöfsen  besteht,  wenn  es  ein 
durch  Schwebungen  intermittierender  Klang  ist.  Die  Schwebungen  können 
dabei  so  rasch  erfolgen,  dafs  wir  uns  der  einzelnen  nicht  deutlich  bewufst 
werden,  dafs  wir  sie  nicht  zählen  können.  Helmholtz  vergleicht,  um  diesen 
Satz  zu  begründen,  sehr  treffend  die  Tonempfindungen  mit  den  Licht- 

')  llelmlwU Toneuipfindungeu  p.  273  ff.  erste  Ausgabe  18C3. 
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empfindungen , die  ganz  ähnliches  bieten.  Keine  Beleuchtung  macht  auf 
das  Auge  einen  unangenehmem  Eindruck  als  eine  flackernde,  bei  welcher  in 
rascher  Folge  der  Lichtreiz  stärker  und  schwächer  wird.  Ein  knarrender, 
intermittierender  Ton  ist  nun  für  die  Gehörnerven  ganz  dasselbe,  was  ein 
flackerndes  Licht  fUr  die  Gesichtsnerven  ist;  es  wird  dadurch  eine  viel 
intensivere  und  unangenehmere  Reizung  des  Organes  bewirkt  wie  durch 
einen  gleichmäßigen  dauernden  Ton. 

Früher  glaubte  man,  dal's  man  die  Schwebungen  als  solche  nur  ver- 
nehme, wenn  sie  langsam  erfolgen,  dafs  sie  aber  bei  rascher  Folge  sich  zu 
dem  ersten  Difterenzton  zusammensetzen;  die  Unrichtigkeit  dieser  Ansicht 
haben  wir  vorhin  nachgewiesen;  Helmboltz  gibt  aber  aufserdem  eine  Be- 
obachtungsmethode an,  durch  die  man  sich  überzeugen  kann,  dafs  man  die 
Schwebungen  noch  deutlich  wahrnimmt,  wenn  sie  die  Zahl  30  übersteigen. 
Man  braucht  nur  mit  zwei  auf  a abgestimmten  Gabeln  oder  gedeckten 
Orgelpfeifen  durch  Verstimmung  der  einen  Schwebungen  hervorzubringen, 
und  die  Verstimmung  ganz  allmählich  zu  verstärken.  Anfänglich,  wenn  in 
der  Sekunde  nur  4 — 6 Schwebungen  entstehen,  kann  man  sie  einzeln  auf- 
fassen  und  zählen,  wird  die  Verstimmung  gröfser  und  gröfser,  etwa  bis  zu 
einem  Halbton,  wo  die  Zahl  der  Schwebungen  etwa  30  boträgt,  so  gelingt 
das  nicht  mehr.  Aber  wenn  man  so  eine  allmähliche  Steigerung  der  Zahl 
der  Stöfse  hervorbringt,  so  erkennt  man  deutlich,  dafs  der  sinnliche  Ein- 
druck derjenige  einzelner  Stöfse  ist,  und  erkennt  weiter  auch,  dafs  eben 
dieser  intermittierende  Eindruck  es  ist,  welcher  das  Unangenehme  der 
Dissonanz  bewirkt. 

Wenn  man  die  Zahl  der  Stöfse  durch  Erweiterung  des  Intervalls  ver- 
gröfsert,  durch  Übergang  zu  einem  ganzen  Ton  auf  60  oder  zu  einer  kleinen 
Terz  fl.  Cg  auf  88  bringt,  so  wird  der  Eindruck  des  intermittierenden  Klanges 
immer  schwächer,  und  bei  der  kleinen  Terz  ist  kaum  eine  Spur  desselben 
mehr  wahrzunehmen,  sie  macht  schon  den  Eindruck  eines  gleichmäfsig  ab- 
fliefsenden  Tones.  Man  könnte  deshalb  glauben,  dafs  wie  bei  dem  Auge 
ein  sich  rasch  wiederholendes  Aufblitzen  eines  Lichtes  den  Eindruck  kon- 
tinuierlicher Beleuchtung  macht,  so  auch  bei  dom  Ohre  ein  etwa  90mal  in 
der  Sekunde  wiederkehrender  Tonstofs  den  Eindruck  eines  kontinuierlichen 
Tones  mache.  Dafs  indes  dem  nicht  so  ist,  davon  kann  man  sich  leicht 
überzeugen,  indem  man  die  Zahl  der  Stöfse  anstatt  durch  Erweiterung  des 
Intervalls  durch  Verlegung  des  engern  Intervalls  in  höhere  Gegenden  der 
Skala  vergröfsert.  Der  Halbton  h c,  gibt  33  Schwebungen,  die  deutlich 
als  intermittierende  Stöfse  erkannt  werden,  gibt  man  unmittelbar  nachher 
hlct  mit  66,  hici  mit  132  Stöfsen  an,  so  erkennt  man,  dafs  der  sinnliche 
Eindruck  wesentlich  dersolbe  ist.  Die  Wahrnohmbarkeit  der  Schwebungijp 
hängt  also  nicht  allein  von  ihrer  Anzahl  ah,  sondern  auch  davon,  dafs  die 
sie  erzeugenden  Intervalle  hinreichend  nahe  liegen.  Den  Grund  für  deu 
letztem  Umstand  sieht  Helmboltz  darin,  dals  Schwebungen  im  Ohre  nur 
dann  bestehen  können,  wenn  die  Töne  der  Skala  nahe  genug  liegen,  um 
dieselben  Nervenanhängsel,  dieselben  Cortischen  Fasern  in  Mitschwingungen 
zu  versetzen.  Wenn  sich  die  beiden  angegebenen  Töne  zu  weit  von  ein- 
ander entfernen,  werden  dio  Schwingungen  der  von  beiden  gemeinsam  er- 
regten Fasern  zu  schwach,,  als  dafs  man  deren  Schwebungen  noch  wahr- 
nehmen könnte. 
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Die  Wahrnehmbarkeit  der  Stöfse  hängt  also  von  der  Zahl  derselben 
und  der  Weite  des  Intervalls  ab;  ist  das  Intervall  enge,  so  nimmt  man 
eine  groi'se  Zahl  wahr,  ist  es  weiter,  so  kommt  nur  eine  weit  geringere 
Zahl  zur  Empfindung,  und  bei  weiten  Intervallen  wie  Quart  oder  Quint 
kommen  sie  gar  nicht  mehr  zur  Wahrnehmung. 

Aus  diesen  Sätzen  von  Helmholtz  ergibt  sich  zunächst,  dafs  alle  engen 
Intervalle,  grofse  und  kleine  Sekunden  innerhalb  des  in  der  Musik  ge- 
brauchten Tonsystems  dissonierend  sein  müssen,  sie  erklären,  weshalb  die 
Dissonanzen  in  den  mittlem  Tonlagen  am  schärfsten  sind,  und  weshalb  in 
den  tiefern  Tonlagen,  in  der  grofsen  imd  tiefem  Hälfte  der  kleinen  Oktave 
die  kleinen  Terzen  schon  merklich  rauh  klingen,  da  sie  in  diesen  zwischen 
15  und  30  Schwebungen  gebon. 

Aus  der  Helmholtzschen  Theorie  des  Klanges  ergibt  sich  dann  aber 
ebenso,  weshalb  die  grofse  und  kleine  Septime  und  die  verstimmten  kon- 
sonierenden  Intervalle  der  musikalischen  Klänge  dissonant  sind.  Wie  wir 
nämlich  sahen,  sind  die  Klänge  nicht  einfache  Töne,  sondern  Accorde,  die 
aus  dem  Grundton  und  seinen  harmonischen  Obertönen  aufgebaut  sind. 
Gerade  so  nun  wie  die  einfachen  Töne  Schwebungen  hervorbringen,  so  thun 
es  auch  die  Obertöne  der  Klänge  mit  einander  und  den  Grundtönen  und 
aufserdem  können  auch  die  Kombinationstöno  Schwebungen  veranlassen. 
Wenn  deshalb  zwei  Klänge,  welche,  wie  fast  alle  in  der  Musik  gebrauchten 
Klänge,  deutliche  Obertöne  haben,  unter  diesen  solche  besitzen,  welche 
hinreichend  nahe  zusammenliegen,  so  werden  diese  Schwebungen  liefern 
und  deshalb  die  beiden  Klänge  ein  dissonantes  Intervall  bilden. 

Man  erkennt  darnach  sofort,  dafs  die  kleine  oder  grofse  Septime  eine 
Dissonanz  sein  mufs,  da  der  erste  Oberton  des  Grundtones  mit  den  Septi- 
men das  Intervall  eines  Halbtones  oder  eines  ganzen  Tones  bildet.  Die 
grofse  Septime  ist  1 : der  erste  Oberton  des  Grundtones  ist  2 oder  LH6, 

man  sieht,  das  Verhältnis  dieses  zur  Septime  ist  }■$,  ein  Halbton.  Das- 
selbe gilt  für  die  grofse  und  kleine  None. 

Dem  entgegen  erkennt  man  sofort,  dafs  die  Oktave  eine  vollkommene 
Konsonanz  sein  mufs,  da  die  Obertöne  der  Oktave  auch  alle  Obertöne  des 
Grundtones  sind,  und  deshalb  keine  andern  Schwebungen  auftreten  können 
wie  in  dem  Klange  des  Grundtones  selbst,  Schwebungen,  die  erst  sehr 
hohen  Obertönen  entsprechen,  welche  deshalb  so  schwach  sind,  dafs  sie 
nicht  mehr  gehört  werden. 

Die  auf  die  Oktave  folgende  ebenfalls  noch  als  vollkommen  zu  be- 
zeichnende Konsonanz  ist  die  Quint,  deren  Schwingungsverhültnis  2 : 3 ist. 
Die  in  diesen  beiden  Klängen  enthaltenen  Obertöne  sind 

Grundton  2,  4,  6,  8,  10,  12 
Quinte  3 6 9 12. 

Man  sieht,  der  erste  Oberton  der  Quint  fällt  mit  dem  zweiten  der 
Oktave  zusammen  und  der  dritte  Oberton  der  Quint  steht  zu  dem  vierton 
und  fünften  Oberton  der  Oktave  im  Verhältnis  eines  ganzen  Tones. 

Eben  weil  os  die  tiefsten  ObortOne  sind,  welche  in  diesen  Intervallen 
zusammenfallen,  in  der  Oktave  der  Grundton  des  zweiten  Klanges  mit  dem 
ersten  Oberton  des  ersten,  in  der  Quint  der  erste  Oberton  des  zweiten  mit 
deiu  zweiten  Obertone  des  ersten,  in  der  Duodecime  1 : 3 der  Grundton  dos 
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zweiten  mit  dem  zweiten  Obertone  des  ersten,  deshalb  sind  die  Konsonanzen 
scharf  als  solche  charakterisiert,  denn  die  geringste  Unreinheit  des  einen 
der  Töne  bringt  sofort  Schwebungen  hervor,  da  gleichzeitig  mit  dem  Grund- 
tone die  Obertöne  verstimmt  werden.  Deshalb  hört  man  die  Unreinheit 
dor  Stimmung  bei  keinem  andern  Intervall  so  deutlich  als  bei  der  Oktave 
und  bei  den  andern  beiden  ebengenannten  Intervallen.  Da  man  nun  dies 
gleichzeitig  als  das  Charakteristische  der  Konsonanzen  ansehen  kann,  so 
kann  man  gleichzeitig  ein  Intervall  als  um  so  konsonanter  bezeichnen,  je  naher 
die  zusammenfallenden  Obertöne  bei  dem  Grundtone  der  Klange  liegen. 

Nach  diesem  Merkmal  ist  die  .Reihe  der  Konsonanzen  weiter,  Quarte, 
deren  dritter  Oberton  mit  dem  vierten  des  Grundtones,  grofse  Sext,  deren 
dritter  Oberton  mit  dem  fünften  des  Grundtones  zusammenfällt.  Bei  beiden 
Intervallen  wird  der  zweite  Oberton  des  zweiten  Klanges  von  dem  dritten 
des  Grundtones  gestört. 

Die  letzten  in  der  Reihe  der  konsonanten  Intervalle  sind  grofse  und 
kleine  Terz,  bei  denen  der  vierte  des  zweiten  mit  dom  fünften  Oberton  zu- 
sammenfallt respektive  bei  der  kleinen  Terz  der  sechste  mit  dem  fünften. 
Bei  der  grofsen  Terz  steht  dagegen  der  dritte  mit.  dem  vierten  Oberton 
des  Grundtones  im  Verhältnis  •}-£,  also  einer  scharfen  Dissonanz.  Bei  der 
kleinen  Terz  stören  sich  schon  die  Grundklänge,  dann  der  dritte  der  Terz 
mit  dem  vierten  des  Grundtones,  die  im  Verhältnis  stehen  und  der  vierte 
der  Terz  mit  dem  fünften  des  Grandtones,  die  im  Verhältnis  stehen. 

Der  Raum  gestattet  uns  nicht,  hier  weiter  auf  die  interessanten  Aus- 
führungen von  Helmholtz  einzugehen,  welche  die  eben  in  kurzem  Umrisse 
angedeutete  Theorie  auch  auf  die  Klassifikation  der  Konsonanzen  in  den 
verschiedenen  Klangfarben  und  die  der  Accorde  nach  ihrem  Wohlklange 
liefern.  Nur  sei  schiiefslich  die  Bemerkung  hinzugefügt,  dafs  Helmholtz 
aufser  den  Schwebungen  der  Obertöne  auch  jene  der  Kombinationstöne  mit 
in  Betracht  zieht,  welche  bei  einfachen  Tönen  da3  allein  Bedingende  der 
Dissonanz  weiterer  Intervalle  bilden.  Die  Schwebungen  der  Kombinations- 
töne treten  aber  nie  so  stark  hervor  als  jene  der  Obertöne,  und  deshalb  sind 
die  Intervalle  einfacher  Töne  auch  durchaus  nicht  so  scharf  charakterisiert 
als  die  zusammengesetzter  Klänge. 
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